Equations différentielles ordinaires — corrigé

A Equations différentielles linéaires

a On pose
2/ (t) + 2z(t) = cost. (1)
1 Donner I'équation homogene associée a (1) et la résoudre. Vérifier que 'espace de ses solutions
Sh est de dimension 1, on les notera xy,(t) = cxo(t), ot 29 € Sy et ¢ € C.

L’équation homogéne est ' (t)+2z(t) = 0. Les solutions € donnent l’équation caractéristique r+2 =0
et s’écrivent xy(t) = c e 2,

2 Chercher une solution particuliere de (1) sous la forme x,(t) = acost + bsint, avec (a,b) € C2.

On az,,(t) = —asint+bcost d'ot asint+bcost+2acost+2bsint = (2a+b) cost+(2b—a)sint = cost

2a+b:1, a:2b7 ) 1
= {21)_&_0; = {51)_1; = a=¢felb=z.

3 Chercher la solution de (1) vérifiant la condition z(0) = 1.
Elle s’écrit x(t) = ce " + 2 cost + £ sint avec x(0) =c+ 2 =1 <= c= 2.
b On pose
o' (t) — 2x(t) = 2 (2)
1 Donner ’équation homogene associée a (2) et la résoudre. Vérifier que U'espace de ses solutions
Sh est de dimension 1, on les notera xy(t) = cxo(t), ot g € Sy et ¢ € C.

L’équation homogéne est 2't) —2x(t) = 0. Les solutions et donnent I’équation caractéristique r—2 = 0

et s’écrivent xy(t) = c e,

2 Chercher une solution particuliere de (2) sous la forme z;,(t) = ast® + a1t +ag, avec (ag, a1, az) € C3.
On a x;(t) = 2aqst + a1 d’ot x;(t) —2zp(t) =t? <= 2ast+a; —2ast? —2a1t — 2a9 = —2ast* +

-2 as = 1 ;
2(ag —ay)t —2ag+a; =12 < { 2(az —a1) =0; < alzagz—% et ap = 3 :—%.
a; — 20,0 =0 3
3 Chercher la solution de (2) vérifiant la condition x(0) = 0.
Elle s’écrit x(t) = ce® — 1t* — 1t — + avec x(0) =c— 1 =0 < c=1.
¢ On pose
2" (t) — x(t) = 2 cost + cos(v/2t) (3)

1 Donner I’équation homogene associée a (3) et la résoudre. Vérifier que 'espace de ses solutions
Sh est de dimension 2, on les notera z,(t) = c1 z1(t) + c2 22(t), ou (z1,x2) € S et (c1,¢2) € C2.

L’équation homogéne est 2""t)—x(t) = 0. Les solutions €™ donnent I’équation caractéristique r®>—1 =0

et s’écrivent oy (t) = c1 et + coet.

2 Chercher une solution particuliere de x”/ (t) — (t) = 2 cost sous la forme x1 (t) = a1 cost+ by sint,
avec (a1,b1) € C2.

On a xp,(t) = —aicost — bysint, d'ou x};(t) — xp1(t) = 2cost <= —ajcost — bysint — aj cost —
bisint = —2ajcost —2bysint = 2cost <~ {_gzl :(2) ; <= a1 =—1etb =0.
—201 = U]

3 Chercher une solution particuliere de 2" (t) — x(t) = cos(v/2t) sous la forme w2 (t) = a cos(v/2t) +
by sin(v/2t), avec (az,be) € C2.

On a xll5(t) = —2az cos(v/2t) — 2basin(v/2t), d'ot xlly(t) — p2(t) = cos(V2t) < —2azcos(V2t) —

p2
2 by sin(v/2t) —ag cos(v/2t)—bg sin(v/2t) = —3 ag cos(v/2t)—3 by sin(v/2t) = cos(v/2t) <= { _322 B (1) :
—3b2=0;
= ag = —% et bo = 0. Attention, il faul toujours inclure un terme en cosinus et un terme en sinus,

la solution ici n’a pas de terme en sinus parce qu’il n’y a pas de dérivée impaire.

4 Chercher la solution de (3) vérifiant les conditions 2:(0) = 1 et 2/(0) = 1.



Elle s’écrit x(t) = c1 e’ + cope™ — cost — & cos(v/2t), d'ov 2/ (t) = cre’ —cpe™ 4 sint + 52 sm(\/—t)

_ 7.
avec z(0) =c1+ca—1—2=1letad/(0)=c1—cp =1 < {01—1—02—3, = clz%zg et
cp—cy=1;
-1
02232 _%.
d On pose
() +x(t) = e 2 4 t. (4)

1 Donner I’équation homogene associée 4(4) et la résoudre. Vérifier que 'espace de ses solutions Sy,
est de dimension 2, on les notera z(t) = ¢; x1(t) + ca x2(t), ol (w1,22) € S? et (c1,c2) € C3.
L’équation homogeéne est 2''t)+x(t) = 0. Les solutions e"* donnent l’équation caractéristique r*>+1 =0

et s’écrivent my(t) = c1 et + coe ™ = dj cost + dasint avec dy = ¢1 + o et do =1i(c1 — ca).
2 Chercher une solution particuliere de z”(t) + z(t) = e~ sous la forme z,1(t) = a1 e™%, avec

a; € C.
On aapy(t) = dare™, dot api(t) +api(t) = e = dare ™ +ae ™ =5a e = e —
Sa; =1 < a; = %
3 Chercher une solution particuliere de z”(t) + x(t) = ¢ sous la forme xp2(t) = aat + ba, avec
(CLQ, bz) e C2.
On a xpy(t) =0, d'oth xpy(t) +wp2(t) =t <= ast+by =t <= az =1 et by =0.

4 Chercher la solution de (4) vérifiant les conditions 2:(0) = 0 et 2/(0) = 1.

Elle s’écrit x() = dycost + dysint + e 2 + 1, dou 2/(t) = —dlsmt—l-dgcost 2e 2 4+ 1, avec
(O)—d1+——0etx(())—dg———l—l—l<:>d1 —%etdg
e On pose
2" (t) — 22/ (t) 4+ 2(t) = cost — cos(v/2t). (5)

1 Donner ’équation homogene associée a (3) et la résoudre. Vérifier que U'espace de ses solutions
Sh est de dimension 2, on les notera zy,(t) = ¢ x1(t) + c2 22(t), ot (z1,22) € SE et (c1,c2) € C2.
L’équation homogeéne est x''t) — 22’ (t) + z(t) = 0. Les solutions € donnent l’équation caractéristique
r? —=2r+1=(r—1)2=0 et s'écrivent o, (t) = c1 e’ + cate".
2 Chercher une solution particuliere de z” () — 22 (t) + x(t) = cost sous la forme zp1(t) = a; cost +
by sint, avec (ap,b;) € C2.

On a x,,(t) = —aysint + bycost et x5, (t) = —ajcost — bysint, dot wy;(t) — 225, (1) + 2p1(t) =

cost <= —ajcost — bysint + 2aqsint — 2by cost + ajcost + bysint = —2bycost + 2a;sint =
—2b1:1; 1

cost <— { 20, =0 = a1 =0c¢clb =—3.

3 Chercher une solution particuliere de @ (t) — 22/ (t) + z(t) = — cos(v/2t) sous la forme zpo(t) =
as cos(v/2t) + by sin(v/2t), avec (az,be) € C2.

On a x,(t) = —vV2aysin(V2t) + V2bycos(v2t) et xy(t) = —2agcos(V2t) — 2bysin(v/2t), d'od
ally(t) — 2aly(t) + apa(t) = —cos(V2t) <= —2agcos(v2t) — 2bysin(v2t) + 2v2ay sin(V2t) —

2v/2 by cos(v/2t) + ag cos(v/2t) + by sin(v/2t) = —(az + 2v/2bs) cos(v2t) + (2v2as — by sin(v/2t) =

3/20 1.

—cos(V2t) —= { ;g/—;—f B 22 B (1) " on multiplie la seconde par 23/2 et on les additionne pour trouver
- 2 — b2 ;

9

4 Chercher la solution de (5) vérifiant les conditions z(0) = 2 et 2/(0) = .

Elle s’écrit x(t) = c1e' + cate’ — L sint + & cos(V2t) + ﬁ sin(v/2t), d’ou

as = % puis by =

2'(t) = crel + (1l +t)el — 4 cost——sm(\/_t) —cos(\/—t) avec z(0) = c1 + 5 = 2 et
1
0)=c¢; —cyg— L2441 a=5-5=%5;
Y0)=ca-e-3+t5=5 = €1 —C2 = lg:> =3-%=3
f On pose
2" (t) —62"(t) + 112'(t) — 6 z(t) = 0. (6)

1 Résoudre (6). Vérifier que l'espace de ses solutions S est de dimension 3, on les notera x(t) =
C1 ZEl(t) + c2 ZEQ(t) +c3 J?g(t), ou (:El,:EQ,ZEg) S 83 et (01,02,03) S (CB.
Les solutions e" donnent l’équation caractéristique r3 — 612 + 117 —6 = 0. On remarque que 1 est
racine, on peut la récrire (r —1)(r? —=5r+6). Le discriminant du second facteur est A=5%2—4x6=1
541 3t

et ses racines 25=, soit 2 el 3, les solutions s’écrivent z(t) = a1 et +cpe? +cge



2 Chercher la solution de (6) vérifiant les conditions z(0) = 2, 2’(0) =1 et 2”(0) = 0.

Onax'(t)=cre' +2cpe® +3c3e3, 2" (t) = crel +4cae® +9cze®, les solutions vérifient
z(0) = c1+cate3 =2, 2(0) = ¢c1+2c2+3c3 =1 et 27(0) = ¢1 +4ca +9c3 = 0 d'ou

c1+co+c3=2; ci+co+tce3=2; c1+co+c3=2;
c1+2c+3c3=1; <+— co+2c3=—-1; <= co+2c3=—1; = 03=%pui5
c1+4ca+9c3=0; 2c0+6c3=—-1; 2¢3=1;
cp=—-1—-1=-2 etenﬁn01:2+2—%:%.
g On pose
2" (t) — 62" (t) +92'(t) —4x(t) = 0. (7)

1 Résoudre (7). Vérifier que l'espace de ses solutions S est de dimension 3, on les notera z(t) =
c121(t) + ca xa(t) + cz x3(t), ont (w1, x2,23) € S et (c1,ca,c3) € C3.

Les solutions €™ donnent l’équation caractéristique > — 612 +9r — 4 = 0. On remarque que 1 est
racine, on peut la récrire (r —1)(r? —5r+4). Le discriminant du second facteur est A = 52 — 4% = 32
5+3

et ses racines 252, soit 1 et 4, les solutions s’écrivent x(t) = ¢ €' + cat e’ + c3 et

2 Chercher la solution de (7) vérifiant les conditions z(0) = 1, 2’(0) = 0 et 2”(0) = 0.

Onax'(t)=cre +ca(l+t)el +4cze, 2 (t) = crel +ca(2+1t) el + 16 cze?, les solutions vérifient
C1 + C3 — 1'
2(0) = c14+c3 =1,2'(0) = crteatdes =0 et 2”(0) = c1+2 co+16 c3 = 0 d'ou c1t+ceot+4de3=0; <—
c1+2co+16c3=0;

c1+c3=2; 9c3 =1
1 —8c3=0; — c1 = 83 ; <~ c;;z%puiscl:%etenﬁn022—01—403=—§.
ci+co+4de3=0; c1+ca+4de3=0;
h On pose
2'(t) +2'(t) =t + €. (8)

1 On pose y = 2/, montrer que, si z est solution de 8), y est solution de
y'(t) +y(t) =t+ e (9)

y=2a" =1y =2a", on peut substituer 2'(t) par y(t) et z’’(t) par y'(t) dans (8) ce qui donne (9).

2 Donner I"équation homogeéne associée a (9) et la résoudre. Vérifier que 'espace de ses solutions
Sh est de dimension 1, on les notera yy(t) = cyo(t), ol yo € Sh et ¢y € C.

L’équation homogéne est ' (t)+z(t) = 0. Les solutions €™ donnent l’équation caractéristique r+1 =0

et s’écrivent oy (t) = c e t.

3 Chercher une solution particuliere de y/(¢) + y(t) = ¢ sous la forme yp1(t) = a1t + by, avec
(al s bl) € C2.

On ayy(t) = a1, doty,, () +yp1(t) =t <= a1tart+by =t <= a1 =1eta;+by =0=b; = —1.

! sous la forme yp2(t) = aze’, avec ay € C.

t

4 Chercher une solution particuliere de y/(t) + y(t) = e
On a yly(t) = age’, dot yl, (t) + yp1(t) = e <= age’ +age’ = e <= 2a3 =1 < ay = 3.

5 Calculer les primitives de ¥ = yn + Yp1 + Yp2-
Les primitives de y(t) = ce™" + %et +t—1 s%écrivent —ce™t + %et + %tQ —t+d, oude C est une
constante arbitraire.

6 Chercher la solution de (8) vérifiant les conditions z(0) =1 et 2/(0) = 0.
a(t)=—cet+iel+ it —t+deta'(t)=y(t) =ce '+ 3e+t—1 donnent 2(0) = —c+ 1 +d=1
et #'(0)=c+4—-1=0, soit c=1% puisd=1.

B Systemes d’équations différentielles d’ordre 1
-2 2

a Soit M = ( 3 _1), on pose

X'(8) = MX(t) + <612t) avee X (1) = 68) ot X'(f) = (;/(t)) . (10)



1 Trouver le polynome caractéristique yps de M, ses valeurs propres A; et Ay et leurs vecteurs
propres e et es.

det(M—AI) = ’_23 2 A‘ — (24N (14N =6 = \2+3X\—4. Le discriminant s’écrit A = 9+16 = 25

11—
donc les racines sont X = 732i5, soit Ay = 1 et \oa = —4. Un vecteur propre i associé a A\ vérifie
-2 2 €T €T —2x+2y ==x; —3r+2y=0; 2

= = ‘ T o= § = =2y ete =
(2 2)0)-0) = {05 = Bmal = somaa- (g
est un générateur de [’espace propre. Un vecteur propre Z associé a Ao vérifie

-2 2 x\ _ —2x 4 2y = —4u; 20+ 2y =03 _ (1
<3 _1> (y)_ 4(y) = { 3y —y = —dy; = {3x+3y:0; = =y etey = 1

est un générateur de l’espace propre. Les solutions homogénes s’écrivent ¢y (g) eel + co <1) e !

:EI (t)) (w 1(t)) (e_2t> <x 1(t)> (al e_zt)
2 Trouver une solution particuliere de pl M|7P + sous la forme P = _ .
P ( Y (t) Yp1 (1) 0 ypr(t) )~ \bre ™
L —2a1 e—2t a e e 2 —2a1 = —2a; +2by +1;
Tp1 et yp1 vérifient (—21)11 th) = ( ) (bie t) ( 1 ) — { i2b1 - 31(11 - bll ' —
—2b1 =1 y
{3a1+b1_0;<:>b1 eta1

!
CEP
/

3 Trouver une solution particuliere de ( (t)) M (xpz(t)) + (O) sous la forme (‘TW@)) = (az) .
yp2(t yPQ(t) 1 yp2(t) ba

:vpgetypgvériﬁent<8)_(32 2)( ) (O> — {02—2a2+2b2; (:>{ az = by ; —
1

1 0=3as—by+1; 0=2as+1;
a2:b2:——.

2

_|_

4 Ecrire la solution générale de (10).
Elle s’écrit x(t) = 2c1e’ + coe—4t — 3 + g2 et y(t) = 3c1e’ +cpe™ — 1 —
Soit M = G _01>, on pose
1—t x(t) 2/ (t)
X’t_MXt+< > avecXt_< >etX’t_< : 11
0 =mxw+ ("] 0= (1) e x0= (0 (1)

1 Trouver le polynome caractéristique yps de M, ses valeurs propres A; et Ay et leurs vecteurs
propres e; et es.

det(M — \I) = ‘1;/\ 1 _/\‘ = A2 — 1 donc les valeurs propres sont \y = —1 et Ay = 1. Un
vecteur propre ($> associé a A1 vérifie (1 O) (w) = — ($> { T=7%5 = x =
y ! 1 1) \y y T—y=-y;
0 ete = (1) est un générateur de l’espace propre. Un wvecteur propre Z associé a Mo vérifie
1 0 T T T =x; - (2 Ny ,
<1 _1) (y) = (y) {:c =y — x =2y etey = <1 est un générateur de l’espace

propre. Les solutions homogenes s’écrivent ¢y (1) et 4+ (?) et.

2 Trouver une solution particuliere de (11) sous la forme (Ip(t)> = (alt + a2>'

yp(t) b1t + by
L. ar\ (1 O a1t + as 1—1 ay =ait+as+1—1;
Zp et yp vérifient <b1)_<1 —1) <b1t+b2)+< 1 ) = {b1=a1t+a2—b1t—b2+1; =
ar =az+1;
0=a1—1; o . . - _ _
by —ag—by+1: <= a1 =1 puis by =1 puis as =0 et by = 0.
0=a;—br;

3 Trouver la solution de (11) vérifiant les conditions 2:(0) = 1 et y(0) = 0.

Les solutions générale s’écrivent x(t) = 2cae™t +1t et y(t) = c1 e + cae™t +t, les conditions donnent

2(0) =2c0 =1 et y(0) =c1 +c2 =0, soitczzé et c; = %



210
c Soit M=|1 2 0], on pose
001 1—t x(t) 2 (t)
X'(t) = MX(t)+ 1 avec X(t) = [y(t) | et X' () = [v'(t) | - (12)
t? z(t) Z'(¢)

1 Trouver le polynome caractéristique yps de M, ses valeurs propres A; et Ay et leurs vecteurs
propres e1, €} et es.

2—-X 1 0
det(M—=X)=| 1 2—=X 0 |=2-X2(1-N)—=1+X=-X3+5X2—7\+3, on remarque que 1
0 0 1-X
est racine, xar = (1—A) (A2 —4A+3) ; le discriminant réduit du second facteur vaut A’ = 4—3 =1 donc

x
ses racines sont 2+ 1 | les valeurs propres sont \y = 1 dégénérée et \oa = 3. Un vecteur propre |y
z
210 z T 2z +y =3z,
associé a Ao vérifie |1 2 0 Yyl =3ly| <= Jr+2y=3y; <= {_I+y_0’etZ—O,'
r—y=0,
001 z z z=3z;
1 x
doux=yetz=0,ex= | 1| estun générateur de l’espace propre. Les vecteurs propres | y | associés
0 z
210 T T 20 +y =ux; —1 0
a A1 vérifie (1 2 0 yl=\y|] <= (2x+2y=y; < z+y=0.e1=| 1 | etej=1[0
001 z z z=2z; 0 1
-1 0 1
engendrent ’espace propre. Les solutions homogénes s’écrivent dy | 1 | et+dj [ 0] ef+do [ 1] €3
1 0

On pourrait écrire directement e et €| comme vecteurs orthogonauz a eq car M est hermitienne donc
les vecteurs propres associés a Ay sont orthogonaur d ceuxr associés a \o.

xp(t) ait? + ast + as
2 Trouver une solution particuliere de (12) sous la forme | y,(t) | = b1t? + bot + bs
zp(t) c1t? + cot + ¢3
2a1t + as 210 CL1t2+CL2t—|—CL3 1—t
xp et yp vérifient | 2by +by | = (1 2 0 bit? + bot + b3 | + 1 d’on
2c1 + co 001 c1t? + eot + ¢ 12

as =2a3+bs+1,

2a1t+a2:2a1t2+2a2t+2a3+b1t2—|—b2t+b3+1—t; 2a1:2a2—|—b2—1, Cy = C3,
O:2a1+b1,

201t + by = a1t2 + ast + a3z + 2b1t2 + 2bot 4+ 2b3 4+ 1 ; — et 2c1 = co

by = a3 + 2b3 + 1
— 2 2. 2 3 3 ) _
2clt+02—clt +Cgt+03+t ] 2b1 a9 2b2, O—Cl+1.

0=ay +2b,
2a1 + by =0; ay —by =0; _ _ ; 5
ay+2by =0 <= { 30y = 0 <= ay; = by = 0 = le premier systéme se
a2:2a3+b3+1;
0=2as+by—1;

Le sous-systéme {

- . _ e _ 1 _2 ~
simplifie en by = a5 + 2bs + 1 il vient as = —2by puis —3bs =1 <= by 3 donc as 5, Ce qui
0=as + 2by;
2a3+b3:—l; a3—b3:1; 2 o rd \
donne {ag 4 9bs — _% : — 305 — 2 — _% : <= a3 = g et by = —5. Enfin, le second systéme
donne c1 = —1 puis co = c3 = —2.

3 Trouver la solution de (12) vérifiant les conditions z(0) = 1, y(0) = 0 et 2(0) = 1.

L
a(t) = —die’ +dpe® + 2 + 2t y(t) = die +dye® — I — Lt et 2(t) = dje' —2 -2t — ¢ donc
—dy +dy = §

97 <~ d1 =0

2(0) = —di+ds+2 =1, y(0) =di+do— L =0 et 2(0) = d} -2 = 1, soit{ Aty =T
=1

et dy = g, tandis que dj = 3.



210
d Soit M =11 2 0|, on pose
000 - (1) (1)
X't)y=MXt)+ | 1 avec X(t) = [y@t) | et X'(t) = | V(1) |- (13)
t 2(t) Z'(t)

1 Trouver le polynome caractéristique x s de M, ses valeurs propres Ai, A2 et A3 et leurs vecteurs
propres e, ex et es.

2—X 1 0
det(M=X)=] 1 2-=X 0|=—2-2)2\+X=-X\2—4A+3), le discriminant du second facteur
0 0 =X
vaut A = 16 — 12 = 4 donc ses racines sont %, les valeurs propres sont Ay = 3, Ao =1 et A3 = 0.
T 210 T T 20 +y = 3x;
Un vecteur propre |y | associé a A\ vérifie {1 2 0 y| =3ly| <= {z+2y=3y; <=
z 000 z z 0=3z
1
—z+y=0, )y ‘s ;
{ v—y=0, et z=0;dovx=yetz=0,e = (1) est un générateur de l’espace propre. Un
T 210 T T 20 +y=ux;
vecteur propre | y | associé a Aa vérifie | 1 2 0 yl=1y| <= (2x+2y=y; <= z+y=0
z 00O z z 0==z2;
-1 T
etz=0.ea=| 1 | estun générateur de l’espace propre. Un vecteur propre | y | associé a Az vérifie
0 z
210 T 0 20 +y=0; r—y=0: 0
120 y|l=10] < x+2y:0;<:>{3x:0.’<:>:v=y:0,e3= 0] est un
000 z 0 0=0; ’ 1
1 -1 0
générateur de l'espace propre. Les solutions homogénes s’écrivent dy [ 1| €3 4dy | 1 | et +d3 [0
0 0 1

On pourrait écrire directement e3 comme vecteur orthogonal d es et e3 car M est hermilienne donc
les vecteurs propres associés a deux valeur propres différentes sont orthogonau.

xp(t) ait? + ast +as
2 Trouver une solution particuliere de (13) sous la forme [ y,(t) | = | bit? + bat + b3
zp(t) c1t? + cot + ¢3
2a1t + as 210 CL1t2+CL2t—|—CL3 1—t¢
xp et yp vérifient | 2by+b02 | =(1 2 0 bit? + bot +bs | + 1 d’on
2c1 + co 000 c1t? + eot + ¢ t

as =2a3+bs+1,
2a1:2a2—|—b2—1,

2a1t+a2:2a1t2+2a2t+2a3+b1t2—|—b2t+b3+1—t; 072 b Co = C3
2b1t—|—b2:a1t2+a2t+a3+2b1t2—|—2b2t+2b3+1; < = 20+ Lo et 261 =C2
21t +co =1 b2 =as +2bs 1, ] g ¢ 41
’ 2b1:a2+2b2, ’
0=ay + 2by,

2a1+ b1 =0, <= {al_bl_o; <= ay; = by = 0 = le premier systéme se

a1—|—2b1:(), 3&120;
a2:2a3+b3+1,
0=2as+by—1,

Le sous-systéme {

. . o . _ap __1 _2 ~
simplifie en by = a5 + 2bs +1 il vient as = —2by puis —3by =1 <= by 3 donc as 5, ce qui
0=as+ 2by
2a3+b3:—l; a3—b3:1; 2 o 7 \
donne {ag 4 9bs — _% : — 305 — 2 — _% : <= a3 = § et by = —5. Enfin, le second systéme
donne 2¢1 =1 < ¢ = % et co = 0. c3 est indéterminé puisqu’elle correspond a ds, on choisit

C3 = 0.
3 Trouver la solution de (13) vérifiant les conditions z(0) = 1, y(0) = 0 et 2(0) = 1.

x(t) = dy e3t_dze3+%+%f; y(t) = dy et 4+d,y t_%—%t et z(t) = d3+%t2 donc z(0) = dl—dg—i—% vy
di —dy =5 B o .
di+dy =L — dy =0 et dy = g, tandis que

y(0) =di+dy =5 =0 et 2(0) = ds = 1, 80”{
ds = 1.

O~xol~



, On pose

—= = O

21
Soit M =1 2
00

8

0 (t)
X't =MX(t)+ |1 avec X (t) = [ y(t) | et X'(t) = (t

t (t) (t

1 Trouver le polynoéme caractéristique xas de M, ses valeurs propres A et Ao > \; et leurs vecteurs
propres e; et es. Vérifier que M est non diagonalisable.

2—X 1 0
det(M—=X)=| 1 2-X 1 [=2-X)?1-=X)—1+X=-X>+5)X2—-T7\+3, on remarque que
0 0 1-2X
1 est racine, xpr = (1 — A\)(A2 — 4\ +3) ; le discriminant réduit du second facteur vaut A’ =4 —3 = 1
donc ses racines sont 2 + 1 | les valeurs propres sont \1 = 1 double et Ao = 3. Un vecteur propre

(t

/
/
/!

SRS

)
) |- (14)
)

x 210 T T 2r4+y==2x vty =0
y | associé a N\ vérifie |1 2 1 yl =\ly|] &= (z+2y+z=y = y="1,
r+y+z2=0,
z 001 z z z=2z
-1
dovx=—-yetz=0,e = | 1 est le seul vecteur propre associé a A1, double, ¢a prouve que M
0
T 210 T T
est non diagonalisable. Un vecteur propre | y | associé a Ao vérifie |1 2 1 y|l =31y <=
z 001 z z
2z +y =3z, . . 1
r4+2y+z2=3y, < { rry=0, et z = 0, SOit{x_y76t220.92= 1| est un
z=3z; roy+z=0, =Y 0

générateur de l’espace propre. L’expression des solutions homogénes n’est pas encore établie.

2 Ecrire explicitement les équations homogene que vérifient zy, yy et 2y, résoudre directement celle
contenant z’ sous la forme z;,(t) = coe™? puis substituer partout z (respectivement ') par zj
(respectivement 2, ) et trouver la matrice 2 x 2 My telle qu’on ait le systeme

Xb = MyX, + (i) avec Xo(t) = (58) et X4(t) = (;;Eg) . (15)

z (t) 2 1 0\ [zu(t) xy (t) = 2w, (t) + yn ()
L’équation homogene s’éerit |y (t) | = |1 2 1 yn(t) | = Sy (t) = 2yn(t) + zn(t) + 2n(t) ;
21 (1) 00 1/ \z,(t) 21 (t) = zn(t) + 1.

L’équation donnant a =, s’écrit z; —zn = 0 et son équation caractéristique r—1 = 0 donne les solutions
ay(t) = 2an(t) + yn(t) ;
t) = 2yn(t) + xn(t) + coet .

éviter toute confusion, on note les variables x ety ; en posant M = (? ;) , il vient (15).

coel avec cg € C. Apreés substitution, on obtient le systéme réduit { /' Pour
h

At At Aot
3 Chercher les solutions de (15) de la forme X5 (t) = (al el +hiten +me >

) e)\lt + /B2t e)\lt + Yo e)\zt

. a1 et + 51(1 + t) et + 3")/1 e?’t = 20&1 et + 2ﬂlt et + 2")/1 e?’t =+ o et + Bgt et + Y2 e?’t
11 vient o ot t 3t _ t t 3t t t 3t t
2€ +[32(1+t)e —|—3")/2€ = Q1€ —l—ﬁlte +’}/16 —|—20[2€ +2[32te —|—2”er +Coe
ay + B =21 + as
’ pr+ B2 =0;
B1 =21+ B2 371 =271 + 72 ; , . ’ ,
’ et " Le premier systéme donne ay +oag =61 il
az+ P2 =a1+2a2+ ¢, Sp=mn+2y. 7 Y al_:miﬁf_l%.
P2 =p1+ 202, '
vient f1 = —f5 et 201 = —cyp < [ = —%Co, puis B = %CO et a1 + g = —%00. Le second systeme
donne v1 = 2. 1l reste trois degrés de liberté, on choisira oy, v1 et cq.
xp(t) art + as
4 Trouver une solution particuliere de (14) sous la forme | y,(¢) | = | b1t + b2
zp(t) c1t + co
10 ait + as 0 ar = 2a1t + 2a9 + byt + bs
21 bit+by | + (1 < by = a1t +as +2bit + by +c1t +co +1 <—
01 Clt—l—CQ t 01201t+02+t

aq 2
Il vient | b1 | = | 1
0



a1 = 2as + bs

by :22:_3;22—:_()22’_'_ 1 e {001—2610—2#71 qui donne ¢; = co = —1, le premier systéme devient, en
O:a1—|—2b1—|—61 ,
ay = 2az + by,
subtilisant by par —2aq et c1 et co par leur valeur, < —2a1 = ag + 2bs , d’ot a1 = —% donc by = % et
—3&1 =1 5
200+ by = —%, . 4 4 1,8_5
{ a2—|—2b2:%3, soit 3ug = —3 <= a2 = —g5 etby=—35+5=73.
5 Trouver la solution de (14) vérifiant les conditions z(0) = 1, y(0) = 0 et z(0) = 1.
On a x(t) = el — —cote + vy €3t — %t — 3, y(t) = (%co +a1)e + —cote + v e3 4+ %t—i— g,
2(t) =cpet —t—1, donc 2(0) =a1+7—3 =1, y(0) = (%c()—kozl)—k’yl—l—— =0etz(0)=c0-1=1,
13 4 s
d’ot co = 2 puis { ;_:71% %’; = =22 =1lety = QTJFQ = 1—5. On peut donner les
autres valeurs qui découlent, ag = —1 — % = —%, 18, B1=1c¢et fy =



