
Équations différentielles ordinaires – corrigé

A Équations différentielles linéaires

a On pose
x′(t) + 2x(t) = cos t. (1)

1 Donner l’équation homogène associée à (1) et la résoudre. Vérifier que l’espace de ses solutions
Sh est de dimension 1, on les notera xh(t) = c x0(t), où x0 ∈ Sh et c ∈ C.

L’équation homogène est x′(t)+2x(t) = 0. Les solutions ert donnent l’équation caractéristique r+2 = 0
et s’écrivent xh(t) = c e−2t.

2 Chercher une solution particulière de (1) sous la forme xp(t) = a cos t+ b sin t, avec (a, b) ∈ C2.

On a x′
p(t) = −a sin t+b cos t d’où a sin t+b cos t+2 a cos t+2 b sin t = (2a+b) cos t+(2b−a) sin t = cos t

⇐⇒
{

2a+ b = 1 ;
2b− a = 0 ;

⇐⇒
{

a = 2b ;
5b = 1 ;

⇐⇒ a = 2
5
et b = 1

5
.

3 Chercher la solution de (1) vérifiant la condition x(0) = 1.

Elle s’écrit x(t) = c e−2t + 2
5
cos t+ 1

5
sin t avec x(0) = c+ 2

5
= 1 ⇐⇒ c = 3

5
.

b On pose
x′(t)− 2 x(t) = t2. (2)

1 Donner l’équation homogène associée à (2) et la résoudre. Vérifier que l’espace de ses solutions
Sh est de dimension 1, on les notera xh(t) = c x0(t), où x0 ∈ Sh et c ∈ C.

L’équation homogène est x′t)−2x(t) = 0. Les solutions ert donnent l’équation caractéristique r−2 = 0
et s’écrivent xh(t) = c e2t.

2 Chercher une solution particulière de (2) sous la forme xp(t) = a2t
2+a1t+a0, avec (a0, a1, a2) ∈ C3.

On a x′
p(t) = 2 a2t + a1 d’où x′

p(t) − 2 xp(t) = t2 ⇐⇒ 2 a2t + a1 − 2 a2t
2 − 2 a1t − 2 a0 = −2a2t

2 +

2(a2 − a1)t− 2 a0 + a1 = t2 ⇐⇒







−2 a2 = 1 ;
2(a2 − a1) = 0 ;
a1 − 2a0 = 0 ;

⇐⇒ a1 = a2 = − 1
2
et a0 = a1

2
= − 1

4
.

3 Chercher la solution de (2) vérifiant la condition x(0) = 0.

Elle s’écrit x(t) = c e2t − 1
2
t2 − 1

2
t− 1

4
avec x(0) = c− 1

4
= 0 ⇐⇒ c = 1

4
.

c On pose
x′′(t)− x(t) = 2 cos t+ cos(

√
2t) (3)

1 Donner l’équation homogène associée à (3) et la résoudre. Vérifier que l’espace de ses solutions
Sh est de dimension 2, on les notera xh(t) = c1 x1(t) + c2 x2(t), où (x1, x2) ∈ S2

h et (c1, c2) ∈ C2.

L’équation homogène est x′′t)−x(t) = 0. Les solutions ert donnent l’équation caractéristique r2−1 = 0
et s’écrivent xh(t) = c1 e

t + c2 e
−t.

2 Chercher une solution particulière de x′′(t)−x(t) = 2 cos t sous la forme xp1(t) = a1 cos t+b1 sin t,
avec (a1, b1) ∈ C2.

On a x′′
p1(t) = −a1 cos t − b1 sin t, d’où x′′

p1(t) − xp1(t) = 2 cos t ⇐⇒ −a1 cos t − b1 sin t − a1 cos t −

b1 sin t = −2 a1 cos t− 2 b1 sin t = 2 cos t ⇐⇒
{

−2a1 = 2 ;
−2b1 = 0 ;

⇐⇒ a1 = −1 et b1 = 0.

3 Chercher une solution particulière de x′′(t)−x(t) = cos(
√
2t) sous la forme xp2(t) = a2 cos(

√
2t)+

b2 sin(
√
2t), avec (a2, b2) ∈ C2.

On a x′′
p2(t) = −2 a2 cos(

√
2t)− 2 b2 sin(

√
2t), d’où x′′

p2(t)− xp2(t) = cos(
√
2t) ⇐⇒ −2 a2 cos(

√
2t)−

2 b2 sin(
√
2t)−a2 cos(

√
2t)−b2 sin(

√
2t) = −3 a2 cos(

√
2t)−3 b2 sin(

√
2t) = cos(

√
2t) ⇐⇒

{

−3 a2 = 1 ;
−3 b2 = 0 ;

⇐⇒ a2 = − 1
3
et b2 = 0. Attention, il faut toujours inclure un terme en cosinus et un terme en sinus,

la solution ici n’a pas de terme en sinus parce qu’il n’y a pas de dérivée impaire.

4 Chercher la solution de (3) vérifiant les conditions x(0) = 1 et x′(0) = 1.
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Elle s’écrit x(t) = c1 e
t + c2 e

−t − cos t − 1
3
cos(

√
2t), d’où x′(t) = c1 e

t − c2 e
−t + sin t+

√
2
3

sin(
√
2t),

avec x(0) = c1 + c2 − 1 − 1
3
= 1 et x′(0) = c1 − c2 = 1 ⇐⇒

{

c1 + c2 = 7
3
;

c1 − c2 = 1 ;
⇐⇒ c1 =

7

3
+1

2
= 3

5
et

c2 =
7

3
−1

2
= 2

5
.

d On pose
x′′(t) + x(t) = e−2t + t. (4)

1 Donner l’équation homogène associée à(4) et la résoudre. Vérifier que l’espace de ses solutions Sh

est de dimension 2, on les notera x(t) = c1 x1(t) + c2 x2(t), où (x1, x2) ∈ S2
h et (c1, c2) ∈ C

3.

L’équation homogène est x′′t)+x(t) = 0. Les solutions ert donnent l’équation caractéristique r2+1 = 0
et s’écrivent xh(t) = c1 e

it + c2 e
−it = d1 cos t+ d2 sin t avec d1 = c1 + c2 et d2 = i(c1 − c2).

2 Chercher une solution particulière de x′′(t) + x(t) = e−2t sous la forme xp1(t) = a1 e
−2t, avec

a1 ∈ C.

On a x′′
p1(t) = 4 a1 e

−2t, d’où x′′
p1(t) + xp1(t) = e−2t ⇐⇒ 4 a1 e

−2t + a1 e
−2t = 5 a1 e

−2t = e−2t ⇐⇒
5 a1 = 1 ⇐⇒ a1 = 1

5
.

3 Chercher une solution particulière de x′′(t) + x(t) = t sous la forme xp2(t) = a2t + b2, avec
(a2, b2) ∈ C2.

On a x′′
p2(t) = 0, d’où x′′

p2(t) + xp2(t) = t ⇐⇒ a2t+ b2 = t ⇐⇒ a2 = 1 et b2 = 0.

4 Chercher la solution de (4) vérifiant les conditions x(0) = 0 et x′(0) = 1.

Elle s’écrit x(t) = d1 cos t + d2 sin t +
1
5
e−2t + t, d’où x′(t) = −d1 sin t + d2 cos t − 2

5
e−2t + 1, avec

x(0) = d1 +
1
5
= 0 et x′(0) = d2 − 2

5
+ 1 = 1 ⇐⇒ d1 = − 1

5
et d2 = 2

5
.

e On pose
x′′(t)− 2x′(t) + x(t) = cos t− cos(

√
2t). (5)

1 Donner l’équation homogène associée à (3) et la résoudre. Vérifier que l’espace de ses solutions
Sh est de dimension 2, on les notera xh(t) = c1 x1(t) + c2 x2(t), où (x1, x2) ∈ S2

h et (c1, c2) ∈ C2.

L’équation homogène est x′′t)− 2x′(t) + x(t) = 0. Les solutions ert donnent l’équation caractéristique
r2 − 2 r + 1 = (r − 1)2 = 0 et s’écrivent xh(t) = c1 e

t + c2t e
−t.

2 Chercher une solution particulière de x′′(t)− 2x′(t)+x(t) = cos t sous la forme xp1(t) = a1 cos t+
b1 sin t, avec (a1, b1) ∈ C2.

On a x′
p1(t) = −a1 sin t + b1 cos t et x′′

p1(t) = −a1 cos t − b1 sin t, d’où x′′
p1(t) − 2x′

p1(t) + xp1(t) =
cos t ⇐⇒ −a1 cos t − b1 sin t + 2 a1 sin t − 2 b1 cos t + a1 cos t + b1 sin t = −2 b1 cos t + 2 a1 sin t =

cos t ⇐⇒
{

−2 b1 = 1 ;
2 a1 = 0 ;

⇐⇒ a1 = 0 et b1 = − 1
2
.

3 Chercher une solution particulière de x′′(t) − 2x′(t) + x(t) = − cos(
√
2t) sous la forme xp2(t) =

a2 cos(
√
2t) + b2 sin(

√
2t), avec (a2, b2) ∈ C

2.

On a x′
p2(t) = −

√
2 a2 sin(

√
2t) +

√
2 b2 cos(

√
2t) et x′′

p2(t) = −2 a2 cos(
√
2t) − 2 b2 sin(

√
2t), d’où

x′′
p2(t) − 2x′

p2(t) + xp2(t) = − cos(
√
2t) ⇐⇒ −2 a2 cos(

√
2t) − 2 b2 sin(

√
2t) + 2

√
2 a2 sin(

√
2t) −

2
√
2 b2 cos(

√
2t) + a2 cos(

√
2t) + b2 sin(

√
2t) = −(a2 + 2

√
2 b2) cos(

√
2t) + (2

√
2 a2 − b2) sin(

√
2t) =

− cos(
√
2t) ⇐⇒

{

a2 + 23/2b2 = 1 ;
23/2a2 − b2 = 0 ;

on multiplie la seconde par 23/2 et on les additionne pour trouver

a2 = 1
9
puis b2 = 23/2

9
.

4 Chercher la solution de (5) vérifiant les conditions x(0) = 2
3
et x′(0) = 1

3
.

Elle s’écrit x(t) = c1 e
t + c2t e

t − 1
2
sin t+ 1

9
cos(

√
2t) + 22/3

9
sin(

√
2t), d’où

x′(t) = c1 e
t + c2(1 + t) et − 1

2
cos t −

√
2
9

sin(
√
2t) + 4

9
cos(

√
2t), avec x(0) = c1 + 1

9
= 2

3
et

x′(0) = c1 − c2 − 1
2
+ 4

9
= 1

3
⇐⇒

{

c1 = 2
3
− 1

9
= 5

9
;

c1 − c2 = 7
18

⇒ c2 = 5
9
− 7

18
= 1

6
.

f On pose
x′′′(t)− 6 x′′(t) + 11 x′(t)− 6 x(t) = 0. (6)

1 Résoudre (6). Vérifier que l’espace de ses solutions S est de dimension 3, on les notera x(t) =
c1 x1(t) + c2 x2(t) + c3 x3(t), où (x1, x2, x3) ∈ S3 et (c1, c2, c3) ∈ C

3.

Les solutions ert donnent l’équation caractéristique r3 − 6 r2 + 11 r − 6 = 0. On remarque que 1 est
racine, on peut la récrire (r−1)(r2−5 r+6). Le discriminant du second facteur est ∆ = 52−4×6 = 1
et ses racines 5±1

2
, soit 2 et 3, les solutions s’écrivent x(t) = c1 e

t + c2 e
2t + c3 e

3t.
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2 Chercher la solution de (6) vérifiant les conditions x(0) = 2, x′(0) = 1 et x′′(0) = 0.

On a x′(t) = c1 e
t + 2 c2 e

2t + 3 c3 e
3t, x′′(t) = c1 e

t + 4 c2 e
2t + 9 c3 e

3t, les solutions vérifient
x(0) = c1 + c2 + c3 = 2, x′(0) = c1 + 2 c2 + 3 c3 = 1 et x′′(0) = c1 + 4 c2 + 9 c3 = 0 d’où






c1 + c2 + c3 = 2 ;
c1 + 2 c2 + 3 c3 = 1 ;
c1 + 4 c2 + 9 c3 = 0 ;

⇐⇒







c1 + c2 + c3 = 2 ;
c2 + 2 c3 = −1 ;
2 c2 + 6 c3 = −1 ;

⇐⇒







c1 + c2 + c3 = 2 ;
c2 + 2 c3 = −1 ;

2 c3 = 1 ;
⇐⇒ c3 = 1

2
puis

c2 = −1− 1 = −2 et enfin c1 = 2 + 2− 1
2
= 7

2
.

g On pose
x′′′(t)− 6 x′′(t) + 9 x′(t)− 4 x(t) = 0. (7)

1 Résoudre (7). Vérifier que l’espace de ses solutions S est de dimension 3, on les notera x(t) =
c1 x1(t) + c2 x2(t) + c3 x3(t), où (x1, x2, x3) ∈ S3 et (c1, c2, c3) ∈ C3.

Les solutions ert donnent l’équation caractéristique r3 − 6 r2 + 9 r − 4 = 0. On remarque que 1 est
racine, on peut la récrire (r− 1)(r2 − 5 r+4). Le discriminant du second facteur est ∆ = 52 − 42 = 32

et ses racines 5±3
2

, soit 1 et 4, les solutions s’écrivent x(t) = c1 e
t + c2t e

t + c3 e
4t.

2 Chercher la solution de (7) vérifiant les conditions x(0) = 1, x′(0) = 0 et x′′(0) = 0.

On a x′(t) = c1 e
t + c2(1 + t) et + 4 c3 e

4t, x′′(t) = c1 e
t + c2(2 + t) et + 16 c3 e

4t, les solutions vérifient

x(0) = c1+c3 = 1, x′(0) = c1+c2+4 c3 = 0 et x′′(0) = c1+2 c2+16 c3 = 0 d’où







c1 + c3 = 1!
c1 + c2 + 4 c3 = 0 ;

c1 + 2 c2 + 16 c3 = 0 ;
⇐⇒







c1 + c3 = 2 ;
c1 − 8 c3 = 0 ;

c1 + c2 + 4 c3 = 0 ;
⇐⇒







9 c3 = 1 ;
c1 = 8c3 ;

c1 + c2 + 4 c3 = 0 ;
⇐⇒ c3 = 1

9
puis c1 = 8

9
et enfin c2 = −c1−4 c3 = − 4

3
.

h On pose
x′′(t) + x′(t) = t+ et. (8)

1 On pose y = x′, montrer que, si x est solution de 8), y est solution de

y′(t) + y(t) = t+ et. (9)

y = x′ ⇒ y′ = x′′, on peut substituer x′(t) par y(t) et x′′(t) par y′(t) dans (8) ce qui donne (9).

2 Donner l’équation homogène associée à (9) et la résoudre. Vérifier que l’espace de ses solutions
Sh est de dimension 1, on les notera yh(t) = c y0(t), où y0 ∈ Sh et c0 ∈ C.

L’équation homogène est x′(t)+x(t) = 0. Les solutions ert donnent l’équation caractéristique r+1 = 0
et s’écrivent xh(t) = c e−t.

3 Chercher une solution particulière de y′(t) + y(t) = t sous la forme yp1(t) = a1t + b1, avec
(a1, b1) ∈ C

2.

On a y′p1(t) = a1, d’où y′p1(t)+yp1(t) = t ⇐⇒ a1+a1t+b1 = t ⇐⇒ a1 = 1 et a1+b1 = 0 ⇒ b1 = −1.

4 Chercher une solution particulière de y′(t) + y(t) = et sous la forme yp2(t) = a2 e
t, avec a2 ∈ C.

On a y′p2(t) = a2 e
t, d’où y′p1(t) + yp1(t) = et ⇐⇒ a2 e

t + a2 e
t = et ⇐⇒ 2a2 = 1 ⇐⇒ a2 = 1

2
.

5 Calculer les primitives de y = yh + yp1 + yp2.

Les primitives de y(t) = c e−t + 1
2
et + t − 1 s’écrivent −c e−t + 1

2
et + 1

2
t2 − t + d, où d ∈ C est une

constante arbitraire.

6 Chercher la solution de (8) vérifiant les conditions x(0) = 1 et x′(0) = 0.

x(t) = −c e−t + 1
2
et + 1

2
t2 − t+ d et x′(t) = y(t) = c e−t + 1

2
et + t− 1 donnent x(0) = −c+ 1

2
+ d = 1

et x′(0) = c+ 1
2
− 1 = 0, soit c = 1

2
puis d = 1.

B Systèmes d’équations différentielles d’ordre 1

a Soit M =

(

−2 2
3 −1

)

, on pose

X ′(t) = MX(t) +

(

e−2t

1

)

avec X(t) =

(

x(t)
y(t)

)

et X ′(t) =

(

x′(t)
y′(t)

)

. (10)
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1 Trouver le polynôme caractéristique χM de M , ses valeurs propres λ1 et λ2 et leurs vecteurs
propres e1 et e2.

det(M−λI) =
∣

∣

∣

−2− λ 2
3! −1− λ

∣

∣

∣ = (2+λ)(1+λ)−6 = λ2+3λ−4. Le discriminant s’écrit ∆ = 9+16 = 25

donc les racines sont λ = −3±5
2

, soit λ1 = 1 et λ2 = −4. Un vecteur propre

(

x

y

)

associé à λ1 vérifie
(

−2 2
3 −1

)(

x

y

)

=

(

x

y

)

⇐⇒
{

−2x+ 2y = x ;
3x− y = y ;

⇐⇒
{

−3x+ 2y = 0 ;
3x− 2y = 0 ;

⇐⇒ 3x = 2y et e1 =

(

2
3

)

est un générateur de l’espace propre. Un vecteur propre

(

x

y

)

associé à λ2 vérifie
(

−2 2
3 −1

)(

x

y

)

= −4

(

x

y

)

⇐⇒
{

−2x+ 2y = −4x ;
3x− y = −4y ;

⇐⇒
{

2x+ 2y = 0 ;
3x+ 3y = 0 ;

⇐⇒ x = y et e2 =

(

1
1

)

est un générateur de l’espace propre. Les solutions homogènes s’écrivent c1

(

2
3

)

eet + c2

(

1
1

)

e−t.

2 Trouver une solution particulière de

(

x′
p1(t)

y′p1(t)

)

= M

(

xp1(t)
yp1(t)

)

+

(

e−2t

0

)

sous la forme

(

xp1(t)
yp1(t)

)

=

(

a1 e
−2t

b1 e
−2t

)

.

xp1 et yp1 vérifient

(

−2a1 e−2t
−2b1 e

−2t

)

=

(

−2 2
3 −1

)(

a1 e
−2t

b1 e
−2t

)

+

(

e−2t

1

)

⇐⇒
{

−2a1 = −2a1 + 2b1 + 1 ;
−2b1 = 3a1 − b1 ;

⇐⇒
{

−2b1 = 1 ;
3a1 + b1 = 0 ;

⇐⇒ b1 = − 1
2
et a1 = 1

6
.

3 Trouver une solution particulière de

(

x′
p2(t)

y′p2(t)

)

= M

(

xp2(t)
yp2(t)

)

+

(

0
1

)

sous la forme

(

xp2(t)
yp2(t)

)

=

(

a2
b2

)

.

xp2 et yp2 vérifient

(

0
0

)

=

(

−2 2
3 −1

)(

a2
b2

)

+

(

0
1

)

⇐⇒
{

0 = −2a2 + 2b2 ;
0 = 3a2 − b2 + 1 ;

⇐⇒
{

a2 = b2 ;
0 = 2a2 + 1 ;

⇐⇒

a2 = b2 = − 1
2
.

4 Écrire la solution générale de (10).

Elle s’écrit x(t) = 2c1 e
t + c2 e−4t− 1

2
+ 1

6
e−2t et y(t) = 3c1 e

t + c2 e
−4t − 1

2
− 1

2
e−2t.

b Soit M =

(

1 0
1 −1

)

, on pose

X ′(t) = MX(t) +

(

1− t

1

)

avec X(t) =

(

x(t)
y(t)

)

et X ′(t) =

(

x′(t)
y′(t)

)

. (11)

1 Trouver le polynôme caractéristique χM de M , ses valeurs propres λ1 et λ2 et leurs vecteurs
propres e1 et e2.

det(M − λI) =
∣

∣

∣

1− λ 0
3! −1− λ

∣

∣

∣
= λ2 − 1 donc les valeurs propres sont λ1 = −1 et λ2 = 1. Un

vecteur propre

(

x

y

)

associé à λ1 vérifie

(

1 0
1 −1

)(

x

y

)

= −
(

x

y

)

⇐⇒
{

x = −x ;
x− y = −y ;

⇐⇒ x =

0 et e1 =

(

0
1

)

est un générateur de l’espace propre. Un vecteur propre

(

x

y

)

associé à λ2 vérifie
(

1 0
1 −1

)(

x

y

)

=

(

x

y

)

⇐⇒
{

x = x ;
x− y = y ;

⇐⇒ x = 2y et e2 =

(

2
1

)

est un générateur de l’espace

propre. Les solutions homogènes s’écrivent c1

(

0
1

)

e−t + c2

(

2
1

)

et.

2 Trouver une solution particulière de (11) sous la forme

(

xp(t)
yp(t)

)

=

(

a1t+ a2
b1t+ b2

)

.

xp et yp vérifient

(

a1
b1

)

=

(

1 0
1 −1

)(

a1t+ a2
b1t+ b2

)

+

(

1− t

1

)

⇐⇒
{

a1 = a1t+ a2 + 1− t ;
b1 = a1t+ a2 − b1t− b2 + 1 ;

⇐⇒










a1 = a2 + 1 ;
0 = a1 − 1 ;

b1 = a2 − b2 + 1 ;
0 = a1 − b1 ;

⇐⇒ a1 = 1 puis b1 = 1 puis a2 = 0 et b2 = 0.

3 Trouver la solution de (11) vérifiant les conditions x(0) = 1 et y(0) = 0.

Les solutions générale s’écrivent x(t) = 2c2 e
−t + t et y(t) = c1 e

t + c2 e
−t + t, les conditions donnent

x(0) = 2c2 = 1 et y(0) = c1 + c2 = 0, soit c2 = 1
2
et c1 = − 1

2
.
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c Soit M =





2 1 0
1 2 0
0 0 1



, on pose

X ′(t) = MX(t) +





1− t

1
t2



 avec X(t) =





x(t)
y(t)
z(t)



 et X ′(t) =





x′(t)
y′(t)
z′(t)



 . (12)

1 Trouver le polynôme caractéristique χM de M , ses valeurs propres λ1 et λ2 et leurs vecteurs
propres e1, e

′
1 et e2.

det(M −λI) =
∣

∣

∣

2− λ 1 0
1 2− λ 0
0 0 1− λ

∣

∣

∣ = (2−λ)2(1−λ)−1+λ = −λ3+5λ2−7λ+3, on remarque que 1

est racine, χM = (1−λ)(λ2−4λ+3) ; le discriminant réduit du second facteur vaut ∆′ = 4−3 = 1 donc

ses racines sont 2± 1 , les valeurs propres sont λ1 = 1 dégénérée et λ2 = 3. Un vecteur propre





x

y

z





associé à λ2 vérifie





2 1 0
1 2 0
0 0 1









x

y

z



 = 3





x

y

z



 ⇐⇒







2x+ y = 3x ;
x+ 2y = 3y ;

z = 3z ;
⇐⇒

{

−x+ y = 0 ,

x− y = 0 ,
et z = 0 ;

d’où x = y et z = 0, e2 =





1
1
0



 est un générateur de l’espace propre. Les vecteurs propres





x

y

z



 associés

à λ1 vérifie





2 1 0
1 2 0
0 0 1









x

y

z



 =





x

y

z



 ⇐⇒







2x+ y = x ;
x+ 2y = y ;

z = z ;
⇐⇒ x+ y = 0. e1 =





−1
1
0



 et e′1 =





0
0
1





engendrent l’espace propre. Les solutions homogènes s’écrivent d1





−1
1
0



 et+d′1





0
0
1



 et+d2





1
1
0



 e3t.

On pourrait écrire directement e1 et e′1 comme vecteurs orthogonaux à e2 car M est hermitienne donc
les vecteurs propres associés à λ1 sont orthogonaux à ceux associés à λ2.

2 Trouver une solution particulière de (12) sous la forme





xp(t)
yp(t)
zp(t)



 =





a1t
2 + a2t+ a3

b1t
2 + b2t+ b3

c1t
2 + c2t+ c3



.

xp et yp vérifient





2a1t+ a2
2b1 + b2
2c1 + c2



 =





2 1 0
1 2 0
0 0 1









a1t
2 + a2t+ a3

b1t
2 + b2t+ b3

c1t
2 + c2t+ c3



+





1− t

1
t2



 d’où







2a1t+ a2 = 2a1t
2 + 2a2t+ 2a3 + b1t

2 + b2t+ b3 + 1− t ;
2b1t+ b2 = a1t

2 + a2t+ a3 + 2b1t
2 + 2b2t+ 2b3 + 1 ;

2c1t+ c2 = c1t
2 + c2t+ c3 + t2 ;

⇐⇒



























a2 = 2a3 + b3 + 1 ,

2a1 = 2a2 + b2 − 1 ,

0 = 2a1 + b1 ,

b2 = a3 + 2b3 + 1 ,

2b1 = a2 + 2b2 ,
0 = a1 + 2b1 ,

et







c2 = c3 ,

2c1 = c2 ,

0 = c1 + 1 .

Le sous-système

{

2a1 + b1 = 0 ;
a1 + 2b1 = 0 ;

⇐⇒
{

a1 − b1 = 0 ;
3a1 = 0 ;

⇐⇒ a1 = b1 = 0 ⇒ le premier système se

simplifie en











a2 = 2a3 + b3 + 1 ;
0 = 2a2 + b2 − 1 ;
b2 = a3 + 2b3 + 1 ;

0 = a2 + 2b2 ;

il vient a2 = −2b2 puis −3b2 = 1 ⇐⇒ b2 = − 1
3
donc a2 = 2

3
, ce qui

donne

{

2a3 + b3 = − 1
3
;

a3 + 2b3 = − 4
3
;

⇐⇒
{

a3 − b3 = 1 ;
3a3 − 2 = − 4

3
;

⇐⇒ a3 = 2
9
et b3 = − 7

9
. Enfin, le second système

donne c1 = −1 puis c2 = c3 = −2.

3 Trouver la solution de (12) vérifiant les conditions x(0) = 1, y(0) = 0 et z(0) = 1.

x(t) = −d1 e
t + d2 e

3t + 2
9
+ 2

3
t, y(t) = d1 e

t + d2 e
3t − 7

9
− 1

3
t et z(t) = d′1 e

t − 2 − 2t − t2 donc

x(0) = −d1+d2+
2
9
= 1, y(0) = d1+d2− 7

9
= 0 et z(0) = d′1−2 = 1, soit

{

−d1 + d2 = 7
9
;

d1 + d2 = 7
9
;

⇐⇒ d1 = 0

et d2 = 7
9
, tandis que d′1 = 3.
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d Soit M =





2 1 0
1 2 0
0 0 0



, on pose

X ′(t) = MX(t) +





1− t

1
t



 avec X(t) =





x(t)
y(t)
z(t)



 et X ′(t) =





x′(t)
y′(t)
z′(t)



 . (13)

1 Trouver le polynôme caractéristique χM de M , ses valeurs propres λ1, λ2 et λ3 et leurs vecteurs
propres e1, e2 et e3.

det(M−λI) =
∣

∣

∣

2− λ 1 0
1 2− λ 0
0 0 −λ

∣

∣

∣
= −(2−λ)2λ+λ = −λ(λ2−4λ+3), le discriminant du second facteur

vaut ∆ = 16 − 12 = 4 donc ses racines sont 4±2
2

, les valeurs propres sont λ1 = 3, λ2 = 1 et λ3 = 0.

Un vecteur propre





x

y

z



 associé à λ1 vérifie





2 1 0
1 2 0
0 0 0









x

y

z



 = 3





x

y

z



 ⇐⇒







2x+ y = 3x ;
x+ 2y = 3y ;

0 = 3z
⇐⇒

{

−x+ y = 0 ,

x− y = 0 ,
et z = 0 ; d’où x = y et z = 0, e1 =





1
1
0



 est un générateur de l’espace propre. Un

vecteur propre





x

y

z



 associé à λ2 vérifie





2 1 0
1 2 0
0 0 0









x

y

z



 =





x

y

z



 ⇐⇒







2x+ y = x ;
x+ 2y = y ;

0 = z ;
⇐⇒ x+y = 0

et z = 0. e2 =





−1
1
0



 est un générateur de l’espace propre. Un vecteur propre





x

y

z



 associé à λ3 vérifie





2 1 0
1 2 0
0 0 0









x

y

z



 =





0
0
0



 ⇐⇒







2x+ y = 0 ;
x+ 2y = 0 ;

0 = 0 ;
⇐⇒

{

x− y = 0 ;
3x = 0 ;

⇐⇒ x = y = 0, e3 =





0
0
1



 est un

générateur de l’espace propre. Les solutions homogènes s’écrivent d1





1
1
0



 e3t+d2





−1
1
0



 et+d3





0
0
1



.

On pourrait écrire directement e3 comme vecteur orthogonal à e2 et e3 car M est hermitienne donc
les vecteurs propres associés à deux valeur propres différentes sont orthogonaux.

2 Trouver une solution particulière de (13) sous la forme





xp(t)
yp(t)
zp(t)



 =





a1t
2 + a2t+ a3

b1t
2 + b2t+ b3

c1t
2 + c2t+ c3



.

xp et yp vérifient





2a1t+ a2
2b1 + b2
2c1 + c2



 =





2 1 0
1 2 0
0 0 0









a1t
2 + a2t+ a3

b1t
2 + b2t+ b3

c1t
2 + c2t+ c3



+





1− t

1
t



 d’où







2a1t+ a2 = 2a1t
2 + 2a2t+ 2a3 + b1t

2 + b2t+ b3 + 1− t ;
2b1t+ b2 = a1t

2 + a2t+ a3 + 2b1t
2 + 2b2t+ 2b3 + 1 ;

2c1t+ c2 = t ;
⇐⇒



























a2 = 2a3 + b3 + 1 ,

2a1 = 2a2 + b2 − 1 ,

0 = 2a1 + b1 ,

b2 = a3 + 2b3 + 1 ,

2b1 = a2 + 2b2 ,
0 = a1 + 2b1 ,

et







c2 = c3 ;
2c1 = c2 ;
0 = c1 + 1 .

Le sous-système

{

2a1 + b1 = 0 ,

a1 + 2b1 = 0 ,
⇐⇒

{

a1 − b1 = 0 ;
3a1 = 0 ;

⇐⇒ a1 = b1 = 0 ⇒ le premier système se

simplifie en











a2 = 2a3 + b3 + 1 ,

0 = 2a2 + b2 − 1 ,

b2 = a3 + 2b3 + 1 ,

0 = a2 + 2b2 ,

il vient a2 = −2b2 puis −3b2 = 1 ⇐⇒ b2 = − 1
3
donc a2 = 2

3
, ce qui

donne

{

2a3 + b3 = − 1
3
;

a3 + 2b3 = − 4
3
;

⇐⇒
{

a3 − b3 = 1 ;
3a3 − 2 = − 4

3
;

⇐⇒ a3 = 2
9
et b3 = − 7

9
. Enfin, le second système

donne 2c1 = 1 ⇐⇒ c1 = 1
2
et c2 = 0. c3 est indéterminé puisqu’elle correspond à d3, on choisit

c3 = 0.

3 Trouver la solution de (13) vérifiant les conditions x(0) = 1, y(0) = 0 et z(0) = 1.

x(t) = d1 e
3t−d2 e

3+ 2
9
+ 2

3
t, y(t) = d1 e

3t+d2 e
t− 7

9
− 1

3
t et z(t) = d3+

1
2
t2 donc x(0) = d1−d2+

2
9
= 1,

y(0) = d1 + d2 − 7
9
= 0 et z(0) = d3 = 1, soit

{

d1 − d2 = 7
9
;

d1 + d2 = 7
9
;

⇐⇒ d2 = 0 et d1 = 7
9
, tandis que

d3 = 1.
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e Soit M =





2 1 0
1 2 1
0 0 1



, on pose

X ′(t) = MX(t) +





0
1
t



 avec X(t) =





x(t)
y(t)
z(t)



 et X ′(t) =





x′(t)
y′(t)
z′(t)



 . (14)

1 Trouver le polynôme caractéristique χM de M , ses valeurs propres λ1 et λ2 > λ1 et leurs vecteurs
propres e1 et e2. Vérifier que M est non diagonalisable.

det(M −λI) =
∣

∣

∣

2− λ 1 0
1 2− λ 1
0 0 1− λ

∣

∣

∣ = (2− λ)2(1−λ)− 1+ λ = −λ3 +5λ2 − 7λ+3, on remarque que

1 est racine, χM = (1− λ)(λ2 − 4λ+3) ; le discriminant réduit du second facteur vaut ∆′ = 4− 3 = 1
donc ses racines sont 2 ± 1 , les valeurs propres sont λ1 = 1 double et λ2 = 3. Un vecteur propre




x

y

z



 associé à λ1 vérifie





2 1 0
1 2 1
0 0 1









x

y

z



 =





x

y

z



 ⇐⇒







2x+ y = x

x+ 2y + z = y

z = z

⇐⇒
{

x+ y = 0 ,

x+ y + z = 0 ,

d’où x = −y et z = 0, e1 =





−1
1
0



 est le seul vecteur propre associé à λ1, double, ça prouve que M

est non diagonalisable. Un vecteur propre





x

y

z



 associé à λ2 vérifie





2 1 0
1 2 1
0 0 1









x

y

z



 = 3





x

y

z



 ⇐⇒






2x+ y = 3x ,

x+ 2y + z = 3y ,

z = 3z ;
⇐⇒

{

−x+ y = 0 ,

x− y + z = 0 ,
et z = 0, soit

{

x = y ,

x = y ,
et z = 0. e2 =





1
1
0



 est un

générateur de l’espace propre. L’expression des solutions homogènes n’est pas encore établie.

2 Écrire explicitement les équations homogène que vérifient xh, yh et zh, résoudre directement celle
contenant z′ sous la forme zh(t) = c0 e

λ1t puis substituer partout z (respectivement z′) par zh
(respectivement z′h) et trouver la matrice 2× 2 M2 telle qu’on ait le système

X ′
2 = M2X2 +

(

0
zh

)

avec X2(t) =

(

x(t)
y(t)

)

et X ′
2(t) =

(

x′(t)
y′(t)

)

. (15)

L’équation homogène s’écrit





x′
h(t)

y′h(t)
z′h(t)



 =





2 1 0
1 2 1
0 0 1









xh(t)
yh(t)
zh(t)



 ⇐⇒







x′
h(t) = 2xh(t) + yh(t)

y′h(t) = 2yh(t) + xh(t) + zh(t) ;
z′h(t) = zh(t) + 1 .

L’équation donnant à z′h s’écrit z′h−zh = 0 et son équation caractéristique r−1 = 0 donne les solutions

c0 e
t avec c0 ∈ C. Après substitution, on obtient le système réduit

{

x′
h(t) = 2xh(t) + yh(t) ;

y′h(t) = 2yh(t) + xh(t) + c0 e
t .

Pour

éviter toute confusion, on note les variables x et y ; en posant M =

(

2 1
1 2

)

, il vient (15).

3 Chercher les solutions de (15) de la forme X2(t) =

(

α1 e
λ1t + β1t e

λ1t + γ1 e
λ2t

α2 e
λ1t + β2t e

λ1t + γ2 e
λ2t

)

.

Il vient

{

α1 e
t + β1(1 + t) et + 3γ1 e

3t = 2α1 e
t + 2β1t e

t + 2γ1 e
3t + α2 e

t + β2t e
t + γ2 e

3t

α2 e
t + β2(1 + t) et + 3γ2 e

3t = α1 e
t + β1t e

t + γ1 e
3t + 2α2 e

t + 2β2t e
t + 2γ2 e

3t + c0 e
t ⇐⇒











α1 + β1 = 2α1 + α2 ,

β1 = 2β1 + β2 ,

α2 + β2 = α1 + 2α2 + c0 ,

β2 = β1 + 2β2 ,

et

{

3γ1 = 2γ1 + γ2 ;
3γ2 = γ1 + 2γ2 .

Le premier système donne







β1 + β2 = 0 ;
α1 + α2 = β1 ;

α1 + α2 = β2 − c0 ;
il

vient β1 = −β2 et 2β1 = −c0 ⇐⇒ β1 = − 1
2
c0, puis β2 = 1

2
c0 et α1 + α2 = − 1

2
c0. Le second système

donne γ1 = γ2. Il reste trois degrés de liberté, on choisira α1, γ1 et c0.

4 Trouver une solution particulière de (14) sous la forme





xp(t)
yp(t)
zp(t)



 =





a1t+ a2
b1t+ b2
c1t+ c2



.

Il vient





a1
b1
c1



 =





2 1 0
1 2 1
0 0 1









a1t+ a2
b1t+ b2
c1t+ c2



+





0
1
t



 ⇐⇒







a1 = 2a1t+ 2a2 + b1t+ b2
b1 = a1t+ a2 + 2b1t+ b2 + c1t+ c2 + 1

c1 = c1t+ c2 + t

⇐⇒

7













a1 = 2a2 + b2
0 = 2a1 + b1 ,

b1 = a2 + 2b2 + c2 + 1 ,

0 = a1 + 2b1 + c1 ,

et

{

c1 = c2 ,

0 = c1 + 1
qui donne c1 = c2 = −1, le premier système devient, en

subtilisant b1 par −2a1 et c1 et c2 par leur valeur,







a1 = 2a2 + b2 ,

−2a1 = a2 + 2b2 ,
−3a1 = 1 ,

d’où a1 = − 1
3
donc b1 = 2

3
et

{

2a2 + b2 = − 1
3
,

a2 + 2b2 =
2
3
,

soit 3a2 = − 4
3

⇐⇒ a2 = − 4
9
et b2 = − 1

3
+ 8

9
= 5

9
.

5 Trouver la solution de (14) vérifiant les conditions x(0) = 1, y(0) = 0 et z(0) = 1.

On a x(t) = α1 e
t − 1

2
c0t e

t + γ1 e
3t − 1

3
t − 4

9
, y(t) = −(1

2
c0 + α1) e

t + 1
2
c0t e

t + γ1 e
3t + 2

3
t + 5

9
,

z(t) = c0 e
t− t− 1, donc x(0) = α1+γ1− 4

9
= 1, y(0) = −(1

2
c0+α1)+γ1+

5
9
= 0 et z(0) = c0− 1 = 1,

d’où c0 = 2 puis

{

α1 + γ1 = 13
9
,

−α1 + γ1 = 4
9
;

⇐⇒ α1 =
13

9
− 4

9

2
= 1

2
et γ1 =

13

9
+ 4

9

2
= 17

18
. On peut donner les

autres valeurs qui découlent, α2 = −1− 1
2
= − 3

2
, γ2 = 17

18
, β1 = 1 et β2 = −1.
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