
Équations différentielles ordinaires

A Équations différentielles linéaires

Dans cette partie, x désigne la fonction inconnue, définie dans les fonctions complexes à variable réelle,
et t la variable réelle.

a On pose
x′(t) + 2x(t) = cos t. (1)

1 Donner l’équation homogène associée à (1) et la résoudre. Vérifier que l’espace de ses solutions
Sh est de dimension 1, on les notera xh(t) = c x0(t), où x0 ∈ Sh et c ∈ C.

2 Chercher une solution particulière de (1) sous la forme xp(t) = a cos t+ b sin t, avec (a, b) ∈ C2.

3 Chercher la solution de (1) vérifiant la condition x(0) = 1.

b On pose
x′(t)− 2 x(t) = t2. (2)

1 Donner l’équation homogène associée à (2) et la résoudre. Vérifier que l’espace de ses solutions
Sh est de dimension 1, on les notera xh(t) = c x0(t), où x0 ∈ Sh et c ∈ C.

2 Chercher une solution particulière de (1) sous la forme xp(t) = a2 t
2+a1 t+a0, avec (a0, a1, a2) ∈ C3.

3 Chercher la solution de (1) vérifiant la condition x(0) = 0.

c On pose
x′′(t)− x(t) = 2 cos t+ cos(

√
2t) (3)

1 Donner l’équation homogène associée à (3) et la résoudre. Vérifier que l’espace de ses solutions
Sh est de dimension 2, on les notera xh(t) = c1 x1(t) + c2 x2(t), où (x1, x2) ∈ S2

h et (c1, c2) ∈ C
2.

2 Chercher une solution particulière de x′′(t)−x(t) = 2 cos t sous la forme xp1(t) = a1 cos t+b1 sin t,
avec (a1, b1) ∈ C2.

3 Chercher une solution particulière de x′′(t)−x(t) = cos(
√
2t) sous la forme xp2(t) = a2 cos(

√
2t)+

b2 sin(
√
2t), avec (a2, b2) ∈ C2.

4 Chercher la solution de (3) vérifiant les conditions x(0) = 1 et x′(0) = 1.

d On pose
x′′(t) + x(t) = e−2t + t. (4)

1 Donner l’équation homogène associée à(4) et la résoudre. Vérifier que l’espace de ses solutions Sh

est de dimension 2, on les notera x(t) = c1 x1(t) + c2 x2(t), où (x1, x2) ∈ S2
h et (c1, c2) ∈ C3.

2 Chercher la solution de (4) vérifiant les conditions x(0) = 0 et x′(0) = 1.

e On pose
x′′(t)− 2x′(t) + x(t) = cos t− cos(

√
2t). (5)

1 Donner l’équation homogène associée à (5) et la résoudre. Vérifier que l’espace de ses solutions
Sh est de dimension 2, on les notera xh(t) = c1 x1(t) + c2 x2(t), où (x1, x2) ∈ S2

h et (c1, c2) ∈ C
2.

2 Chercher une solution particulière de x′′(t)−2x′(t)+x(t) = 2 cos t sous la forme xp1(t) = a1 cos t+
b1 sin t, avec (a1, b1) ∈ C2.

3 Chercher une solution particulière de x′′(t) − 2x′(t) + x(t) = cos(
√
2t) sous la forme xp2(t) =

a2 cos(
√
2t) + b2 sin(

√
2t), avec (a2, b2) ∈ C2.

4 Chercher la solution de (3) vérifiant les conditions x(0) = 2
3
et x′(0) = 1

3
.

f On pose
x′′′(t)− 6 x′′(t) + 11 x′(t)− 6 x(t) = 0. (6)

1 L’équation (6) est homogène. La résoudre. Vérifier que l’espace de ses solutions Sh est de dimension
3, on les notera x(t) = c1 x1(t) + c2 x2(t) + c3 x3(t), où (x1, x2, x3) ∈ S3

h et (c1, c2, c3) ∈ C3.

2 Chercher la solution de (6) vérifiant les conditions x(0) = 2, x′(0) = 1 et x′′(0) = 0.
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g On pose
x′′′(t)− 6 x′′(t) + 9 x′(t)− 4 x(t) = 0. (7)

1 L’équation (7) est homogène. La résoudre. Vérifier que l’espace de ses solutions Sh est de dimension
3, on les notera x(t) = c1 x1(t) + c2 x2(t) + c3 x3(t), où (x1, x2, x3) ∈ S3

h et (c1, c2, c3) ∈ C
3.

2 Chercher la solution de (7) vérifiant les conditions x(0) = 1, x′(0) = 0 et x′′(0) = 0.

h On pose
x′′(t) + x′(t) = t+ et. (8)

1 On pose y = x′, montrer que, si x est solution de 8), y est solution de

y′(t) + y(t) = t+ et. (9)

2 Donner l’équation homogène associée à (9) et la résoudre. Vérifier que l’espace de ses solutions
Sh est de dimension 1, on les notera yh(t) = c y0(t), où y0 ∈ Sh et c0 ∈ C.

3 Chercher une solution particulière de y′(t) + y(t) = t sous la forme yp1(t) = a1t + b1, avec
(a1, b1) ∈ C2.

4 Chercher une solution particulière de y′(t) + y(t) = et sous la forme yp2(t) = a2 e
t, avec a2 ∈ C.

5 Calculer les primitives de y = yh+yp1+yp2. Avec la constante d’intégration, cette fonction dépend

de deux variables indéterminée. C’est une solution générale de (8).

6 Chercher la solution de (8) vérifiant les conditions x(0) = 1 et x′(0) = 0.

L’intérêt de ce dernier exercice est de montrer que, quand le polynôme caractéristique possède la racine

0, c’est la primitive du membre de droite qui compte. C’est pour cela qu’il apparâıt t2. On pourrait

d’ailleurs résoudre la primitive de (8) mais les conditions initiales sont plus difficiles à traiter selon

cette variante. Si 0 est racine double du polynôme caractéristique, il faut faire deux fois la primitive,

etc.

B Systèmes d’équations différentielles d’ordre 1

Dans cette partie, X désigne la fonction vectorielle inconnue, X =







x

y
...






où x, y, ... sont des fonctions

complexes à variable réelle, et t la variable réelle.

a Soit M =

(

−2 2
3 −1

)

, on pose

X ′(t) = MX(t) +

(

e−2t

1

)

avec X(t) =

(

x(t)
y(t)

)

et X ′(t) =

(

x′(t)
y′(t)

)

. (10)

1 Trouver le polynôme caractéristique χM de M , ses valeurs propres λ1 et λ2 et leurs vecteurs
propres 1 e1 et e2. Les solutions homogènes sont c1e1 e

λ1t + c2e2 e
λ2t.

2 Trouver une solution particulière de

(

x′

p1(t)
y′p1(t)

)

= M

(

xp1(t)
yp1(t)

)

+

(

e−2t

0

)

de la forme

(

xp1(t)
yp1(t)

)

=

(

a1 e
−2t

b1 e
−2t

)

.

3 Trouver une solution particulière de

(

x′

p2(t)
y′p2(t)

)

= M

(

xp2(t)
yp2(t)

)

+

(

0
1

)

sous la forme

(

xp2(t)
yp2(t)

)

=

(

a2
b2

)

.

4 Écrire la solution générale de (10).

b Soit M =

(

1 0
1 −1

)

, on pose

X ′(t) = MX(t) +

(

1− t

1

)

avec X(t) =

(

x(t)
y(t)

)

et X ′(t) =

(

x′(t)
y′(t)

)

. (11)

1 Trouver le polynôme caractéristique χM de M , ses valeurs propres λ1 et λ2 et leurs vecteurs
propres e1 et e2. Les solutions homogènes sont c1e1 e

λ1t + c2e2 e
λ2t.

2 Trouver une solution particulière de (11) sous la forme

(

xp(t)
yp(t)

)

=

(

a1t+ a2
b1t+ b2

)

.

1. Ici, les vecteurs sont les matrices-colonnes car on travaille dans C2.
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3 Trouver la solution de (11) vérifiant les conditions x(0) = 1 et y(0) = 0.

c Soit M =





2 1 0
1 2 0
0 0 1



, on pose

X ′(t) = MX(t) +





1− t

1
t2



 avec X(t) =





x(t)
y(t)
z(t)



 et X ′(t) =





x′(t)
y′(t)
z′(t)



 . (12)

1 Trouver le polynôme caractéristique χM de M , ses valeurs propres λ1 et λ2 et leurs vecteurs
propres e1, e

′

1 et e2. Les solutions homogènes sont d1e1 e
λ1t + d′1e

′

1 e
λ1t + d2e2 e

λ2t.

2 Trouver une solution particulière de (12) sous la forme





xp(t)
yp(t)
zp(t)



 =





a1t
2 + a2t+ a3

b1t
2 + b2t+ b3

c1t
2 + c2t+ c3



.

3 Trouver la solution de (12) vérifiant les conditions x(0) = 1, y(0) = 0 et z(0) = 1.

d Soit M =





2 1 0
1 2 0
0 0 0



, on pose

X ′(t) = MX(t) +





1− t

1
t



 avec X(t) =





x(t)
y(t)
z(t)



 et X ′(t) =





x′(t)
y′(t)
z′(t)



 . (13)

1 Trouver le polynôme caractéristique χM de M , ses valeurs propres λ1, λ2 et λ3 et leurs vecteurs
propres e1, e2 et e3. Les solutions homogènes sont d1e1 e

λ1t + d2e2 e
λ2t + d3e3 e

λ3t. L’une des

exponentielles disparâıt puisqu’une des valeurs propres est 0.

2 Trouver une solution particulière de (13) sous la forme





xp(t)
yp(t)
zp(t)



 =





a1t
2 + a2t+ a3

b1t
2 + b2t+ b3

c1t
2 + c2t+ c3



. C’est la

primitive qui apparâıt à cause de la valeur propre nulle. On peut faire le lien direct avec l’exercice

portant sur (8). Si 0 était valeur propre double, on devrait prendre deux fois la primitives.

3 Trouver la solution de (13) vérifiant les conditions x(0) = 1, y(0) = 0 et z(0) = 1.

e Soit M =





2 1 0
1 2 1
0 0 1



, on pose

X ′(t) = MX(t) +





0
1
t



 avec X(t) =





x(t)
y(t)
z(t)



 et X ′(t) =





x′(t)
y′(t)
z′(t)



 . (14)

1 Trouver le polynôme caractéristique χM de M , ses valeurs propres λ1 et λ2 > λ1 et leurs vecteurs
propres e1 et e2. Vérifier que M est non diagonalisable. La méthode générale pour les solutions

homogènes ne fonctionne pas car, à cause de la dégénérescence, il apparâıt des termes t eλ1t.

2 Écrire explicitement les équations homogène que vérifient xh, yh et zh, résoudre directement celle
contenant z′h sous la forme zh(t) = c0 e

λ1t puis trouver la matrice 2 × 2 M2 telle qu’on ait le
système

X ′

2 = M2X2 +

(

0
zh

)

avec X2(t) =

(

x(t)
y(t)

)

et X ′

2(t) =

(

x′(t)
y′(t)

)

. (15)

Ce sous-système n’est plus homogène et de plus il ne respecte pas non plus la méthode générale.

Le terme non homogène code la non diagonalisabilité de M bien que M2 soit diagonalisable. Pour

tout autre terme non homogène, ce système est soluble par la méthode générale, on est ici dans

un cas exceptionnel.

3 Chercher les solutions de (15) de la forme X2(t) =

(

α1 e
λ1t + β1t e

λ1t + γ1 e
λ2t

α2 e
λ1t + β2t e

λ1t + γ2 e
λ2t

)

.

4 Trouver une solution particulière de (14) sous la forme





xp(t)
yp(t)
zp(t)



 =





a1t+ a2
b1t+ b2
c1t+ c2



.

5 Trouver la solution de (14) vérifiant les conditions x(0) = 1, y(0) = 0 et z(0) = 1. On remarque

qu’au final les solutions s’écrivent αe1 e
λ1 + βe2 e

λ2 + γ(e1t e
λ1t + e3 e

λ1t) où e3 =





1
2

− 3
2

2



 n’est

pas un vecteur propre et l’auteur de ces lignes ignore la méthode générale qui permettrait de le

déterminer.
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