Equations différentielles ordinaires

A Equations différentielles linéaires

Dans cette partie, z désigne la fonction inconnue, définie dans les fonctions complexes a variable réelle,
et t la variable réelle.

a On pose
2’ (t) + 2z(t) = cost. (1)
1 Donner ’équation homogene associée & (1) et la résoudre. Vérifier que 1'espace de ses solutions
Sh est de dimension 1, on les notera xy,(t) = cxo(t), ot zp € Sy et ¢ € C.
2 Chercher une solution particuliere de (1) sous la forme x,(t) = acost + bsint, avec (a,b) € C2.
3 Chercher la solution de (1) vérifiant la condition z(0) = 1.
b On pose
o' (t) — 22(t) = t*. (2)
1 Donner ’équation homogene associée & (2) et la résoudre. Vérifier que l'espace de ses solutions
Sh est de dimension 1, on les notera zy(t) = cxo(t), ot g € S et ¢ € C.
2 Chercher une solution particuliere de (1) sous la forme x,(t) = as t* +a; t+ag, avec (ag, a1, az) € C3.

3 Chercher la solution de (1) vérifiant la condition x(0) = 0.

¢ On pose
2" (t) — x(t) = 2 cost + cos(V/2t) (3)
1 Donner ’équation homogene associée a (3) et la résoudre. Vérifier que l'espace de ses solutions
Sh est de dimension 2, on les notera oy (t) = 1 21(t) + c2 22(t), ou (z1,x2) € S et (c1,c2) € C2.
2 Chercher une solution particuliere de '/ (t) —z(t) = 2 cost sous la forme x1 (t) = a1 cost+ by sint,
avec (ay,b1) € C2.
3 Chercher une solution particuliere de 2" (t) — x(t) = cos(v/2t) sous la forme w2 (t) = az cos(v/2t) +
ba sin(v/2t), avec (ag, by) € C2.
4 Chercher la solution de (3) vérifiant les conditions z(0) =1 et 2/(0) = 1.
d On pose
() +x(t) = e 2 4 t. (4)
1 Donner I'équation homogene associée 4(4) et la résoudre. Vérifier que I'espace de ses solutions Sy
est de dimension 2, on les notera z(t) = ¢1 x1(t) + c2 x2(t), out (w1, 22) € S et (c1,c2) € C3.
2 Chercher la solution de (4) vérifiant les conditions 2:(0) = 0 et 2/(0) = 1.
e On pose
o' (t) — 22/ (t) 4+ x(t) = cost — cos(V/2t). (5)
1 Donner ’équation homogene associée a (5) et la résoudre. Vérifier que P'espace de ses solutions
Sh est de dimension 2, on les notera o (t) = c¢1 21(t) + c2 22(t), ou (21, x2) € S et (c1,c2) € C2.
2 Chercher une solution particuliere de 2’ (t) — 22’ (t) +x(t) = 2 cost sous la forme 1 (t) = a1 cost+
by sint, avec (a1,b;) € C2.

3 Chercher une solution particuliere de z”(t) — 22/(t) + z(t) = cos(v/2t) sous la forme xpa(t) =
as cos(v/2t) + by sin(v/2t), avec (ag, by) € C2.
4 Chercher la solution de (3) vérifiant les conditions z(0) = £ et 2/(0) = 1.
f On pose
2" () —62"(t) +112'(t) — 6 2(t) = 0. (6)
1 L’équation (6) est homogene. La résoudre. Vérifier que I’espace de ses solutions Sy, est de dimension
3, on les notera z(t) = ¢y x1(t) + c2 x2(t) + c3 x3(t), ot (1,22, 73) € SP et (c1,c2,c3) € C3.
2 Chercher la solution de (6) vérifiant les conditions 2:(0) = 2, 2/(0) = 1 et 2" (0) = 0.



g On pose
() — 62" (t) +92'(t) —4z(t) = 0. (7)
1 L’équation (7) est homogene. La résoudre. Vérifier que I’espace de ses solutions Sy, est de dimension
3, on les notera x(t) = c1 21 (t) + c2 22(t) + c3 23(t), out (x1,32,23) € SP et (c1,c2,c3) € C3.
2 Chercher la solution de (7) vérifiant les conditions z(0) = 1, 2/(0) = 0 et 2" (0) = 0.
h On pose
/() +2'(t) =t + €. (8)

1 On pose y = 2/, montrer que, si x est solution de 8), y est solution de
Yt +y(t) =t+ o, )

2 Donner I’équation homogeéne associée & (9) et la résoudre. Vérifier que 1’espace de ses solutions
Sh est de dimension 1, on les notera yy(t) = cyo(t), ol yo € Sy et ¢y € C.

3 Chercher une solution particuliere de y'(¢) + y(t) = ¢ sous la forme yp1(t) = a1t + b1, avec
(al R bl) € C2.

4 Chercher une solution particuliere de y'(t) + y(t) = e’ sous la forme yp2(t) = az e, avec as € C.

5 Calculer les primitives de y = yn +yp1 +yp2. Avec la constante d’intégration, cette fonction dépend
de deuz variables indéterminée. C’est une solution générale de (8).

6 Chercher la solution de (8) vérifiant les conditions 2:(0) = 1 et 2/(0) = 0.

Lintéreét de ce dernier exercice est de montrer que, quand le polynome caractéristique possede la racine
0, c’est la primitive du membre de droite qui compte. Cest pour cela qu’il apparait t2. On pourrait
d’ailleurs résoudre la primitive de (8) mais les conditions initiales sont plus difficiles a traiter selon
cette variante. Si 0 est racine double du polynome caractéristique, il faut faire deuz fois la primitive,
etc.

Systémes d’équations différentielles d’ordre 1

T

Dans cette partie, X désigne la fonction vectorielle inconnue, X = | ¥ | ou z, y, ... sont des fonctions

complexes a variable réelle, et ¢ la variable réelle.

. (-2 2
aSth_(3 _1),onpose

X/(t) = MX(t) + (ef) avec X (£) = (58) et X'(t) = (;;Eg) . (10)

1 Trouver le polynome caractéristique xps de M, ses valeurs propres A1 et Ay et leurs vecteurs
propres! e; et ey. Les solutions homogénes sont cie; eMt 4 cheq et

2 Trouver une solution particulitre de ( ((t))) (;jig))) ( _2t> de la forme ( ig;) - (Zi E:Z) .
3 Trouver une solution particulitre de (zi ((g) ( v Eg) ( ) sous la forme (ymgt;) - (Zj) .

4 Ecrire la solution générale de (10).

b Soit M = G _01>, on pose

X'(t) = MX(t) + (1It> avec X (t) = (ZEED et X'(1) = (ZE;D . (11)

1 Trouver le polynome caractéristique xps de M, ses valeurs propres A1 et Ay et leurs vecteurs
propres e; et ex. Les solutions homogénes sont cieq eMt 4 cheq et

. . N t) Cblt + az
2 Tr lut ticuliere de (11 la f zp(t)) _ .
ouver une solution par culiere ae ( ) sSous [a rorme (yp (f)) (blt + bg)

1. Ici, les vecteurs sont les matrices-colonnes car on travaille dans C2.



3 Trouver la solution de (11) vérifiant les conditions z(0) = 1 et y(0) = 0.

210
c Soit M=|1 2 0], on pose
001 1—-t x(t) x'(t)
X't)y=MXt)+| 1 avec X(t) = [y@t) | et X'(t)= | ¥'(t) |- (12)
t2 2(t) 2/ (t)

1 Trouver le polynome caractéristique xps de M, ses valeurs propres A1 et Ay et leurs vecteurs
propres ey, €} et es. Les solutions homogénes sont diey eM! + dje} eM! + dyeq e?2?.

xp(t) a1t? + ast + as
2 Trouver une solution particuliere de (12) sous la forme [ y,(t) | = | b1t* + bat + b3
zp(t) c1t? + cot + ¢3
3 Trouver la solution de (12) vérifiant les conditions z(0) = 1, y(0) = 0 et 2(0) = 1.
210
d Soit M =11 2 0], on pose
0070 1—t x(t) 2/ (t)
X't)y=MXt)+| 1 avec X(t) = [y(t) | et X' () = [v'(t) | - (13)
t z(t) 2'(¢)

1 Trouver le polynome caractéristique x s de M, ses valeurs propres A1, A2 et A3 et leurs vecteurs
propres e1, ex et es. Les solutions homogénes sont die; eMt 4+ dyes et + dsese?st. Lune des
exponentielles disparait puisqu’une des valeurs propres est 0.

2p(t) a1t? + ast + as
2 Trouver une solution particuliere de (13) sous la forme | yp(t) | = | b1t? + bot + b3 |. Cest la
zp(t) c1t? + cot + 3

primitive qui apparait o cause de la valeur propre nulle. On peut faire le lien direct avec l’exercice
portant sur (8). Si 0 était valeur propre double, on devrait prendre deuz fois la primitives.

3 Trouver la solution de (13) vérifiant les conditions z(0) = 1, y(0) = 0 et z(0) = 1.
210

e Soit M= 1|1 2 1], on pose
001 0 x(t) x'(t)
X't)y=MX(t)+ |1 avec X(t)= [y@t) | et X'(t)= | V'(t) |- (14)
t z(t) 2'(¢)

1 Trouver le polynoéme caractéristique xas de M, ses valeurs propres A et Ao > A; et leurs vecteurs
propres e; et ey. Vérifier que M est non diagonalisable. La méthode générale pour les solutions
homogénes ne fonctionne pas car, o cause de la dégénérescence, il apparait des termes t e ?t.

2 Ecrire explicitement les équations homogene que vérifient xy, yy et zp, résoudre directement celle
contenant Z]In sous la forme zy,(t) = o eMt puis trouver la matrice 2 x 2 My telle qu'on ait le
systeme

X)) = MyXo + (i) avec Xo(t) = (58) et X5(t) = (;;8) . (15)

Ce sous-systéme n’est plus homogéne et de plus il ne respecte pas non plus la méthode générale.
Le terme non homogéne code la non diagonalisabilité de M bien que My soit diagonalisable. Pour
tout autre terme non homogéne, ce systéme est soluble par la méthode générale, on est ici dans
un cas exceptionnel.

Art At Aot
3 Chercher les solutions de (15) de la forme X5 (t) = (al e +hte™ +me >

Qs e)\lt + /BQt e)\lt + Yo e)\zt

xp(t) ait + as
4 Trouver une solution particuliere de (14) sous la forme | y,(¢) | = | b1t + b2
zp(t) c1t + co

5 Trouver la solution de (14) vérifiant les conditions z(0) = 1, y(0) = 0 et 2(0) = 1. On remarque
1

2

qu’au final les solutions s’écrivent cey eM + ey e*? + ~v(et eMt 4 e e’\lt) ol e3 = —% n’est
2

pas un vecteur propre et l'auteur de ces lignes ignore la méthode générale qui permettrait de le

déterminer.



