
Algèbre – corrigé

A Famille de vecteurs

a Soit une base orthonormée B = {i, j} d’une espace vectoriel E de dimension 2 sur R, on considère les
vecteurs u = i+ 2 j et v = 2 i+ j.

1 Donner les matrices U et V représentant, respectivement, les vecteurs u et v dans la base B.

U =

(
1
2

)
et V =

(
2
1

)
.

2 Soit la matrice 2× 2 P = UV . Montrer que les vecteurs u et v sont libres à l’aide du déterminant
de P . Ils forment une base, qu’on notera B′ = {u,v}.

det(P ) =
∣∣∣1 2
2 1

∣∣∣ = 1− 4 = −3 6= 0 donc B′ base.

3 P est la matrice de changement de base B → B′. Calculer son inverse P−1.

P−1 =

(
1 2
2 1

)−1

=
1

−3

(
1 −2
−2 1

)
=

(
− 1

3

2

3
2

3
− 1

3

)
.

4 Soit l’opérateur M de représentation M =

(
0 1
1 0

)
dans la base B. Exprimer la matrice M ′

représentant M dans la base B′.

M ′ = P−1MP =

(
− 1

3

2

3
2

3
− 1

3

)(
0 1
1 0

)(
1 2
2 1

)
=

(
2

3
− 1

3

− 1

3

2

3

)(
1 2
2 1

)
=

(
2

3
− 2

3

4

3
− 1

3

− 1

3
+ 4

3
− 2

3
+ 2

3

)
=

(
0 1
1 0

)
= M .

5 Montrer que c’est équivalent à MP = PM .

On multiplie l’égalité P−1MP = M par la gauche par P , il vient MP = PM .

6 En remarquant que P = I + 2M , vérifier que MP = PM .

I+2M =

(
1 0
0 1

)
+2

(
0 1
1 0

)
=

(
1 2
2 1

)
= P . Or P commute avec elle-même et avec I. La commutation

est linéaire dans le sens où P (αA+βB)−(αA+βB)P = α(PA−AP )+β(PB−BP ), ainsi P commute
avec αA + βB s’il commute avec A et avec B. Finalement, P commute avec I + 2P (A = I, B = P ,
α = 1 et β = 2).

7 Calculer le polynôme caractéristique χM de M et en déduire ses valeurs propres, qu’on notera
λ+ et λ−, avec λ− < λ+.

Attention, on adopte la convention χM(x) =
∣∣M − xI

∣∣ dans tous les enseignements de physique.

χM(λ) =
∣∣∣−λ 1
1 −λ

∣∣∣ = λ2 − 1, d’où λ+ = 1 et λ− = −1.

On note E+ l’espace propre associé à λ+ et E− l’espace propre associé à λ−.

8 Trouver des vecteurs propres associés à λ+ et λ− dans la base B. Vérifier que E+ est engendré

par e+, de représentation E+ =

(
1
1

)
, et E− par e−, de représentation E− =

(
1
−1

)
, dans B.

Pour λ+, on résout

(
0 1
1 0

)(
x

y

)
=

(
x

y

)
⇐⇒ x = y. e+ est un vecteur de base de E+, qui est de

dimension 1. Pour λ−, on résout

(
0 1
1 0

)(
x

y

)
= −

(
x

y

)
⇐⇒ x = −y. e− est un vecteur de base de

E+, qui est de dimension 1.

9 Comme M ′ = M , E+ est engendré par ẽ+, de représentation Ẽ′
+ =

(
1
1

)
dans B′, et ẽ−, de

représentation Ẽ′
− =

(
1
−1

)
dans B′. Écrire les représentation Ẽ+ et Ẽ− de ẽ+ et ẽ− dans B et

en déduire ẽ+ = α+e+ et ẽ− = α−e−, en donnant α+ et α−.

Attention, la question est subtile. La justification de l’énoncé provient de l’identité entre M et M ′ : si
on refait la question 8 dans B′, on trouvera formellement les mêmes résultats puisque tous les calculs

sont identiques. Par ailleurs, on rappelle la formule suivante : On a Ẽ+ = PẼ′
+ =

(
1 2
2 1

)(
1
1

)
=

(
3
3

)

d’où α+ = 3 et Ẽ− = PẼ′
− =

(
1 2
2 1

)(
1
−1

)
=

(
−1
−1

)
d’où α− = −1.
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b Soit une base orthonormée B = {i, j} d’une espace vectoriel E de dimension 2 sur R, on considère

l’opérateur M de représentation M =

(
0 1
−1 0

)
dans la base B.

1 Calculer le polynôme caractéristique χM de M et montrer qu’il n’est pas réductible dans R.

χM(λ) =
∣∣∣−λ 1
−1 −λ

∣∣∣ = λ2 + 1, qui n’est réductible que dans C.

On doit obligatoirement considérer E comme un espace vectoriel sur C.

2 Vérifier que les valeurs propres sont λ+ = i et λ− = −i.

Ce sont les racines de λ2 + 1. Les notations sont fixées par cette question.

On note E+ l’espace propre associé à λ+ et E− l’espace propre associé à λ−.

3 Calculer des vecteurs propres e+ et e− engendrant E+ et E−, on noteraE+ et E− leur représentation
dans B et B′ = {e+, e−}.(

0 1
−1 0

)(
x

y

)
= i

(
x

y

)
⇐⇒ x = −iy. e+ de représentation E+ =

(
1
i

)
est un vecteur de base de

E+ de dimension 1.

(
0 1
−1 0

)(
x

y

)
= −i

(
x

y

)
⇐⇒ x = iy. e− de représentation E− =

(
i

1

)
est un

vecteur de base de E− de dimension 1.

4 La matrice P = E+E− est la matrice de changement de base B → B′. TrouverM ′, la représentation
de M dans B′. Vérifier que M ′ est diagonale, constituée des valeurs propres.

M ′ = P−1MP =

(
1 i

i 1

)−1 (
0 1
−1 0

)(
1 i

i 1

)
=

(
1

2
− i

2

− i

2

1

2

)(
0 1
−1 0

)(
1 i

i 1

)
=

(
i

2

1

2

− 1

2
− i

2

)(
1 i

i 1

)
=

(
i

2
+ i

2
− 1

2
+ 1

2

− 1

2
+ 1

2
− i

2
− i

2

)
=

(
i 0
0 −i

)
=

(
λ+ 0
0 λ−

)
.

5 Vérifier que tr(M) = tr(M ′) = λ+ + λ− et det(M) = det(M ′) = λ+λ−.

On a tr

(
0 1
−1 0

)
= tr

(
i 0
0 −i

)
= λ+ + λ− = 0 et

∣∣∣ 0 1
−1 0

∣∣∣ =
∣∣∣i 0
0 −i

∣∣∣ = λ+λ− = 1.

c Soit une base orthonormée B = {i, j,k} d’une espace vectoriel de dimension 3 sur R, on considère les
vecteurs u = i+ j+ k, v = i+ 2 j+ 3k et w = 3 i+ 2 j+ k.

1 Donner les matrices U , V et W représentant les vecteurs u, v et w dans la base B.

U =



1
1
1


, V =



1
2
3


 et W =



3
2
1


.

2 Montrer que les vecteurs u, v et w sont liés à l’aide du déterminant
∣∣∣UVW

∣∣∣.
∣∣∣∣∣
1 1 3
1 2 2
1 3 1

∣∣∣∣∣ = 1× 2× 1 + 1× 2× 1 + 3× 1× 3− 1× 2× 3− 3× 2× 1− 1× 1× 1 = 0 donc {u,v,w} liés.

3 Montrer que les vecteurs u, v et w engendrent E2 de dimension 2, engendré par u et v.

Il suffit de montrer qu’une matrice 2×2 extraite de UV est de déterminant non nul. Les deux premières

lignes donnent
∣∣∣1 1
1 2

∣∣∣ = 2− 1 = 1 6= 0, C.Q.F.D.

4 Calculer un vecteur t orthogonal à u et v à l’aide des matrices U , V et de T = U × V .

T =



1
1
1


×



1
2
3


 =



3− 2
1− 3
2− 1


 =




1
−2
1


 donc t = i− 2 j+ k.

5 Vérifier que le produit scalaire t.w = 0.

On a t.w = T †W = ( 1 −2 1)



3
2
1


 = 3− 4 + 1 = 0 donc t ⊥ w.

6 Donner l’équation cartésienne de E2.

Par linéarité, tous les vecteurs de composantes



x

y

z


 sont orthogonaux à t, ce qui s’écrit x+2y+z = 0,

c’est l’équation cartésienne de E2.
On pose Wu et Wv les coefficients réels tels que w = Wuu+Wvv.
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7 Montrer par linéarité que t.w = Wu t.u+Wv t.v, puis que ce produit est bien nul.

t.w = (Wuu+Wvv).t = Wu t.u︸︷︷︸
=0

+Wv t.v︸︷︷︸
=0

= 0.

8 Soit la matrice 3 × 3 P = UV T . Montrer que les vecteurs u, v et t sont libres à l’aide du
déterminant de P . Ils forment la base B′ = {u,v, t}.

∣∣∣∣∣
1 1 1
1 2 −2
1 1 1

∣∣∣∣∣ = 1× 2× 1+1× (−2)× 1+1× 1× 3− 1× 2× 1− 3× (−2)× 1− 1× 1× 1 = 6 donc B′ base.

9 Calculer la matrice symétrique g =




u.u u.v u.t

v.u v.v v.t

w.u w.v w.t


 et vérifier g = P †P .

On a u.u = U †U = (1 1 1)



1
1
1


 = 3, u.v = U †V = (1 1 1)



1
2
3


 = 1 + 2 + 3 = 6, u.t = U †T =

(1 1 1)




1
−2
1


 = 1 − 2 + 1 = 0, v.u = V †U = (1 2 3)



1
1
1


 = 6, v.v = V †V = (1 2 3)



1
2
3


 =

1 + 4 + 9 = 14, v.t = V †T = (1 2 3)




1
−2
1


 = 1 − 4 + 3 = 0, t.u = T †U = ( 1 −2 1)



1
1
1


 = 0,

t.v = T †V = ( 1 −2 1)



1
2
3


 = 0, t.t = T †T = ( 1 −2 1)




1
−2
1


 = 1 + 4 + 1 = 6, or

P †P =



1 1 1
1 2 3
1 −2 1






1 1 1
1 2 −2
1 3 1


 =



1 + 1 + 1 1 + 2 + 3 1− 2 + 1
1 + 2 + 3 1 + 4 + 9 1− 4 + 3
1− 2 + 1 1− 4 + 3 1 + 4 + 1


 =



3 6 0
6 14 0
0 0 6


 = g C.Q.F.D.

10 Calculer l’inverse g−1.

(
3 6
6 14

)−1

=
1

42− 36

(
14 −6
−6 3

)
=

(
7

3
−1

−1 1

2

)
et (6)−1 = (1

6
) donc g−1 =



3 6 0
6 14 0
0 0 6




−1

=




7

3
−1 0

−1 1

2
0

0 0 1

6


.

11 Calculer la matrice Q = P.g−1.

Q =



1 1 1
1 2 −2
1 3 1







7

3
−1 0

−1 1

2
0

0 0 1

6


 =




7

3
− 1 −1 + 1

2

1

6
7

3
− 2 −1 + 1 − 1

3
7

3
− 3 −1 + 3

2

1

6


 =




4

3
− 1

2

1

6
1

3
0 − 1

3

− 2

3

1

2

1

6


 = Ũ Ṽ W̃ .

Soit ũ de représentation Ũ dans B, ṽ de représentation Ṽ dans B, t̃ de représentation W̃ dans B.
12 Vérifier t̃.w = 0.

t̃.w =




1

6

− 1

3
1

6



†

3
2
1


 = ( 1

6
− 1

3

1

6
)



3
2
1


 = 1

2
− 2

3
+ 1

6
= 0.

13 Calculer Wu = ũ.w et Wv = ṽ.w.

Wu =




4

3
1

3

− 2

3



†

3
2
1


 = ( 4

3

1

3
− 2

3
)



3
2
1


 = 4+ 2

3
− 2

3
= 4. Wv =



− 1

2

0
1

2



†

3
2
1


 = (− 1

2
0 1

2
)



3
2
1


 = − 3

2
+ 1

2
= −1.

14 Vérifier que w = Wu u+Wv v.

4u− v a pour représentation dans B



4
4
4


−



1
2
3


 =



3
2
1


 = W , donc 4u− v = w.

B Opérateurs

a On considère la matrice m =

(
1 1

2
1

2
1

)
.

1 Calculer les valeurs propres λ1, λ2 de m.

χm(λ) =
∣∣∣1− λ 1

2
1

2
1− λ

∣∣∣ = (1− λ)2 − 1

4
donc ses racines vérifient λ− 1 = ± 1

2
, soit λ1 = 1

2
et λ2 = 3

2
.
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2 Vérifier det(m) = λ1λ2 et tr(m) = λ1 + λ2.

det(m) = 1− 1

4
= 3

4
= 1

2

3

2
= λ1 × λ2 et tr(m) = 1 + 1 = 2 = 1

2
+ 3

2
= λ1 + λ2.

3 Calculer les vecteurs propres associés aux valeurs propres de m.

Un vecteur propre

(
x

y

)
associé à λ1 vérifie

(
1 1

2
1

2
1

)(
x

y

)
= 1

2

(
x

y

)
⇐⇒

{
x+ y

2
= x

2
x
2
+ y = y

2

⇐⇒ x+ y = 0,

le vecteur propre

(
−1
1

)
est un générateur de l’espace propre. Un vecteur propre

(
x

y

)
associé à λ2 vérifie

(
1 1

2
1

2
1

)(
x

y

)
= 3

2

(
x

y

)
⇐⇒

{
x+ y

2
= 3x

2
x
2
+ y = 3y

2

⇐⇒ x = y, le vecteur propre

(
1
1

)
est un générateur de

l’espace propre.

b Soit un espace vectoriel E de dimension 2, muni d’une base orthonormée B = {i, j} et un opérateur

M, de représentation M =

(
1 2
0 3

)
dans B.

1 Calculer les valeurs propres λ1 et λ2. Pourquoi M est-elle diagonalisable ?

χm(λ) =
∣∣∣1− λ 2

0 3− λ

∣∣∣ = (1 − λ)(3 − λ) donc λ1 = 1 et λ2 = 3. M est diagonalisable car les deux

valeurs propres sont différentes.

2 On cherche des vecteurs propres e1 et e2 associée à λ1 et λ2. Calculer leur représentation E1 et
E2 dans B. On définit B′ = {e1, e2}.

On cherche E1 =

(
x

y

)
, il vérifie

(
1 2
0 3

)(
x

y

)
=

(
x

y

)
⇐⇒

{
x+ 2y = x

3y = y
⇐⇒ y = 0, e1 de

représentation E1 =

(
1
0

)
est un générateur de l’espace propre.

On cherche E2 =

(
x

y

)
, il vérifie

(
1 2
0 3

)(
x

y

)
= 3

(
x

y

)
⇐⇒

{
x+ 2y = 3x
3y = 3y

⇐⇒ x = y, e2 de

représentation E2 =

(
1
1

)
est un générateur de l’espace propre.

3 Calculer P la matrice de changement de base B → B′.

P est constituée des colonnes des représentations des vecteurs de B′ dans B, P =

(
1 1
0 1

)
.

4 Calculer P−1.

On applique la formule rappelée en début d’énoncé, P−1 =

(
1 −1
0 1

)
.

5 Calculer M ′ la matrice représentant M dans B′.

M ′ = P−1MP =

(
1 −1
0 1

)(
1 2
0 3

)(
1 1
0 1

)
=

(
1 −1
0 3

)(
1 1
0 1

)
=

(
1 0
0 3

)
.

6 Retrouver E′
1 et E′

2, les représentations de e1 et e2 dans B′.

E′
1 = P−1E1 =

(
1 −1
0 1

)(
1
0

)
=

(
1
0

)
, E′

2 = P−1E2 =

(
1 −1
0 1

)(
1
1

)
=

(
0
1

)
.

7 Vérifier que tr(M) = tr(M ′) = λ1 + λ2 et det(M) = det(M ′) = λ1λ2.

det(M) = 1× 3− 0× 2 = 1× 3− 0× 0 = 1× 3 = 3 = λ1 × λ2 et tr(M) = 1 + 3 = λ1 + λ2.

c Soit un espace vectoriel E de dimension 2, muni d’une base orthonormée B = {i, j} et un opérateur

M, de représentation M =

(
1 2
0 1

)
dans B.

1 Calculer la trace et le déterminant de M, en déduire qu’elle est inversible.

tr(M) = 1 + 1 = 2 et det(M) = 1× 1− 0× 2 = 1 6= 0, donc M est inversible.

2 Calculer les valeurs propres, elles sont dégénérées, on notera la valeur propre λ.

χM(λ) =
∣∣∣1− λ 2

0 1− λ

∣∣∣ = (1 − λ)2 donc λ = 1 est valeur propre double.

3 Calculer les vecteurs propres associés à λ. Pourquoi M n’est-elle pas diagonalisable ?

Un vecteur propre e de représentation E =

(
x

y

)
vérifie

(
1 2
0 1

)(
x

y

)
=

(
x

y

)
⇐⇒

{
x+ 2y = x

y = y
⇐⇒ y = 0,

e de représentation E =

(
1
0

)
est le seul vecteur propre, cela prouve que M n’est pas diagonalisable.
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4 Donner l’équation cartésienne de l’espace propre associé à λ.

C’est y = 0.

d Soit un espace vectoriel E de dimension 3, muni d’une base orthonormée B = {i, j,k} et un opérateur

M, de représentation M =



2 1 1
0 2 0
0 0 2


 dans B.

1 Calculer la trace et le déterminant de M, en déduire qu’elle est inversible.

tr(M) = 2 + 2 + 2 = 6 et det(M) = 2× 2× 2 + 0 + 0− 0− 0− 0 = 6 6= 0, donc M est inversible.

2 Calculer les valeurs propres, elles sont dégénérées trois fois, on notera la valeur propre λ.

χM(λ) =

∣∣∣∣∣
2− λ 1 1
0 2− λ 0
0 0 2− λ

∣∣∣∣∣ = (2− λ)3 donc λ = 2 est valeur propre triple.

3 Calculer les vecteurs propres associés à λ. Pourquoi M n’est-elle pas diagonalisable ?

Un vecteur propre v de représentation V =



x

y

z


 vérifie



2 1 1
0 2 0
0 0 2






x

y

z


 = 2



x

y

z


 ⇐⇒




2x+ y + z = 2x

2y = 2y
2z = 2z

⇐⇒ y + z = 0, v1 de représentation V1 =



1
0
0


 et v2 de représentation V2 =




0
−1
1


 forment une

base de l’espace propre, qui est de dimension 2, cela prouve que M n’est pas diagonalisable.

4 On considère le changement de base S =



1 0 0
0 − 1√

2

1√
2

0 1√
2

1√
2


. Montrer que S−1 = S.



1 0 0
0 − 1√

2

1√
2

0 1√
2

1√
2






1 0 0
0 − 1√

2

1√
2

0 1√
2

1√
2


 =



1 0 0
0 1

2
+ 1

2
− 1

2
+ 1

2

0 − 1

2
+ 1

2

1

2
+ 1

2


 = I, donc S−1 = S.

S envoie B dans B′.

5 Donner les représentations des vecteurs de la base B′ exprimées dans B.

Nommons e1, e2 et e3 les vecteurs de B′. Par définition, E′
1 =



1
0
0


, E′

2 =



0
1
0


 et E′

3 =



0
0
1


,

donc E1 = SE′
1 =



1 0 0
0 − 1√

2

1√
2

0 1√
2

1√
2






1
0
0


 =



1
0
0


, E2 = SE′

2 =



1 0 0
0 − 1√

2

1√
2

0 1√
2

1√
2






0
1
0


 =




0
− 1√

2
1√
2


,

E3 = SE′
3 =



1 0 0
0 − 1√

2

1√
2

0 1√
2

1√
2






0
0
1


 =




0
1√
2
1√
2


.

6 Vérifier que B′ est orthonormée.

On ne peut utiliser le fait que S soit unitaire, donc B′ orthonormée, donc on ne peut utiliser les

représentations E′
1, E

′
2, ni E

′
3. On se place dans B, il vient e1.e1 =



1
0
0




†

1
0
0


 = (1 0 0)



1
0
0


 =

1 + 0 + 0 = 1, e1.e2 =



1
0
0




†


0
− 1√

2
1√
2


 = (1 0 0)




0
− 1√

2
1√
2


 = 0 + 0 + 0 = 0, e1.e3 =



1
0
0




†


0
1√
2
1√
2


 =

(1 0 0)




0
1√
2
1√
2


 = 0 + 0 + 0 = 0, e2.e1 =




0
− 1√

2
1√
2




†

1
0
0


 =

(
0 − 1√

2

1√
2

)
(1 0 0) = 0 + 0 + 0 = 0,

e2.e2 =




0
− 1√

2
1√
2




†


0
− 1√

2
1√
2


 =

(
0 − 1√

2

1√
2

)



0
− 1√

2
1√
2


 = 0 + 1

2
+ 1

2
= 1, e2.e3 =




0
− 1√

2
1√
2




†


0
1√
2
1√
2


 =

(
0 − 1√

2

1√
2

)



0
1√
2
1√
2


 = 0 − 1

2
+ 1

2
= 0, e3.e1 =




0
1√
2
1√
2




†

1
0
0


 =

(
0 1√

2

1√
2

)


1
0
0


 = 0 + 0 + 0 = 0.
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e3.e2 =




0
1√
2
1√
2




†


0
− 1√

2
1√
2


 =

(
0 1√

2

1√
2

)



0
− 1√

2
1√
2


 = 0 − 1

2
+ 1

2
= 0, e3.e3 =




0
1√
2
1√
2




† 


0
1√
2
1√
2


 =

(
0 1√

2

1√
2

)



0
1√
2
1√
2


 = 0 + 1

2
+ 1

2
= 1, B′ est orthonormée.

7 Calculer la matrice M ′ représentant M dans B′.

M ′ = S−1MS = SMS =



1 0 0
0 − 1√

2

1√
2

0 1√
2

1√
2






2 1 1
0 2 0
0 0 2






1 0 0
0 − 1√

2

1√
2

0 1√
2

1√
2


 =



2 1 1
0 −

√
2

√
2

0
√
2

√
2






1 0 0
0 − 1√

2

1√
2

0 1√
2

1√
2


 =



2 − 1√

2
+ 1√

2

1√
2
+ 1√

2

0 1 + 1 −1 + 1
0 −1 + 1 1 + 1


 =



2 0

√
2

0 2 0
0 0 2


.

8 Soit l’opérateur P , de représentation P ′ =



1 0 0
0 1 0
0 0 0


 dans B′. Vérifier que (P ′)2 = P ′.

P ′2 =



1 0 0
0 1 0
0 0 0






1 0 0
0 1 0
0 0 0


 =



1 0 0
0 1 0
0 0 0


 = P ′ donc P est un projecteur.

9 On définit l’opérateur M2 par sa représentation M ′
2 = P ′M ′P ′ dans la base B′. Calculer M ′

2.

M ′
2 =



1 0 0
0 1 0
0 0 0






2 0

√
2

0 2 0
0 0 2






1 0 0
0 1 0
0 0 0


 =



2 0

√
2

0 2 0
0 0 0






1 0 0
0 1 0
0 0 0


 =



2 0 0
0 2 0
0 0 0


 = 2P ′.

10 Calculer M2, la représentation de M2 dans B.

M2 = SM ′
2S

−1 = SM ′
2S =



1 0 0
0 − 1√

2

1√
2

0 1√
2

1√
2






2 0 0
0 2 0
0 0 0






1 0 0
0 − 1√

2

1√
2

0 1√
2

1√
2


 =



2 0 0
0 −

√
2 0

0
√
2 0






1 0 0
0 − 1√

2

1√
2

0 1√
2

1√
2


 =



2 0 0
0 1 −1
0 −1 1


.

11 Calculer P , la représentation de P dans B.

Comme P ′ = 1

2
M ′

2, P = 1

2
M2 =



1 0 0
0 1

2
− 1

2

0 − 1

2

1

2


.

12 Vérifier P 2 = P .

P 2 =



1 0 0
0 1

2
− 1

2

0 − 1

2

1

2






1 0 0
0 1

2
− 1

2

0 − 1

2

1

2


 =



1 0 0
0 1

4
+ 1

4
− 1

4
− 1

4

0 − 1

4
− 1

4

1

4
+ 1

4


 = P . La propriété P ◦ P = P est

indépendante de la base.

13 Vérifier M2 = PMP .

PMP =



1 0 0
0 1

2
− 1

2

0 − 1

2

1

2






2 1 1
0 2 0
0 0 2






1 0 0
0 1

2
− 1

2

0 − 1

2

1

2


 =



2 1 1
0 1 −1
0 −1 1






1 0 0
0 1

2
− 1

2

0 − 1

2

1

2


 =



2 1

2
− 1

2
− 1

2
+ 1

2

0 1

2
+ 1

2
− 1

2
− 1

2

0 − 1

2
− 1

2

1

2
+ 1

2


 = M2.

C Calculs vectoriels

On considère un espace vectoriel E sur C de dimension 3, un opérateurM et un vecteur u 6= 0 arbitraires
et on étudie l’espace vectoriel Eu engendré par u, M(u), M◦M(u), etc.

a Eu est engendré par u, M(u) et M◦M(u).
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1 Supposons que B = {u,M(u),M ◦ M(u)} est libre. Montrer par récurrence que, ∀n ∈ N,
M◦ ... ◦M︸ ︷︷ ︸

n termes

(u) est une combinaison linéaire des vecteurs de B, ce qui établit Eu = E .

B est une base donc M◦M ◦M est une combinaison linéaire de u, M(u) et M◦M(u), on l’écrit
M◦M◦M = a30u+a31M(u)+a32M◦M(u). Soit la relation R(n) : M◦ ... ◦M︸ ︷︷ ︸

n termes

(u) = an0u+an1M(u)+

an2M◦M(u), dont on vient de prouver R(3), on la suppose vraie pour un entier n ≥ 3 et on lui applique
M, ce qui donne M◦ ... ◦M︸ ︷︷ ︸

n+1 termes

(u) = an0M(u) + an1M ◦M(u) + an2M ◦ M ◦ M, on y substitue R(3),

il vient M◦ ... ◦M︸ ︷︷ ︸
n+1 termes

(u) = an0M(u) + an1M◦M(u) + an2 (a
3
0u+ a31M(u) + a32M◦M(u)), on a prouvé

R(n+1) avec an+1
0 = a30 a

n
2 , a

n+1
1 = an0 + a31 a

n
2 et an+1

2 = an1 + a32 a
n
2 , R est démontrée par récurrence.

On considère les autres cas, par contraposition il existe (α, β, γ) ∈ C3 tel que

αu+ βM(u) + γM◦M(u) = 0 (1)

2 Supposons d’abord que γ 6= 0. On a M◦M(u) = −α
γ
u − β

γ
M(u). Montrer par récurrence que,

∀n ∈ N, M◦ ... ◦M︸ ︷︷ ︸
n termes

(u) est une combinaison de u et M(u), ce qui établit que Eu est engendré

par u et M(u).

Soit la relation R(n) : M◦ ... ◦M︸ ︷︷ ︸
n termes

(u) = an0u + an1M(u), R(2) est vraie avec a20 = −α
γ

et a21 = −β
γ
.

On suppose R(n) vraie pour un entier n ≥ 2 et on lui applique M, ce qui donne M◦ ... ◦M︸ ︷︷ ︸
n+1 termes

(u) =

an0Mu+ an1M◦M(u), on y substitue R(2), il vient M◦ ... ◦M︸ ︷︷ ︸
n+1 termes

(u) = an0M(u) + an1 (−α
γ
u− β

γ
M(u)),

on a démontré R(n+ 1) avec an+1

0 = −α
γ
an1 et an+1

1 = an0 − β
γ
an1 , R est démontrée par récurrence.

3 On considère enfin γ = 0. Dans ce cas, β 6= 0, donc M(u) = −α
β
u. Montrer que par récurrence

que, ∀n ∈ N, M◦ ... ◦M︸ ︷︷ ︸
n termes

(u) est

engendré par u.

Soit la relation R(n) : M◦ ... ◦M︸ ︷︷ ︸
n termes

(u) = an0u, R(1) est vraie avec a10 = −α
β
. On suppose R(n) vraie

pour un entier n ≥ 1 et on lui applique M, ce qui donne M◦ ... ◦M︸ ︷︷ ︸
n+1 termes

(u) = an0Mu, on y substitue R(1),

il vient M◦ ... ◦M︸ ︷︷ ︸
n+1 termes

(u) = an0 (−α
β
u), on a démontré R(n+1) avec an+1

0 = −α
β
an0 , R est démontrée par

récurrence.

b S’il existe deux valeurs propres différentes, λ1 6= λ2 associées respectivement aux vecteurs propres e1
et e2, alors u = e1 + e2 engendre un espace vectoriel dim(Eu) = 2 de dimension 2.

1 Montrer que {u,M(u)} est libre.

B = {e1, e2} est une base puisque e1 et e2 ont des valeurs propres différentes. Sinon, ils seraient liés,
on aurait e2 = αe1 d’où λ2e2 = M(e2) = M(αe1) = αM(e1) = αλ1e1 = λ1e2 ⇒ λ1 = λ2. Notons
v = Mu, on a v = M(e1 + e2) = M(e1) +M(e2) = λ1e1 + λ2e2. Notons U et V les représentations

de u et v dans B. On a U =

(
1
1

)
et V =

(
λ1

λ2

)
. Le déterminant de la matrice P formée par UV

accolées s’écrit det(P ) =
∣∣∣1 λ1

1 λ2

∣∣∣ = λ2 − λ1 6= 0 donc {u,v} est libre.

2 Montrer que M◦M(u) = (λ1 + λ2)M(u)− λ1λ2u.

On reprend les notations v, U et V de la question précédente, on note w = M ◦ M(u) = M(v) et
W sa représentation dans B, on a w = M(λ1e1 + λ2e2) = λ1M(e1) + λ2M(e2) = λ1

2e1 + λ2
2e2

donc W =

(
λ1

2

λ2
2

)
. On calcule (λ1 + λ2)

(
λ1

λ2

)
− λ1λ2

(
1
1

)
=

(
(λ1 + λ2)λ1 − λ1λ2

(λ1 + λ2)λ2 − λ1λ2

)
=

(
λ1

2

λ2
2

)
donc

(λ1 + λ2)V − λ1λ2U = W , C.Q.F.D.

c Considérons un cas avec M non diagonalisable, de représentation M =



1 1 0
0 1 0
0 0 2


 dans B = {i, j,k}.

1 Calculer le polynôme caractéristique de M et en déduire ses valeurs propres.
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χM(λ) =

∣∣∣∣∣
1− λ 1 0
0 1− λ 0
0 0 2− λ

∣∣∣∣∣ = (1−λ)2(2−λ) donc λ1 = 1 est valeur propre double et λ2 = 2 simple.

2 Calculer les vecteurs propres associés aux valeurs propres et montrer queM est non diagonalisable.

Un vecteur propre u1 de valeur propre λ1 de représentation U1 =



x

y

z


 vérifie



1 1 0
0 1 0
0 0 2






x

y

z


 =



x

y

z




⇐⇒




x+ y = x

y = y

2z = z

⇐⇒ y = z = 0, u1 de représentation U1 =



1
0
0


 est un générateur de l’espace

propre, de dimension 1, cela prouve que M n’est pas diagonalisable puisque λ1 est racine double.Un

vecteur propre u2 de valeur propre λ2 de représentation U2 =



x

y

z


 vérifie



1 1 0
0 1 0
0 0 2






x

y

z


 = 2



x

y

z




⇐⇒




x+ y = 2x
y = 2y
2z = 2z

⇐⇒ x = y = 0, u2 de représentation U2 =



0
0
1


 est un générateur de l’espace

propre, de dimension 1.

3 Montrer que {j,M(j)} est libre.

On accole les matrices des représentations de j et M(j) dans B pour former la matrice 3× 2



0 1
1 1
0 0


,

on peut en extraire la sous-matrice

(
0 1
1 1

)
, de déterminant

∣∣∣0 1
1 1

∣∣∣ = −1 6= 0, donc {j,M(j)} est libre.

4 Montrer que M◦M(j) = 2M(j)− j.

La représentation de M◦M(j) dans B vaut



1 1 0
0 1 0
0 0 2






1
1
0


 =



1 + 1
1
0


 =



2
1
0


. Celle de 2M(j)− j

vaut 2



1
1
0


 −



0
1
0


 =



2
1
0


, C.Q.F.D.

5 Par contre, soit u = j+ k, montrer que dim(Eu) = 3.

Notons v = M(u) et w = M◦M(u) = M(v) puis U , V , W les représentations de u, v et w dans

B. On a U =



0
1
1


, V =



1 1 0
0 1 0
0 0 2






0
1
1


 =



1
1
2


 et W =



1 1 0
0 1 0
0 0 2






1
1
2


 =



2
1
4


. La matrice P

obtenue en accolant U , V , et W vaut P = UVW =



0 1 2
1 1 1
1 2 4


. On développe son déterminant sur la

première colonne, il vaut det(P ) =

∣∣∣∣∣
0 1 2
1 1 1
1 2 4

∣∣∣∣∣ = 0×
∣∣∣1 1
2 4

∣∣∣−
∣∣∣1 2
2 4

∣∣∣+
∣∣∣1 2
1 1

∣∣∣ = −(4− 4)+ (1− 2) = −1 6= 0

donc {u,v,w} est libre et dim(Eu = 3.

d Considérons enfin M non diagonalisable, de représentation M =



1 1 0
0 1 1
0 0 1


 dans B = {i, j,k}.

1 Calculer le polynôme caractéristique de M et en déduire sa valeur propre unique.

χM(λ) =

∣∣∣∣∣
1− λ 1 0
0 1− λ 1
0 0 1− λ

∣∣∣∣∣ = (1− λ)3 donc λ = 1 est valeur propre triple.

2 Montrer que l’espace propre associé à la valeur propre est de dimension 1 et que M est non
diagonalisable.

Un vecteur propre u de valeur propre λ de représentation U =



x

y

z


 vérifie



1 1 0
0 1 1
0 0 1






x

y

z


 =



x

y

z




⇐⇒





x+ y = x

y + z = y

z = z

⇐⇒ y = z = 0, u de représentation U =



1
0
0


 est un générateur de l’espace

propre, de dimension 1, cela prouve que M n’est pas diagonalisable.
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3 Montrer que dim(Ek) = 3.

Notons v = M(k) et w = M◦M(k) = M(v) puis K, V , W les représentations de k, v et w dans

B. On a K =



0
0
1


, V =



1 1 0
0 1 1
0 0 1






0
0
1


 =



0
1
1


 et W =



1 1 0
0 1 1
0 0 1






0
1
1


 =



1
2
1


. La matrice P

obtenue en accolant K, V , et W vaut P = KVW =



0 0 1
0 1 2
1 1 1


. On développe son déterminant sur la

première colonne, il vaut det(P ) =

∣∣∣∣∣
0 0 1
0 1 2
1 1 1

∣∣∣∣∣ = 0×
∣∣∣1 2
1 1

∣∣∣− 0×
∣∣∣0 1
1 1

∣∣∣+
∣∣∣0 1
1 2

∣∣∣ = (0− 1) = −1 6= 0 donc

{k,v,w} est libre et dim(Ek = 3.

D Adjoints

a Parmi ces deux matrices, lesquelles sont autoadjointes ?




1 0 3
0 0 2
3 2 i




(
1 i

−i 2

)
.




1 0 3
0 0 2
3 2 i




†

=




1 0 3
0 0 2
3 2 −i


 non autoadjointe.

(
1 i

−i 2

)†
=

(
1 −i

i 2

)
=

(
1 i

−i 2

)
autoadjointe.

b Calculer l’adjoint de ce vecteur-colonne.




1
0
i


.




1
0
i




†

= ( 1 0 −i ).

c Soit l’opérateur M de représentation M ′ =




1 i

2
− i

2

− i

2
1 − 1

2

i −1 1


 dans une base B′ non orthonormée.

1 Vérifier que M ′ n’est pas hermitienne.

M ′† =




1 i

2
− i

2

− i

2
1 − 1

2

i −1 1




†

=




1 i

2
−i

− i

2
1 −1

i

2
− 1

2
1


 6= M ′.

Pourtant M est un opérateur auto-adjoint. Soit M sa représentation dans une base B orthonormée, la

matrice P de changement de base B → B′ s’écrit P =



1 i 0
i 1 0
0 0 1


.

2 Calculer P−1.

P−1 =




1

2
− i

2
0

− i

2

1

2
0

0 0 1


.

3 Montrer que M = PM ′P−1.

P est la matrice de changement de base B → B′ et on fait le changement de représentation de M dans
le sens B′ → B. On applique donc la formule standard en intervertissant P et P−1 puisque P−1 est la
matrice de changement de base B′ → B.

4 Calculer M .

M = PM ′P−1 =



1 i 0
i 1 0
0 0 1







1 i

2
− i

2

− i

2
1 − 1

2

i −1 1







1

2
− i

2
0

− i

2

1

2
0

0 0 1


 =



1 + 1

2

i

2
+ i − i

2
− i

2

i − i

2
− 1

2
+ 1 1

2
− 1

2

i −1 1







1

2
− i

2
0

− i

2

1

2
0

0 0 1


 =




3

2

3i

2
−i

i

2

1

2
0

i −1 1







1

2
− i

2
0

− i

2

1

2
0

0 0 1


 =




3

4
− 3

4
− 3i

4
+ 3i

4
−i

i

4
− i

4

1

4
+ 1

4
0

i

2
+ i

2

1

2
− 1

2
1


 =




0 0 −i

0 1

2
0

i 0 1


.

5 Vérifier que M est hermitienne (et donc M auto-adjoint).

M † =




0 0 −i

0 1

2
0

i 0 1




†

=




0 0 i

0 1

2
0

−i 0 1


 =




0 0 −i

0 1

2
0

i 0 1


 = M auto-adjointe.
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