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A Famille de vecteurs

a Soit une base orthonormée B = {i, j} d’une espace vectoriel E de dimension 2 sur R, on considère les
vecteurs u = i+ 2 j et v = 2 i+ j.

1 Donner les matrices U et V représentant, respectivement, les vecteurs u et v dans la base B.

2 Soit la matrice 2 × 2 P = UV , obtenue en collant les deux matrices U et V . Montrer que les
vecteurs u et v sont libres à l’aide du déterminant de P . Ils forment une base, qu’on notera
B′ = {u,v}.

3 P est la matrice de changement de base B → B′. Calculer son inverse P−1.

4 Soit l’opérateur M de représentation M =

(
0 1
1 0

)
dans la base B. Exprimer la matrice M ′

représentant M dans la base B′ en fonction des matrices P , M ou P−1 puis calculer M ′.

5 On trouve M ′ = M . Montrer que c’est équivalent à prouver que M et P commutent, autrement
dit que MP = PM .

6 En remarquant que P = I+2M , où I est la matrice identité, vérifier directement que MP = PM .

7 Calculer le polynôme caractéristique χM de M et en déduire ses valeurs propres, qu’on notera
λ+ et λ−, avec λ− < λ+.

On note E+ l’espace propre associé à λ+ et E− l’espace propre associé à λ−.

8 Trouver des vecteurs propres associés à λ+ et λ− en vous plaçant dans la base B. Vérifier que

E+ est engendré par e+, de représentation E+ =

(
1
1

)
dans B, et E− par e−, de représentation

E− =

(
1
−1

)
dans B.

9 Comme M ′ = M , E+ est engendré par ẽ+, de représentation Ẽ′
+ =

(
1
1

)
dans B′, et ẽ−, de

représentation Ẽ′
− =

(
1
−1

)
dans B′. Écrire les représentation Ẽ+ et Ẽ− de ẽ+ et ẽ− dans B et

en déduire ẽ+ = α+e+ et ẽ− = α−e−, en donnant les coefficients de proportionnalité α+ et α−.

b Soit une base orthonormée B = {i, j} d’une espace vectoriel E de dimension 2 sur R, on considère

l’opérateur M de représentation M =

(
0 1
−1 0

)
dans la base B.

1 Calculer le polynôme caractéristique χM de M et montrer qu’il n’est pas réductible dans R.

On doit obligatoirement considérer E comme un espace vectoriel sur C.

2 Vérifier que les valeurs propres sont λ+ = i et λ− = −i.

On note E+ l’espace propre associé à λ+ et E− l’espace propre associé à λ−.

3 Calculer des vecteurs propres e+ et e− engendrant E+ et E−, on noteraE+ et E− leur représentation
dans B et B′ = {e+, e−}.

4 La matrice P obtenue en collant les matrices E+ et E− est la matrice de changement de base
B → B′. Utiliser les formules de changement de base pour trouver M ′, la représentation de M
dans B′. Vérifier que M ′ est diagonale, constituée des valeurs propres.

5 La trace et le déterminant sont invariants par ce changement de base, vérifier que tr(M) =
tr(M ′) = λ+ + λ− et det(M) = det(M ′) = λ+λ−.

c Soit une base orthonormée B = {i, j,k} d’une espace vectoriel de dimension 3 sur R, on considère les
vecteurs u = i+ j+ k, v = i+ 2 j+ 3k et w = 3 i+ 2 j+ k.

1 Donner les matrices U , V et W représentant les vecteurs u, v et w dans la base B.

2 Montrer que les vecteurs u, v et w sont liés à l’aide uniquement d’un déterminant formé avec les
matrices U , V et W .
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3 Montrer que les vecteurs u, v et w engendrent un espace vectoriel E2 de dimension 2, engendré
par u et v.

4 Calculer un vecteur t orthogonal à u et v à l’aide des matrices U , V et du produit vectoriel. On

vous demande de trouver d’abord la matrice T représentant t puis d’écrire explicitement t dans

la base B.

5 Vérifier que le produit scalaire t.w = 0 en utilisant T et W .

6 Donner l’équation cartésienne de E2.

t et w sont orthogonaux. C’était attendu puisque w est une combinaison linéaire de u et v d’après
la question c3. On pose Wu et Wv les coefficients réels tels que w = Wuu + Wvv. On va vérifier la
réponse à la dernière question, puis calculer Wu et Wv (ce calcul est sophistiqué et suit des règles que
vous apprendrez ultérieurement, vous les appliquerez ici sans connâıtre leurs fondements).

7 Montrer par linéarité que t.w = Wu t.u+Wv t.v, puis que ce produit est bien nul.

8 Soit la matrice 3× 3 P = UV T , obtenue en collant les trois matrices U , V et T . Montrer que les
vecteurs u, v et t sont libres à l’aide du déterminant de P . Ils forment une base, qu’on notera
B′ = {u,v, t}.

9 Calculer la matrice symétrique g =




u.u u.v u.t

v.u v.v v.t

w.u w.v w.t


 et vérifier g = P †P .

10 Calculer l’inverse g−1. Ce calcul est facilité parce que g est diagonale par bloc, g =




a b 0
c d 0
0 0 e


.

11 Calculer la matrice Q = P.g−1.

On note Ũ , Ṽ et T̃ les trois matrices colonne composant Q, autrement dit Q = Ũ Ṽ W̃ . Soit ũ le vecteur
dont la matrice le représentant dans B est Ũ , ṽ le vecteur dont la matrice le représentant dans B est
Ṽ , t̃ le vecteur dont la matrice le représentant dans B est W̃ , la décomposition de w dans la base B′

s’écrit, de façon générale,
w = (ũ.w)u+ (ṽ.w)v + (t̃.w)t.

12 Vérifier t̃.w = 0.

13 Calculer Wu = ũ.w et Wv = ṽ.w.

14 Vérifier que w = Wu u+Wv v.

B Opérateurs

a On considère la matrice m =

(
1 1

2
1

2
1

)
.

1 Calculer les valeurs propres λ1, λ2 de m.

2 Vérifier det(m) = λ1λ2 et tr(m) = λ1 + λ2.

3 Calculer les vecteurs propres associés aux valeurs propres de m.

b Soit un espace vectoriel E de dimension 2, muni d’une base orthonormée B = {i, j} et un opérateur

M, de représentation M =

(
1 2
0 3

)
dans B.

1 Calculer les valeurs propres λ1 et λ2. Pourquoi M est-elle diagonalisable ?

2 On cherche des vecteurs propres e1 et e2 associée à λ1 et λ2. Calculer leur représentation E1 et
E2 dans B. On définit B′ = {e1, e2}. Proposer les vecteurs les plus simples possible, ne pas les

normer.

3 Calculer P la matrice de changement de base B → B′.

4 Calculer P−1.

5 Calculer M ′ la matrice représentant M dans B′ en fonction de P , P−1 ou M .

6 Retrouver E′
1 et E′

2, les représentations de e1 et e2 dans B′, à l’aide de P , E1 ou P−1.

7 Vérifier que tr(M) = tr(M ′) = λ1 + λ2 et det(M) = det(M ′) = λ1λ2.

c Soit un espace vectoriel E de dimension 2, muni d’une base orthonormée B = {i, j} et un opérateur

M, de représentation M =

(
1 2
0 1

)
dans B.
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1 Calculer la trace et le déterminant de M, en déduire qu’elle est inversible.

2 Calculer les valeurs propres, elles sont dégénérées, on notera la valeur propre λ.

3 Calculer les vecteurs propres associés à λ. Pourquoi M n’est-elle pas diagonalisable ?

4 Donner l’équation cartésienne de l’espace propre associé à λ.

d Soit un espace vectoriel E de dimension 3, muni d’une base orthonormée B = {i, j,k} et un opérateur

M, de représentation M =



2 1 1
0 2 0
0 0 2


 dans B.

1 Calculer la trace et le déterminant de M, en déduire qu’elle est inversible.

2 Calculer les valeurs propres, elles sont dégénérées trois fois, on notera la valeur propre λ.

3 Calculer les vecteurs propres associés à λ. Pourquoi M n’est-elle pas diagonalisable ?

4 On considère le changement de base S =



1 0 0
0 − 1√

2

1√
2

0 1√
2

1√
2


. Montrer que S−1 = S.

S est une symétrie réelle (c’est la composée d’une rotation de π
4
autour de l’axe Ox et d’une symétrie

miroir selon l’axe Oz). Elle préserve les normes et les produits scalaires, donc les angles. Elle envoie B
sur une base B′. On va vérifier que B′ est orthonormée.

5 Donner les représentations des vecteurs de la base B′ exprimées dans B.

6 Vérifier que B′ est orthonormée.

7 Calculer la matrice M ′ représentant M dans B′.

8 Soit l’opérateur P , de représentation P ′ =



1 0 0
0 1 0
0 0 0


 dans B′. Vérifier que P est un projecteur

en montrant (P ′)2 = P ′.

9 On définit l’opérateur M2 par sa représentation M ′
2 = P ′M ′P ′ dans la base B′. Calculer M ′

2.

10 Calculer M2, la représentation de M2 dans B.

11 Calculer P , la représentation de P dans B.

12 Vérifier P 2 = P .

13 Vérifier M2 = PMP .

C Calculs vectoriels

On considère un espace vectoriel E sur C de dimension 3, un opérateurM et un vecteur u 6= 0 arbitraires
et on étudie l’espace vectoriel Eu engendré par u, M(u), M◦M(u), etc.

a Eu est engendré par u, M(u) et M◦M(u). Pour le prouver, discutons selon les cas.

1 Supposons que B = {u,M(u),M ◦ M(u)} est libre. Montrer par récurrence que, ∀n ∈ N,
M◦ ... ◦M︸ ︷︷ ︸

n termes

(u) est une combinaison linéaire des vecteurs de B, ce qui établit Eu = E .

On considère les autres cas, par contraposition il existe (α, β, γ) ∈ C3 tel que

αu+ βM(u) + γM◦M(u) = 0 (1)

2 Supposons d’abord que γ 6= 0. On a M◦M(u) = −α
γ
u − β

γ
M(u). Montrer par récurrence que,

∀n ∈ N, M◦ ... ◦M︸ ︷︷ ︸
n termes

(u) est une combinaison de u et M(u), ce qui établit que Eu est engendré

par u et M(u).

3 On considère enfin γ = 0. Dans ce cas, β 6= 0 sinon u serait nul, donc on a M(u) = −α
β
u, autre-

ment dit u est un vecteur propre de M. Montrer par récurrence que, ∀n ∈ N, que M◦ ... ◦M︸ ︷︷ ︸
n termes

(u)

est engendré par u.
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On a prouvé qu’il ne faut pas considérer les termesM◦M◦M(u) et suivants 1. Dans la discussion précédente,
le premier cas donne dim(Eu) = 3 (il existe u donnant ce cas si et seulement si le polynôme minimal de M
est égal à son polynôme caractéristique 2). Le dernier cas donne dim(Eu) = 1 (il existe toujours un vecteur
propre u qui donne ce cas en dimension finie 3). Par contre, le second cas donne en général dim(Eu) = 2,
comme on va l’étudier maintenant.

b Considérons le cas le plus simple : on va montrer que, s’il existe deux valeurs propres différentes,
λ1 6= λ2 associées respectivement aux vecteurs propres e1 et e2, alors u = e1 + e2 engendre un espace
vectoriel dim(Eu) = 2 de dimension 2.

1 Montrer que {u,M(u)} est libre.

2 Montrer que M◦M(u) = (λ1 + λ2)M(u)− λ1λ2u.

c Considérons un cas avec M non diagonalisable, de représentation M =



1 1 0
0 1 0
0 0 2


 dans B = {i, j,k}.

1 Calculer le polynôme caractéristique de M et en déduire ses valeurs propres.

2 Calculer les vecteurs propres associés aux valeurs propres et montrer queM est non diagonalisable.

3 Montrer que {j,M(j)} est libre.

4 Montrer que M◦M(j) = 2M(j)− j. Cela prouve que dim(Ej) = 2 est de dimension 2.

5 Par contre, soit u = j+ k, montrer que dim(Eu) = 3.

d Considérons enfin M non diagonalisable, de représentation M =



1 1 0
0 1 1
0 0 1


 dans B = {i, j,k}.

1 Calculer le polynôme caractéristique de M et en déduire sa valeur propre unique.

2 Montrer que l’espace propre associé à la valeur propre est de dimension 1 et que M est non
diagonalisable.

3 Montrer que dim(Ek) = 3.

D Adjoints

a Parmi ces deux matrices, lesquelles sont autoadjointes ?




1 0 3
0 0 2
3 2 i




(
1 i

−i 2

)
.

b Calculer l’adjoint de ce vecteur-colonne.




1
0
i


.

c Soit l’opérateur M de représentation M ′ =




1 i

2
− i

2

− i

2
1 − 1

2

i −1 1


 dans une base B′ non orthonormée.

1 Vérifier que M ′ n’est pas hermitienne 4.

Pourtant M est un opérateur auto-adjoint. Soit M sa représentation dans une base B orthonormée, la

matrice P de changement de base B → B′ s’écrit P =



1 i 0
i 1 0
0 0 1


.

2 Calculer P−1.

3 Montrer que M = PM ′P−1.

4 Calculer M .

5 Vérifier que M est hermitienne (et donc M auto-adjoint).

1. Cet exercice se généralise à toute dimension et on doit considérer un nombre de termes égal à la dimension de l’espace.

2. La technique pour trouver ce u ressemble à celle abordée dans la suite mais en plus compliqué. S’il existe trois valeurs

propres différentes λ1 6= λ2 6= λ3 associée aux vecteurs propres e1, e2, e3, alors u = e1 +e2 +e3 convient. S’il existe une valeur

propre double, l’opérateur est non diagonalisable ; un tel cas est étudié ci-après. S’il existe une valeur propre unique triple, seuls

certains cas non diagonalisable sont possibles, dont un exemple est donné ci-après.

3. En dimension infinie, soit la base hermitienne {ei, i ∈ N∗}, M défini par ei 7→ ei+1 ∀i ∈ N∗ n’a aucun vecteur propre.

4. Hermitienne signifie autoadjointe.

4


