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À l’origine de ma carrière

Bien que j’ai changé à de nombreuses reprises de domaine de recherche, un
regard rapide sur l’ensemble de ma carrière percevra une certaine continuité : je
me suis presque toujours intéressé à des systèmes de très basse dimension, quasi-
unidimensionnels souvent, voire, très récemment, strictement unidimensionnel.

C’est, en partie, fortuit ; ma première passion, en physique, a toujours été vers ses
aspects statistiques : l’émergence de lois macroscopiques dans les systèmes à grand
nombre de corps ; c’est donc assez naturellement que je suis arrivé à la physique
des solides, mère de nombreux systèmes à N -corps plus passionnants les uns que les
autres, et régulièrement source de physique nouvelle hors des connaissances établies.

Ensuite, serait-ce une compétence un peu plus affirmée en mathématiques, qui
m’aura guidé vers ces systèmes quasi-unidimensionnels, où une partie des résultats
sont démontrables analytiquement ? je crois aussi au hasard : ma rencontre avec
Serge Aubry.

Pendant mes études, j’ai appris les principes de la démarche scientifique, selon
Popper [1] et Kuhn [2]. La déontologie scientifique est basée essentiellement sur la
vérification expérimentale (en comparant ou en reproduisant des expériences) et sur
l’interprétation théorique de ces expériences.

Ceci requiert une nécessaire transparence dans la publication des résultats (aussi
bien expérimentaux que théoriques) et explique l’atmosphère de liberté que j’ai im-
médiatement ressentie, venant d’un milieu plus littéraire, lors de mon stage de
D.E.A. chez Martine Hennion, au Laboratoire Léon Brillouin (C.E.A., C.E.N. Sa-
clay).

Pourtant, dès ma première année de thèse, j’ai découvert de nombreux usages
en contradiction avec cet objectif de transparence. J’ai déposé, pour les lecteurs,
certaines de mes réflexions à ce sujet sur ma page personnelle :
https ://www.equipes.lps.u-psud.fr/theorie/abramovici/page-personnelle

Remerciements

Je tiens à remercier les personnes sans lesquelles, par leur conseil, leur aide, leurs
contributions, je n’aurais pu mener mes recherches et les présenter dans ce mémoire :
M. Héritier, C. Nickel, S. Haddad, B. Douçot, N. Dupuis, T. Masson, P. Kalugin,
Y. Avishai, D. Le Bolloc’h, S. Guéron, S. Capponi, E. Orignac, C. Bourbonnais et
D. Chandesris.
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Un idéal de transparence

Pendant mes études, j’ai appris les principes de la démarche scientifique, selon
Popper [1] et Kuhn [2]. La déontologie scientifique est basée essentiellement sur la
vérification expérimentale (en comparant ou en reproduisant des expériences) et sur
l’interprétation théorique de ces expériences.

Ceci requiert une nécessaire transparence dans la publication des résultats (aussi
bien expérimentaux que théoriques) et explique l’atmosphère de liberté que j’ai im-
médiatement ressentie, venant d’un milieu plus littéraire, lors de mon stage de
D.E.A. chez Martine Hennion, au Laboratoire Léon Brillouin (C.E.A., C.E.N. Sa-
clay).

Pourtant, dès ma première année de thèse, j’ai découvert de nombreux usages
en contradiction avec cet objectif de transparence. Je voudrais raconter quelques
unes de ces pratiques auxquelles j’ai été ainsi confronté au long de ces années.

Je vais rassembler ces histoires autour de trois thèmes, qui se recouvrent par-
tiellement : opacité et transparence dans la littérature scientifique ; les mécanismes
de vérification des publications ; enfin les rapports entre science et communication.
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A De la lisibilité de la littérature

scientifique

1 Les pratiques des chercheurs

Une des choses qui m’a séduite dans le travail de Serge Aubry, c’est que les
calculs étaient intégralement 1 publiés [3].

C’est rare dans la littérature de physique théorique. La plupart des travaux
théoriques publiés récemment ne dévoilent qu’une partie des calculs y afférants.

a Des textes incomplets

Certains auteurs désirent éviter les redites ou les détails fastidieux. Le lecteur
est implicitement renvoyé à des travaux de référence. Cela peut rendre la lecture
de leurs articles très pénible ; par exemple, pour bien comprendre l’utilisation du
temps imaginaire de Matsubara, il n’est guère d’autres ressources que de lire les
publications de Matsubara [4] ou de cette époque (les années cinquante) ou de se
le faire expliquer. 2

J’ai été personnellement confronté à cet usage, pour le premier article [7] que
j’ai publié après avoir quitté l’équipe de Serge Aubry, fraîchement embauché dans
celle de Maurice Kléman. Cet article a connu de nombreuses aventures, mais je
n’en citerai qu’une ici : lors de sa soumission, j’ai été contacté directement par M.
Duneau, qui était rapporteur de l’article. 3

« C’est beaucoup trop difficile, et ton texte est trop long. » m’a-t-il dit en sub-
stance. J’ai été amené à supprimer finalement la démonstration (parce qu’elle uti-
lisait des théories de groupe fini) et à étoffer les explications géométriques, plus
intuitives mais moins rigoureuses.

Cet exemple n’est pas très significatif, dans la mesure où mes résultats ne consti-
tuaient pas un apport majeur à la science ; je reste pourtant amer à l’idée de cette
démonstration désormais enfouie dans mes archives et donc perdue.

Il dénote bien, cependant, que, pour un théoricien aussi rigoureux et précis que
M. Duneau, il va de soi qu’on peut (voire qu’on doit) publier un résultat incomplet.
C’est, il me semble, une chose admise de façon quasi universelle par la communauté.

1. C’est à dire qu’ils sont écrits ex nihilo à part un bagage mathématique minimal.
2. On peut également consulter les références [5, 6] qui sont très complètes à ce sujet.
3. Quoique le rapporteur soit habituellement anonyme, j’ai beaucoup apprécié cette opportunité

malheureusement unique de retravailler un article ensemble, d’autant plus que la réputation et la
valeur de M. Duneau étaient excellentes.
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Chapitre A. De la lisibilité de la littérature scientifique

J’en ai rencontré un autre exemple, récemment : dans l’épais article [8] sur la
barrière coulombienne à une dimension, lors de l’étude de la transmission, on calcule

la matrice S “
ˆ
r t

t r

˙
. Or, il faut, pour les calculs intermédiaires, distinguer les

coefficients de réflexion rR et rL (définis pour une onde venant, respectivement, de
`8 et ´8), et de même les coefficients de transmission tR et tL. En particulier, la

matrice S s’écrit alors S “
ˆ
rR tR
tL rL

˙
. Cette expression ne se trouve pas dans les

livres de base, je l’ai redémontrée en suivant la référence [9]. Mais mon co-auteur a
préféré omettre cette précision, bien que je la trouvais utile à la compréhension des
calculs.

Plus préoccupantes à mes yeux sont les pratiques suivantes, qui rendent certains
sujets opaques.

b Les omissions volontaires

J’ai fait à partir de 2001 des calculs de groupe de renormalisation. Il s’agit
d’une méthode maintenant relativement ancienne, élaborée et vulgarisée en matière
condensée, en particulier par Wilson [10, 11] dans les années cinquante.

Dans ses développements les plus modernes, elle est l’apanage d’un très petit
nombre de théoriciens, tant elle nécessite de calculs complexes et intriqués, souvent
fastidieux et lourds à mener dans leur réalisation concrète.

C’est J. C. Nickel, qui préparait alors sa thèse sous la direction de M. Héritier,
qui m’y a initié. Or, j’ai constaté que la difficulté du sujet et l’appréhension qu’il
peut susciter sont amplifiées par une certaine opacité, qui existe à plusieurs niveaux,
en particulier dans les publications spécialisées.

Je vais en donner trois exemples.

α Les diagrammes tripodes

Parmi les difficultés de ces méthodes, il y a une subtilité qui n’est pas sou-
vent citée (à titre de contre-exemple, voir [12]) : pour calculer le développement
diagrammatique des su- -sceptibilités, il faut préalablement calculer celui
de diagrammes tripodes

�
❅

✛
■

✒q

p

q´p
(parfois notés z) ou analogues. Le calcul de leur

développement ne présente pas de difficulté particulière, mais l’absence même d’une
référence claire à ces objets, que l’on peut caractériser par l’absence d’une notation
conventionnelle, que ce soit en français ou en anglais, participe de ce mystère.

β Calcul à température finie ou nulle

Coexistent dans les diverses publications des calculs dits à température nulle, qui
utilisent explicitement le temps de Matsubara, et des calculs dits à température non
nulle T . On examinera plus tard de façon approfondie l’anomalie connue que l’on
observe quand on compare ces deux méthodes : dans un cas précis, la limite quand
T Ñ 0 obtenue par la seconde méthode ne coïncide pas avec la valeur obtenue par la
première. 4 Or, je n’ai trouvé dans la littérature aucune déontologie précise, aucun

4. Il s’agit du calcul du terme, généralement trivial, qq
q q✖✕

✗✔
✖✕
✗✔

✲ ✲
✻
K 1

✻
K2
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1. Les pratiques des chercheurs

appareil critique, aucune analyse concernant le choix entre ces deux méthodes, alors
même que c’est une questions préoccupante.

γ Le manuscrit de thèse de C. Honerkamp
C. Honerkamp a travaillé dans l’équipe de M. Salmhofer. Ce groupe allemand

a énormément progressé sur les techniques du groupe de renormalisation : deux
schémas ont été développés, celui dit de l’ordre de Wick et celui dit à une particule
irréductible. 5

La thèse de Honerkamp [16] est une contribution majeure à ces travaux. La
base et les prémices du schéma de renormalisation à une particule irréductible y
sont présentés de façon détaillée, mais l’essentiel de la thèse porte sur les propriétés
et les difficultés ; les calculs fondamentaux n’y sont qu’ébauchés, souvent de façon
éclatée ; il est impossible de les reprendre et de les analyser in extenso ; cette thèse
garde tous ses secrets. 6

c L’écriture ésotérique

La spécialisation est inévitable et nécessaire dans tous les domaines de la phy-
sique ; non seulement, un séminaire doit être adapté à un public donné, mais il est
rare qu’un article publié dans une revue scientifique spécialisée soit lisible par tout
public ; il est nécessaire que le lecteur ait acquis une certaine maîtrise du langage
scientifique utilisé dans l’article.

Tout est donc affaire de mesure. Les usages sont par eux-mêmes déplorables.
Par exemple, la lettre z désigne souvent le facteur d’échelle des fonctions d’onde,
dans les calculs de renormalisation ; mais, pas seulement, puisqu’elle désigne parfois
les diagrammes tripodes que j’ai déjà mentionnés.

Ceci étant admis, il n’en reste pas moins que certains auteurs abusent de no-
tations mal définies ; par exemple, ils ne rappellent pas les définitions d’articles
anciens ; ils ne précisent plus certaines hypothèses, pourtant restrictives ; certains
utilisent des sigles non explicités (quoique cet abus soit plus rare, on peut citer le
nom des phases supraconductrices, comme C1S0, qui n’est pas universel), chaque
auteur s’inscrit dans une École, un système de notation, sans expliciter sa référence ;
bref, cet ésotérisme parfaitement maîtrisé concourt à rendre certaines publications
encore moins abordables qu’elles ne le seraient naturellement.

Autre exemple : on ne peut reprocher aux publications de Gallavotti & Benfatto
[19] d’être incomplètes ; pourtant, elles sont d’un abord particulièrement difficile, et,
à dire vrai, ne sont comprises que par un petit groupe de physiciens-mathématiciens,
tant elles sont écrites dans un langue mathématique très peu abordable.

d La non-originalité des publications

Un autre travers, partagé par l’ensemble des auteurs scientifiques, est l’abus
d’auto-citations ; cela consiste à publier plusieurs fois le même résultat. S’il s’agit
des prémices théoriques, la question se pose souvent de les répéter ou non pour

5. Cette méthode a été notamment développée par Schulz & Zanchi [13,14] et Salmhofer [15] ;
j’y reviendrai plus loin.

6. On peut consulter plutôt [17] ou la thèse de Halboth [18], autre étudiant dirigé par Salmhofer,
qui traite du schéma de l’ordre de Wick et est un vrai bijou.
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Chapitre A. De la lisibilité de la littérature scientifique

améliorer la lisibilité de l’article. 7

Certains auteurs se livrent à de véritables plagiats, à la façon du compositeur
Rossini qui n’hésitait pas à étoffer ses œuvres de mélodies tirées des précédentes.
Par exemple, l’article de Fabrizio [20], sur lequel nous nous sommes appuyé pour
nos calculs (et notamment les notations) dans le domaine de la supraconductivité
[21, 22], reprenait intégralement une première lettre [23].

e Les bibliographies incomplètes

Quand on analyse les références de nombreuses publications, on constate que
leurs auteurs citent volontiers les travaux des autres collaborateurs, présents ou
passés, mais avec parcimonie ceux des équipes concurrentes, souvent étrangères, se
contentant de quelques articles pionniers incontournables.

Cette pratique s’inscrit dans une problématique plus générale : elle relève d’un
communautarisme parfois très marqué, que je voudrais décrire maintenant.

2 La culture du secret

L’opacité, qu’on observe dans les publications, participe d’une pratique, plus ou
moins assumée, du secret. Dans certains cas, cette pratique se justifie.

a Le communautarisme

Souvent, un groupe d’initiés se partage la connaissance complète des outils et des
pratiques propres à une méthode scientifique originale. Cela vient parfois du souci
d’épargner aux chercheurs, lors des communications ou dans les articles publiés,
l’ensemble des détails vraiment fastidieux et techniques de ces travaux. 8

Cette question s’inscrit dans un contexte de compétition scientifique internatio-
nale, mais peut surprendre : les scientifiques ont une large pratique de la diffusion et
de la communication au delà des frontières ; les débats publics d’avant-guerre entre
l’École de Copenhague et A. Einstein le prouvent.

On peut comparer deux attitudes : l’équipe allemande que j’ai déjà citée, hé-
ritière du groupe de T. M. Rice, a une production d’une qualité exceptionnelle,
qui lui assure une prédominance indiscutable. L’opacité de certains travaux n’en
apparaît que plus injustifiée. À l’inverse, les travaux de Aubry ont été largement
copiés, notamment par certaines équipes chinoises [24]. En définitive, sa paternité
lui a toujours été reconnue.

7. Se repose la question de publier l’intégrabilité des calculs, cf. la section a.
8. En définitive, il suffit de rencontrer ou de connaître un chercheur de cette communauté pour

acquérir ces connaissances, il n’y a pas de sectarisme. J. C. Nickel m’a raconté avoir été formé
au groupe de renormalisation par C. J. Halboth et B. Bintz, deux étudiants du groupe de M.
Salmhofer.
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2. La culture du secret

b La confidentialité

α La pratique dans les groupes expérimentaux

Le secret est également très pratiqué par les groupes expérimentaux, qui veulent
protéger aussi longtemps que possible la primauté et l’originalité de leurs décou-
vertes. Cela est justifié quand un dispositif a des applications industrielles poten-
tielles : dans ce cas, l’équipe déposera un brevet, qui officialise la confidentialité de
leur travail.

β Les logiciels “boîte noire”

Plus étonnant peut-être, j’ai été également confronté à une stricte exigence de
confidentialité lors d’un travail effectué au Canada ; l’équipe de L. Lewis utilisait le
logiciel VASP, écrit par l’équipe des professeurs Hafner et Kresse à Vienne ; or, le
code source avait été transmis au professeur Lewis avec, entre autres, une clause de
stricte confidentialité.

On est dans ce cas-ci très proche du secret industriel, donc du brevet. L’équipe
de Vienne a cependant choisi une voie intermédiaire, en tempérant en particulier le
secret par la possibilité de confier (sous condition 9) son code à d’autres équipes.

c Tolérance du milieu scientifique

Toutes les pratiques précédentes visent à protéger, de façon plus ou moins illu-
soire, les méthodes mises au point par un groupe de chercheurs déterminé. Elles
semblent contradictoire avec la déontologie même de la recherche, que j’ai rappelée
plus haut.

Elles sont cependant assez bien tolérées par la communauté, qui se contente des
avis d’experts en qui elle a confiance : les seuls spécialistes capables de comprendre
et reproduire les calculs. 10

De même, résultant du conflit entre confidentialité des découvertes et transpa-
rence scientifique, existera toujours une période de latence, pendant laquelle tout
nouveau résultat scientifique restera inaccessible.

Ces pratiques nous interpellent au sujet de la validation des découvertes scien-
tifiques. Auparavant, je voudrais suggérer, de façon plus positive, une autre façon
de procéder, qui, si elle était adoptée, pourrait nettement améliorer la transmission
des connaissances et la communication scientifique spécialisée.

d Une proposition d’utilisation des publications en ligne

Depuis bientôt vingt ans se sont développées les publications en ligne des travaux
scientifiques. Quoique de nombreux chercheurs s’obstinent heureusement à faire
valider en parallèle leurs travaux par la procédure des publications avec comité de
lecture, pour une partie croissante des articles publiés se pose ici le problème de
leur validation.

9. La condition principale exigée par les deux professeurs de Vienne était alors d’être co-auteurs
d’un article, elle a heureusement disparue.

10. Cependant, j’ai souvent été surpris, quand j’ai consulté ces fameux spécialistes, de m’en-
tendre répondre « Je n’ai pas refait ces calculs, personnellement j’obtiens le même résultat de telle

façon... »
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Chapitre A. De la lisibilité de la littérature scientifique

Ce n’est pas ce dont je veux discuter ici. Cela fait longtemps que je réfléchis
à la possibilité de publier en ligne, parallèlement à un article formaté selon les
standards académiques, des mémoires plus complets, qui présenteraient l’intégralité
des calculs. 11

On pourrait créer, à ce titre, des sections spéciales in extenso dans arXiv. Ce
mode de publication, tel que je le présente, serait libre et, sachant la surcharge de
travail de tous nos collègues, je ne suis pas certain qu’ils seraient prêts à y consacrer
du temps, on peut toutefois imaginer des systèmes d’incitation efficaces. 12

Il ne s’agirait pas de supprimer la mise en ligne des articles conventionnels, car
celle-ci répond à d’autres besoins et s’avère très utile, mais bien de créer une autre
liste (consultable), sur laquelle on serait redirigé par lien.

Contrairement à ce qu’on pourrait penser, cette proposition n’est pas aussi uto-
piste qu’il n’y paraît, je connais personnellement plusieurs collègues, qui publient
ainsi, sur leur page personnel, l’ensemble de leurs travaux préparatoires. Mieux,
j’ai récemment eu un article à référer, dans lequel l’auteur renvoyait à une page
personnelle pour le détail des calculs.

Il faudra, pour cela, que d’autres collègues arrêtent de cultiver le secret, attaché
à leurs travaux. Il faudra surtout que l’état cesse de rogner sur notre temps de
recherche ; en particulier, à la suite des nouveaux décrets régissant le statut des
enseignants-chercheurs [25], la menace existe qu’il ne soit plus possible de mener
une activité réelle et sérieuse de recherche.

Non seulement un tel système lutterait de façon efficace contre les pratiques de
secret que j’ai précédemment décrites, 13 mais il résoudrait également le problème
de la validation, que je vais maintenant aborder.

11. Pour un théoricien. Pour un expérimentateur, quelque chose d’équivalent devrait également
être proposé, par exemple, la mise en ligne des données brutes. Pour un numéricien, on pourrait
lui proposer de publier le code complet qu’il utilise, sans renoncer à l’exigence de confidentialité
que j’ai mentionnée à propos du programme VASP. 13

12. Par exemple, la prise en compte, dans certaines modalités d’évaluation, de ces publications
in extenso. On pourrait imaginer également un système moins libéral, qui rendrait obligatoire ce
mode de publication,13 cela dit, chaque chercheur devrait coopérer de bonne volonté et écrire le
document lui-même, si l’on veut qu’il soit utilisable.

13. On devrait simplement prévoir des temps de carence avant que le document soit réelle-
ment accessible, afin de préserver toutes les exigences de confidentialité qui peuvent émaner des
chercheurs.
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B De la validation des travaux

scientifiques

1 La non-traçabilité des calculs

Je me place volontairement dans une optique de théoricien, mais tout ce que
j’écris ici s’applique mutas mutandis aux travaux expérimentaux.

a Les calculs manquants dans les publications

En raison même des omissions ou simplifications pratiquées dans les publica-
tions, il est impossible de vérifier intégralement certains calculs. Cela ne concerne
pas tous les cas ; par exemple, le temps de Matsubara et la sommation finie des
fréquences, qui lui est associée, sont expliqués dans les articles que j’ai déjà cités.
Par contre, mon article de 1993 [7] ne peut plus être contrôlé in extenso, comme je
l’ai déjà expliqué.

b Le cas particulier des travaux numériques

Une grande majorité des travaux scientifiques utilisent des méthodes numé-
riques, que ce soit des programmes de traitement des données expérimentales ou des
programmes de résolution numérique d’équations différentielles, etc. Cela dépasse,
et de beaucoup, la sphère des chercheurs dits numériciens.

En raison de la lourdeur et de la technicité des codes numériques, et de l’ensemble
des données numériques engagées dans ces travaux, il n’est jamais possible de les
publier, ce qui fait qu’une partie des secrets reste souvent cachée.

Ainsi, Aubry, que j’ai cité en exemple parce qu’il a écrit l’intégralité de ses calculs
sur les chaînes unidimensionnelles, a travaillé sur les bifurcations dans des systèmes
bidimensionnels, ce qui a nécessité des calculs numériques longs et complexes [26–
28], dont il n’a, au contraire, pu révéler le détail.

C’est un état de fait que je ne trouve pas sain. Que certains chercheurs dési-
rent garder la confidentialité des codes qu’ils ont écrit, pourquoi pas. Pour autant,
il serait utile et profitable, pour la science et l’humanité en général, que les pro-
grammes, qui ont permis des progrès scientifiques, soient conservés et diffusés, quitte
à ce que leur secret soit gardé pendant une certaine période, comme pour les brevets.
Je ne pense pas seulement aux travaux numériques faits par des théoriciens, mais
aussi aux programmes utilisés pour le traitement des données expérimentales, qui
sont parfois très sophistiqués, que ce soit en physique des particules ou en matière
condensée.
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Chapitre B. De la validation des travaux scientifiques

La publication de ces codes en ligne, selon un protocole qui resterait à inventer,
comme je l’ai exposé plus haut, me semblerait une solution viable ; il est étonnant
que cela n’ait jamais été encore envisagé.

c Le recours direct aux auteurs

Si l’on veut comprendre un article, dont certaines parties restent obscures, il
reste une possibilité, qui se pratique couramment dans la communauté scientifique :
c’est de contacter directement un auteur, pour lui demander des précisions sur cet
article.

J’ai personnellement contacté plusieurs auteurs ; la plupart des réponses reçues
étaient très brèves et difficiles à interpréter. J’ai notamment contacté M. Fabrizio
pour un éclaircissement sur son article [20], mais il m’a fallu des mois pour vraiment
comprendre sa réponse.

On ne peut d’ailleurs être certain que tous les auteurs répondent à de telles
demandes, mais il faut bien reconnaître, de toutes façons, que cette pratique atténue
seulement l’opacité qui résulte de certaines publications ; à moins de rencontrer
longuement les auteurs, il reste toujours des parties incomprises dans leurs articles.

d L’exégèse des auteurs

Certains chercheurs ont une reconnaissance telle, ce sont des savants si impor-
tants dans l’histoire des sciences, qu’un véritable travail d’exégèse se met en place,
afin de comprendre leurs travaux.

On pense naturellement aux sciences sociales, à des auteurs comme Freud, La-
can, Barthes, Bourdieu, etc., mais de tels travaux d’exégèse existent aussi dans le
domaine des sciences dures.

Ainsi, avec P. Kalugin, T. Masson, A. Joets et E. Sérié, qui faisait une thèse
sous la direction de T. Masson et M. Dubois-Violette, ai-je participé à un séminaire
de mathématiques, dont un des objets d’étude était de travailler sur l’algèbre non
commutative fondée par Connes. Il s’agit de travaux passionnants mais peu connus
du grand public, bien que la théorie des cordes, qui utilise des outils assez analogues,
soit quelque peu vulgarisée.

Plus précisément, E. Sérié et T. Masson ont repris l’ensemble des calculs de
Connes, en refaisant toutes les démonstrations. 1 On se trouve ici dans un cas exem-
plaire de validation d’une théorie.

Cependant, la masse des travaux scientifiques publiés constitue une mine ex-
traordinaire, dont les plus belles pépites restent trop souvent mal connues, et ne
peuvent être ainsi décortiquées et digérées par la communauté.

1. Cela a constitué l’essentiel de la thèse d’E. Sérié [29].
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2 Les limites des procédures de validation des
travaux scientifiques

a Les comités de lecture

Le principe de relecture par un comité de lecture est à mes yeux le meilleur
possible ; pourtant, en raison de la multiplication des publications scientifiques,
tout le monde se rend compte qu’on arrive à une saturation complète du système
et, finalement, une détérioration très nette du contrôle.

D’une part, les chercheurs, même les plus expérimentés, refusent de plus en plus
de relire des articles ; les éditeurs doivent insister à de multiples reprises, quand ils
ne renoncent pas, finalement, à une pluralité de jugements. Du coup, les rapporteurs
ne sont souvent plus de vrais spécialistes du domaine et leur analyse est parfois com-
plètement erronée. D’autre part, les rapports sont de plus en plus souvent lapidaires
et succincts, les rapporteurs se contentent d’une lecture sommaire. 2

Il faut ajouter, pour être complet, que de tout temps, la signature des auteurs a
compté énormément. Même quand un rapporteur critique l’article d’un chercheur de
reconnaissance internationale, il arrivera souvent que l’éditeur ne tienne pas compte
de son jugement.

b Le cas des articles publiés en ligne

Dans ce contexte, il convient de rappeler que les articles publiés en ligne n’ont
aucune forme de validation. Or, de plus en plus de chercheurs se contentent de pu-
blier leurs travaux en ligne, sans les soumettre à des revues avec comité de lecture. 3

3 Absence d’appareil critique

a Les articles erronés

Le problème de la validation des travaux scientifiques ne possède pas, à mes
yeux, l’importance de leur traçabilité.

En effet, la correction et l’exactitude des articles procède d’un idéal, presque
mythique et rarement atteint. Il reste presque toujours une petite coquille, une
faute stupide, une phrase mal tournée.

Surtout, les théories incomplètes ou fausses participent à part entière de la
formation des idées. Par exemple, l’article de Fröhlich [30,31] de 1954 a fondé toute
la recherche sur les mécanismes propres de supraconductivité à une dimension, bien
qu’il se soit avéré ensuite bien trop simpliste et donc, en toute rigueur, faux.

2. Pour ne citer que les rapports de l’article que j’ai publié avec Y. Avishai [8], aucun ne
dépassait quatre lignes et, par ailleurs, aucun rapporteur n’a détaillé son commentaire.

3. Cette tendance est toutefois limitée par l’importance, dans les procédures de recrutement et
d’évaluation, des articles publiés dans les grandes revues.
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Chapitre B. De la validation des travaux scientifiques

Le véritable problème tient davantage à la difficulté de distinguer, parmi toutes
les publications, celles qui nous intéresseront réellement, et, en particulier, celles qui
auront un impact scientifique.

b Les approximations mal justifiées

D’une façon générale, se pose la question des approximations utilisées dans les
calculs qui sont publiés : certes, les auteurs, la plupart des fois, prennent beaucoup
de soin à les justifier, parfois assez longuement. 4

Je trouve qu’elles sont beaucoup trop peu discutées : les scientifiques préfèrent
parler des résultats, alors que, comme –il me semble– ne l’aurait pas désapprouvé
de Gennes [32], l’essentiel de la physique se situe dans les conditions d’application
de telle ou telle approximation ; on observe une fascination de notre milieu pour les
descriptions.

Je voudrais en donner un petit exemple : dans les sels de Bechgaard, nous pré-
disons l’existence d’une phase triplet à grand champ magnétique [33,34], tandis que
les travaux numériques réalisés par Roux à Toulouse, sous la direction de Poilblanc,
prédisent une phase Fulde–Ferrel–Larkin–Ovchinnikov (FFLO) [35, 36].

Des considérations générales ne permettent pas de trancher en faveur de la phase
triplet ou de la phase FFLO, il convient donc de comparer les diverses approxima-
tions de chaque calcul. Dans le calcul de l’équipe de Poilblanc, seul l’effet Zeeman
dû aux moments de spin est pris en compte, tandis que nos calculs intègrent égale-
ment l’effet du moment orbital. Par contre, la dépendance en fréquence est négligée
dans nos calculs, et le paramètre d’ordre simplifié et adapté à la symétrie atten-
due (du moins pour un système de chaînes en interaction, pas pour celui d’une
échelle de spin), alors que les calculs de l’équipe de Poilblanc ne font aucune autre
approximation (ou plutôt, elles sont toutes maîtrisées).

On peut montrer, par de simples ordres de grandeur, que l’effet du moment orbi-
tal est aussi fort que l’effet Zeeman dû au spin. Pour cette raison, nous croyons que
notre résultat est le bon. Toutefois, notre modèle n’exclut l’existence d’une phase
FFLO qu’à certaines conditions ; or les contraintes sur le paramètre tc (cf. mon
manuscrit d’habilitation) ne peuvent être satisfaites, si on s’en tient aux valeurs
expérimentales connues, 5 À tc À 10 K, ni pour le mécanisme triplet, ni pour le mé-
canisme FFLO. Finalement, la discussion ne peut être définitivement tranchée, mais
j’espère avoir suffisamment attiré l’attention sur l’importance des approximations
choisies, par cet exemple.

c Faiblesse des critiques

C’est ce qui me frappe le plus, avec le recul. Certaines méthodes sont discutées,
certains groupes contestés dans leur méthodologie, mais chacun continue à publier
tranquillement dans son milieu, sans qu’il y ait de confrontation réelle des points

4. Je ne veux pas m’attarder trop sur celles des approximations qui sont opportunément passées
sous silence, qu’elles soient standard ou pas. Leur justification peut être floue, difficile, voire
inexistante : les auteurs sont souvent amenés à simplifier les calculs, faute de pouvoir mieux faire.
La pertinence et l’innocuité des approximations est affaire de bon sens, d’habitude, d’intuition,
ou mal contrôlée, parfois !
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de vue.
C’est bien sûr le rôle des conférences, où chacun peut discuter et échanger avec

les autres chercheurs de sa spécialité. Mais, dans plusieurs domaines, le nombre de
conférences s’est multiplié, selon un découpage en groupes, j’aurais presque écrit
clans, qui s’ignorent et travaillent chacun de leur côté.

Je voudrais donner plusieurs exemples qui m’ont heurtés, dans mon propre do-
maine.

α Le nombre de boucles dans le développement des équations du groupe
de renormalisation
Dans un travail où l’on renormalise à la fois les constantes de couplage et la

surface de Fermi [22], j’ai suivi les procédures de l’école allemande [37, 38], pour le
développement en boucles : on développe l’énergie propre 5 à deux boucles et les
couplages à une boucle, et on résout les équations de renormalisation couplées.

Cela peut choquer au premier abord, et d’ailleurs, c’est contraire au travail
pionnier de Sólyom [39], qui développe bien l’énergie propre à deux boucles mais
également les couplages à deux boucles.

Et, bien que je n’ai pas eu personnellement de problème lors de la soumission
de notre article, j’ai rencontré, lors de colloques, des chercheurs m’expliquant que
la démarche de l’école allemande était entièrement fausse.

Or, et c’est en cela que je regrette l’absence de discussion critique approfondie,
ces deux approches sont différentes, et, ne visant pas les mêmes objectifs, sont
correctes toutes les deux.

Étudions plus précisément, tout d’abord, les calculs à une boucle :¨ Dans les équations de renormalisation des couplages g, les lignes de propaga-
tion ne sont pas renormalisées.¨ Ainsi, les couplages seront renormalisés au premier ordre en boucles (et au
deuxième ordre en g) indépendamment de la renormalisation de l’énergie
propre.¨ Par contre, dans les équations de renormalisation de l’énergie propre inter-
viennent les couplages renormalisés g ; c’est cohérent au deuxième ordre en
boucles, puisqu’une insertion d’un couplage renormalisé à une boucle dans
une ligne de propagation avec une boucle de renormalisation donnera bien
un terme à deux boucles, qui entre en concurrence avec les graphes à deux
boucles comme celui dit du soleil levant. 6

¨ Certains graphes ne sont pas irréductibles, comme qq
q q✖✕

✗✔
✖✕
✗✔

✲ ✲
✻
K 1

✻
K2

, et doivent
être retirés dans le schéma à une particule irréductible. Ils sont redondants
avec les graphes induits quand on remplace, dans le graphe à une

boucle q
q✖✕

✗✔

✲ ✲

❄

K

K 1

K , le couplage g par son développement renormalisé.

Examinons maintenant le développement à deux boucles :

5. Self-energy en anglais.
6. Sunrise en anglais.

21



Chapitre B. De la validation des travaux scientifiques

¨ Dans les équations de renormalisation des constantes de couplages, les lignes
de propagation sont renormalisées (cependant, il est notable que seuls les
schémas à une boucle contribueront).

¨ Ainsi, les constantes de couplages seront renormalisées au deuxième ordre, de
façon cohérente, c’est à dire couplées avec l’énergie propre.

¨ Par contre, la renormalisation de l’énergie propre reste inchangée.

β Différences entre les méthodes de renormalisation

Toujours en comparant le travail de Sólyom et celui des équipes allemandes, j’ai
trouvé des différences plus importantes, qui n’ont jamais été notées, autant que je
sache.

J’ai menti (volontairement) quand j’ai écris, plus haut, qu’il est nécessaire de
renormaliser des diagrammes tripodes pour renormaliser les susceptibilités. En fait,
c’est vrai des méthodes modernes de renormalisation, depuis les travaux de Schulz
et Zanchi [14]. Par contre, Sólyom s’appuie sur la formule de Wick (qui donne
les développements divergents), puis sur les équations d’invariance d’échelle, dans
lesquelles il substitue les différents développements recherchés.

Or, il est frappant que les développements obtenus par ces diverses méthodes
sont différents à partir du deuxième ordre. Il n’y a pourtant rien là qui devrait
surprendre, puisque les développements obtenus par le schéma de l’ordre de Wick
et ceux obtenus par le schéma à une particule irréductible sont également différents
(voir une discussion très fouillée sur ce point dans la thèse de Nickel [40]). 7

Mais, il devrait exiter des travaux d’analyse de ces différences. Dans toutes
les disciplines non scientifiques, un travail suscite systématiquement un appareil
critique très élaboré ; or, sous prétexte que les sciences dites dures sont exactes,
la pertinence des modèles proposés, ou celle des méthodes employées, n’est jamais
vraiment examinée, seul semble compter le résultat.

C’est pourtant oublier que nous naviguons généralement entre de multiples ap-
proximations, dont certaines ne sont jamais justifiées. De façon plus générale, il est
impossible de dire qu’une théorie est exacte [2], même s’il faut par contre tâcher de
mener ses calculs de façon cohérente.

γ Une faute de mathématiques

Après la publication de notre travail sur la barrière de Coulomb [8], j’ai éga-
lement soumis un commentaire [41], concernant certains travaux plus anciens, qui
nous ont été indiqués ultérieurement.

Ce qui m’intéresse ici, c’est que l’un d’entre eux, écrit par Haines et al [42] faisait
une erreur grossière de mathématique, qui n’a pas même été relevé par Andrews [43],
alors que ce dernier contestait leur travail.

L’erreur consiste à imposer à la fois une condition en ´8 et en `8 pour résoudre
une équation différentielle. Certes, les auteurs ne faisaient pas l’erreur de façon aussi
stupide, puisqu’ils résolvaient le problème en deux morceaux, puis recollaient les

7. Comme expliqué justement dans [40], le processus de renormalisation selon les schémas de
l’ordre de Wick et à une particule irréductible n’admettent pas de point fixe, contrairement au
groupe de renormalisation étudié dans [39]. Celui-ci utilise des équations d’invariance d’échelle,
qui n’existent pas pour ces méthodes modernes.
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deux en x “ 0. Mais, c’était quand même oublier qu’ils réduisaient la dimension des
solutions partielles de 2 à 1, le raccordement devenant un simple problème de facteur
d’échelle entre les deux morceaux, alors que les équations de raccordement d’une
équation différentielle du second degré (comme l’est l’équation de Schrödinger) sont
nécessairement des équations matricielles reliant deux systèmes de dimension 2.

Dans le fond, il ne serait pas heureux d’exiger de chaque auteur la même maî-
trise des mathématiques ; cet exemple met cependant assez crucialement en lumière
l’absence d’un appareil critique, qui aurait pu aboutir à une meilleure analyse de
l’article de Haines et al.

d Le temps des spécialistes

Il n’est pas rare de trouver des incohérences également dans les livres. Par
exemple, j’ai rencontré plusieurs fois la même incohérence, dans des domaines dif-
férents : un auteur pousse un développement en série jusqu’à un ordre quelconque,
alors même que certaines des approximations auxquelles il fait ses calculs lui inter-
diraient de comparer, mettons, le troisième ordre avec les termes qu’il a négligés.

Il ne s’agit d’ailleurs pas vraiment d’une erreur, l’auteur explique de façon for-
melle comment son développement se continue, il appartient au lecteur de prendre
garde aux hypothèses et d’adapter éventuellement les formules. 8

Ces ouvrages offrent une synthèse théorique et pédagogique, mais sont souvent
la seule référence disponible, dès que la matière en est une spécialité pointue. Autant
les matières académiques ont données lieu à un corpus vaste et riche, les auteurs
dialoguant parfois à travers les références [44], autant les ouvrages spécialisés n’ont
donnés qu’une littérature rare et peu commentée. Les spécialités, si je puis écrire,
sont laissées dans les mains des spécialistes.

Ceci m’entraîne sur le sujet de la communication, en physique, qui est l’objet
de la partie suivante.

8. Il n’en reste pas moins qu’elles sont souvent inutilisables, car beaucoup trop dures à géné-
raliser quand on tient justement compte de ces termes oubliés ; certains théoriciens ont parfois
tendance à se prendre au jeu de leur calcul formel, sans s’interroger sur leur pertinence.
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C De la communication en sciences

Les diverses facettes du métier de chercheur

Le métier de chercheur n’a de sens et n’est complet, selon moi, que s’il est associé
à la diffusion des connaissances et découvertes que nous y acquérons ou réalisons.
Cette diffusion peut consister en des séminaires entre spécialistes, mais également
se faire par la voie de l’enseignement, la vulgarisation, la rédaction d’ouvrages, etc.

C’est lors d’une rencontre avec Levy-Leblond [45] en 1989, au Congrès National
des Jeunes Physiciens (Physique en Herbe), à Strasbourg, que j’ai pleinement réalisé
l’importance de cette dualité de fonctions et que j’ai personnellement choisi en
conséquence d’être enseignant-chercheur.

La diffusion est indissociable de la communication : une communication à deux
bouts, le bout de celui qui raconte, qui fait passer un message, qui enseigne, qui
montre, et le bout de celui à qui s’adresse ce message, qui écoute, qui apprend, qui
peut parfois réagir voire nous contredire [46].

Je voudrais m’étendre sur certains problèmes inhérents à notre milieu, qui est
loin d’ailleurs, on va le constater, d’être homogène. Je vais séparer ces deux bouts de
la communication : j’intitulerai la discussion sur le premier « communication scien-
tifique » en soi, pour laquelle j’ai distingué le moins de problèmes, et la discussion
sur le second « diffusion des sciences », qui pose davantage de soucis.

1 La communication scientifique

a Enseignement et communication

J’ai déjà évoqué mon choix de devenir enseignant-chercheur ; je voudrais encore
dire un mot sur la partie enseignement de mon métier.

α L’enseignement à l’université

L’enseignement est une part essentielle de la diffusion des connaissances. Que ce
soit en licence, où on ne traite que de sujets académiques, ou en master, où on aura
fréquemment l’occasion d’intégrer des sujets nouveaux, issus de la recherche récente,
cela nous permet de parfaire notre culture générale, d’approfondir nos connais-
sances. Les interactions avec la recherche sont nombreuses et riches. Un processus
dynamique de consolidation et de structuration de nos travaux et découvertes se
produit, qui se révèle extrêmement fructueux.
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β La formation des enseignants

Depuis les années 90 existent des stages de formation pédagogique pour les
moniteurs. Mais tous les enseignants recrutés ne la suivent pas, la seule exigence
lors du recrutement est une expérience préalable.

De même, l’évaluation des enseignants reste une question difficile [47].

γ Les documents écrits

On peut trouver sur la toile de très nombreux textes pédagogiques écrits par les
enseignants universitaires de toute la France, dont le niveau pédagogique, la valeur
et la qualité des connaissances y sont d’un très haut niveau.

Une telle diversité peut éventuellement troubler, tant cela représente d’énergies
parfois redondantes. Pourtant, chaque enseignant, tout en respectant un vaste cor-
pus de notations internationales, construit nécessairement son univers propre de
représentations mathématiques ou physiques, et il est normal, à ce niveau, qu’il
veuille offrir à ses étudiants des textes conformes et cohérents avec ses cours.

Toutefois, il est dommage qu’il n’existe aucune structure capable de rassem-
bler, voire de mutualiser l’ensemble de ces ouvrages pédagogiques ; ce serait aussi
l’occasion de connaître chacun les choix des autres, et, pourquoi pas, de les imiter.

Surtout, je trouve choquante l’absence totale de reconnaissance de cette immense
production, qui occupe une part non négligeable de notre temps d’enseignant :
certains documents administratifs 1 nous en demandent parfois la liste, mais nulle
sanction ne s’ensuit.

b Les séminaires scientifiques

Je distinguerai ici les séminaires donnés dans des laboratoires et ceux lors de
conférences.

α Le lieu privilégié de la communication

Les séminaires, qu’ils soient informels ou adressés à un plus large public, sont
les lieux de la communication scientifique par excellence. On y expose nos dernières
découvertes, nos derniers travaux. 2

Ils ne sont généralement pas destinés, sauf peut-être lors d’Écoles d’été, à expli-
quer exhaustivement un sujet, mais à éveiller la curiosité, à annoncer un nouveau
résultat, une nouvelle méthode, un nouveau concept, et, de façon plus ou moins
approfondie, à fournir quelques clés, quelques explications basiques.

Quand un sujet nous a intéressé, on voudrait l’approfondir par des lectures ou
d’autres séminaires. Mais, le manque crucial de temps des enseignants-chercheurs
et la logique absurde d’évaluation comptable de la recherche ignore justement la
nécessité d’accroître en permanence notre culture générale .

1. Pour la prime d’encadrement, par exemple.
2. On peut y raconter aussi nos échecs, les impasses que nous avons rencontrées, malheureuse-

ment notre milieu subit une fascination pour les découvertes et les succès, et j’ai rarement entendu
de tels exposés, sauf parfois en petit groupe de travail ; pourtant, en médecine, où on observe la
même fascination, cela a posé un problème éthique, lorsqu’on a laissé une équipe tomber dans une
chausse-trappe connue sans l’alerter [48].
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β Communication ou publicité ?
Malgré une nette amélioration, depuis que de nombreux masters imposent des

vraies soutenances devant jury, les scientifiques français restent moins bien formés à
la communication que nos collègues anglais, américains ou allemands, par exemple.

Je souviens d’un séminaire époustouflant de Bancel en 1986, qui avait montré
que les largeurs des pics de diffraction des quasi-cristaux correspondaient exacte-
ment aux raies fines d’un cristal et non à des phases moins cohérentes, comme une
modulation de réseau ou un maclage de grains, qui auraient donné des pics plus
larges. L’importance du message d’alors tient à la date à laquelle il fut délivré :
les quasi-cristaux venaient tout juste d’être découverts, et ces mesures de largeur
de pic avaient été justement faites pour taire les objections des derniers savants un
peu pointilleux et méfiants, qui doutaient encore de l’existence de tels cristaux non
conventionnels. Bancel fut parfait à cette occasion : il nous a proprement vendu
l’existence des quasi-cristaux !

J’ai rééprouvé la même sensation de vertige, lors du séminaire de Metzner à la
Conférence internationale en physique théorique, à Paris, en juillet 2002. Il nous
a vendu avec une conviction totale et contagieuse la méthode de renormalisation
par le schéma de l’ordre de Wick, comme étant la panacée à toutes les difficultés
jusqu’alors connues dans le domaine. Mais je bouillais intérieurement, car, malgré
toute sa supériorité sur moi dans cette spécialité, je savais, non seulement les sub-
tilités concernant la comparaison entre les différentes méthodes de renormalisation,
qui ne permettent certes pas de conclure à la supériorité de l’une d’entre elles, 3

mais surtout l’écueil principal de toutes ces méthodes dites fermioniques : le flot est
toujours divergent, malgré tous les raffinements qui ont été, depuis lors, proposés.

γ Les échanges internationaux
Les scientifiques sont amenés à beaucoup voyager à travers le monde, pour ren-

contrer leurs collègues de tous pays, de toutes disciplines. Cette mobilité est indis-
pensable, pour la diffusion des connaissances à l’échelle internationale.

Certains collègues arrivent à suivre l’ensemble de l’activité internationale dans
leur domaine. Pourtant, les conférences se multiplient, dans des domaines de plus
en plus proches, au point que j’ai parlé précédemment de pratiques claniques. Je
voudrais détailler ceci.

Les conférences se sont historiquement organisées, de façon spontanée et libre,
à travers le monde. Chacune émane d’un groupe de scientifiques, souvent de très
grande notoriété, ayant des affinités particulières entre eux. Régulièrement, de nou-
velles conférences sont créées, pour tenter de mêler, justement, certaines commu-
nautés et de les faire mieux se dialoguer.

Mais, ce brassage est insuffisant et plutôt superficiel. J’observe au contraire que
beaucoup de physiciens fréquentent toujours les mêmes communautés et que les
publics sont presque séparés, entre deux conférences portant sur le même domaine
mais organisées par des comités différents.

Certains physiciens de renom, ou plus obscurs, franchissent ces clivages et as-
sistent à plusieurs conférences concurrentes, mais ça ne suffit pas à empêcher un

3. C’est parce qu’on peut tout écrire algébriquement, y compris la coupure, que Metzner préfère
le schéma de l’ordre de Wick.
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découpage de la communauté internationale en clans, relativement peu perméables.
Lorsqu’on débute et qu’on expose ses premiers travaux, on parlera, tout natu-

rellement, devant un auditoire restreint, de collègues du même laboratoire et des
laboratoires voisins avec lesquels on collabore sur le même sujet. Puis, on partira
faire des exposés à différents endroits, dans le monde. Or, quand on analyse atten-
tivement les curriculum vitae qu’on nous donne à lire, on observe que ces jeunes
chercheurs iront, de façon privilégiée, dans des groupes avec lesquels leur maîtres
entretiennent des liens forts. De même, les conférences choisies seront souvent celles
déjà fréquentées par le groupe. Mon expérience ne départ pas de ce schéma.

De même, les chercheurs plus confirmés continuent souvent à fréquenter les
mêmes conférences, les mêmes petits groupes, ce que j’appellerais les copains. Bien
sûr, la nécessité de rencontrer d’autres groupes n’échappe à personne, mais cela
n’est pas assez mis en pratique.

δ Les querelles scientifiques partisanes

De nombreuses controverses se développent dans la communauté scientifique,
qui donnent parfois lieu à des échanges passionnants ; le débat, souvent riche, se
conclut alors par de nouvelles avancées en physique.

Mais, de plus en plus, au lieu d’un échange frontal, on assiste à une séparation
de la communauté en sous-groupes, parfois en Écoles, qui s’ignorent plutôt que de
s’affronter. Ainsi, selon que l’on assiste à une conférence ou une autre, on entendra
des orateurs partisans d’une École ou d’une autre.

J’en donnerai un exemple. J’ai été frappé par la diversité des analyses concernant
le diagramme de phase, et plus précisément la transition sous-dopé/sur-dopé des
phases supraconductrices de type non conventionnel. Certains y voit une transition
douce, qui serait le prolongement d’une ligne de transition magnétique (apparition
des paires de Copper et du pseudo-gap), prélude elle-même de la transition vers
la phase antiferromagnétique [49–51]. Certains auteurs ont récemment discuté la
possibilité qu’il s’agisse d’une transition de Mott [52]. Selon une autre école, c’est
une transition du premier ordre, liée à l’existence d’un point quantique critique à
température nulle [53]. Cette deuxième interprétation est très à la mode, quoique
non compatible avec la précédente (qui est du deuxième ordre). On peut également
consulter un article de revue, plutôt basé sur la première interprétation [54].

À la conférence SCES’05, à Vienne, en Autriche, en 2005, tous les exposés que j’ai
entendus, relatifs à ces diagrammes, portaient sur le point critique quantique, tandis
qu’à la conférence ISCOM’07, à Peñiscola, en Espagne, en 2007, j’ai uniquement
entendu parler de transition de Mott ou du pseudo-gap, sans aucune interprétation
en terme de point critique quantique. On peut conclure qu’il existe une subjectivité
d’opinion.

Il faut nuancer un peu ce jugement ; la situation est moins caricaturale que je
semble l’écrire. Le diagramme de phase des divers supraconducteurs de type non
conventionnel n’est pas toujours complètement connu, mais il semble déjà assuré
qu’il existe une grande diversité à ce niveau d’analyse fine, bien qu’au départ ce
soient plutôt leurs similitudes qui ont guidé les théoriciens.

De plus, autant les communautés semblent parfois s’ignorer, comme pour l’exemple
des conférences concurrentes, autant beaucoup de physiciens, interrogés individuel-
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lement, connaissent bien les différentes écoles et interprétations qui existent dans
leur domaine. Et, souvent, ils sont moins subjectifs dans leur approche qu’il n’y
paraît lors des conférences.

ǫ Les jeunes chercheurs

J’ai discuté en premier lieu des jeunes chercheurs. Malgré ce que j’ai écrit plus
haut, c’est probablement l’une des rares périodes où ils peuvent se rendre dans des
laboratoires qui n’appartiennent pas à la sphère de copinage de leur groupe. Le
congrès Physique en Herbe est devenu la Rencontre des Jeunes Physiciens (Physi-
ciennes), organisé par la Société Française de Physique 4 ; au niveau de l’Université
Paris XI existe le colloque jeunes chercheurs Bouyssy, qui permet une très grande
mixité entre laboratoires, où j’ai été frappé par l’excellente connaissance qu’avaient
les doctorants les uns des autres à travers tout le campus. Cette capacité à jouer de
la mixité me semble malheureusement surtout l’apanage des jeunes chercheurs.

Tout ceci existe au niveau du laboratoire. La direction multiplie les initiatives
(séminaire d’axe, journée du laboratoire en séminaire fermé) pour faire se connaître
et travailler davantage ensemble les chercheurs. Mais la faible assiduité des cher-
cheurs confirmés au forum thésards annuel montre qu’à ce niveau également, les
jeunes pratiquent mieux la mixité et l’interdisciplinarité.

c Littérature scientifique

En dehors des articles paraissant dans les revues spécialisées, que j’ai largement
traités au chapitre précédent, il existe trois sortes de publications :

¨ les articles de revue, qui paraissent dans ces mêmes revues spécialisées mais
répondent à un besoin et des critères très différents ;

¨ les petits cours, qui paraissent exactement dans les mêmes conditions ;

¨ les ouvrages spécialisés proprement dits, véritable littérature pédagogique,
malheureusement trop rare dès qu’il s’agit de recherche récente.

Tous concourent activement à la communication scientifique, et ainsi à la diffusion
des sciences. Je vais rapidement les traiter successivement.

α Les articles de revue et les petits cours

Ces articles sont uniquement publiés dans les revues internationales. 5 Ils peuvent
comporter des résultats nouveaux, mais ce n’est nullement exigé. Ils sont souvent
produits à l’occasion de conférences, ou d’Écoles d’été, ou autres cours. Ils peuvent
avoir également été commandés par un éditeur. Plus rarement, ils sont écrits à
l’initiative propre d’un auteur.

Une de leur caractéristique, qui pourrait presque être utilisée comme définition,
est qu’ils sont la plupart du temps écrits par un auteur unique, parfois deux, rare-
ment plus, bien que ce soit des articles longs.

4. Elle se déroulera le 6 novembre de cette année 2013.
5. Les critères d’évaluation des journaux devraient d’ailleurs être corrigés quand il s’agit de ces

seuls articles, car, tandis que certains journaux les acceptent facilement, d’autres, plus prestigieux,
les refusent à cause de leur longueur, si bien qu’on trouve de très bons articles dans Solid State
Physics, ou Journal of Modern Physics pour ne citer que deux exemples.
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Ils ont souvent le mérite d’une certaine neutralité, et rassemblent des opinions
diverses. Cela écrit, il s’agit le plus souvent d’une simple juxtaposition, sans confron-
tation ; au moins, on peut facilement passer d’une théorie à l’autre. Mais, il y manque
une vraie synthèse, ou ne serait-ce qu’une vraie discussion sur les compatibilités et
les incompatibilités des divers modèles d’interprétation.

Ils sont essentiels et indispensables, car ce sont souvent les seuls documents
disponibles pour approfondir un sujet. D’ailleurs, il est généralement recommandé
de commencer l’étude d’un domaine particulier par la lecture d’un article de revue,
qui, tout à la fois, balaie l’horizon de la production scientifique, et introduit quelques
notions de base.

Les petits cours, quant à eux, ont l’immense mérite d’exister. Car, pour moi,
ils sont souvent les uniques productions pédagogiques, dans les domaines les plus
pointus, les plus actuels. Ils sont le véritable trait d’union entre les articles spécialisés
et les livres. Ils sont généralement complets, dans leurs notations et dans leurs
démonstrations, et bien écrits.

β Les ouvrages spécialisés

À l’inverse d’une revue, les ouvrages pédagogiques ne se contentent pas de faire
la somme des connaissances connues sur un sujet donné ; au contraire, les auteurs
tentent de les synthétiser, de démonter tous les secrets, de reconstruire une théorie
complète et cohérente.

Ils peuvent avoir leurs limites. Citons par exemple l’absence de justification sur
le passage du temps réel t au temps imaginaire iτ dans le livre de Negele [55], alors
que le temps de Matsubara apparaît deux fois dans le livre, qui renvoie à un article
de Lehmann [56].

Le principal problème est que ces ouvrages n’apparaissent que lorsqu’un sujet est
ancien, les résultats établis et universellement admis, bref : académiques. Travaillant
sur le groupe de renormalisation selon le schéma à une particule irréductible, j’ai
recensé les ouvrages en traitant. Soit ils sont trop spécialisés (renormalisation dans
les systèmes finis adaptée aux travaux numériques [57], pour les polymères [58,59],
en théorie des champs [60–66], en théorie statistique des champs [67,68], appliquée
à la turbulence [5, 69, 70], en théorie des champs fermioniques [71], dans l’espace
réel [72,73], appliquée aux matrices de densité [74], en mathématiques [19,75–80], en
particulier en algèbre [81–84], on peut citer [85] pour une introduction aux ouvrages
mathématiques). Soit ils sont trop généraux, même quand ils sont récents ; ils 6 m’ont
permis de réapprendre les règles de base [6,86–98]. Pour les méthodes modernes que
j’utilisais, il n’y a guère que [15, 99], qui d’ailleurs ne convenaient pas entièrement
(le premier utilise un schéma mixte, le second l’ordre de Wick).

Concernant la renormalisation par le schéma à une particule irréductible, je n’ai
trouvé aucun ouvrage de ce type, il faut se référer à des articles, comme [95] ou [17].

d La vulgarisation scientifique

Il s’agit d’un aspect transversal à cette réflexion, dont les conclusions sont ce-
pendant très importantes.

6. J’ai eu recours à une partie seulement de la liste qui suit, mais également à certains des
livres précédents, par exemple le Gross [60], qui analyse très bien le problème de la coupure.
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α L’activité de vulgarisation

J’entends, par activité de vulgarisation, tout ce qui concerne la communication
dans des milieux non scientifiques, ou non universitaires, que ce soit en milieu sco-
laire (primaire, secondaire) ou adressé au grand public ; j’y inclus les démonstrations
au Palais de la découverte, tous les évènements qui sont organisés, aussi bien dans
des lieux publics, comme une salle de RER ou de musée, qu’au sein de notre univer-
sité, comme les journées portes-ouvertes, ou certaines expositions grand-public (il
y a eu une formidable exposition sur les l’observation des particules élémentaires,
voici quelques années, où j’ai pu découvrir une chambre à brouillard ; plus fréquem-
ment, les phénomènes astronomiques suscitent des rencontres avec les chercheurs,
pour observer des éclipses, ou autres phénomènes de notre galaxie). Il ne faut pas
oublier les séminaires grand public (il y en a un dans notre propre laboratoire, in-
titulé “petit séminaire de vulgarisation”, plus particulièrement adressé au personnel
non chercheur de l’université 7, qui obtient régulièrement des records d’affluence),
ni les émissions à la télévision et à la radio.

Il semble entendu que l’activité de vulgarisation est facultative, le choix est laissé
libre à chaque chercheur de faire de la vulgarisation ou non. Je ne crois pas que cela
soit une bonne chose. Malgré cela, cette activité se porte bien, actuellement. Certes,
Hubert Reeves est canadien, et aucun chercheur français ne peut rivaliser avec sa
notoriété dans le grand public, mais je crois que la France a bien rattrapé son
retard depuis une dizaine d’années avec des initiatives comme la main à la pâte, des
chercheurs comme Hervé This ou Étienne Klein, des évènements comme la nuit des
étoiles, l’année de la supraconductivité et les évènements qui ont suivi, organisés
par J. Bobroff, etc. Le nombre d’émissions à la télévision a régulièrement augmenté
récemment, après des années de quasi absence dans ce média, et révèle, je crois, la
bonne santé de la vulgarisation scientifique dans notre pays.

Je viens de citer certains noms de chercheurs appartenant au C.N.R.S., mais, de
façon générale, sauf lors des journées portes-ouvertes ou les visites du laboratoire, 8

j’observe que ce sont plus souvent des enseignants-chercheurs qui font de la vul-
garisation. La nouvelle possibilité de faire reconnaître certaines activités liées à la
vulgarisation dans le service d’un enseignant-chercheur [100], que je salue, ne fera
que renforcer cette prédilection.

β L’interaction avec la recherche

L’activité de vulgarisation interagit avec notre métier de chercheur, exactement
comme l’enseignement, en particulier celui délivré aux premières années : il per-
met d’approfondir un sujet, d’en découvrir de nouveaux aspects, à l’occasion des
manipulations que l’on prépare, des montages que l’on met au point.

La relativement grande liberté avec laquelle on crée les expériences de vul-
garisation fait qu’on privilégiera souvent des manipulations issues des dernières
recherches, paradoxalement plus facilement que pour l’enseignement des travaux
pratiques qu’on dispense en premier cycle universitaire, dont les programmes sont
délimités.

7. Il a été fondé par Philippe Aymard, technicien puis ingénieur parti depuis à la retraite.
8. Ce contexte est plus favorable aux chercheurs, qui sont sur place, tandis que les enseignants-

chercheurs sont plus mobiles.
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γ De l’importance de la vulgarisation
Pour terminer sur ce sujet, je voudrais resituer l’activité de vulgarisation dans

la globalité de notre métier de chercheur.
Pourquoi faisons-nous de la recherche ? pour accroître les connaissances ? de qui ?

les nôtres ? ou celles de l’humanité, celles de tout un chacun ? Dès que l’on réfléchit
à ces questions, il apparaît que diffuser nos connaissances fait non seulement partie
de notre métier, mais en est l’essence.

Certes, la vulgarisation ne participe pas directement de notre activité de re-
cherche, mais c’est un de ses buts ultimes ; de même que les électrons qui s’échappent
d’un accélérateur circulaire n’appartiennent plus au faisceau, mais en sont la quin-
tessence.

J’aurais pu écrire la même chose, concernant l’enseignement universitaire. Il me
semble même que ces deux activités devraient être considérées au même titre, c’est
à dire l’une pouvant remplacer l’autre dans nos obligations, comme cela commence
seulement à être reconnu.

Il est très important d’y réfléchir ; trop de chercheurs ont tendance à ne se
consacrer qu’à leur recherche, comme s’ils n’étaient que des techniciens en quelque
sorte, des exécutants ; ils ne sont aux ordres de personne, mais, en réalité, ils sont
aux ordres d’un objectif de recherche qu’ils se sont préalablement fixé.

Pourtant, la découverte scientifique vient tout aussi bien de la liberté de la ré-
flexion, du hasard ; la fulgurance d’une intuition ne se produit pas toujours sur la
paillasse mais à l’improviste, lors de moments non consacrés à la recherche. Juste-
ment, la vulgarisation, comme l’enseignement, permettent de prendre de la distance,
de réfléchir différemment, de gérer son temps autrement.

De même, les chercheurs devraient aussi réfléchir aux implications politiques de
ce qu’ils trouvent ; j’ai préféré ne pas aborder cet aspect de l’éthique, et de m’en tenir
à une réflexion sur la déontologie interne à notre métier, mais ce sont évidemment
des aspects très importants de nos métiers, qui devraient également être discutés.

2 La culture scientifique

a La spécialisation

La culture d’un chercheur est constituée des enseignements qu’il a retenus des
cours universitaires qu’il a suivis, des lectures d’articles de journaux spécialisés, de
comptes-rendus de conférences et de livres divers, des exposés qu’il a écoutés, et de
toutes les discussions avec d’autres chercheurs qu’il a rencontrés.

C’est un enseignement vivant, continu, on peut dire une formation permanente,
quoique non formatée. Nous ne cessons jamais d’apprendre, ne serait-ce que pour
nous tenir au courant des derniers développements, des dernières découvertes, des
derniers résultats dans notre spécialité.

Paradoxalement, nous devenons tous, plus ou moins rapidement, des spécialistes
d’un sujet particulier, pour lequel nous acquérons avec le temps une expérience so-
lide. Certains chercheurs ne changent jamais de sujet mais cependant en découvrent
régulièrement de nouveaux aspects, qui peuvent parfois ouvrir de nouveaux champs
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de la physique. 9 J’ai personnellement connu un parcours plus rare, puisque plus
mouvementé. Après avoir étudié longtemps les quasi-cristaux (jusqu’en 1999), j’ai
commencé un tout nouveau travail sur le groupe de renormalisation, à partir de
2001. Et cependant, toute mon expérience concernant les phases incommensurables
m’a alors servi, pour l’étude d’une échelle de spin (cf. mon manuscrit d’habilitation).

Une des caractéristiques d’un chercheur actif et une de ses qualités primordiales
est d’être justement bien informé. Pour pouvoir le rester de façon permanente, un
de ses outils privilégiés est la veille bibliographique.

b Le travail de veille bibliographique

C’est une des activités les plus admirables des chercheurs. Ils exercent une veille
bibliographique, en dépit de toutes les contraintes qu’ils subissent (enseignement,
projets A.N.R., réunions, etc.). Beaucoup de mes collègues ont une règle d’or : ils
lisent chaque matin, sur leurs sites préférés, les titres des dernières publications, et
examinent celles qui les intéressent ou leur semblent importantes.

Un journal-club a été animé pendant deux ans au laboratoire, dans le domaine de
la physique mésoscopique, qui permet de rendre compte, chaque semaine, ensemble,
des publications les plus remarquables ou les plus pertinentes du domaine.

Mais, ce tableau presqu’idyllique doit être plus que nuancé : il ne tient pas
compte de la prolixité de la presse scientifique. Dans mon laboratoire, la plupart des
chercheurs se contentent, face à l’explosion actuelle d’articles, de lire les publications
quotidiennes dans arXiv-condmat, généralement dans leur seule spécialité, ou encore
celles de Physical Review Letters (alors même que certaines spécialités n’y sont
jamais représentées).

Ainsi, les chercheurs ne suivent souvent que la presse spécialisée dans leur propre
domaine. Pourtant, certains de leurs collègues peuvent, à l’occasion, publier dans des
revues relevant d’autres domaines. Par exemple, l’article [8] est publié dans Journal
of Physics A. Malgré l’excellente réputation de ce journal, il ne sera pas connu de la
plupart de mes collègues. 10 Par ailleurs, je dois préciser que j’ai découvert l’immense
bibliographie afférent à ce sujet tardivement, malgré de vaines et longues heures de
recherche.

Ceci, et la trop grande spécialisation des conférences auxquelles assistent les
chercheurs, explique peut-être en partie les lacunes que l’on observe dans la diffusion
scientifique, un problème assez bien connu sur lequel je voudrais revenir.

c La méconnaissance des découvertes récentes

Pendant mes études en D.E.A., G. Ripka nous cita plusieurs fois en exemple
le théorème de Goldstone 11 : « Dix ans après sa découverte, on pouvait encore

9. A. Fert a raconté, juste avant de recevoir son prix Nobel, lors de la conférence ISCOM’07,
comment il n’avait fait que poursuivre ses travaux de thèse durant toute sa vie. Pourtant, il
a également ouvert la voie à la spintronique, une physique nouvelle, grâce à ses travaux sur le
magnétisme.

10. Ou plutôt, il n’aurait jamais pu l’être, sans les publications en ligne, et, plus précisément,
la possibilité offerte, sur arXiv, par les cross-list de montrer son travail à sa propre communauté.

11. Pour faire court : à toute symétrie continue est associé un boson, dit de Goldstone, de masse
nulle (c’est à dire qu’il peut se propager librement, sans coût énergétique) ; à toute brisure de cette
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trouver des articles, certes corrects, mais qui ignoraient le théorème de Goldstone
et refaisait l’intégralité des démonstrations dans leur cas particulier. » nous disait-il
en substance.

On se rend compte quotidiennement que cet exemple est loin d’être accidentel et
reflète une véritable plaie de notre milieu. Malgré tous les séminaires, les conférences,
malgré tout notre travail de veille bibliographique, les résultats les plus importants
mettent plus de dix ans à diffuser efficacement dans le milieu. Je pourrais citer de
multiples exemples.

C’est lié à la taille de la communauté scientifique : le nombre de chercheurs dans
le monde est pléthorique, et les découvertes importantes si fréquentes qu’il serait
probablement impossible, même avec une autre organisation, d’être au courant de
toutes. 12 À titre de comparaison, la culture littéraire d’un professeur de lettres,
spécialiste du 19ème siècle, ou l’érudition d’un chercheur en histoire, nous surpren-
draient, tant elles sont étendues, complètes, jamais en défaut sur les dernières pu-
blications dans leur domaine. Cela reflète simplement la taille plus modeste de ces
milieux littéraires, plus humaine oserai-je dire.

α Un exemple personnel
J’ai publié en 1998 un article traitant du calcul des bandes électroniques par la

méthode des liaisons fortes quand on intègre tous les effets dûs à la non-orthogonalité
entre les états orbitaux [101].

Certes, je me plaçais dans un contexte plus particulier, puisque [101] et [102]
traitent des transferts de charge entre atomes ; mais, en réalité, l’article est très
général et la méthode peut s’appliquer à toutes les situations. 13

Or, en discutant récemment avec François Crépin, qui a fait sa thèse au labora-
toire sous la direction de Pascal Simon, j’ai pu constater que la non-orthogonalité des
états orbitaux reste une préoccupation quand on fait des calculs en liaisons fortes ;
et que l’on utilise des approximations par défaut, alors que la solution développée
dans [101] est techniquement simple.

symétrie, dans l’état fondamental, correspond une modification du boson, qui acquiert une masse
non nulle.

12. Toutes les découvertes valables n’obtiennent pas d’être publiées dans Physical Review Let-
ters, si tant est que les auteurs le veuillent, certains préfèrent Nature, d’autres des revues plus
spécialisées...

13. Je me fonde dans [101] sur la métrique non euclidienne adaptée à la base orbitale choisie.
Il existait, au préalable, une méthode plus lourde, consistant à construire, pour toute suite de
fonction, une suite duale, on pourrait dire réciproque, puisqu’elle épouse la première selon des
règles d’orthogonalité. Cette méthode a été, par exemple, suggérée par Haydock [103].
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Supraconductivité dans les sels de

Bechgaard
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A Rappels historiques et théoriques

1 Les matériaux supraconducteurs non
conventionnels

a La recherche de nouveaux matériaux

Depuis un papier de London [104], plus tard ceux de Fröhlich [30] et de Little
[105], plus tard encore ceux de Langer & Ambegaokar [106], repris par Mc Cumber et
Halperin [107] ou Kramer et Baratoff [108], encore après celui de Abrikosov [109], les
théoriciens ont imaginé des mécanismes supraconducteurs spécifiques aux systèmes
de basse dimension. Dès à présent, je distinguerai cette supraconductivité, dite non
conventionnelle, et les supraconducteurs conventionnels.

Je reviendrais par la suite sur ces modèles, et voudrais, pour l’instant rappeler
l’incroyable frénésie qui s’est emparée des expérimentateurs, à partir des années
50, dans la recherche de matériaux à la fois supraconducteurs et possédant une
structure quasi-unidimensionnelle ou quasi-bidimensionnelle.

Le premier supraconducteur organique découvert est perylène-Brx [110]. La
structure A15 que l’on a exhibée dès les années 50 dans divers matériaux, comme
Nb3Ge [111, 112], V3Si [113], etc., présente, pour les électrons du niveau 3d, une
structure assez unidimensionnelle. Ces matériaux se sont cependant avérés des su-
praconducteurs plutôt conventionnels.

Dans les années 70, on a cru découvrir une phase supraconductrice dans le
composé TTF´TCNQ [114–116] mais cette découverte a été finalement infirmée
[117, 118]. Bien que présentant une paraconductivité anormale [119], le composé
TMTSF´DMTCNQ n’est pas non plus supraconducteur [120].

Une autre famille de matériaux, les chalcogénides, dits phases de Chevrel, a
également beaucoup retenue l’attention, dans ces mêmes années 70. Ce sont les
composés MMo6S8 avec M “ Sn, Pb, La [121] 1, ou encore MMo6Se8 [122] ou
encore TRMo6S8 [123] (où TR veut dire une terre rare). Ils se sont avérés quelques
années plus tard être des supraconducteurs non conventionnels [124].

Trois grandes familles de matériaux supraconducteurs ont été découvertes au dé-
but des années 80 : d’abord, les supraconducteurs organiques, comme pTMTSF q2-
PF6 [125, 126], pTMTSF q2pClO4q2 [127, 128], ou plus tard pTMTSF q2pReO4q2

sous pression [129] ; puis les systèmes dits de fermions lourds, CeCu2Si2 [130],

1. Dans cette référence, il s’agit plutôt du composé MMo6S7 qui est étudié.
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UPt3 [131, 132], UBe13 [133], etc ; enfin les cuprates comme LaBaCuO [134–136],
Y Ba2CU3O7 [137] ou LaSrCuO [138, 139]. 2

Depuis, on a trouvé de la supraconductivité dans les fullerènes (en particulier
les nanotubes de carbone exhibent une Tc “ 15K [140], mais le premier fullerène
supraconducteur date de 1991 [141, 142]) et les Ruthenates, Sr2RuO4 [143], etc.

Bien qu’arrivés plus tard, les cuprates se sont avérés être les systèmes les plus
prometteurs pour la température critique : on a ainsi découvert des matériaux
supraconducteurs à des températures atteignant Tc „ 105K [144,145].

Tous ces matériaux exhibent des propriétés contraires aux supraconducteurs or-
dinaires, notamment sous fort champ magnétique. Il s’agit pour la plupart d’entre
eux de matériaux quasi-unidimensionnels. Un matériau organique dérivé du TTF´TCNQ
présente, lui, une phase supraconductrice bidimensionnelle, c’est pBEDT´TTF q2CupNCSq2

[146].

b Les sels de Bechgaard

Je vais m’intéresser plus particulièrement aux composés comme pTMTSF q2-
ClO4 ou pTMTSF qPF6, dits sels de Bechgaard car ils ont été synthétisés au Da-
nemark dans l’équipe de Bechgaard [147]. On peut remplacer l’anion (l’hexafluo-
rophosphate PF6 ou le perchlorate ClO4) par des sels très divers, de même que
le tétraméthyl-tétraséléna-fulvalène TMTSF par le tétraméthyl-tétrathia-fulvalène
TMTTF . Cela dit, il a été montré que le diagramme de phase était universel, à une
translation sur l’axe des pressions près [148]. Les “sels de Bechgaard” cristallisent
avec un taux de défauts remarquablement bas.

Ces matériaux germent sous forme de cristaux en forme d’aiguilles, ce qui rend
certaines expériences, pourtant cruciales, comme la mesure des composantes du ten-
seur de conductivité σbb ou σcc très difficiles, contrairement à celle de σaa, où a, b, c
représente les trois directions anisotropes, classés selon l’importance décroissante des
interactions (autrement dit, a est la direction du système quasi-unidimensionnelle
= celle de plus facile aimantation, etc.). En effet, la direction de croissance des
aiguilles est selon l’axe a.

Le caractère quasi-unidimensionnel de ces sels est bien vérifié expérimentale-
ment. On mesure l’anisotropie par la valeur des intégrales de transfert ta, tb, tc
selon chaque direction, on trouve sensiblement les rapports ta{tb „ 10 et tb{tc „ 10.
On mesure par ailleurs les rapports de conductibilité électrique σaa{σbb „ 100 et
σbb{σcc „ 100 [147, 149, 150]. Ces mesures expérimentales, notamment le rapport
σi{σj “ pti{tjq2, sont confirmées de façon théorique [151].

2. Je ne donne pas la structure exacte des composés, car plusieurs structures sont supra-
conductrices, par exemple La1´xBaxCuO3 ou La1´xSrxCuO3 d’une part, et les perovskites
La2´xBaxCuO4 ou La2´xSrxCuO4 d’autre part.

38



2. Approches théoriques

Voici l’image des molécules TMTSF vues de côté ou de haut :

paq

pbq

Figure 1 – Molécule TMTSF vue de haut paq ou de profil pbq. Sur la première
figure, on observe la structure zigzag dans la direction a (la plus conductrice). Sur
la seconde, on observe l’empilement périodique des chaînes précédentes, dans les
autres directions du plan (b, c).

2 Approches théoriques

L’état fondamental et les excitations dans ces matériaux ont été analysés à
travers de nombreux modèles théoriques. Un des mécanismes les plus importants
qu’il faut en retenir est l’instabilité de Peierls, qui a été prédite dès les premiers
modèles à une dimension.

a Modèles unidimensionnels

α Modèle de Fröhlich
Le premier modèle prédisant une supraconductivité spécifiquement unidimen-

sionnelle est dû à Fröhlich [30]. Il se base sur l’apparition d’une distorsion du spectre
au niveau de la surface de Fermi k “ ˘kf , décrite par Peierls [152], elle correspond
à une ouverture de gap, comme montré sur la figure suivante :

✲

✻E

p

2∆

Figure 2 – Dispersion avec ouverture de Peierls au niveau de Fermi.
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Le modèle imaginé par Fröhlich est facile à se représenter. À l’ouverture du
gap correspond une modulation du réseau (Onde de Densité de Charge) de vecteur
d’onde 2kf . Fröhlich a imaginé que la période correspondante π{kf serait incom-
mensurable avec la période a du réseau. Par la suite, on a appelé « systèmes incom-
mensurables » les systèmes tels que a kf{π P RzQ et « systèmes commensurables »
ceux tels que a kf{π P Q. Avec cette hypothèse d’incommensurabilité, Fröhlich a
montré que la modulation pourrait glisser sans énergie, constituant ainsi un mode
supraconducteur de type original.

Cette modulation est un phonon d’un type particulier, appelé soliton. Ce glis-
sement sans frottement pourrait se comprendre, quelques années plus tard, comme
un boson de Goldstone de masse nulle, lié à une invariance translationnelle [153].

Ce modèle semble paradoxal, car le système devrait être semi-conducteur. L’idée
est que le soliton est une excitation dont l’énergie se situe à l’intérieur du gap de
Peierls. Il y a confusion, assimilation, entre ce gap et un gap supraconducteur. Pour
s’assurer de l’existence du mode supraconducteur, Fröhlich compare l’énergie de
distorsion de la surface de Fermi, correspondant à l’ouverture du gap, et l’énergie
du phonon, correspondant au glissement. L’énergie totale résulte de cette compé-
tition, et donne une condition ~ωmaxc{p2ξq ă 4 e´3Fν{2 ă 1, où ν est la densité
d’électrons par site atomique, c est la vitesse du son, ξ l’énergie des électrons libres
dans l’état fondamental et le gap s’écrit ∆ “ 8ξ e´3Fν{2 (ce qui définit implicitement
le paramètre F ).

Ce modèle a été fondateur, il a permis l’éclosion de nouvelles idées, il est en par-
ticulier précurseur pour ce qui concerne la distorsion de Peierls, qui est à rapprocher
des problèmes d’emboîtement qu’on étudiera plus loin, et pour ce qui concerne les
corrélations entre les excitations de spin (liées à l’ouverture du gap) et ce méca-
nisme de supraconductivité non conventionnel. Malgré cela, son modèle comportait
quelques naïvetés, qui le rendent inapplicable en soi :

Tout d’abord, il se trouve que peu de matériaux s’avèrent incommensurables.
Certes, il en existe, par exemple l’oxyde de cuivre Sr14´xCaxCu24O41, mais ils sont
rares et minoritaires.

Ensuite et surtout se pose le problème de l’ancrage de la modulation au réseau.
Aubry a certes montré qu’il existait un phénomène d’ancrage intrinsèque quand le
couplage électron-phonon est suffisamment fort, ce qui signifie qu’il devrait exister
des systèmes, avec un couplage électron-phonon faible, où l’on observerait le mode
de glissement de Fröhlich.

Mais, en pratique, les échantillons ne sont jamais assez propres pour empêcher un
autre mécanisme d’ancrage par les défauts de structure, et la transition d’ancrage
intrinsèque prédite par Aubry n’a jamais pu être observée. Il en résulte que la
supraconductivité observée expérimentalement n’est pas explicable par le modèle
de Fröhlich, même s’il a ouvert, je le répète, la voie à de nouvelles interprétations.

β Modèle de Little

Une dizaine d’année plus tard, Little [105] a proposé un modèle assez similaire. Il
se base sur les équations BCS [154]. Plus précisément, il adapte la condition (34.21)
de [109], correspondant au calcul à température nulle, qu’il adapte à une dimension.

Son calcul est assez approximatif, puisqu’il introduit le gap manuellement, par
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la substitution ε Ñ
?
ε2 ` ∆2 (je modifie la notation) et qu’il suppose (comme

dans [109]) un potentiel constant dans ce calcul.
Little admet d’emblée que l’ouverture du gap génère une compétition entre le

mécanisme de semi-conductivité et celui de supraconductivité lors de l’ouverture
du gap. Il considère le gap supraconducteur des équations BCS, bien qu’il l’associe
–sans se poser de question– à la modulation de Peierls ; Schulz [155] a montré les
analogies entre ces deux mécanismes, qui ne sont cependant pas réductibles à un
mécanisme unique.

Cet article a eu un retentissement très important parce que Little y prévoit une

température de transition supraconductrice Tc “
b

M
me
Tc BCS qui pourrait atteindre

2000 K [156]. Ce facteur n’est pourtant pas démontré mais simplement introduit de
façon ad hoc.

γ Modèle de Ginzburg-Landau

Par la suite, Langer et Ambegaokar [106] ont nettement amélioré le travail de
Little. Leur modèle est basé sur une compétition entre les fluctuations thermiques et
le courant supraconducteur. Ils ne différencient plus du tout le gap supraconducteur
et le gap de Peierls, ils étudient directement la stabilité d’un gap lorsqu’on inclut les
fluctuations thermiques, et exhibent un critère d’existence d’un courant électrique
sans résistance.

On peut citer le modèle de Mc Cumber & Halperin [107], et surtout celui de
Kramer et Baratoff [108], qui se situent dans la continuation du précédent et repré-
sentent également des avancées considérables par rapport au modèle de Little.

δ Modèle d’Abrikosov

Bien qu’assez rapproché dans le temps, le modèle proposé par Abrikosov [109]
se situe dans une philosophie presqu’opposée aux précédents. En effet, Abrikosov,
fidèle aux travaux de Gor’kov, part du principe que la supraconductivité est en
compétition avec le mécanisme d’ouverture de gap et ne peut exister que si celui-ci
est inhibé. Il a par exemple montré qu’un potentiel aléatoire peut inhiber l’ouverture
de Peierls [157].

Il considère les conditions de suppression de la modulation de Peierls, et vérifie
ensuite la possibilité d’un courant sans résistance. Il utilise, comme Little, un modèle
de champ moyen dans l’approximation BCS, mais emprunte le langage et certains
résultats du groupe de renormalisation. Il suit une approche tridimensionnelle de la
théorie BCS, mais par des astuces qu’il justifie de façon pragmatique, calcule à une
dimension d’espace.

b Modèle quasi-unidimensionnel

L’exemple précédent du calcul d’Abrikosov illustre un aspect fondamental : la
théorie BCS est intrinsèquement une théorie bi- ou tridimensionnelle. On peut le
comprendre de la façon suivante.

À une dimension, l’appariement électron-électron de Cooper, qui préside au
mécanisme supraconducteur, respecte la symétrie k Ñ ´k, tandis que l’appariement
électron-trou de Peierls, qui préside au mécanisme Onde de Densité de Charge,
respecte la symétrie k Ñ k ´ 2kf . Les deux sont pareillement instables, ils sont en
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compétition antagoniste (si k Ñ k ` δkf favorise un des mécanismes, l’autre sera
favorisé par k Ñ k ´ δkf ).

-2kf -kf 0 kf 2kf

-
π

a

0

π

a

-2kf -kf 0 kf 2kf

-
π

a

0

π

a

Figure 3 – Surface de Fermi ouverte d’un quasi-unidimensionnel.

Dans un système quasi-unidimensionnel, qui ne peut être défini qu’en dimension
supérieure ou égale à deux, la surface de Fermi reste ouverte, comme représenté
sur la figure 3. La symétrie d’appariement supraconducteur devient k Ñ ´k et
reste parfaite ; la symétrie liée aux modulations Onde de Densité de Charge devient
k Ñ k ` k0, où le vecteur k0 est choisi pour optimiser le mécanisme. C’est la
symétrie d’emboîtement et k0 est le vecteur d’emboîtement. On constate qu’à la
différence du cas unidimensionnel, l’emboîtement est toujours imparfait, et le choix

du vecteur d’emboîtement, généralement k0 “

¨
˝

2kf
0

0

˛
‚ ou k0 “

¨
˝
kf
kf
0

˛
‚, dépend de

chaque système et des choix de paramètres.
En comparant le cas unidimensionnel et le cas quasi-unidimensionnel, on observe

que le mécanisme supraconducteur est favorisé dans ce dernier, ce qui justifie la
spécificité du cas strictement unidimensionnel du point de vue théorique.

D’un point de vue expérimental, les choses sont plus simples : aucun matériau ne
peut être strictement unidimensionnel. La question est donc : peut-on cependant le
modéliser par un système à une dimension ? Pour ce qui concerne les modèles BCS,
la discussion précédente nous conduit à exclure un modèle à une dimension stricte.
Pour ce qui concerne la supraconductivité de Fröhlich, la question reste ouverte
mais, malgré son originalité, cette théorie n’a jamais pu s’appliquer à un matériau
réel.

c Transition dimensionnelle 1d/3d

Revenons aux sels de Bechgaard, qui nous intéressent plus particulièrement ici.
On a observé expérimentalement une transition entre un régime unidimensionnel
et un régime tridimensionnel, quand on abaisse la température. La température de
transition est T ˚ de l’ordre de 100 K.

Cette transition illustre assez bien le propos de la section précédente. Aux basses
températures auxquelles on observe la supraconductivité, ces systèmes sont tridi-
mensionnels, et il est vain de chercher à appliquer un modèle unidimensionnel,
comme le modèle de Fröhlich. Comme on le verra plus loin, sous champ (même
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pas trop fort, cf. [155] ou [158]), les effets orbitaux sont dominants, ce qui confirme
l’aspect tridimensionnel de la supraconductivité.

Cette tridimensionalité n’exclut pas une forte anisotropie des trajectoires élec-
troniques, en présence d’un champ magnétique, même faible. Lebed [159, 160] puis
Héritier [161] ont montré que la trajectoire est une hélice qui s’enroule autour de la
direction du champ magnétique (voir aussi [162]).

3 Échelle fermionique

J’ai plus particulièrement travaillé sur une échelle fermionique. C’est le système
quasi-unidimensionnel le plus simple, il permet une approche analytique exacte,
qui n’est pas possible pour les autres systèmes quasi-unidimensionnels, comme par
exemple des chaînes faiblement couplées. En pratique, j’ai réalisé mes premiers
calculs de renormalisation en parallèle avec Christoph Nickel, qui les faisait sur des
chaînes couplés, et la comparaison de nos résultats a prouvé la validité de ce choix.

a Description

α Description dans l’espace réel

Une échelle fermionique est constituée par des liens longitudinaux entre parti-
cules d’une même chaîne et des liens transversaux entre particules sur deux mon-
tants différents. Les particules sont entièrement caractérisées par leur spin (s “ 1{2

et sz “ ˘1{2), comme représenté ici :

σ1,1 σ1,2

σ2,1 σ2,2

σ3,1 σ3,2

σ4,1 σ4,2

σ5,1 σ5,2

σ6,1 σ6,2

σ7,1 σ7,2

q q
q q
q q
q q
q q
q q
q q
q q
q q

✲✛
tK

b

✻
❄

t‖ a

q q
q q
q q
q q
q q
q q
q q
q q
q q

Figure 4 – Échelle fermionique. Les moments de spin s’écrivent σij où i décrit la
position d’un site sur chaque chaîne (montant longitudinal) et j “ 1, 2 distingue les
deux montants. La distance interchaînes est b et celle intra-chaîne a. Les intensités
des liens correspondantes sont tK et t‖.
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β Description dans l’espace réciproque
La relation de dispersion d’un système quasi-unidimensionnel de chaînes faible-

ment couplées, défini à deux dimensions, s’écrit

εpKq “ ´t‖ cospak‖q ´ tK cospbkKq (1)

où on écrit l’impulsion à deux dimensions K “ pk‖, kKq, a et b sont les distances entre
sites définies précédemment. t‖ et tK, les intensités, caractérisent le recouvrement
entre orbitales voisines (la première entre orbitales sur une même chaîne, la seconde
entre orbitales sur les deux montants). On notera partout, pour unifier les notations,
des majuscules pour les vecteurs à deux dimensions ; généralement, les minuscules
désigneront les composantes parallèles.

La surface de Fermi est ouverte, comme sur la figure suivante :

Figure 5 – Surface de Fermi d’un quasi-unidimensionnel (défini en dimension 2).
On y a représenté la courbe pour kK “ 0 (en bleu) et celles pour kK “ ˘π{b (en
rouge), qui correspondent à la surface de Fermi d’une échelle fermionique.

Le cas d’une échelle fermionique correspond aux deux courbes sinusoïdales re-
présentées en bleu et rouge car le moment kK prend seulement deux valeurs, kK “ 0

et kK “ π{b. Les moments sont définis sur deux bandes de dispersion et la surface
de Fermi est constituée de quatre points. Par contre, le moment k‖ défini le long
des chaînes est une variable continue définie sur r0, 2π{as.

b Hamiltonien de Hubbard

α Linéarisation de la relation de dispersion
Reprenons les deux bandes sinusoïdales d’une échelle fermionique :

k

E

k

k-k

-k
||f0

ff

f0

ππ

Figure 6 – Relation de dispersion d’une échelle fermionique.
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On appelle bande 0 celle qui croise l’axe des abscisses en kf0 et ´kf0, elle correspond
à kK “ 0 ; on appelle bande π celle qui croise l’axe des abscisses en kfπ ă kf0 et
´kfπ, elle correspond à kK “ π{b. On les linéarise, comme l’a fait Sólyom [39] pour
une seule,

✲
✻

k

εpkq
❅
❅
❅

❅
❅
❅

�
�

�

�
�

�

Figure 7 – Relation de dispersion linéarisée.

On trouve bien quatre points de Fermi, ˘kf0 et ˘kfπ. Les vitesses de Fermi sont
définies pour les k vérifiant εpkq “ 0 et valent exactement

vf0 “ 2t‖ sinpakf0q vfπ “ 2t‖ sinpakfπq

avec

kf0 “ 2 Arccosp´t‖{tKq
a

kfπ “ 2 Arccospt‖{tKq
a

;

soit pkf , 0q le milieu des points de Fermi pkf0, 0q et pkfπ, 0q, on trouve exactement
kf “ π{p2aq ainsi que la différence entre niveaux

∆kf ” kfπ ´ kf0 “ 2 Arcsinpt‖{tKq
a

.

Expérimentalement, tK{t‖ „ 1{10, on peut écrire plus simplement

∆kf « 2tK

at‖
;

on peut également écrire une vitesse de Fermi unique vf « 2t‖a sinpakfq ; sur la
figure 7, on vérifie directement la relation

∆kfvf « 4tK .

β Hamiltonien cinétique
Le hamiltonien cinétique s’écrit, en utilisant la relation de dispersion linéarisée

et en notant ΨσpK, θq ” Rθσpkq (resp. ΨσpK, θq ” Lθσpkq), avec K “ pk, θq, θ “ 0, π
b

et k ą 0 (resp. k ă 0) les opérateurs d’annihilation d’un électron se propageant vers
la droite (resp. vers la gauche), et de même Ψ: “ R: (resp. L:) pour les opérateurs
de création,

Hcin “
ÿ

σ

vf

´ ÿ

k

pk ´ kf0qR:
0σpkqR0σpkq `

ÿ

k

pk ´ kfπqR:
πσpkqRπσpkq

´
ÿ

k

pk ` kf0qL:
0σpkqL0σpkq ´

ÿ

k

pk ` kfπqL:
πσpkqLπσpkq

¯
(2)

où on a utilisé εpkq “ ˘pk ´ kfθq avec ˘ “ ` pour les termes R:
θRθ et ˘ “ ´ pour

les termes L:
θLθ.
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γ Hamiltonien d’interaction
On a choisi le terme d’interaction de Hubbard, qui s’écrit :

Hint “ 1

N

ÿ

K1,K2,K
1
1
,K1

2

K1`K2“K1
1

`K1
2

ÿ

σ1,σ2

´
G1pK1, K2, K

1
2, K

1
1qR:

K 1
1
σ1
L

:
K 1

2
σ2
RK2σ2

LK1σ1

`G2pK1, K2, K
1
2, K

1
1qR:

K 1
1
σ1
L

:
K 1

2
σ2
LK2σ2

RK1σ1

¯
(3)

où Gα est le couplage en notation g-ologique. 3

3. G1correspond à une diffusion arrière, G2 une diffusion avant, G3 un terme dit umklapp c’est
à dire incluant un phonon du réseau qui absorbe une impulsion du réseau réciproque, et G4 un
terme d’auto-interaction, qui ne peut contribuer que dans la renormalisation du niveau de Fermi.
En notation sommaire, G3 gouverne des termes R:R:LL ou L:L:RR et G4 des termes R:R:RR

ou L:L:LL.
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B Renormalisation fonctionnelle

pour une échelle fermionique

Une des approches que j’ai suivie consiste à utiliser le groupe de renormalisation,
qui permet de distinguer les termes d’interaction dominants. L’un des points forts de
cette approche est qu’elle intègre des effets à plusieurs particules, tandis que toutes
les autres approches reviennent à un hamiltonien à un état (qui ne comprend que
des effets à deux particules au maximum).

1 Groupe de renormalisation

Le terme de groupe est historique. On verra plus loin qu’il ne correspond pas
aux approches modernes que j’ai suivies.

a Approche Wilsonnienne

L’idée initiale est d’appliquer un changement d’échelle à l’ensemble des variables
du hamiltonien, de façon à préserver les lois physiques. Plus précisément, on ap-
plique une inflation x Ñ x{λ, y Ñ y{λ, z Ñ z{λ, dans l’espace réel, avec λ ą 1. Les
interactions ne sont alors plus définies à l’échelle microscopique mais à une échelle
plus grande, par conséquent, les états qui les subissent ne sont plus les particules
élémentaires caractérisées par leur spin s “ 1{2, mais des objets plus grands, qui
possèdent un spin global égal à la somme des moments élémentaires. D’autres fac-
teurs d’échelle interviennent, pour assurer la cohérence de la transformation globale.

Dans un papier historique, Wilson [10] utilise un facteur discrétisé. En l’occur-
rence, il étudie un réseau de de dimension deux et regroupe les particules deux par
deux (1 ˆ 1 ` 4 ˆ 1

4
), ce qui tourne le système d’un angle π{2 et lui fait subir une

inflation d’un facteur
?

2.
On voit clairement dans ce modèle simple que les nouvelles interactions définies

après le changement d’échelle ne décrivent pas exactement le même système ; cer-
taines interactions petites y sont négligées, tandis que les interactions dominantes
sont préservées.

Ce processus peut être réitéré et converge vers un point fixe. Les nouvelles inter-
actions ainsi définies sont les interactions effectives. Dans une approche continue,
on peut montrer que les interactions effectives sont celles qui prennent en compte
les effets d’auto-interaction successifs et que les interactions négligées ne jouent
aucun rôle. Dans certains cadres, les résultats du groupe de renormalisation sont
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Chapitre B. Renormalisation fonctionnelle pour une échelle fermionique

exacts ; par exemple les coefficients critiques universels qu’on peut déterminer de
cette façon. 1

Dans ce même article [10], Wilson présente la méthode générale de renormalisa-
tion définie dans l’espace réciproque. Elle diffère de la renormalisation définie dans
l’espace réel. On exprime la fonction de partition, que l’on doit minimiser, à l’aide
de l’action SΛ :

ZΛ “
ż

expp´SΛrφsqdφ avec SΛrφs “
ż Λ

´Λ

Hrφpkqsdk

où les intégrales 2 dans SΛ admettent une coupure ultra-violette |k| ď Λ. Le proces-
sus de renormalisation s’écrit alors SΛ Ñ SΛ{2, et on utilise la formule

ZΛ{2 “
ź

Λ{2ă}K}ăΛ

ż
dφ expp´SΛrφpKqsq

où on note que l’intégration est hors de l’exponentielle.
Soit T l’opérateur de renormalisation. Par exemple, T pSq est la transformation

précédente. On omet provisoirement l’indice de la coupure Λ et Sℓ “ T pT p¨ ¨ ¨ pTlooooomooooon
ℓ termes

pSq ¨ ¨ ¨qq
est l’action après ℓ transformation. L’action effective S‹ est le
point fixe de la transformation et vérifie

T pS‹q “ S‹ . (1)

Wilson obtient alors, par un développement perturbatif, des équations différen-
tielles des couplages G exprimées à l’aide de la fonction analytique Ψ (souvent paire)

dG

dl
“ ΨpGq .

b Structure de groupe

Dans l’approche initiale de Wilson, qui est héritée de la théorie quantique des
champs, le paramètre de coupure ultra-violet Λ est utilisé uniquement pour régula-
riser les intégrales divergentes du développement en boucles. Il n’apparaît pas dans
les équations de renormalisation. Il y a bien une structure de groupe, que j’ai en
particulier étudiée dans les travaux de Sólyom [39]. Cette approche a, notamment,
été développé, au départ, par Kosterlitz [164], puis Nelson et Halperin [165], qui
utilisent cependant un développent en fonction de e´E{pkBT q plus spécifique.

Pour prendre un exemple simple, considérons une quantité Γ, qui dépend de
l’énergie. On écrira ΓpE{Λ, ℓq, où on a introduit une énergie adimensionnée E{Λ,
grâce à la coupure Λ, qui est l’énergie nue au commencement de la renormalisation,

1. Ce n’est pas vrai de façon générale, lire par exemple [163].
2. J’ai écrit un terme générique qui ne dépend des états qu’en un point de l’espace réciproque,

en réalité les intégrales sont plus complexes. Un terme en φ4 s’écrirait, avec une condition de
conservation de l’impulsion,

ş
r´Λ,Λs4 φpk1qφpk2qφpk3qφpk4qδpk1 ` k2 ` k3 ` k4qdk1dk2dk3dk4. De

plus, j’ai choisi un espace réciproque de dimension 1 pour simplifier l’expression.
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1. Groupe de renormalisation

et ℓ est le paramètre de renormalisation déjà défini. On introduit le facteur z qui
décrit la renormalisation de Γ pendant un processus :

ΓpE
1

Λ
, ℓ1q “ zpE

1

E
, ℓqΓpE

Λ
, ℓq

où les quantités primées sont celles définies après le processus. On notera qu’on
peut utiliser ce formalisme de façon continue, mais on va, au contraire, itérer cette
opération discrète :

ΓpE
2

Λ
, ℓ2q “ zpE

2

E
, ℓqΓpE

Λ
, ℓq

“ zpE
2

E 1
, ℓ1qΓpE

1

Λ
, ℓ1q

“ zpE
2

E 1
, ℓ1qzpE

1

E
, ℓqΓpE

Λ
, ℓq

d’où finalement

zpE
2

E 1
, ℓ1q “ zpE

2

E
, ℓq

M
zpE

1

E
, ℓq . (2)

C’est une structure de groupe sur les coefficients z. L’équation (2) est très contrai-
gnante, parce qu’elle est vraie @pE, ℓq. Sólyom a utilisé (2) avec des développements
en boucles. Les travaux de Giamarchi et Schulz [166–168] s’ancrent aussi sur l’ap-
proche de Wilson : ils obtiennent les équations de renormalisation en s’appuyant
sur des points fixes du groupe de renormalisation.

Au contraire, le paramètre de coupure Λ est utilisé comme variable d’échelle
dans les approches que je vais présenter maintenant. L’équation de point fixe (2)
disparaît, et on a seulement une structure de semi-groupe, ce qui a révolutionné les
méthodes de renormalisation, qui ne devraient plus s’appeler dorénavant groupe de
renormalisation.

c Travaux pionniers de l’approche moderne

Je ne veux pas donner un historique complet mais plutôt montrer comment
s’est bâtie l’approche moderne du groupe de renormalisation, telle qu’elle existe en
physique des solides.

α Équations de Polchinski
Polchinski [169] est un des précurseurs de l’approche moderne. Il utilise la cou-

pure ultra-violette Λ comme paramètre, au lieu de ℓ. Dès lors, le divorce avec l’équa-
tion de point fixe (1) se produit. De plus, il introduit une coupure infrarouge, tandis
que Wilson ne discute que de Λ en tant que coupure ultra-violette.

Les équations de renormalisation sont obtenues de façon dimensionnelle et s’écrivent,
à un ordre tronqué,

Λ
dg4

dΛ
“ Ψpg4,Λg6q

où g4 représentent les couplages à deux particules (analogues aux G précédents),
les g6 ceux à trois particules. La fonction Ψ généralise celle de Wilson, mais il faut
inclure également les équations pour les g6, etc.
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Chapitre B. Renormalisation fonctionnelle pour une échelle fermionique

Pour une particule massive dans un champ scalaire, Polchinski obtient une fonc-
tion génératrice des équations, qui s’écrit

Λ
dZ

dΛ
“

ż
d4p Λ

BRpp2{Λ2q
BΛ

ż
dφ

B
Bφ

"´
φppqR´1pp2{Λ2q ` 8π4

p2 ` m2

B
B qφ

¯
eSpφ,Λq

*
“ 0

où R est une fonction de coupure et qf la transposée d’une fonction, qfpxq ” fp´xq.
β Article de Zanchi et Schulz

Le travail de Zanchi et Schulz [13,14,170,171] est véritablement pionnier, ils sont
les premiers à avoir appliqué l’équation de Polchinski au Hamiltonien de Hubbard.
Ils ont choisi une approche à une particule irréductible, mais il faut prendre garde
qu’en fait, ils utilisent les équations générales en sélectionnant les termes à une
particule irréductible, et non l’équation de Wetterich.

γ Article de Wetterich

Auparavant, Wetterich [172] a développé un formalisme dont la puissance n’a
pas été immédiatement comprise. L’idée est de renormaliser les termes d’interaction
eux-mêmes, en particulier le terme à deux particules Γp4q et non les constantes G. Ces
objets décrivent les mêmes grandeurs physiques, mais la philosophie du processus
en est bouleversée.

L’équation
B

BΛ
Γ

p4q
Λ “ 1

2
SΛo

trr B
BΛ

RΛpΓp2q
Λ ` RΛq´1s

s’exprime en fonction de la fonction de coupure R. Elle est exacte.

δ Article de Fabrizio

Fabrizio [20] a étudié un système de deux échelles fermioniques. Il n’a pas pris
en compte les moments parallèles des particules dans les couplages et j’ai prouvé
qu’à petit couplage U , son diagramme était incomplet.

d Choix des paramètres d’ordre

Si on utilise une approximation quadratique de Hint, on peut résoudre les équa-
tions de Schrödinger, ou plutôt les équations de Gor’kov, qui régissent les opérateurs
de création et d’annihilation. On utilise alors une approximation de champ moyen,
qui traite la densité d’état de façon cohérente. D’une part, la densité intervient dans
l’expression du hamiltonien de champ moyen, mais d’une autre, on peut la calculer
à partir des solutions. On étudiera cette méthode de champ moyen, analogue aux
équations BCS, dans la partie sur le magnétisme.

La méthode de renormalisation est plus exacte, puisqu’elle prend en compte les
termes non quadratiques, qu’on néglige dans la méthode de champ moyen. Toutefois,
son essence même est de calculer les couplages quadratiques effectifs qui résultent
des termes d’ordres supérieurs. C’est à ce titre qu’on peut emboîter les deux ap-
proches : on renormalise les couplages dans un premier temps, puis on étudie le
hamiltonien effectif en champ moyen. J’y reviendrai.

Cette explication permet de mieux comprendre combien le choix des termes qua-
dratiques est essentiel pour les calculs de renormalisation. Il existe une très grande
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1. Groupe de renormalisation

variété de combinaisons de termes quadratiques, que l’on classe selon leurs symé-
tries. Chaque terme correspond à un paramètre d’ordre différent. Il est important
de connaître tous les paramètres d’ordre possibles, pour les tester séparément.

On notera OSC
α et ODW

α les différents paramètres d’ordre, α étant un indice
générique ici. Pour les excitations supraconductrices, responsables de la création
de paires d’électrons e´e ou de trous h´h, on écrira conventionnellement OSC

α une
combinaison de termes LR, sachant que les termes L:R: sont générés par O:. Pour
les excitations Onde de Densité, qui décrivent des excitations électron-trou, on écrira
conventionnellement ODW

α une combinaison de termes LR:, sachant que les termes
RL: sont générés par O:. De plus nombreux détails sont donnés dans [21], mais j’ai
modifié certaines notations dans cette thèse.

Hint peut s’écrire à l’aide de combinaisons précises de certains paramètres d’ordre.
Par exemple, avec des paramètres supraconducteurs,

Hint “
ÿ

α

ÿ

k k1 q

gαpq ´ k, k, k1, q ´ k1qOSC:
α p´q, k1qOSC

α pq, kq (3a)

où la somme sur α contient implicitement les composantes K. Avec des paramètres
Onde de Densité, l’écriture est très semblable, à quelques différences près :

Hint “
ÿ

α

ÿ

k k1 q

gαpk1 ´ q, k, k1, k ´ qqODW:
α p´q, k1qODW

α pq, kq . (3b)

(3a) et (3b) correspondent aux diagrammes

q

kf0`q´k

´kf0`k

kf0`q´k1

´kf0`k1

et
q

kf0`k1´q

´kf0`k

kf0`k´q

´kf0`k1

On peut également introduire explicitement un hamiltonien d’excitation, comme
dans [21], mais les calculs reviennent au même.

α Paramètres d’ordre supraconducteurs singulet

¨ Le paramètre d’ordre supraconducteur le plus simple que l’on puisse construire
est le paramètre de symétrie singulet s intra-bande. L’argument q “ 0 signifie
qu’il est intra-bande. Si on utilise la représentation dans l’espace réciproque,
à l’aide d’une série de Fourier, il vient

OSC
s p0q “ 2

ÿ

i

ψi,1Òψi,1Ó ` ψi,2Òψi,2Ó

“
ż

L

adp

2π

´
Lp,0ÒR´p,0Ó ` Lp,πÒR´p,πÓ ` R´p,0ÒLp,0Ó ` R´p,πÒLp,πÓ

¯

où
ş
L

signifie, selon les cas,
şkf0

kf0´π
a

ou
şkfπ
kfπ´π

a

(l’intégrale sur la partie R découle

de la condition q “ 0). Ce paramètre d’ordre correspond au couplage tripode
zSC
s et à la susceptibilité χSC

s .
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Chapitre B. Renormalisation fonctionnelle pour une échelle fermionique

¨ Le paramètre de symétrie singulet s interbandes correspond à une excitation
de vecteur d’onde q “ ˘∆kf , c’est à dire à deux dimensions Q “ pq, π

b
q.

Pour l’obtenir, il faut multiplier par un facteur de phase eipjπ˘∆kf iaq, où a

est le paramètre de maille ‖, et ˘ donne deux couplages similaires. Pour se
convaincre de la justesse de cette phase, il faut utiliser la représentation dans
l’espace réciproque. Il vient finalement

OSC
s pπ˘q “ ´2i

ÿ

i

e¯i∆kf iapψi,1Òψi,1Ó ´ ψi,2Òψi,2Óq

“ ´i

ż

L

adp

2π

´
Lp,0ÒR∆kf p1˘1q´p,πÓ ` Lp,πÒR∆kf p´1˘1q´p,0Ó

`R∆kf p´1˘1q´p,0ÒLp,πÓ ` R∆kf p1˘1q´p,πÒLp,0Ó

¯
.

Le facteur e´iQKjb assure que ce paramètre est antisymétrique par parité,
ce qui permet de le distinguer du terme intra-bande. Ce paramètre d’ordre
correspond aux couplages tripodes zSC

s˘ et aux susceptibilités χSC
s˘.¨ On peut introduire des paramètres de symétrie singulet s dits étendus, en

multipliant l’intégrande de
ş
L

dans la représentation réciproque par un facteur
cospmpaq, avec m P N. Comme il y en a un nombre infini, je ne peux tous les
écrire, mais il est raisonnable de se limiter à m “ 1. Par exemple, le paramètre
singulet s étendu intra-bande (q “ 0) s’écrit :

OSC
s

étendu

p0q “
ÿ

i“1..N
j“1,2

pψijÒψi`1,jÓ ` ψijÒψi´1,jÓq

“
ż

L

adp

2π
cospapq

´
Lp,0ÒR´p,0Ó ` Lp,πÒR´p,πÓ ` R´p,0ÒLp,0Ó ` R´p,πÒLp,πÓ

¯
.

¨ Le paramètre de symétrie singulet d intra-bande, avec q “ 0, s’écrit :

OSC
d p0q “ 2

ÿ

i

ψi,1Òψi,2Ó ` ψi,2Òψi,1Ó

“
ż

L

adp

2π

´
Lp,0ÒR´p,0Ó ´ Lp,πÒR´p,πÓ ` R´p,0ÒLp,0Ó ´ R´p,πÒLp,πÓ

¯
;

ce paramètre est impair selon la symétrie dx2´y2 (c’est à dire C̃, cf. l’étude des
symétries).¨ On trouve deux paramètres de symétrie singulet g interbandes, d’excitation
q “ π{b, qui s’écrivent :

OSC
g pπ˘q “ ´2i

ÿ

i

e¯i∆kf iapψi,1Òψi`1,2Ó ´ ψi,2Òψi`1,1Óq

“ ´ e˘i

∆kfa

2

ż

L

adp

2π
sinpapp ´ kf0 ¯ ∆kf

2
qq ˆ

pLp´∆kf ,πÒR˘∆kf´p,0Ó ` R˘∆kf´p,0ÒLp´∆kf ,πÓ ´ Lp,0ÒR∆kf p1˘1q´p,πÓ ´ R∆kf p1˘1q´p,πÒLp,0Óq ;

ces paramètres d’ordre sont impairs pour les symétries dxy (c’est à dire px et pyq
et dx2´y2 ; attention que sous l’action de dx2´y2 le facteur sin(app´ kf0 ` ∆kf

2
q)

devient sin(ap´p ´ kf0 ` ∆kf
2

q), mais tout concorde finalement.
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1. Groupe de renormalisation

En résumé, les paires supraconductrices correspondant aux excitations s, d et g sont
représentées sur la figure suivante :

✻❄❛❛
(a)

✻ ❄❛ ❛

(b)

✻
❄✘✘✘❛ ❛

(c)

Figure 1 – Paires supraconductrices de symétrie s (a), d (b) and g (c).

β Paramètres d’ordre supraconducteurs triplet¨ Le paramètre de symétrie triplet px intra-bande, avec q “ 0, s’écrit :

OSC
px

p0q “ ´
ÿ

i σ

2σpψi,1σψi`1,1σ ` ψi,2σψi`1,2σq

“ i

ż

L

adp

π

ÿ

σ

σpLp,0σR´p,0σ ` Lp´∆kf ,πσR∆kf´p,πσq sinpapp ´ kf0qq ;

ce paramètre est invariant par la symétrie px.¨ Les paramètres de symétrie triplet px interbandes, d’excitation q “ π{b,
s’écrivent :

OSC
px

pπ˘q “ i

ÿ

i σ

e¯i∆kf ia2σpψi,1σψi`1,1σ ´ ψi,2σψi`1,2σqτασσ

“ e˘i

∆kfa

2

ż

L

adp

π

ÿ

σ

σpLp,0σR∆kf p1˘1q´p,πσ ` Lp´∆kf ,πσR˘∆kf´p,0σq ˆ

sinpapp ´ kf0 ¯ ∆kf

2
qq ;

ces paramètres sont invariants par parité P à cause du facteur e´iQKjb.¨ Tous les paramètres de symétrie px (intra-bande ou interbandes) sont intra-
chaîne, a contrario des autres paramètres supraconducteurs.¨ Le paramètre de symétrie triplet fx intra-bande, avec q “ 0, s’écrit :

OSC
fx

p0q “ ´
ÿ

i σ

σpψi,1σψi`1,2σ ` ψi,2σψi`1,1σq

“ ´i

ż

L

adp

π

ÿ

σ

σpLp´∆kf ,πσR∆kf´p,πσ ´ Lp,0σR´p,0σq sinpapp ´ kf0qq ;

ce paramètre est invariant par rapport à la symétrie dx2´y2 , avec la modifica-
tion du facteur sinus, comme pour le cas singulet g.¨ Les paramètres de symétrie triplet fy interbandes, d’excitation q “ π{b,
s’écrivent :

OSC
fy

pπ˘q “
ÿ

i σ

e¯i∆kf iaσpψi,1σψi,2σ ´ ψi,2σψi,1σq

“ ´
ż

L

adp

π

ÿ

σ

σpLp,0σR∆kf p1˘1q´p,πσ ´ Lp,πσR∆kf p´1˘1q´p,0σq ;
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ces paramètres d’ordre sont impairs pour la symétrie py. Le facteur exponentiel
n’y est ici pour rien.

En résumé, les paires supraconductrices correspondant aux excitations px, fx et fy
sont représentées sur la figure suivante :

✻
✻❛❛

(a)

✻
✻✘✘✘❛ ❛

(b)

✻ ✻❛ ❛
(c)

Figure 2 – Paires supraconductrices de symétrie px (a), fx (b) and fy (c).

γ Paramètres d’ordre Onde de Densité sur site
On peut distinguer, selon la classification expliquée dans [99], des paramètres

Onde de Densité sur site et sur lien. Les premiers s’écrivent
ř

σσ1 xψ:
Q,σψQ,σ1yτασσ1 ,

pour les paramètres intra-chaîne et
ř

σσ1xψ:
Q,σψQ`G,σ1yτασσ1 pour les paramètres in-

terchaînes. La matrice τ vaut τC “ I pour une Onde de Densité de Charge, τSx “ σx,
τSy “ σy et τSz “ σz (les matrices de Pauli) pour les Ondes de Densité de Spin.
G “ n1K, avec n P Z et 1K “ p0, 1q. On ne représente ces paramètres que dans
l’espace réciproque.

Leurs vecteurs d’onde s’écrivent, à deux dimension,Q “ p´2kf0, 0q,Q “ p´2kfπ, 0q
et Q “ p´kf0 ´ kfπ,

π
b
q “ p´2kf ,

π
b
q.

On écrit les deux composantes du vecteur Q en argument et on trouve pour les
paramètres intra-bande intra-chaîne :

ODW
site p´2kf0, 0q “

ż

L

adp

2π

ÿ

σσ1

´
R:

p,0σLp,0σ1 ` R:
p`∆kf ,πσ

Lp´∆kf ,πσ
1

¯
τασσ1

ODW
site p´2kfπ, 0q “

ż

L

adp

2π

ÿ

σσ1

´
R:

p´∆kf ,0σ
Lp`∆kf ,0σ

1 ` R:
p,πσLp,πσ1

¯
τασσ1

et pour les paramètres interbandes intra-chaîne :

ODW
site p´2kf ,

π

b
q “ i

ż

L

adp

2π

ÿ

σσ1

´
R

:
p,0σLp,πσ1 ` R:

p,πσLp,0σ1

¯
τασσ1 .

δ Paramètres d’ordre Onde de Densité sur lien

Les paramètres Onde de Densité sur lien s’écrivent
ř

σσ1xψ:
Q,σψQ`1},σ

1yτασσ1 pour

les paramètres intra-chaîne et
ř

σσ1 xψ:
Q,σψQ`G,σ1yτασσ1 pour les paramètres inter-

chaînes. G “ 1} ` n1K avec n P Z et 1} “ p1, 0q Les définitions de τ et 1K sont
inchangées, G “ 1} ` n1K avec n P Z et 1K “ p0, 1q. On ne représentera ces pa-
ramètres que dans l’espace réciproque. On écrit encore les deux composantes du
vecteur Q en argument. On trouve pour les paramètres intra-bande intra-chaîne :

ODW
lien p´2kf0, 0q “ i

ż

L

adp

2π
sinpapq e´ikf0a

ÿ

σσ1

´
R

:
p,0σLp,0σ1 ` R

:
p`∆kf ,πσ

Lp´∆kf ,πσ1

¯
τασσ1
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ODW
lien p´2kfπ, 0q “ i

ż

L

adp

2π
sinpapq e´ikfπa

ÿ

σσ1

´
R

:
p´∆kf ,0σ

Lp`∆kf ,0σ
1 ` R:

p,πσLp,πσ1

¯
τασσ1

et pour les paramètres interbandes intra-chaîne :

ODW
bondp´2kf ,

π

b
q “ ´

ż

L

adp

2π
eiakf sinpapp ´ ∆kf

2
qqpR:

p,πσLp,0σ1 ` R
:
p`∆kf ,0σ

Lp`∆kf ,πσ
1q.

e Schéma de renormalisation

α Couplages
J’ai adopté les notations de Fabrizio, en les étendant de façon naturelle. Tous

les couplages à deux particules ont un indice 1 (diffusion arrière) ou 2 (diffusion
avant) implicite. g0 correspond aux interactions intra-bande de la bande 0, gπ aux
interactions intra-bande de la bande π. Les autres couplages correspondent à des
interactions interbandes. Dans les équations de renormalisation, on aura besoin
de définir des couplages g adimensionnés, qui sont définis par g̃ “ ga{pπvf q. Ils
correspondent aux schémas suivants :

❅
❅�
�❘
❘

✒
✒

kf0`k1

´kf0`k2

´kf0`k1
2

kf0`k1
1

g0 :

❅
❅�
�❘
❘

✒
✒

kf0`k1

´kfπ`k2

´kfπ`k1
2

kf0`k1
1

gf0 :

❅
❅�
�❘
❘

✒
✒

kf0`k1

´kf0`k2

´kfπ`k1
2

kfπ`k1
1

gt0 :

❅
❅�
�❘
❘

✒
✒

kf0`k1

´kfπ`k2

´kf0`k1
2

kfπ`k1
1

gb0 :

❅
❅�
�❘
❘

✒
✒

kfπ`k1

´kfπ`k2

´kfπ`k1
2

kfπ`k1
1

gπ :

❅
❅�
�❘
❘

✒
✒

kfπ`k1

´kf0`k2

´kf0`k1
2

kfπ`k1
1

gfπ :

❅
❅�
�❘
❘

✒
✒

kfπ`k1

´kfπ`k2

´kf0`k1
2

kf0`k1
1

gtπ :

❅
❅�
�❘
❘

✒
✒

kfπ`k1

´kf0`k2

´kfπ`k1
2

kf0`k1
1

gbπ :

Figure 3 – Définitions des couplages g.

Visualisons ces interactions sur les bandes de dispersions à une dimension :

πfk
f0k πfk

f0kf0−k πfk
f0kf0−k πfk

f0kf0−k

πfk
f0kf0−k πfk

f0kf0−k πfk
f0kf0−k πfk

f0kf0−k

Figure 4 – Représentation des interactions à une dimension, dans l’ordre g01, g02,
gf01, gf02, gt01, gt02, gb01 et gb02.
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et à deux dimensions :

f0k

πfk

f0k

πfk

f0k

πfk

f0k

πfk

f0k

πfk

f0k

πfk

f0k

πfk

f0k

πfk

Figure 5 – Comme la figure 4 mais sur la surface de Fermi bidimensionnelle.

Intéressons-nous maintenant aux couplages tripodes z. On distinguera les cou-
plages zSC pour le calcul des paramètres d’ordre supraconducteurs (singulet ou
triplet) et zDW pour celui des paramètres d’ordre Onde de Densité de Spin ou de
Charge. Plus précisément, zSC

0 et sSC
π correspondent à des paires intra-bande, tan-

dis que zSC
` et sSC

´ correspondent à des paires interbandes. On représente ici les
couplages supraconducteurs zSC

0 ,zSC
π , zSC

` et zSC
´ sans distinguer leur symétrie :

zSC
0 :

q
kf0`k2

´kf0`k1

zSC
π :

q
kfπ`k2

´kf0`k1

zSC
` :

q`∆kf
kfπ`k2

´kf0`k1

zSC
´ :

q´∆kf
kf0`k2

´kfπ`k1

Figure 6 – Couplages tripodes supraconducteurs.
et ici les couplages Ondes de densité zDW

0 ,zDW
π , zDW

` et zDW
´ :

zDW
0 :

q´2kf0

kf0`k2

´kf0`k1

zDW
π :

q´2kfπ
kfπ`k2

´kf0`k1

zDW
` :

q´2kf
kfπ`k2

´kf0`k1

zDW
´ :

q´2kf
kf0`k2

´kfπ`k1

Figure 7 – Couplages tripodes Ondes de Densité.
Enfin, on peut définir les diagrammes des susceptibilités, qui correspondant sim-

plement à une excitation. On définit trois susceptibilités supraconductrices χSC
0 , χSC

π`

et χSC
π´, la première correspond à une excitation d’une paire intra-bande, les deux

autres à des paires interbandes. On ne distingue pas leur symétrie exacte :

χSC
0 :

q

χSC
π` :

q`∆kf
χSC
π´ :

q´∆kf

Figure 8 – Susceptibilités supraconductrices.
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et on définit trois susceptibilités Onde de Densité χDW
00 , χDW

0π et χDW
π , les deux

premières correspondent à des modes intra-bande, la dernière à un mode inter-
bandes :

χDW
0 :

q´2kf0

χDW
π` :

q´2kfπ

χDW
π´ :

q´2kf

Figure 9 – Susceptibilités Onde de Densité.

β Développement perturbatif des graphes

Je ne m’intéresse pour l’instant qu’au développement des diagrammes d’interac-
tion à deux particules, noté Γp4q. On peut le présenter sous forme diagrammatique.
On utilisera une représentation élémentaire des diagrammes de Feynman, où les
couplages d’interaction (à deux particules ou entre une particule et une excitation)
sont représentés par un point. On appellera branche les lignes qui relient deux points
et correspondent à une intégrale. On appellera branche extérieure les lignes ouvertes
qui partent d’un point et indiquent la valeur des moments des particules (c’est à
dire les moments non intégrés). Commençons par un développement formel, que
l’on particularisera plus loin en fonction des couplages :

❅
❅�
�❘
❘

✒
✒t

P1

P2

P 1
2

P 1
1

“ ❅
❅�
�❘
❘

✒
✒

P1

P2

P 1
2

P 1
1

` ❯✲
✕

✕
✲❯

P 1
1KP1

P 1
2P1`P2´K

P2

`

❥

✻
✙

✯

❄

❨

P1

K

P 1
1

P 1
2

P1´P2`K

P2

`

❥

✻
✙

✯

❄

❨

P1

K

P 1
2

P 1
1

P1´P2`K

P2

Dans le terme de gauche est représenté un diagramme renormalisé. Il est égal au
développement de droite, qu’on classe provisoirement en fonction du nombre de
boucles. Le premier terme est le diagramme nu, sans boucle, le second le canal de
Cooper, le troisième celui de Peierls. Le dernier canal est celui de Landau, mais
on le négligera dorénavant car il ne donne aucune contribution divergente dans ce
genre de développement, tandis que les autres divergent de façon logarithmique.
On néglige les diagrammes à deux boucles ici, car ils correspondent à des ordres de
perturbation plus grands (j’y reviendrai plus loin).

On notera P1, P2 les impulsions des électrons arrivants et P 1
1, P

1
2 celles des

électrons sortants. Le diagramme de Cooper s’interprète comme une interaction
électron-électron, celui de Peierls s’interprète comme une interaction électron-trou,
l’impulsion du trou entrant étant donc P 1

1 et celle du trou sortant P2.

Pour g0, je note les pattes extérieurs P1 “ kf0 ` l, P2 “ ´kf0 ` c, P 1
1 “ kf0 ` c`

l ` p et P 1
2 “ ´kf0 ´ p. La conservation de la quantité de mouvement est incluse

implicitement. Comme il y a deux bandes, il y a deux canaux de Cooper et deux
canaux de Peierls et le développement diagrammatique devient :
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❅
❅�
�❘
❘

✒
✒t

kf0`l

´kf0`c

´kf0´p

kf0`c`l`p

“ ❅
❅�
�❘
❘

✒
✒

kf0`l

´kf0`c

´kf0´p

kf0`c`l`p

` ❯✲
✕

✕
✲❯

kf0`c`l`p
kf0`d

kf0`l

´kf0´p´kf0`c´d
´kf0`c

` ❯✲
✕

✕
✲❯

kf0`c`l`p
kfπ`d

kf0`l

´kf0´p´kfπ`c´d
´kf0`c

`

❥

✻
✙

✯

❄

❨

kf0`l

kf0`d

kf0`c`l`p

´kf0´p

´kf0´l´p`d

´kf0`c

`

❥

✻
✙

✯

❄

❨

kf0`l

kfπ`d

kf0`c`l`p

´kf0´p

´kfπ´l´p`d

´kf0`c

où d est la différence k ´ kf0 ou k ´ kfπ selon les cas, k étant l’impulsion dans une
des branches internes des diagrammes de Cooper ou de Peierls.

Le développement diagrammatique des couplages tripodes est analogue. Pour le
couplage zSC

0 supraconducteur, on note les pattes extérieures ´kf0 `d et kf0 ` c´d.
Il se produit une excitation d’impulsion c et on obtient finalement :

c
kf0`c´d

´kf0`d

“
c

kf0´d1`c

´kf0`d1

´kf0`d

kf0`c´d

`
c

kfπ´d1`c

´kfπ`d1

´kf0`d

kf0`c´d

Figure 10 – Développement de zSC
0 .

Pour le couplage zSC
0 Onde de Densité, on note les pattes extérieures ´kf0 ` d

et kf0 ` p ´ d. Il se produit une excitation d’impulsion p et on obtient :

p´2kf0

kf0`d´p

´kf0`d

“
p´2kf0

kf0`d1

´kf0`d1`p

´kf0`d

kf0`d´p

`
p´2kf0

kfπ`d1

´kfπ`d1`p

´kf0`d

kf0`d´p

Figure 11 – Développement de zDW
0 .

Le développement diagrammatique des susceptibilités est analogue. On note q
l’impulsion de l’excitation. Pour χSC

0 supraconducteur, on obtient finalement :

q

“
q q

kf0´d`q

´kf0`d

`
q q

kfπ´d`q

´kfπ`d

Figure 12 – Développement de χSC
0 .
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et pour χDW
π Onde de Densité :

q´kf0´kfπ

“
q´kf0´kfπ q´kf0´kfπ

kfπ`d´q

´kf0`d

`
q´kf0´kfπ q´kf0´kfπ

kfπ`d´q

´kf0`d

Figure 13 – Développement de χDW
π .

γ Coupure ultra-violette ou infrarouge

La coupure Λ qui limite le domaine d’intégration est interprétée, dans les sché-
mas que l’on va maintenant détailler, comme une coupure infrarouge. En effet,
l’action effective est celle qui reste après avoir intégré tous les degrés de liberté non
pertinents, à savoir ici les impulsions de norme ď Λ. Les termes qui restent dans
l’action effective dépendent a fortiori des impulsions k ą Λ. Notons φ

ă
la projection

d’un état dans le domaine où |k| ă Λ (on le représente dans l’espace réciproque),
défini pas φ

ă
pkq “ p1 ´ Θp|k| ´ Λqqφpkq, avec Θ la fonction de Heaviside, Θpxq “ 1

si x ě 0 et Θpxq “ 0 sinon ; et φ
ą

la projection d’un état dans le domaine |k| ě Λ

(c’est φ
ą

pkq “ Θp|k| ´ Λqφpkq), on a

Z “
ż
dφ e´Srφs “

ż
dφ

ă

ż
dφ

ą
e´Srφs “

ż
dφ

ă
e´Scină

@
e´Sint

D
ą

.

L’intégration des φ
ą

dans Scin donne une constante, qui a été omise, et dans Sint

s’interprète comme une valeur moyenne. Le développement de l’exponentielle s’écrit,
au deuxième ordre,

@
e´Sint

D
ą

“ e
´xSinty

ą
´ 1

2
pxS2

int
y

ą
´xSinty2

ą
q

et donne des termes contenant deux, quatre, six ou huit opérateurs de création
(R: ou L:) ou d’annihilation (R ou L). On apparie les opérateurs élémentaires, en
respectant bien l’ordre chronologique. Chaque paire correspond aux différents pro-
pagateurs que l’on retrouve dans le développement diagrammatique (incluant des
termes à deux boucles si on veut trouver des termes à 6 ou 8 opérateurs élémen-
taires). Ces opérateurs élémentaires sont fermioniques et anticommutent tous, ce
qui permet de déterminer de façon sûre le signe de chaque diagramme.

L’interprétation de la coupure Λ découle de ce qu’on la choisit comme paramètre
de renormalisation, c’est à dire comme le paramètre qui évolue pendant le flot. À
l’inverse, dans les équations de Wilson, la coupure est fixe et indépendante du
paramètre de flot ℓ. Dans les équations développées par Wetterich, on pose au
contraire

Λ “ Λo e´ℓ . (4)

δ Calcul des diagrammes

Pour traduire le développement de Feynman analytiquement, on utilise ici les
fonctions de Green définies à température nulle. Dans les diagrammes nus appa-
raissent les fonctions de Green [12] d’une particule libre pω ´ εpkq ˘ iηq´1 avec
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η Ñ 0` et ˘ “ ` si la particule va vers la droite (R), ˘ “ ´ si elle va vers la
gauche (L).

A priori, on intègre sur la valeur de k (noté d dans la section précédente) ; la
traduction formelle du précédent développement en diagramme de Feynman de g0

s’écrit :

g0 effpc, l, pq “ g0pc, l, pq ` lim
ηÑ0`

" ż Λ

´Λ

dk dω
g0pk, l, pqg0pc´ k, l, pq

pω ´ vfk ¯ iηqpω ´ vf pc´ kq ˘ iηq

`
ż Λ

´Λ

dkdω
gπpk, l, pqgπpc´ k, l, pq

pω ´ vfk ¯ iηqpω ´ vf pc´ kq ˘ iηq `
ż Λ

´Λ

dk dω
g0pc, l, kqg0pc, l, k ´ pq

pω ´ vfk ¯ iηqpω ´ vf pk ´ pq ˘ iηq

`
ż Λ

´Λ

dkdω
gπpc, l, kqgπpc, l, k ´ pq

pω ´ vfk ¯ iηqpω ´ vf pk ´ pq ˘ ηq

*
(5)

où on a convenu, dès à présent, que la coupure Λ est relative au niveau de Fermi kf0

ou kfπ selon les cas, qui correspondent à ˘ “ ´¯ “ ` ou ´. Étudions la première
intégrale. On écrit

lim
ηÑ0`

ż
dω

1

pω ´ vfk ¯ iηqpω ´ vfpc´ kq ˘ iηq “ lim
ηÑ0`

iπ

vf p2k ´ cq ˘ η
. (6)

Si on néglige (provisoirement) la dépendance en k des couplages, cette intégrale
donne un facteur divergent

lim
ηÑ0`

ż Λ

´Λ

dk
1π

vfp2k ´ cq ˘ iη
“ 1

2vf
log

ˇ̌
ˇ̌1 ´ c{p2Λq
1 ` c{p2Λq

ˇ̌
ˇ̌ „

Λ"c

c

2vfΛ
.

Toutes ces intégrales donnent des contributions similaires en logpΛ{cq ou logpΛ{pq,
qui ne se simplifient pas. Cette divergence ultra-violette nécessite une procédure de
renormalisation J’ai suivi les schémas de Wick ou à une-particule-irréductible. Les
intégrales

ş
dk portent sur un intervalle infinitésimal et deviennent triviales.

Pour gπ, on procède de même, et on obtient un résultat similaire (et même iden-
tique, cf. l’étude des symétries). Pour g0t et les autres, la démarche est similaire, à
condition de modifier les couplages qui apparaissent dans les diagrammes de Co-
oper et de Peierls. Une étude exhaustive en sera faite dans les sections suivantes, y
compris pour les couplages gb qui nécessitent une attention particulière.

Pour les couplages tripodes et les susceptibilités, il n’y a pas de novation non
plus, et on donnera directement les équations de renormalisation.

ǫ Calcul à température non nulle

À part une subtilité lors de la renormalisation de la surface de Fermi, le forma-
lisme à température T non nulle donne les mêmes résultats, quand on fait tendre
T Ñ 0. Le propagateur libre s’écrit piω ´ εpkqq´1, où on somme les fréquences de
Matsubara ωn “ πT p2n` 1q, pour n P Z. On trouve

ÿ

nPZ

1

piωn ´ vfkqp´iωn ´ vfpc´ kqq “ 1

vfpk ´ pc ´ kqq
ÿ

nPZ

ˆ
1

iωn ´ vfk
` 1

´iωn ´ vf pc´ kq

˙

“ 1

vf p2k ´ cq

ˆ
β

1 ` eβvfk
` β

1 ` eβvf pc´kq

˙
„

TÑ0

1

vf p2k ´ cqpΘpb´ kq ´ Θpkqq. (7)
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On réalise qu’on a oublié un facteur 1{pπT q dans le calcul à température nulle. La
suite est équivalente et se devinent ici les discussions laborieuses quand on croise
les fonctions Θ de ce calcul avec les Θp|k| ´Λq (schéma à une particule irréductible)
ou ΘpΛ ´ |k|q (schéma de l’ordre de Wick) dans les calculs de renormalisation.

ζ Schéma de l’ordre de Wick

On se place dans le formalisme de Wetterich. Salmhofer a développé un schéma
de renormalisation, dit de l’ordre de Wick, avec un choix explicite de coupure.
Le propagateur est multiplié par une fonction Θpεpkq ´ vfΛq ou par un équivalent
analytique dépendant d’un paramètre réel, qui redonne la marche discontinue quand
ce paramètre atteint une limite prédéfinie.

L’idée est d’éliminer les paramètres k tels que Λ´δΛ ă |k| ď Λ, pour obtenir une
action effective de plus basse énergie. Sans entrer dans le détail des calculs [15], on
retrouve les équations qui en découlent à partir de (5). On intègre les impulsions sous
la coupure infrarouge Λ, à partir d’une coupure initiale Λo. Toutefois, on choisit sur
chaque diagramme une branche, que l’on n’intègre que sur une longueur (de l’espace
réciproque) δΛ. On ne choisit pas cette branche de façon arbitraire, mais on choisit
successivement toutes les branches possibles en sommant les différents diagrammes
(il ne s’agit pas d’un choix conventionnel, c’est le résultat de la différentiation du
développement diagrammatique). Souvent, les contributions sont égales, et on doit
juste prendre en compte une multiplicité ; par exemple, pour les canaux de Cooper
et Peierls, on obtient un facteur 2.

À une dimension, les domaines sur lesquels on intègre sont représentés sur la
figure suivante :

πfk
f0−k

f0k
πfk

f0−k
f0k

Figure 14 – Sur la figure de gauche, les bandes larges forment le domaine d’inté-
gration selon le schéma de Wick. Sur la figure de droite est précisé le petit domaine
de taille δΛ sur lequel une des branches est intégrée.

À deux dimensions, pour un système de chaînes couplées, les domaines sont
représentés sur la figure suivante :
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f0k

πfk

f0k

πfk

Figure 15 – Comme la figure précédente, à deux dimensions avec des hachures.

Grâce au δΛ, on a défini une transformation de renormalisation infinitésimale,
qu’on itère en diminuant Λ selon la formule (4). On intègre sur une branche de
Λ ´ δΛ à Λ de sorte que l’itération de la transformation élémentaire de ℓ “ 0 à
ℓ “ 8 correspond à une intégrale de Λ “ 0 à Λo.

Dans le formalisme exact de Salmhofer, on vérifie qu’il ne faut pas imposer
d’autres conditions que |k| ď Λ, sur les autres branches à intégrer. Pour les dia-
grammes à une boucle, l’impulsion sur l’autre branche est imposée par la conser-
vation de la quantité de mouvement et il n’y a aucun degré de liberté à intégrer.
Par contre, on retrouve un tel degré de liberté à intégrer sur les diagrammes à deux
boucles.

Examinons plus en détail la première boucle de Cooper. On peut choisir k “ ˘Λ

et il faut s’assurer que ´Λ ă c´ k ă Λ. Si on choisit k “ Λ, il vient 0 ă c ă 2Λ et
alors le préfacteur dans (6) ou (7) s’écrit 1{p2Λ ´ cq. Si on choisit k “ ´Λ, il vient
´2Λ ă c ă 0 et le préfacteur devient 1{p´2Λ ´ cq. En définitive, avec les signes
corrects, qui se compensent après un calcul fastidieux, on obtient un préfacteur
1{p2Λ ´ |c|q. Il peut devenir divergent mais cela arrive pour des valeurs de c “ ˘2Λ

qui ne contribuent pas du tout au flot de renormalisation, de sorte que tout se passe
bien.

Afin de faire ces calculs pour les autres termes et tous les couplages, il est
nécessaire de définir plus proprement les variables pc, l, pq. On note toujours k “
P‖ ´ kf0 si une particule est dans la bande 0, k “ P‖ ´ kfπ si elle est dans la bande
π. Alors, pour les couplages g, on pose c “ k1 ` k2, l “ k1 ´ k1

1 et p “ k1 ´ k1
2.

Pour tous les couplages à l’exception de gb0 et gbπ, on a également c “ k1
1 ` k1

2,
l “ k1

2 ´ k2 et p “ k1
1 ´ k2. On trouve c “ k1

1 ` k1
2 ¯ 2∆kf , l “ k1

2 ´ k2 ¯ 2∆kf et
p “ k1

1 ´ k2 ¯ 2∆kf avec ¯ “ ´ pour le couplage gb0 et ˘ “ ` pour le couplage gbπ.
L’apparition du terme ∆kf sera expliquée plus loin. Pour les couplages z, on pose
c “ k1`k2 et p “ k1´k2. Dans ces couplages, on note k1 plus simplement k (de sorte
que le k des pattes intérieures s’écrit ici k1). Pour les susceptibilités, il n’y a qu’une
seule variable, q l’impulsion transmise par l’excitation. L’équation (5) devient une
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équation différentielle, similaire à une équation du groupe de renormalisation :

dg0

dℓ
pc, l, pq “

Λ
8Λ`ǫ4|c|

´ ř
˘

g0pc,˘pΛ`
|c|
2

q` l`p
2

,¯pΛ`
|c|
2

q` l`p
2

qg0pc,¯pΛ`
|c|
2

q` l´p
2

,¯pΛ`
|c|
2

q´ l´p
2

q

` ř
˘

gt0pc,˘pΛ` |c|
2

q` l`p
2

,¯pΛ` |c|
2

q` l`p
2

qgtπpc,¯pΛ` |c|
2

q` l´p
2

,¯pΛ` |c|
2

q´ l´p
2

q
¯

´ Λ
8Λ`ǫ4|p|

´ ř
˘

g0p¯pΛ` |p|
2

q` c`l
2

,˘pΛ` |p|
2

q` c`l
2

,pqg0p¯pΛ` |p|
2

q` c´l
2

,¯pΛ` |p|
2

q´ c´l
2

,pq
¯

´ Λ
8Λ`ǫ4|p`2∆kf |

´ ř
˘

gb0p¯pΛ`
|p`2∆kf |

2
q` c`l

2
´∆kf ,˘pΛ`

|p`2∆kf |

2
q` c`l

2
´∆kf ,pq

gbπp¯pΛ`
|p`2∆kf |

2
q` c´l

2
`∆kf ,¯pΛ`

|p`2∆kf |

2
q´ c´l

2
`∆kf ,p`2∆kfq

¯

(8a)

où ǫ “ ´1 partout, y compris dans toutes les équations de renormalisation suivantes.
Pour les autres couplages, on obtient :

dgf0

dℓ
pc, l, pq “

Λ
8Λ`ǫ4|c|

´ ř
˘

gf0pc,˘pΛ` |c|
2

q` l`p
2

,¯pΛ` |c|
2

q` l`p
2

qgf0pc,¯pΛ` |c|
2

q` l´p
2

,¯pΛ` |c|
2

q´ l´p
2

q
¯

` Λ
8Λ`ǫ4|c`2∆kf |

´ ř
˘

gb0pc,˘pΛ`
|c`2∆kf |

2
q` l`p

2
´∆kf ,¯pcΛ`

|c`2∆kf |

2
q` l`p

2
´∆kfq

gbπpc`2∆kf ,¯pΛ`
|c`2∆kf |

2
q` l´p

2
`∆kf ,¯pΛ`

|c`2∆kf |

2
q´ l´p

2
`∆kfq

¯

´ Λ
8Λ`ǫ4|p|

´ ř
˘

gf0p¯pΛ`
|p|
2

q` c`l
2

,˘pΛ`
|p|
2

q` c`l
2

,pqgf0p¯pΛ`
|p|
2

q` c´l
2

,¯pΛ`
|p|
2

q´ c´l
2

,pq

` ř
˘

gt0p¯pΛ` |p|
2

q` c`l
2

,˘pΛ` |p|
2

q` c`l
2

,pqgtπp¯pΛ` |p|
2

q` c´l
2

,¯pΛ` |p|
2

q´ c´l
2

,pq
¯

(8b)

dgt0

dℓ
pc, l, pq “

Λ
8Λ`ǫ4|c|

´ ř
˘

g0pc,˘pΛ` |c|
2

q` l`p
2

,¯pΛ` |c|
2

q` l`p
2

qgt0pc,¯pΛ` |c|
2

q` l´p
2

,¯pΛ` |c|
2

q´ l´p
2

q

` ř
˘

gt0pc,˘pΛ`
|c|
2

q` l`p
2

,¯pΛ`
|c|
2

q` l`p
2

qgπpc,¯pΛ`
|c|
2

q` l´p
2

,¯pΛ`
|c|
2

q´ l´p
2

q
¯

´ Λ
8Λ`ǫ4|p|

´ ř
˘

gt0p¯pΛ` |p|
2

q` c`l
2

,˘pΛ` |p|
2

q` c`l
2

,pqgfπp¯pΛ` |p|
2

q` c´l
2

,¯pΛ` |p|
2

q´ c´l
2

,pq

` ř
˘

gf0p¯pΛ` |p|
2

q` c`l
2

,˘pΛ` |p|
2

q` c`l
2

,pqgt0p¯pΛ` |p|
2

q` c´l
2

,¯pΛ` |p|
2

q´ c´l
2

,pq
¯

(8c)

dgb0

dℓ
pc, l, pq “

Λ
8Λ`ǫ4|c|

´ ř
˘

gf0pc,˘pΛ` |c|
2

q` l`p
2

`∆kf ,¯pΛ` |c|
2

q` l`p
2

`∆kfqgb0pc,¯pΛ` |c|
2

q` l´p
2

´∆kf ,¯pΛ` |c|
2

q´ l´p
2

´∆kfq
¯

` Λ
8Λ`ǫ4|c`2∆kf |

´ ř
˘

gb0pc,˘pΛ`
|c`2∆kf |

2
q` l`p

2
,¯pΛ`

|c`2∆kf |

2
q` l`p

2
q

gfπpc`2∆kf ,¯pΛ`
|c`2∆kf |

2
q l´p

2
,¯pΛ`

|c`2∆kf |

2
q´ l´p

2
q
¯

´ Λ
8Λ`ǫ4|p|

´ ř
˘

g0p¯pΛ` |p|
2

q` c`l
2

`∆kf ,˘pΛ` |p|
2

q` c`l
2

`∆kf ,pqgb0p¯pΛ` |p|
2

q` c´l
2

´∆kf ,¯pΛ` |p|
2

q´ c´l
2

´∆kf ,pq
¯

´ Λ
8Λ`ǫ4|p`2∆kf |

´ ř
˘

gb0p¯pΛ`
|p`2∆kf |

2
q` c`l

2
,˘pΛ`

|p`2∆kf |

2
q` c`l

2
,pq

gπp¯pΛ`
|p`2∆kf |

2
q` c´l

2
,¯pΛ`

|p`2∆kf |

2
q´ c´l

2
,p`2∆kfq

¯
.

(8d)
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Les équations pour les couplages π correspondants seront implicitement données,
en appliquant les symétries. Les indices de spin ont été omis et peuvent s’écrire de
façon générique ;

dgα

dℓ
“

ÿ

β,γ

gβ
`
Cβγ
α ` Pβγ

α

˘
gγ (9)

où les matrices C et P représentent les canaux de Cooper et de Peierls, qui valent,
dans la représentation g-ologique [18, 40, 171],

C1 “ ´
ˆ

0 1

1 0

˙
C2 “ ´

ˆ
1 0

0 1

˙
(10a)

P1 “
ˆ

2 ´1

´1 0

˙
P2 “

ˆ
0 0

0 ´1

˙
. (10b)

On peut changer de représentation. Dans [18, 40] sont définies les représenta-
tions supraconductivité singulet/triplet avec un indice α “ s, t, ou Onde de Densité
Charge/Spin avec un indice α “ C, S. Pour passer des représentations g-ologique à
supraconductivité, on écrit

gs “ ´g1 ´ g2

gt “ g1 ´ g2 ;
(11)

pour passer de la représentation g-ologique à Onde de Densité, on écrit

gC “ g2 ´ 2g1

gS “ g2 .
(12)

Les équations de renormalisation des couplages z, avec des variables pk, c, pq, ont
également un indice de spin. Si on écrit les couplages supraconducteurs zSC dans la
représentation singulet/triplet α “ s, t, et les couplages Onde de Densité zDW dans
la représentation Charge/Spin α “ C, S, l’indice de spin s’écrit de façon générique :

dzα

dℓ
“ gαzα . (13)

Dans ce cas, on peut omettre l’indice de spin dans les équations de renormalisation,
qui s’écrivent, toujours avec ǫ “ ´1,

dzSC
0

dℓ
pc, kq “ Λ

4Λ`ǫ2|c|

´ ř
˘

g̃0pc,˘pΛ` |c|
2

q` c
2

´k,¯pΛ` |c|
2

q` c
2

´kqzSC
0 pc,˘pΛ` |c|

2
q` c

2
q

` ř
˘

g̃t0pc,˘pΛ` |c|
2

q` c
2

´k,¯pΛ` |c|
2

q` c
2

´kqzSC
π pc,˘pΛ` |c|

2
q` c

2
q
¯ (14a)

dzSC
`

dℓ
pc, kq “ Λ

4Λ`ǫ2|c|

ř
˘

g̃f0pc,˘pΛ` |c|
2

q` c
2

´k,¯pΛ` |c|
2

q` c
2

´kqzSC
` pc,˘pΛ` |c|

2
q` c

2
q

` Λ
4Λ`ǫ2|c`2∆kf |

ř
˘

g̃b0pc,˘pΛ`
|c`2∆kf |

2
q` c

2
´∆kf´k,¯pΛ`

|c`2∆kf |

2
q` c

2
´∆kf´kq

ˆzSC
´ pc`2∆kf ,˘pΛ`

|c`2∆kf |

2
q` c

2
`∆kfq

(14b)
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dzDW
0

dℓ
pp, kq “ Λ

4Λ`ǫ2|p|

ř
˘

g̃0p˘pΛ` |p|
2

q` p
2

`k,˘pΛ` |p|
2

q´ p
2

´k,pqzDW
0 pp,˘pΛ` |p|

2
q´ p

2
q

` Λ
4Λ`ǫ2|p`2∆kf |

ř
˘

g̃bπp˘pΛ`
|p`2∆kf |

2
q` p

2
`∆kf`k,˘pΛ`

|p`2∆kf |

2
q´ p

2
`∆kf´k,p`2∆kfq

ˆzDW
π pp`2∆kf ,˘pΛ`

|p`2∆kf |

2
q´ p

2
´∆kfq

(14c)

dzDW
`

dℓ
pp, kq “ Λ

4Λ`ǫ2|p|

´ ř
˘

g̃f0p˘pΛ` |p|
2

q` p
2

`k,˘pΛ` |p|
2

q´ p
2

´k,pqzDW
` pp,˘pΛ` |p|

2
q´ p

2
q

` ř
˘

g̃tπp˘pΛ` |p|
2

q` p
2

`k,˘pΛ` |p|
2

q´ p
2

´k,pqzDW
´ pp,˘pΛ` |p|

2
q´ p

2
q
¯
.

(14d)

La dépendance en spin des susceptibilités χ est la même que celle des couplages z.
On l’omet et les équations de renormalisation des susceptibilités s’écrivent (toujours
avec ǫ “ ´1) :

dχSC
0

dℓ
pqq “ ´ Λ

4Λ`ǫ2|q|

ř
˘

´
zSC

0 pq,˘pΛ` |q|
2

q` q
2
q2 ` zSC

π pq,˘pΛ` |q|
2

q` q
2
q2

¯
(15a)

dχSC
`

dℓ
pqq “ ´ Λ

4Λ`ǫ2|q|

ř
˘

zSC
` pq,˘pΛ` |q|

2
q` q

2
q2

´ Λ
4Λ`ǫ2|q`2∆kf |

ř
˘

zSC
´ pq`2∆kf ,˘pΛ`

|q`2∆kf |

2
q` q

2
`∆kfq2

(15b)

dχDW
0

dℓ
pqq “ ´ Λ

4Λ`ǫ2|q|

ř
˘

zDW
0 p´q,˘pΛ` |q|

2
q` q

2
q2

´ Λ
4Λ`ǫ2|q`2∆kf |

ř
˘

´ Λ
4Λ`ǫ2|q´2∆kf |

ř
˘

zDW
π p´q`2∆kf ,˘pΛ`

|q´2∆kf |

2
q` q

2
´∆kfq2

(15c)

dχDW
`

dℓ
pqq “ ´ Λ

4Λ`ǫ2|q|

ř
˘

´
zDW

` p´q,˘pΛ` |q|
2

q` q
2
q2 ` zDW

´ p´q,˘pΛ` |q|
2

q` q
2
q2

¯
. (15d)

η Schéma à une particule irréductible
Le schéma à une particule irréductible à été utilisé sur ces systèmes d’abord par

Zanchi et Schulz [13, 14], puis par Honerkamp [173], Binz [174], Katanin [38], etc.
Il ne découle pas du choix de la coupure mais d’un calcul des diagrammes à une
particule irréductible, c’est à dire des diagrammes de Feynman qui reste connexe
quand on coupe une branche. On définit encore une intégration sur un intervalle
élémentaire rΛ ´ δΛ,Λs de sorte qu’en itérant la transformation élémentaire, on
décrit tout l’intervalle r0,Λos que l’on veut éliminer dans l’action effective.

Cependant, Zanchi et al [14] ont montré que les intégrales, dans les autres
branches, doivent vérifier |k| ą Λ, a contrario du schéma de l’ordre de Wick. Les
propagateurs de Green sont également modifiés. Par exemple, si on examine le pre-
mier terme de Cooper comme on l’a fait pour le schéma de l’ordre de Wick, on
trouve des inégalités inversées, de sorte que le préfacteur dans (6) ou (7) s’écrit en
définitive 1{p2Λ`|c|q et on doit changer ǫ “ ´1 en ǫ “ `1 dans (8a) et les suivantes
pour tous les couplages g.

De même, pour les couplages z, toujours avec les variables pk, c, pq, on obtient
les mêmes équations (14a) et suivantes en changeant ǫ “ ´1 en ǫ “ `1. Enfin, les
équations (15a) et suivantes pour les susceptibilités χ sont modifiées de la même
façon.

65



Chapitre B. Renormalisation fonctionnelle pour une échelle fermionique

f Dépendance fonctionnelle des couplages

Mon premier apport dans ce domaine a été de prendre en compte de façon
rigoureuse la valeur des moments dans les branches extérieures, autrement dit la
dépendance en pc, l, pq. On parle de renormalisation fonctionnelle, mais, d’une part
ce terme est parfois galvaudé, d’autre part, la seule innovation concerne l’introduc-
tion de k‖ : dans [20], kK est déjà pris en compte par l’indice θ “ 0, π des couplages.

α Approximation des couplages constants

Dans la quasi totalité des articles où l’on utilise la technique de renormalisation
fermionique, on néglige la dépendance en pc, l, pq. La plupart des auteurs expliquent
qu’on peut supposer que les couplages g sont constants, bien qu’en réalité, on devrait
plutôt écrire que g « 0 dès qu’on a |c| " Λc, |l| " Λc ou |p| " Λc, avec Λc «
maxpT,∆kfq.

En réalité, les auteurs devraient plus correctement expliquer qu’on ne s’intéres-
se vraiment qu’aux couplages gp0, 0, 0q, autrement dit, en notation traditionnelle,
Gpkf ,´kf , kf ,´kfq, où j’ai omis de préciser la bande sur laquelle on choisit le point
de Fermi. Cependant, certains couplages ne peuvent être définis sur cette surface
et couplent, au contraire, des couplages à différents moments. Ces processus sont
souvent négligeables, ce qui fournit une meilleure justification de l’approximation
utilisée couramment. Il existe cependant des situations où ces couplages ne peuvent
être oubliés, comme je vais l’expliquer maintenant.

β Incohérence pour le couplage gb

Sur les figures 5 et 4, on a représenté des interactions entre particules situées à la
surface de Fermi. Ces interactions existent pourtant quand les impulsions s’écartent
de la surface de Fermi (voir plus loin la figure 18) et on aurait pu les représenter ainsi,
en gardant en mémoire, cependant, que, lorsque les particules sont trop éloignées
de la surface de Fermi, l’interaction décroît fortement et devient négligeable.

Mieux, pour le cas des couplages gb, les figures 5 et 4 sont fausses. Par exemple,

la figure
πfk

f0kf0−k

viole la conservation de la quantité de mouvement.
Pour retrouver cette loi de conservation, il faut décaler les impulsions, comme sur
la figure modifiée

πfk
f0kf0−k

Figure 16 – Représentation sur la surface de Fermi à une dimension d’un couplage
gb modifiée pour respecter la conservation de l’impulsion.

On peut calculer l’écart d’impulsion qu’il faut introduire de façon exacte :
ÿ

i“1,2

pi ´ p1
i ” pP1 ´ kf0 ` P2 ` kfπ ´ P 1

2 ´ kf0 ´ P 1
1 ` kfπq

“ 2pkf0 ´ kfπq “ 2∆kf ;

66



1. Groupe de renormalisation

c’est la différence entre les deux niveaux de Fermi, qui est 9 tK. Ce paramètre
jalonne les calculs que j’ai menés pour prendre en compte l’écart des impulsions
relatif aux niveaux de Fermi.

Dès lors que l’on écrit proprement le couplage gb, on doit également prendre en
compte des valeurs non nulles de c, l ou p pour les autre couplages. Par exemple,
le développement de dgb0

dℓ
comprend le terme de Peierls suivant :

❥

✻
✙

✯

❄

❨

kf0

Λ
vf

´kf0

`2∆kf

kfπ

´kf0`2∆kf

Λ
vf

`kf0

´kfπ

g0

gb0

qui fait apparaître un couplage G0pkf0,´kf0`2∆kf ,´kf0`2∆kf ,kf0q, avec c “ 2∆kf , l “ 0

et p “ 0. On vérifie cependant après coup que les couplages gb restent toujours
très faibles et que ce processus devrait rester négligeable. Mais un autre mécanisme
concurrent assure la promotion de ces couplages dont les pattes sont éloignés de la
surface de Fermi : c’est le couplage des gb avec les couplages divergents.

Si le flot pouvait se poursuivre jusqu’à ℓ “ 8 sans divergence, un argument
simple permettrait pourtant de s’assurer de l’absence d’influence des gb : les équa-
tions de point fixe des couplages renormalisés ne font intervenir que les couplages
dits pertinents, et ne devraient pas dépendre des gb. Mais, comme le flot diverge
et s’interrompt avant d’atteindre l’infini, cet argument ne peut être retenu, et fina-
lement, rien n’interdit une influence effective des couplages gb et en particulier de
leur dépendance fonctionnelle en k‖.

γ Discrétisation des impulsions

J’ai fait l’approximation suivante, qui consiste à discrétiser toutes les valeurs
des impulsions selon les multiples de 2∆kf , c’est à dire assimiler tous les couplages
gpb, l, pq avec |b´2m∆kf | ă ∆kf , |l´2n∆kf | ă ∆kf et |p´2p∆kf | ă ∆kf , oùm,n, p P
Z aux couplages gp2m∆kf , 2n∆kf , 2p∆kfq, que l’on notera gpmnpq (en déclinant pour
tous les couplages gt0, etc.). Précisons que ces couplages apparaissent uniquement
dans les branches fermées, où la distance de l’impulsion à la surface de Fermi est
donnée par k et varie, selon les schémas de renormalisation de l’ordre de Wick et à
une particule irréductible, entre Λ ´ δΛ et Λ.

En pratique, on a donc k “ Λ et le signe ă est à prendre au sens strict, on
remplace k par 2q∆kf , avec q “ t Λ

2∆kf
` 1

2
u et txu est la partie entière de x par

défaut. Dans les cas d’égalité, on prend la valeur inférieure, puisqu’en fait k “ Λ´

(on a δΛ ą 0).
Si Λo ! ∆kf , cette discrétisation est toujours bien justifiée. Par contre, pour

Λo ą ∆kf , on distinguera deux régimes pendant le flot de renormalisation : pendant
une première phase, les branches internes produisent des nouveaux couplages, de
façon plus efficace que les couplages gb, et assurent, en retour, une relative promotion
de ces couplages gb. Pendant la seconde phase, on se retrouve dans le premier cas
étudié avec Λ ! ∆kf et les comportements se figent.

J’avais initialement projeté d’étudier également une discrétisation deux fois plus
fine, mais nous nous sommes finalement convaincus que les résultats ne seraient pas
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qualitativement différents, et que le gain quantitatif ne méritait pas d’y consacrer
du temps, plus utile à d’autres analyses.

Chaque couplage g000, g100, g010, g001, etc., vérifie une équation différentielle
différente. La valeur maximale des nombres m, n, p, est toujours plus grande d’une
unité dans le terme de droite de l’équation différentielle. Autrement dit, même avec
cette approximation, il faudrait inclure un nombre infini de couplages. On limite le
nombre de couplages ; on note nmax et, pour m ą nmax, n ą nmax ou p ą nmax, les
couplages ne sont plus renormalisés mais constants (on distingue toujours, bien sûr,
entre g0, g0t, etc., on constate qu’en pratique on ne distinguera pas ici les couplages
g0 et gπ, ni gt0 et gtπ, etc).

Cette procédure de troncature admet deux variantes. Soit on impose que les
couplages sont nuls pour les écarts à la surface de Fermi suffisamment grands. Soit
on impose qu’ils sont constants, dans ce cas, on a simplement choisi la valeur nue
non renormalisée. La première variante est justifiée quand ∆kf " Λo. La seconde
l’est dans l’hypothèse inverse. Cependant, comme Λ décroît au fur et à mesure du
flot de renormalisation, il faudrait, en toute rigueur, passer d’une variante à l’autre
en fonction de ℓ. En pratique, on n’a pas constaté de différence très marquée entre
les deux variantes, et je n’ai pas modifié la procédure pendant le flot.

Même en tronquant le nombre de couplages de cette façon, il reste beaucoup
trop grand, mais on n’a pas pris en compte les symétries du système. En effet, en
appliquant les différentes symétries du système, on identifie un très grand nombre
de couplages. L’ensemble des couplages identifiés s’appelle une orbite, et il suffit
de résoudre les différentes équations différentielles entre orbites (il suffit de choisir
n’importe quel couplage d’une orbite pour la représenter dans l’équation). Si on
choisit nmax “ 3, on trouve 390 orbites différentes. Si on choisit nmax “ 4, on en
trouve 806.

g Symétries

On va étudier les différentes symétries qui sont la conjugaison, l’échange (anti-
symétrique) entre particules entrantes, l’échange (antisymétrique) entre particules
sortantes, la parité, la rotation d’un demi-tour dans l’espace de spin et les symétries
miroir selon les axes ‖ ou K. S’y ajoute la symétrie dx2´y2, qui mérite une section
particulière. Concernant cette section, on trouvera de plus amples détails dans [21].

α Symétries ordinaires

La conjugaison C correspond à une transformation r Ñ r, p Ñ ´p et σ Ñ ´σ.
L’échange antisymétrique A entre particules entrantes consiste à échanger P1 et P2,
l’échange antisymétrique A1 à échanger P 1

1 et P 1
2. La parité correspond à une trans-

formation r Ñ ´r, p Ñ ´p et σ Ñ σ. La rotation S dans l’espace de spin s’écrit
σ Ñ ´σ. Enfin, px la symétrie miroir selon l’axe ‖ agit sur les impulsions d’une
bande donnée tandis que py échange les bandes. On a P “ pxpy et il y a parfois une
confusion entre P et px. On peut également identifier CP à une inversion du temps,
qui est commode à utiliser, puisqu’on transforme pP1, P2, P

1
1, P

1
2q Ñ pP 1

2, P
1
1, P2, P1q.

On ne s’intéresse pas à toutes les transformations par symétrie. Si on s’en tient
aux seuls couplages Γp4q, on ne doit pas garder les transformations R:L:RL Ñ
L:R:RL par exemple. De ce fait, on utilise seulement la conservation par les deux
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1. Groupe de renormalisation

symétries suivantes : PAA1, qui donne

gipc, l, pq “ gip´c, l, pq i “ 0, π, t0, tπ

gfπpc, l, pq “ gf0p´c, l, pq
gbπpc, l, pq “ gb0p´c, l ´ 2∆kf , p ´ 2∆kfq

(16a)

et PC, qui donne

gipc, l, pq “ gipc,´l, pq i “ 0, π, f0, fπ

gtπpc, l, pq “ gt0pc,´l, pq
gbπpc, l, pq “ gb0pc´ 2∆kf ,´l, p ´ 2∆kfq.

(16b)

Pour les couplages tripodes supraconducteurs, on utilise finalement la symétrie
PA (équivalente à PA1) d’où :

zSC
s θ pc, kq “ zSC

s θ p´c, k ´ cq θ “ 0, π

zSC
t0 pc, kq “ zSC

tπ p´c, k ´ cq
zSC
s´ pc, kq “ ˘zSC

s` p´c, k ´ cq
zSC
t´ pc, kq “ ˘zSC

t` p´c, k ´ cq
(17)

avec ˘ “ ` pour les symétries s et px, et ˘ “ ´ pour les symétries d, g, fx et
fy. Pour les couplages tripodes Onde de Densité, on utilise la symétrie CA et on
trouve :

zDW
θ pp, kq “ ˘zDW

θ pp, p ´ kq θ “ 0, π

zDW
´ pp, kq “ ˘zDW

` pp, p ´ kq (18)

où ˘ “ ` pour les couplages site et ˘ “ ´ pour les couplages lien.

β Symétrie spéciale dx2´y2

On remarque qu’aucune relation ne
lie g0 et gπ. C’est une question très in-
téressante parce qu’ils sont égaux au dé-
part du flot : à ℓ “ 0 g0p0q “ gπp0q “ U ,
le couplage du hamiltonien de Hubbard ;
que leurs équations de renormalisation
sont égales, et, plus généralement, ces
deux couplages ont un rôle symétrique
dans toutes les équations ; de sorte qu’ils
sont égaux à tout ordre de perturbation.

Cela vient d’une symétrie supplé-
mentaire dx2´y2 . Ce point a été décrit par
de nombreux auteurs (par exemple [175])
mais ceux-ci ne discutent jamais l’ori-
gine de cette symétrie. Or, en raison
de la structure particulière de la sur-
face de Fermi (à deux bandes), la sy-
métrie dx2´y2 qui existe à deux dimen-
sions n’est pas définie pour ce système.

f0k

ky

πfk

f0k πfk+
2

kx

M

M’

c
d

Figure 17 – Symétrie dx2´y2 pour
une échelle fermionique. On trouve deux
symétries possible, soit C̃ l’inversion au-
tour du point au bout du vecteur kf , qui
fait correspondre les points M et M 1, soit
la translation par le vecteur ∆kf , qui en-
voie le point M sur le symétrique de M 1

par rapport à kfπ (non représenté ici).
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Chapitre B. Renormalisation fonctionnelle pour une échelle fermionique

On peut trouver deux symétries, qui prolongent de façon correcte dx2´y2 dans
l’espace de phase d’une échelle fermionique (elles sont notées C̃ et ­C dans [21]). Il
s’agit de l’inversion autour de points spéciaux ˘kf (où l’on comprend les vecteurs
bidimensionnels avec l’addition vectorielle, ˘ “ ` pour les particules allant à droite
R et ˘ “ ´ pour celles allant à gauche L) et de la translation par le vecteur ˘∆kf
(avec la même convention vectoriel et le même signe ˘), représentées sur la figure
17 ci-avant.

Cependant, la translation ne convient pas parce qu’elle n’est pas conservée par
les couplages gb, z` et z´, alors que Hcin et Hint conserve C̃. On identifiera dès
lors cette symétrie avec dx2´y2 tout en se rappelant qu’il s’agit d’une identification
conventionnelle, à vocation pédagogique, qui permet notamment de mieux faire
le parallèle entre ce système d’une échelle fermionique et le système de chaînes
faiblement couplées.

En particulier, si on l’examine de façon plus détaillée sur un schéma à une
dimension, on est frappé par le caractère non canonique de cette symétrie, pour une
échelle fermionique, alors qu’elle est canonique pour un système unidimensionnel :
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�
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r

r

kf ` p

kf ´ p

(a)
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✱
✱

✱
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✱�
�

�
�

�

�
�

�
�

�

r

r

r

kf0 ` p

kfπ ´ p

(b)

Figure 18 – Symétrie dx2´y2 autour des points de Fermi : (a) pour un système à
une bande ; (b) pour un système à deux bandes.

Les équations qui découlent de cette symétrie supplémentaire s’écrivent

gπpc, l, pq “ g0p´c,´l,´pq
gfπpc, l, pq “ gf0p´c,´l,´pq
gtπpc, l, pq “ gt0p´c,´l,´pq
gbπpc, l, pq “ gb0p´c,´l,´pq

(19)

pour les couplages gi. Pour ce qui concerne les couplages zSC
i , on trouve

zSC
π pc, kq “ ˘zSC

0 p´c,´kq
zSC

´ pc, kq “ ˘zSC
` p´c,´kq (20)

où ˘ “ ` pour les symétries s et px et ˘ “ ´ pour les symétries d, g, fx et fy.
Pour ce qui concerne les couplages zDW

i , on trouve

zDW
π pp, kq “ ˘zDW

0 p´p,´kq
zDW

´ pp, kq “ ˘zDW
` p´p,´kq (21)

où ˘ “ ` pour les couplages site et ˘ “ ´ pour les couplages lien.
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1. Groupe de renormalisation

h Modulation de la diffusion arrière interchaînes

Dans les systèmes supraconducteurs classiques, on attend l’apparition de paires
de Cooper de symétrie singulet et d’Ondes de Densité de Spin. Pourtant, sous champ
magnétique, il est possible d’observer des paires de symétrie triplet, ainsi que des
Ondes de Densité de Charge. On étudiera ces mécanismes dans le chapitre C, mais
je dois les citer ici car, sous l’impulsion de C. Bourbonnais, nous les avons également
étudiés par le groupe de renormalisation.

En effet, on peut introduire une modulation de certains couplages, qui modélise
exactement l’effet du champ magnétique. Plus précisément, on introduit la modu-
lation dans les paramètres nus à ℓ “ 0, en choisissant comme conditions initiales les
couplages : g01 “ U ` Carr, gf01 “ U ´ Carr, gt01 “ U ´ Carr and gb01 “ U ` Carr.

La modulation précédente correspond à une modulation de la diffusion arrière
interchaînes. On peut aussi introduire une modulation de la diffusion avant et écrire :
g02 “ U`Cav, gf02 “ U `Cav, gt02 “ U ´Cavet gb02 “ U ´Cav, voire mêler les deux.
Cela dit, seule la modulation de la diffusion arrière donne des résultats intéressants,
dans les diagrammes de phase.

i Diagrammes de phase

α Divergences des susceptibilités

Les susceptibilités, correspondant aux différents paramètres d’ordre introduits
plus haut, ne divergent pas toutes, quand ℓ croît. Mais il y en a toujours au moins
une qui diverge. On considère alors qu’elle correspond à un mécanisme dominant,
autrement dit qu’on peut négliger les autres mécanismes.

Souvent, on observe deux divergences simultanées. Voici figure 19 un exemple,
quand on choisit les paramètres 2tK{Λo “ 0,32 et aCarr{pπvfq “ 0,18, où quatre
susceptibilité (une supraconductrice singulet d intra-bande, une supraconductrice
triplet fx intra-bande, une Onde de Densité de Spin interbandes sur site, une Onde
de Densité de Charge interbandes sur site) divergent simultanément.

C’est un cas très exotique, avec une grande simultanéité de mécanismes. On verra
au chapitre C que la supraconductivité de ce système est très non conventionnelle
et qu’elle coexiste naturellement avec des Onde de Densité ; plus précisément, la
supraconductivité singulet est associée avec des instabilités Onde de Densité de
Spin, tandis que la supraconductivité triplet est associée avec des instabilités Onde
de Densité de Charge.a

Certains théoriciens discutent, dans le cas de divergences simultanées, de l’im-
portance de distinguer si les susceptibilités divergent pour une même valeur critique
ℓc ou non. Si non, celle à laquelle correspond la plus petite valeur de ℓc est la plus
pertinente. Dans notre système, les divergences sont toujours simultanées sans er-
reur possible. Dans ce cas, la discussion porte plutôt sur l’importance relative des
divergences, qui donnerait une indication des poids respectifs des mécanismes corres-
pondants. J’ai essayé de mesurer cette importance relative, mais c’est très difficile.
D’ailleurs, de façon plus générale, on est sur une faille théorique. Rien ne prouve,
mathématiquement, qu’une divergence plus grande soit un signe certain d’une plus
grande pertinence du mécanisme associé, même si cela semble très raisonnable.
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Figure 19 – Flot des susceptibilités pour 2tK{Λo “ 0,32 et aCarr{pπvf q “ 0,18.

Pour rendre plus lisible les divergences des diverses susceptibilités, j’ai tracé leur
valeur au moment où le flot s’interrompt à cause de ces divergences (on verra dans le
chapitre C que d’autres choix sont possibles). Voici par exemple deux figures de ces
valeurs des susceptibilités χpℓcq en fonction de Carr, pour deux valeurs différentes de
tK (le recouvrement entre orbitales des deux montants de l’échelle). Pour 2tK{Λo “
0,01, il n’y a pas de supraconductivité, sauf en un point de transition. Pour 2tK{Λo “
0,1, on voit figure 20 la disparition progressive de la supraconductivité, quand Carr

augmente.
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Figure 20 – Courbe de χpΛcq versus Carr pour Ua
πvf

“ 1 et (a) 2tK

Λo
“ 0,01 ; (b) 2tK

Λo
“ 0,1.

Cette méthode permet de visualiser la très grande richesse du diagramme de
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Figure 21 – Flot des couplages g̃01 et g̃02 pour : (a) tK À tKcpUq ; (b) tK “ tKcpUq ;
(c) tK Á tKcpUq.

phase et la puissance du groupe de renormalisation, qui permet d’explorer ce dia-
gramme. Toutefois, je voudrais expliquer une certaine incohérence qui réside dans
ces diagrammes de phase, avant de les présenter.

β Divergence des couplages d’interaction

Les couplages g à deux particules divergent également. C’est peut-être un arte-
fact dû à la méthode choisie, car, par une schéma de renormalisation à deux par-
ticules irréductible, Dupuis obtient des constantes de couplages renormalisées non
divergentes [176]. Quoiqu’il en soit, c’est un échec de la méthode de renormalisa-
tion, selon les schémas que j’ai utilisés, puisqu’on ne peut obtenir d’action effective.
En particulier, un des plus graves problèmes qui en résulte et n’est pas souvent
mentionné est que tous les diagrammes de phase sont déterminés en fonction des
paramètres nus (tK, U , Carr). Or, par essence, ce sont les paramètres effectifs renor-
malisés qui sont sensés décrire les systèmes physiques. La lecture et l’interprétation
de nos diagrammes de phase est très délicate, malgré leur indiscutable richesse.

Ceci écrit, l’étude du flot des g est très intéressante. Sur les figures 21, on dis-
tingue plusieurs comportements, selon la valeur de tK. En fait, quand tK est suffi-
samment petit, comme sur la figure (a), le flot diverge avant que les couplages g
aient divergé. Si tK est suffisamment grand, comme sur la figure (c), on observe un
changement de comportement très net à partir d’une certaine valeur ℓ du flot, qui
correspond en fait à Λ „ ∆kf . La figure (b) correspond à un cas intermédiaire. tKc

est une valeur critique, qu’on introduira à la section suivante.

Ce qui est vraiment intéressant sur ces courbes est le changement de signe des
couplages. Si on met des couplages positifs, on ne favorise pas la supraconductivité,
puisqu’il faut une énergie positive pour créer une paire de Cooper. Mais, quand les
couplages deviennent négatifs, cela signifie que la supraconductivité existe, puisque
les paires peuvent se former spontanément. C’est bien sûr cohérent avec les phases
supraconductrices que l’on observe, mais c’est très intéressant, puisqu’il n’y a pas
de phonons dans ce modèle : ce n’est pas l’interaction avec le réseau cristallin qui
est responsable de la supraconductivité dans ces modèles de basse dimension mais
l’interférence entre mécanismes Onde de Densité (lié au magnétisme) et supra-
conductivité, reliée à l’effet Kohn-Luttinger [177]. Comme expliqué dans [178], les
diagrammes du premier ordre s’annulent, ce qui explique le signe de l’interaction
résultante.
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γ Transition Onde de Densité / supraconductivité

La prise en compte des moments des pattes extérieurs des diagrammes Γp4q,
bien que modélisée de façon très schématique, a permis de révéler une partie du
diagramme de phase ignorée par Fabrizio [20]. On l’a déjà repérée dans les flots ci-
dessus : quand tK est suffisamment petit, il n’y a pas de divergence des susceptibilités
supraconductrices (les couplages g0i restent positifs) et le système est antiferroma-
gnétique (c’est à dire qu’il développe seulement des Ondes de Densité de Spin). On
définit donc une valeur critique tKc à partir de laquelle apparaît de la supraconduc-
tivité. On vérifie sur la figure suivante la disparition de la supraconductivité pour
tK “ tKc :
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Figure 22 – Flot des susceptibilités, pour Ua{pπvf q “ 1 et 2tK{Λo “ 0,016. La
susceptibilité supraconductrice χSCpdq

s p0q reste nulle à ℓc.

La disparition de la supraconductivité en l’absence de champ magnétique et
l’apparition d’une phase Onde de Densité sont bien connue dans les échelles fermio-
niques, bien qu’elles n’apparaissent pas dans le diagramme de Fabrizio. On peut
renforcer les Ondes de Densité avec le paramètre Cav et faire apparaître des struc-
tures plus riches. Voici par exemple le flot de renormalisation pour tK{Λo “ 0,02 et
aCav{pπvf q “ 0,95 :
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Figure 23 – Flot des susceptibilités pour tK{Λo “ 0.02 et aCav{pπvf q “ 0,95.

Pour d’autres valeurs des paramètres nus, au contraire, les flots de renormalisa-
tion ne se distinguent pas, selon qu’on prend en compte les moments extérieurs ou
non. Voici par exemple un flot de renormalisation des susceptibilités pour tK ą tKc,
où l’on distingue bien la divergence de la supraconductivité et le plateau de la
susceptibilité Onde de Densité de Spin :
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compte les dépendances des moments des pattes extérieurs (b).

On peut résumer l’ensemble de ces données dans un diagramme de phase. Dans
la zone centrale les susceptibilités supraconductrice et Onde de Densité de Spin
divergent simultanément.
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Figure 25 – Diagramme de phase en fonction des paramètres nus tK et U . Il
apparaît une phase Onde de Densité de Spin, qui est révélée grâce à ma méthode
de renormalisation fonctionnelle.

δ Symétrie des paires supraconductrices
On étudiera en détail la transition singulet/triplet de la phase supraconductrice

dans le chapitre C. On l’observe déjà dans les diagrammes qui ont été présentés
ci-dessus.

Observons les courbes de χpℓcq en fonction de tK pour deux valeurs différentes de
Carr. À petit tK, il n’y a pas de supraconductivité. Pour le cas aCarr{pπvf q “ 0,6, il
apparaît une bande où la supraconductivité triplet supplante la supraconductivité
singulet ; à part ce mécanisme, les comportements sont assez similaires, avec en
particulier un effondrement de la susceptibilité Onde de Densité de Charge sur lien
concomitant avec l’émergence de la supraconductivité. Toutefois, à grand tK, pour
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aCarr{pπvf q “ 0,4, c’est la susceptibilité Onde de Densité de Spin qui prend le
dessus, tandis que pour aCarr{pπvf q “ 0,6, c’est la susceptibilité Onde de Densité
de Charge.
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Figure 26 – Courbes des susceptibilités χpℓcq en fonction de 2tK{Λo, pour :
(a) aCarr{pπvf q “ 0,4 ; (b) aCarr{pπvf q “ 0,6.

On peut résumer l’ensemble des comportements dans le diagramme de phase en
fonction de tK et de Carr, en se rappelant que son interprétation reste problématique :
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Figure 27 – Diagramme de phase pour Ua{pπvf q “ 1 en fonction de tK et Carr. La
supraconductivité est de symétrie triplet dans la zone hachurée. La ligne hachurée
indique une transition au dessus de laquelle les Onde de Densité sur site et sur lien
se séparent, tandis qu’elles sont indistinguables en dessous. Les fluctuations Onde de
Densité de Spin disparaissent au delà des zones (2) et (3). La ligne épaisse indique
une coexistence de quatre divergences, le reste est expliqué sur la figure.
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2 Renormalisation de la surface de Fermi

On a parfois critiqué, à propos de mon travail, lors de conférences ou de sémi-
naires, l’absence de renormalisation de la surface de Fermi, c’est à dire du propa-
gateur de Green. Pourtant, j’ai expliqué dans la première partie de cette thèse la
cohérence de notre approche (qui est celle de nombreux auteurs également [38,174]).

Ce n’est donc pas cette motivation, qui m’a poussé sur ce prolongement de notre
travail. Dans un article de Schulz [179] est prédite la possibilité que les flots de renor-
malisation dépendent du schéma choisi. Bien que les équations de renormalisation
soient différentes, les équations de point fixe ne dépendent pas du schéma de renor-
malisation. Cependant, encore une fois, comme le flot diverge et s’interrompt, on
ne peut utiliser cet argument et écarter une telle possibilité. D’ailleurs, dans [38]
est déjà mentionné un tel mécanisme, mais par une seule allusion discrète et non
développée.

a Calcul de l’énergie propre

Pour renormaliser l’énergie propre Σ, il faut la développer diagrammatiquement
au deuxième ordre en boucles [12, 20, 176].

On note G0 “ Z{p´iω`vf pK´kf0 `µqq (resp. Gπ “ Z{p´iω`vf pK´kfπ `µqq)
les propagateurs libres des états R se dirigeant vers la droite d’impulsion kK “ 0

(resp. kK “ π{b), et µ le potentiel chimique. On a, en notant θ “ 0, π selon les cas,

ΣRθ “ δG´1
0 “ 1

Z
pδvf pK ´ kfθq ´ vfδkfθ ` δµq ´ G´1

0

Z
δZ .

α Diagramme à une boucle

De façon identique au développement du terme d’interaction de l’action, présenté
rapidement page 59, on doit développer le terme cinétique (qui est simplement
quadratique) et qu’on notera S0. Le couplage G4 (défini à la note 3 page 46) peut
donner une contribution non divergente, mais qu’on ne peut négliger ici. En fin de
compte, on va trouve que cette contribution est nulle.

Le diagramme correspondant est un terme à une boucle, représenté figure 28.
En écrivant le propagateur et la somme S0 “ ř

K Ψ
:
KGKΨK , on trouve :

δS0 “ T

N

ÿ

KK 1

´
ΓpK 1, K,K,K 1q ` ΓpK,K 1, K 1, Kq

´ΓpK 1, K,K 1, Kq ´ ΓpK,K 1, K,K 1q
¯

Ψ
:
KGK 1ΨK

“ 4T

N

ÿ

KK 1

ΓpK 1, K,K,K 1qΨ:
KGK 1ΨK

“ 4T

N
G4

´ ÿ

K 1

GK 1

¯ ÿ

K

R
:
KRK ` 4T

N

ÿ

KK 1

pG2 ´ G1loomoon
spin ‖

` G2loomoon
spin K

qR:
KRK ` pR Ø Lq .
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q
q✖✕

✗✔

✲ ✲

✲

K

K 1

K

Figure 28 – Diagramme à une boucle d’un propagateur.

On néglige ici la dépendance en K, il y a alors un facteur commun

4T

N

ÿ

K

´1

iω ´ ε
ÝÑ
TÑ0

´2δΛ

πvf

et le terme

δS0 “ ´2δΛ

πvf
pG4 ` 2G2 ´ G1qδΛΨ

:
KΨK

s’interprète [12] comme une contribution de la renormalisation de la surface de
Fermi

ř
K δµΨ

:
KΨK , ce qui donne

δµ “ ´2δΛ

πvf
pG4 ` 2G2 ´ G1qδΛ .

Au final, on trouve, à cet ordre,

δkf0 “ ´δkfπ “ Z

πvf 2
ˆ

´
gπ2 ´ g02 ` gfπ2 ´ gf02 ´ gπ1 ´ g01 ` gfπ1 ´ gf01

2

¯
. (22)

β Diagrammes à deux boucles

Le développement diagrammatique contient deux termes à deux boucles, qui
sont représentés sur la figure 29. Ces termes proviennent uniquement du facteur
1
2
xS2

intyą
(cf. page 59), qui peut s’écrire

1

2
xS2

intyą
“ T 2

2N2

ÿ

K1K2K
1
1
K1

2

σ1σ2σ
1
1
σ1

2

GpK1, K2, K
1
2, K

1
1q

ÿ

K̃1K̃2K̃1
1
K̃1

2

σ̃1σ̃2σ̃
1
1
σ̃1

2

GpK̃1, K̃2, K̃
1
2, K̃

1
1qψ:

K 1
1
σ1

1

ψ
:
K 1

2
σ1

2

ψ
K1σ1

ψ
K2σ2

ˆψ:

K̃ 1
1
σ̃1

1

ψ
:

K̃ 1
2
σ̃1

2

ψ
K̃1σ̃1

ψ
K̃2σ̃2

δpK 1
1 ` K 1

2 ´ K1 ´ K2qδpK̃ 1
1 ` K̃ 1

2 ´ K̃1 ´ K̃2q

“ T 2

N2

ÿ

KK1K2K3

σ...

ψ
:
KσψKσGK 1GK2GK3

´
GpK,K 1, K2, K3q ´ GpK 1, K,K2, K3q

¯

ˆ
´
GpK3, K2, K 1, Kq ´ GpK2, K3, K 1, Kq

`GpK3, K2, K,K 1q ´ GpK2, K3, K,K 1q
¯

ˆ δpK ` K 1 ´ K2 ´ K3q

`16T 2

N2

ÿ

KK2K3

σ...

ψ
:
KσψKσG

2
K 1GK3GpK,K 1, K 1, KqGpK 1, K3, K3, K 1q.
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qq
qq✖✕

✗✔

✖✕
✗✔

✲ ✲
✻

paq

K 1

✲K
2

q q
✣✢
✤✜
✲

✲

✛

✲

pbq

K ✲K
K3

K2

K 1

Figure 29 – Diagrammes à deux boucles d’un propagateur.

On n’a pas précisé les valeurs de spin, qui ont été déjà traité auparavant. Le
deuxième terme qui correspond au diagramme Fig. 29 paq ne contribue pas. Pour
s’en convaincre, calculons-le dans le formalisme à température non nulle en prenant
la limite T Ñ 0. Si on met la coupure sur la branche K 1 (définie sur la figure 29),
il vient les facteurs
ÿ

K3

GK3 ĄTÑ0
´ 1

T
npk3 ´ kfq et

ÿ

K 1

G2
K 1 ĄTÑ0

1

T 2

eβε
1

p1 ` eβε
1q2

ÝÑ
TÑ0

0 sauf pour Λ ! T,

n étant la fonction de Fermi 1{p1 ` eβvfxq. Si on met la coupure sur K3, avec le
schéma à une particule irréductible, on obtient la même conclusion. Par contre,
pour le schéma de l’ordre de Wick, il vient une contribution pour ε1 » α « 0, qui
vaut

ż α

0

eβx

p1 ` eβxq2
dx “ 1

β

ż αβ

0

eu

p1 ` euq2
dx “ 1

β

ż eαβ

0

dy

p1 ` yq2
“ 1

β

„ ´1

1 ` y

 eαβ

0

“ 1

β

ˆ
1

2
´ 1

1 ` eαβ

˙ "
Ąα!T

α
4

;

Ąα"T

1
2β
.

Le diagramme paq s’écrit, en représentation pc, l, pq, ´ 4δΛ
vf

2π2 gpk, k, 0qgpΛ,Λ, 0q Λ
4T

et
est négligeable, sauf quand Λ Ñ 0 trop rapidement. Bourbonnais trouve une contri-
bution deux fois plus petite, ce qui est cohérent parce qu’il utilise un schéma mixte
qui mélange celui de l’ordre de Wick et celui à une particule irréductible [180]. Par
contre, le calcul a été fait à T “ 0 par Douçot et Dusuel [12] et donne une contribu-
tion nulle. Par la suite, nous avons omis la contribution de ce graphe paq, quoique
ce point soit loin d’être définitivement élucidé.

Le second diagramme pbq sunrise correspond au premier terme dans le gros calcul
qui précède et donne trois contributions. Les deux premières, qu’on peut identifier
par la symétrie AA1, divergent de façon logarithmique. La troisième contient le
couplage G4 et donne :

δp∆kf qu 2boucles

G4

“ ´4ZU2δΛ

π2vf 3
ˆ

¨
˚̋

0ż

´Λ`2vf∆kf

dǫ

´2Λ ` 2vf∆kf
´

0ż

´Λ´2vf ∆kf

dǫ

´2Λ ´ 2vf∆kf

`
Λ`2vf ∆kfż

0

dǫ

2Λ ` 2vf∆kf
´

Λ´2vf ∆kfż

0

dǫ

2Λ ´ 2vf∆kf

˛
‹‚

“ ´4ZU2δΛ

π2vf 3
ˆ

#
1`2vf ∆kf {Λ

1`vf ∆kf {Λ
si Λ ď 2vf∆kf ;

2vf∆kf {Λ

1´vf
2∆kf

2{Λ2
si Λ ě 2vf∆kf .
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Je ne peux détailler tous les calculs. À chaque fois on doit sommer

´1

piω1 ´ ε1qpiω2 ´ ε2qpi ω3loomoon
“ω1`Ω´ω2

´ε3q “ ´1

ipω2 ´ ε2qpε1 ´ ε3 ` ipΩ ´ ω2qq

ˆ
ˆ

1

iω1 ´ ε1
´ 1

iω1 ´ ε3 ` ipΩ ´ ω2q

˙

où Ω est l’énergie dans les pattes extérieures. On fait la somme sur K 1, c’est à dire
pT {Nq ř

K 1, il vient

1

piω2 ´ ε2qpiω2 ´ iΩ ` ε3 ´ ε1qpnpε1q ´ npε3 ´ ipΩ ´ ω2qloooomoooon
donne un facteur e2iπpn´n2q“1

q

“ 1

ε2 ´ iΩ ` ε3 ´ ε1
ˆ

ˆ
1

iω2 ´ ε2
´ 1

iω2 ´ iΩ ` ε3 ´ ε1

˙
pnpε1q ´ npε3qq

puis la somme sur K2, c’est à dire pT {Nq ř
K2, il vient

1

ε2 ´ iΩ ` ε3 ´ ε1
pnpε2q ´ npε1 ´ ε2 ` iΩloomoon

donne un facteur eiπpn`2mq“´1

qqpnpε1q ´ npε3qq

“ 1

ε2 ´ iΩ ` ε3 ´ ε1
ˆ

ˆ
1

1 ` eβε
2 ´ 1

1 ´ eβpε1´ε3q

˙ ˆ
1

1 ` eβε
1 ´ 1

1 ` eβε
3

˙

“ 1

2pε2 ´ iΩ ` ε3 ´ ε1q
´

cotanhpβpε1 ´ ε3q
2

q ´ tanhpβε
2

2
q
¯´

tanhpβε
3

2
q ´ tanhpβε

1

2
q
¯

“ 1

2pε2 ´ iΩ ` ε3 ´ ε1q
´

thpβε
1

2
q thpβε

3

2
q ` thpβε

1

2
q thpβε

2

2
q ´ thpβε

2

2
q thpβε

3

2
q ´ 1

¯
.

Dans la limite T Ñ 0, c’est à dire β Ñ 8, on a tanhpβεq » signpεq et le facteur
hyper-trigonométrique dans l’expression précédente devient :
´

´1´tanhpβε
2

2
q tanhpβε

3

2
q
¯´

1´tanhpβε
1

2
q tanhpβε

2

2
q
¯´

1´tanhpβε
1

2
q tanhpβε

3

2
q
¯

{2

car la différence entre ce nouveau terme et l’ancien est proportionnelle à
ˆ

1 ´
2

tanhpβε
1

2
q
˙ ˆ

1 ´
2

tanhpβε
2

2
q
˙ ˆ

1 ´
2

tanhpβε
3

2
q
˙

et tanh se comprend comme la fonction sign. L’intégration du propagateur donne
lieu à une pléiade de cas, que l’on doit intégrer séparément en distinguant vf0 et
vfπ. On substitue (22) dans vfπ ´ vf0 en ne gardant ce terme qu’au premier ordre.

γ Équations de renormalisation
En négligeant les moments des pattes extérieures, on trouve des expressions qui

dépendent du schéma de renormalisation :

δp∆kf qu 2´boucles

sans G4

“ ¯4ZδΛ

π2vf 3

ˆ
vfk ´ Λ

|vfk ´ Λ| ` vfk ` Λ

|vfk ` Λ| ` 2 logp ´2Λo ´ vfk

´Λ ´ |Λ ´ vfk| q

`2 logp 2Λo ´ vfk

Λ ` |Λ ` vfk| q
˙

ˆ
`
pG1q2 ` pG2q2 ´ G1G2

˘
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2. Renormalisation de la surface de Fermi

où ˘ “ ` pour les couplages g0, gf0 et gt0, tandis que ˘ “ ´ pour les gπ, gfπ et
gtπ. On retrouve les résultats de [37] pour le schéma à une particule irréductible et
celui de [38] pour celui de l’ordre de Wick. Attention, les couplages gb0 et gbπ sont
modifiés par rapport à ces références, le second facteur dans l’expression précédente
devient

vf pk ˘ 2∆kfq ´ Λ

|vf pk ˘ 2∆kfq ´ Λ|`
vf pk ˘ 2∆kfq ` Λ

|vf pk ˘ 2∆kfq ` Λ|`2 log
´ 2Λo ` vf pk ¯ 2∆kf q

Λ ` |Λ ´ vf pk ¯ 2∆kfq|
2Λo ´ vf pk ¯ 2∆kfq

Λ ` |Λ ` vf pk ˘ 2∆kfq|
¯

où il faut lire ˘ “ ` pour le schéma à une particule irréductible et ˘ “ ´ pour
celui de l’ordre de Wick. En fin de compte, il s’agit de sommer les contributions de
chaque couplage.

b Diagramme de phase

La différence entre les contributions des couplages gb0 et gbπ se reflète dans le
diagramme de phase. Pour certaines valeurs des paramètres nus tK et U , la suscep-
tibilité supraconductrice diverge, si on utilise le schéma de l’ordre de Wick, et pas
si on utilise celui à une particule irréductible. Plus de détails peuvent être trouvés
dans [22]. La structure du diagramme de phase est globalement inchangée mais
diffère, pour les gammes des paramètres nus qui nous intéressent, de façon quan-
titativement grande, comme on le constate sur le diagramme de phase comparatif
suivant :

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1  1.2  1.4  1.6  1.8  2

2 
t ⊥

/Λ
0

SC

ODS
SC

ODS

selon le schema une particule irreductible

selon le schema de l’ordre de Wick

~U

OPI (n=2)
OPI (n=4)
Wick       

Figure 30 – Diagrammes de phase comparés en fonction de Ua{pπvf q “ 1 et tK.
Ils différent sur toute la zone centrale, comme indiqué.

Ceci prouve la validité de la conjecture émise par Schulz, sur l’influence du
schéma de renormalisation. La vraie conclusion est que les résultats sont d’une in-
terprétation difficile. C. Nickel donne (page 73 de sa thèse [40]) des arguments en
faveur du schéma à une particule irréductible : pour résumer d’un mot son analyse,
qui est beaucoup plus élaborée, il montre qu’en définitive peuvent apparaître, dans
les diagrammes calculés par le schéma de l’ordre de Wick, des contributions où les
moments sont au delà de la coupure, tandis que le schéma à une particule irréduc-
tible reste toujours cohérent et que l’application du processus de renormalisation
construit progressivement une action de basse énergie. Cet avis n’est pas encore
bien connu ni consensuel et le débat reste ouvert.
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C Magnétisme et supraconductivité

De très nombreuses expériences ont été menées sur les sels de Bechgaard sous
champ. C’est même un domaine d’investigation actuellement très actif, aucun mo-
dèle théorique ne permettant de comprendre l’ensemble des résultats de façon sa-
tisfaisante.

J’ai surtout travaillé sur l’hypothèse, d’abord suggérée par Lebed [181–183],
puis Sá de Melo [184, 185], cf. également [33, 186], d’une transition de la symétrie
du paramètre d’ordre supraconducteur. Elle entre dans le paradigme des transitions
de Landau, mais elle se distingue notamment parce que l’état supraconducteur ne
disparaît pas à la transition. Nous avons surtout considéré le cas d’une transition
singulet/triplet.

Pendant la thèse de N. Belmechri, j’ai étudié le problème sous trois axes : d’une
part, j’ai cherché les couplages renormalisés, selon une prescription de Bourbonnais
pour contourner la divergence ultra-violette ; ensuite, j’ai résolu les équations de
champ moyen en utilisant la méthode de Bogoliubov dans une représentation de
Nambu ; enfin, j’ai utilisé les équations de Gor’kov, comme dans la théorie BCS
ordinaire.

Plus tard, j’ai repris une question plus particulière : j’ai étudié une phase éven-
tuelle de coexistence avec deux paramètres d’ordre singulet et triplet [187]. Il ne
s’agit pas d’une phase où se mélangerait des micro-agrégats de phase singulet et
triplet, mais bien d’une phase thermodynamiquement stable. Il faut donc résoudre
les équations de Gor’kov avec deux paramètres, et j’ai dû inventer une partie de
la théorie thermodynamique, qui n’a jamais été étudiée auparavant, bien que cette
phase ait été déjà proposée auparavant [188, 189].

1 Contexte expérimental

Le comportement des sels de Bechgaard dépend fortement de l’orientation du
champ magnétique, en particulier selon qu’il est perpendiculaire au plan des chaînes
couplées ou pas. Ceci a été vu dès les premières expériences [126] mais plusieurs
études [175,190] ont récemment investi cette question de façon systématique et très
approfondie.

Les expériences réalisées notamment par Brown [191–194] ont montré que, lorsque
le champ magnétique est perpendiculaire au plan des chaînes (H ‖ c) ou perpendi-
culaire aux chaînes mais dans leur plan (H ‖ b˚), la supraconductivité peut résister
jusqu’à des valeurs extrêmement élevées du champ, comme on le constate sur la
figure suivante :
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Figure 1 – Champ magnétique critique en fonction de la température, pour deux
orientations différentes, dans pTMTSF q2PF6.

Pour des paires de Cooper de symétrie singulet, il existe un champ critique limite,
appelé champ de Pauli et noté Hc, au delà duquel la supraconductivité est détruite.
La valeur de Hc a été calculée de façon théorique avec une certaine précision, dans le
modèle BCS et ne peut expliquer la résistance de la supraconductivité telle qu’elle a
été observée. Cependant, l’hypothèse d’une transition vers une autre phase singulet,
dite FFLO, permet de définir un nouveau champ critique Hc2 ą Hc, qui est plus
compatible avec les résultats expérimentaux. Encore une fois, l’orientation du champ
magnétique est essentielle : quand le champ est perpendiculaire au plan des chaînes,
on ne peut pas supprimer la supraconductivité, alors que, pour d’autres directions,
on obtient des valeurs compatibles avec un état FFLO.

Le fait qu’il puisse exister, dans certaines conditions, des paires supraconduc-
trices à très fort champ ne peut, à mon avis, s’expliquer que par une symétrie
triplet. Pourtant, partant de ce que la symétrie FFLO est sensible à l’orientation
du champ, les auteurs, et plus particulièrement Lebed 1 en ont, à l’inverse, conclu
que les états respectaient cette symétrie. Pourtant, l’argument n’est pas entièrement
fondé, puisqu’on ignore de quel symétrie triplet il pourrait s’agir.

a État fondamental à champ nul

La possibilité que l’état supraconducteur dans les sels de Bechgaard puisse être
de symétrie triplet a été suggéré très tôt [197, 198], on peut lire notamment [109].
Presque tous les spécialistes 2 considèrent aujourd’hui que l’état supraconducteur
des sels de Bechgaard à champ nul est de symétrie singulet. L’argument le plus

1. Lebed, qui était plutôt partisan d’une transition singulet/triplet, ménage la chèvre et le
chou dans [195, 196] en assurant que pTMTSF q2PF6 possède une symétrie triplet tandis que
pTMTSF q2ClO4 possède une symétrie FFLO.

2. Citons comme contre-exemple [199].
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fort est que la position du pic, dit du Knight shift, mesuré par RMN (Résistance
Magnéto-Nucléaire) ne bouge pas quand on varie la température, comme on le
constate sur la figure expérimentale suivante :

Figure 2 – Mesure du pic de Knight shift en fonction de la température pour deux
valeurs du champ magnétique [194]. À bas champ, la position du pic est constante,
à plus fort champ, elle varie avec la température.

Sur cette figure 2, on constate, à l’inverse, que le pic de Knight shift bouge quand
le champ atteint une valeurH plus grande que les valeurs typiques de champ critique
Hc. Cette figure a souvent été fourni comme argument en faveur d’une transition
singulet/triplet. Depuis que la discussion en faveur d’une phase FFLO a pris de
l’ampleur, cet argument a été discrètement enseveli. Il est paradoxal qu’on l’utilise
encore en faveur de la phase singulet à champ nul.

Une des questions qui a le plus passionnée la communauté est la présence de
nœuds à la surface de Fermi, c’est à dire de points de cette surface où la densité
s’annule. Elle a été définitivement confirmée par le travail de thèse de Joo [200]. Si
on croise cette information avec le fait que les états sont singulet, cela démontre
que la symétrie est de type d, ce qui est un résultat en soi remarquable.

b Existence d’une phase Onde de densité de spin

On peut observer, dans certaines phases, une coexistence entre des paires supra-
conductrices et des Ondes de Densité de Spin. Ce résultat est très étonnant, car les
Ondes de Densité de Spin sont des modes précurseurs d’une phase antiferromagné-
tique. Pour s’en convaincre, on peut considérer qu’une phase antiferromagnétique
est une Onde de Densité de Spin géante et gelée, autrement dit accrochée au réseau.

Cet antagonisme entre phases antiferromagnétique et supraconductrice est effec-
tivement mis en cause dans de tels systèmes, on observe au contraire qu’elles sont
très souvent voisines dans de nombreux matériaux quasi-unidimensionnels, comme
les composés à base de BEDT, dont voici un diagramme de phase typique :
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Figure 3 – Diagramme de phase générique des composés de la famille κ´pBEDT´
TTF q2X. Image empruntée au groupe “Conducteurs Moléculaires et Hautes Pres-
sions” du Laboratoire de Physique des Solides d’Orsay. Les phases sont notées :
AF=Antiferromagnétisme, MI=Isolant de Mott, SC=Supraconductivité.

Dans les sels de Bechgaard, la proximité de ces phases est très éclairante :

Figure 4 – Diagramme de phase générique des composés TM2X. Image
empruntée au groupe “Conducteurs Moléculaires et Hautes Pressions” du
Laboratoire de Physique des Solides d’Orsay. Les phases sont notées :
SP=Spin-Peierls, AF=Antiferromagnétisme, SDW=Onde de Densité de Spin,
SC=Supraconductivité, M-H=Isolant de Mott-Hubbard. Les flèches indiquent la
position des différents composés à pression ambiante.

Cette coexistence a été étudiée relativement tôt, par exemple par Machida [201].
On la trouve bien dans les calculs par le groupe de renormalisation, comme on
vient de l’étudier. Je n’ai pas pu le faire, par contre, avec l’approche BCS, parce
qu’il aurait fallu, soit introduire trois paramètres d’ordre indépendants, ce qui est
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techniquement trop difficile, soit renoncer à étudier la transition singulet/triplet,
qui nous intéressait davantage.

2 Méthode de Bogoliubov

J’ai utilisé la méthode décrite dans [202] et [203], en suivant plus particulièrement
cette dernière et très complète référence. Par la suite, avec P. Kalugin, nous avons
étudié de façon très approfondie les fondements de la représentation de Nambu [204],
notamment son lien avec la représentation dans l’espace de Fock, mais ce sujet
m’entraînerait très loin du thème que j’ai choisi pour cette thèse et je ne l’exposerai
pas ici.

a Représentation dans l’espace de Nambu

α Effet orbital implicite
L’une manifestation importante bien que paradoxale de l’effet orbital est la

trajectoire des électrons sous champ magnétique. En effet, comme discuté au A 2
c, la trajectoire des électrons est hélicoïdale et quasi-unidimensionnelle. On prend
en compte cet effet avec la courbe de dispersion à deux bandes, qui possède quatre
points de Fermi, contrairement au modèle unidimensionnel simple, qui en possède
deux.

La séparation en deux bandes provient de la dépendance de l’énergie ε en fonc-
tion de kK, qui provient du recouvrement entre orbitales inter-chaînes et est fonction
du couplage orbital (ou plutôt, c’est la valeur du couplage renormalisé qui serait
fonction du champ magnétique, si on était capable de le calculer).

Dans les travaux que j’ai effectués, c’est la seule prise en compte de l’effet orbital.
Il est notable qu’elle suffit à produire des résultats différents des travaux de renor-
malisation exacte sur des systèmes à une dimension [205], bien qu’il serait préférable
d’avoir une dépendance directe en fonction du champ magnétique. Bien que je les
ai inclus dans le corps de cette partie, les sections suivantes concernant l’introduc-
tion d’un tel terme dans le hamiltonien relèvent de la prospective ultérieure à ces
travaux. En particulier, il faut être conscient qu’il faudrait probablement plusieurs
années de travail pour tester ces nouveaux termes, et savoir s’ils peuvent influer sur
les résultats et notamment permettrent l’observation d’une phase de coexistence
stable.

β Terme de couplage orbital avec le champ magnétique
Il exsite plusieurs termes faisant intervenir le champ magnétique dans le hamilto-

nien. On pourrait suivre la modulation des constantes de diffusion arrière G1, comme
suggéré par Bourbonnais. C’est une renormalisation du terme d’interaction quadra-
tique. Je préfèrerais introduire un terme linéaire. On peut, soit inclure un terme
de spin-orbite ´2σµBH , soit essayer de décrire le moment orbital. Il semble que
la supraconductivité soit plus robuste quand le champ est orthogonal aux chaînes,
donc quand le moment orbital est important. Notamment, de nombreux auteurs
attribuent le phénomène de réentrance [206] de la supraconductivité sous champ
comme une manifestation de l’effet du moment orbital.
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Si on prend le hamiltonien donné à la formule (1) de [207], il apparaît un terme
linéaire ẑecvH . Si on fait une transformation de Fourier discrète, on obtient

Hmagn “ µorbH cos θ

avec µorb “ 2ecv (il vient un terme constant supplémentaire ainsi qu’un facteur
de phase, qui ne jouent aucuns rôles et que j’ai supprimés). Je noterai par la suite
h “ µorbH .

γ Quadri-spineur dans l’espace de Nambu

Les états physiques sont décrit par le vecteur

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

uÒ0pkq
uÓ0pkq
uÒπpkq
uÓπpkq
u

:
Ò0p´kq
u

:
Ó0p´kq
u:

Òπp´kq
u

:
Óπp´kq

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

où les u sont les fonctions d’onde associées à une particule de spin s “ 1{2 et
possèdent également un indice de bande. J’appelle base de Nambu celle formée par
ces vecteurs.

δ Hamiltonien dans la base de Nambu

Le hamiltonien avec un terme de couplage spin-orbite s’écrit, dans cette base,

H “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

εpkq ´ h 0 0 0 ∆
ÒÒ
00 ∆

ÒÒ
0π ∆

ÒÓ
00 ∆

`ÒÓ
0π

0 εpkq ´ h 0 0 ∆
ÒÒ
0π ∆ÒÒ

ππ ∆
´ÒÓ
0π ∆ÒÓ

ππ

0 0 εpkq ` h 0 ∆
ÓÒ
00 ∆

´ÓÒ
0π ∆

ÓÓ
00 ∆

ÓÓ
0π

0 0 0 εpkq ` h ∆
`ÓÒ
0π ∆ÓÒ

ππ ∆
ÓÓ
0π ∆ÓÓ

ππ

∆
ÒÒ
00 ∆

ÒÒ
0π ∆

ÓÒ
00 ∆

`ÓÒ
0π ´εpkq ` h 0 0 0

∆
ÒÒ
0π ∆ÒÒ

ππ ∆
´ÓÒ
0π ∆ÓÒ

ππ 0 ´εpkq ` h 0 0

∆
ÒÓ
00 ∆

´ÒÓ
0π ∆

ÓÓ
00 ∆

ÓÓ
0π 0 0 ´εpkq ´ h 0

∆
`ÒÓ
0π ∆ÒÓ

ππ ∆
ÓÓ
0π ∆ÓÓ

ππ 0 0 0 ´εpkq ´ h

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚
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avec les paramètres d’ordre

∆σσ
00 “ pg01 ´ g02qxu0σp´kqu0σpkqy ` pgt1 ´ gt2qxuπσp´kquπσpkqy σ “ ˘1

2
symétrie triplet ;

∆
σ,´σ
00 “ g01xu0σp´kqu0,´σpkqy ´ g02xu0,´σp´kqu0σpkqy

`gt1xuπσp´kquπ,´σpkqy ´ gt2xuπ,´σp´kquπσpkqy σ “ ˘1
2

symétrie singulet ;

∆σσ
ππ “ pg01 ´ g02qxu0σp´kqu0σpkqy ` pgt1 ´ gt2qxuπσp´kquπσpkqy σ “ ˘1

2
symétrie triplet ;

∆σ,´σ
ππ “ g01xuπσp´kquπ,´σpkqy ´ g02xuπ,´σp´kquπσpkqy

`gt1xu0σp´kqu0,´σpkqy ´ gt2xu0,´σp´kqu0σpkqy σ “ ˘1
2

symétrie singulet ;

∆σσ
0π “ pgf1 ´ gf2qxuπσp´kqu0σpkqy ` pgb1 ´ gb2qxu0σp´kquπσpkqy

“ pgf1 ´ gf2qxu0σp´kquπσpkqy ` pgb1 ´ gb2qxuπσp´kqu0σpkqy σ “ ˘1
2

symétrie triplet ;

∆
`,σ,´σ
0π “ gf1xuπσp´kqu0,´σpkqy ´ gf2xuπ,´σp´kqu0σpkqy

`gb1xu0σp´kquπ,´σpkqy ´ gb2xu0,´σp´kquπσpkqy σ “ ˘1
2

symétrie singulet ;

∆
´,σ,´σ
0π “ gf1xu0σp´kquπ,´σpkqy ´ gf2xu0,´σp´kquπσpkqy

`gb1xuπσp´kqu0,´σpkqy ´ gb2xuπ,´σp´kqu0σpkqy σ “ ˘1
2

symétrie singulet.

ǫ Recouvrement des symétries

Choisissons k ą 0, on peut écrire R ou L au lieu de u. On trouve alors

∆σσ
00 “ pg01 ´ g02qxL0σR0σy ` pgt1 ´ gt2qxLπσRπσy σ “ ˘1

2
;

∆
σ,´σ
00 “ g01xL0σR0,´σy ´ g02xL0,´σR0σy ` gt1xLπσRπ,´σy ´ gt2xLπ,´σRπσy σ “ ˘1

2
;

∆σσ
ππ “ pg01 ´ g02qxLπσRπσy ` pgt1 ´ gt2qxL0σR0σy σ “ ˘1

2
;

∆σ,´σ
ππ “ g01xLπσRπ,´σy ´ g02xLπ,´σRπσy ` gt1xL0σR0,´σy ´ gt2xL0,´σR0σy σ “ ˘1

2
;

∆σσ
0π “ pgf1 ´ gf2qxLπσR0σy ` pgb1 ´ gb2qxL0σRπσy σ “ ˘1

2
;

∆
`,σ,´σ
0π “ gf1xLπσR0,´σy ´ gf2xLπ,´σR0σy ` gb1xL0σRπ,´σy ´ gb2xL0,´σRπσy

“ ´∆
´,σ,´σ
0π σ “ ˘1

2
;

où on a omis la dépendance en k. Ces paramètres d’ordre sont des combinaisons
linéaires de ceux qu’on a définis à la section B1d, avec des facteurs plus généraux.
On peut leur attribuer leur symétrie respective en suivant cette classification.
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b Résolution à champ nul

On suppose ici H “ 0. Il y a beaucoup trop de paramètres d’ordre tels que je
les ai écrits. Pour simplifier la résolution des vecteurs propres et valeurs propres de
la matrice hamiltonienne précédente, j’ai étudié quelques cas particulier, en suivant
les symétries du problème.

J’en présente ici un, qui donne des résultats intéressants, parce que le spectre
n’est pas dégénéré. On pose ∆

ÒÒ
0π “ ∆

ÓÓ
0π “ 0, ∆s “ ∆

ÒÓ
00 “ ´∆ÒÓ

ππ “ ´∆
ÓÒ
00 “ ∆ÓÒ

ππ,
∆sπ “ ∆

`,ÒÓ
0π “ ´∆

´,ÒÓ
0π “ ´∆

`,ÓÒ
0π “ ∆

´,ÓÒ
0π et ∆t “ ∆σσ

00 “ ∆σσ
ππ “ ∆

´σ,´σ
00 “ ∆´σ,´σ

ππ .
L’ensemble des vecteurs propres écrits en colonne forme la matrice P suivante

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

´
b

ε`e`

e`
0

b
ε`e´

e´
0 ∆t?

e`pε`e`q
´ ∆s`∆sπ?

e`pε`e`q
´ ∆t?

e´pε`e´q

∆s´∆sπ?
e´pε`e´qb

ε`e`

e`
0

b
ε`e´

e´
0 ´ ∆t?

e`pε`e`q

∆s`∆sπ?
e`pε`e`q

´ ∆t?
e´pε`e´q

∆s´∆sπ?
e´pε`e´q

0
b

ε`e`

e`
0 ´

b
ε`e´

e´
´ ∆s`∆sπ?

e`pε`e`q

∆t?
e`pε`e`q

∆s´∆sπ?
e´pε`e´q

∆t?
e´pε`e´q

0
b

ε`e`

e`
0

b
ε`e´

e´
´ ∆s`∆sπ?

e`pε`e`q
´ ∆t?

e`pε`e`q
´ ∆s´∆sπ?

e´pε`e´q
´ ∆t?

e´pε`e´q

´ ∆t?
e`pε`e`q

´ ∆s`∆sπ?
e`pε`e`q

∆t?
e´pε`e´q

∆s´∆sπ?
e´pε`e´q

´
b

ε`e`

e`
0

b
ε`e´

e´
0

∆t?
e`pε`e`q

∆s`∆sπ?
e`pε`e`q

∆t?
e´pε`e´q

∆s´∆sπ?
e´pε`e´q

´
b

ε`e`

e`
0

b
ε`e´

e´
0

´ ∆s`∆sπ?
e`pε`e`q

∆t?
e`pε`e`q

∆s´∆sπ?
e´pε`e´q

´ ∆t?
e´pε`e´q

0
b

ε`e`

e`
0 ´

b
ε`e´

e´

´ ∆s`∆sπ?
e`pε`e`q

∆t?
e`pε`e`q

´ ∆s´∆sπ?
e´pε`e´q

∆t?
e´pε`e´q

0
b

ε`e`

e`
0

b
ε`e´

e´

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

où ε ” εpkq et e˘ “
a

p∆s ˘ ∆sπq2 ` ∆2
t ` ε2. J’ai choisi P unitaire, du type

˜
Upkq V pkq

V p´kq Up´kq

¸

où z est le conjugué de z P C, conformément à la méthode de Bogoliubov.

c Équations du gap

Les valeurs moyennes xa:
kaky “ 1

1` eβεpkq “ 1
2
p1 ´ tanhpβεpkq{2q et xaka:

ky “
1

1` e´βεpkq “ 1
2
p1 ` tanhpβεpkq{2q s’appliquent aux fonctions a et a:, qui sont les

vecteurs propres du hamiltonien. Il suffit donc d’exprimer les u et les u: en fonction
des a et de a: (en utilisant P ) dans les expressions des paramètres d’ordre, pour en
déduire des équations auto-cohérentes des paramètres d’ordre. Ce sont les équations
du gap. Pour le cas du champ nul, on trouve, après simplification

∆
ÒÒ
00 “ pg02 ´ g01 ` gt2 ´ gt1q

ˆ
tanhpe`{2q

e`
` tanhpe´{2q

e´

˙
∆t

4

∆
ÒÒ
0π “ pgf2 ´ gf1 ` gb2 ´ gb1q

ˆ
tanhpe`{2q

e`
´ `tanhpe´{2q

e´

˙
∆t

∆
ÒÓ
00 “ pg01 ` g02 ` gt1 ` gt2q

ˆ
tanhpe`{2q

e`

∆s ` ∆sπ

4
` tanhpe´{2q

e´

∆s ´ ∆sπ

4

˙

∆
ÒÓ
0π “ pgf1 ` gf2 ` gb1 ` gb2q

ˆ
tanhpe`{2q

e`

∆s ` ∆sπ

4
´ tanhpe´{2q

e´

∆s ´ ∆sπ

4

˙
.
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Les calculs des autres termes sont cohérents avec les hypothèses ∆
ÒÒ
00 “ ∆

ÓÓ
00 “ ∆ÒÒ

ππ “
∆ÓÓ

ππ, ∆
ÒÓ
00 “ ´∆

ÓÒ
00 “ ∆ÒÓ

ππ “ ´∆ÓÒ
ππ et ∆

`,ÒÓ
0π “ ∆

´,ÒÓ
0π “ ∆

ÓÒ
0π “ ∆

ÓÒ
0π. On pourrait

choisir d’autres hypothèses, mais on constate que, de toutes façons, pour avoir une
cohérence globale, il faut imposer ∆s “ 0 ou ∆sπ “ 0. Dans ce cas, le problème est
résolu.

d Résolution sous champ

Les choses se compliquent infiniment sous champ, car il n’est plus possible de
choisir ∆

ÒÒ
00 “ ∆

ÓÓ
00 par exemple, à cause du champ H . J’ai abordé le problème en

perturbation. J’ai démontré une relation (avec un moment µ générique)

pεpkq ` µHq∆ÒÒ
00 “ pεpkq ´ µHq∆ÓÓ

00 .

Les calculs en perturbation sont abordables, mais je suis tombé sur un problème,
qui m’a justement motivé à rédiger ces notes : sous de très nombreuses hypothèses,
des valeurs propres du hamiltonien sous champ sont entièrement différentes de la
résolution à champ nul. Il y a donc une discontinuité, qui est contradictoire avec
l’approche perturbative. On peut espérer que les quantités finales soient finalement
bien continues avec le champ magnétique, mais, à l’époque où j’ai fait ces calculs,
Noomen Belmechri avait déjà commencé les siens selon la méthode de Gor’kov. Or,
comme il m’a expliqué et j’ai pu le constater très rapidement, aucune difficulté de
cet ordre ne surgit par cette seconde méthode.

Ces deux approches devraient être équivalentes. Plus précisément, l’une s’obtient
comme une transformation de Fourier ω Ñ t de l’autre. Il n’est donc jamais exclu
qu’une pathologie se révèle par une approche et pas par l’autre, bien que les ouvrages
de référence ignorent généralement ce problème [208].

3 Méthode de Gor’kov à deux paramètres d’ordre

a Opérateurs

α Approximation quadratique
Le hamiltonien Hcin ` Hint donné par les équations (2) et (3) est développé en

puissances des fonctions de création ou d’annihilation. On ne garde que des termes
quadratiques, bien que Hint soit quartique. Le choix des termes quadratiques que
l’on retient sélectionne certains mécanismes plutôt que d’autres, et nous avons gardé
les termes d’appariement supraconducteur de symétrie d et fx, en cherchant plus
spécifiquement les solutions couplées avec deux paramètres simultanément non nuls :

Hsupr “
ÿ

k
θ“0,π

σ“˘1{2

ˆ
εpkqpRkθσR

:
kθσ ` LkθσL

:
kθσq

`∆s cospθq2σpRkθσL´k,θ,´σ ` R:
´k,θ,´σL

:
kθσq ` ∆sπ cospθq2σpRkθσL´k,π´θ,´σ ` R:

´k,π´θ,´σL
:
kθσq

`∆t cospθq2σpRkθσL´k,θσ ` R
:
´k,θσL

:
kθσq ` ∆tπ cospθq2σpRkθσL´k,π´θ,σ ` R

:
´k,π´θ,σL

:
kθσq

˙
.
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Attention, la dépendance en k n’est pas fidèle, il faudrait séparer les termes θ “ 0 et
θ “ π et inclure les expressions analogues aux paramètres d’ordre donnés en B1d.
Cependant, on va négliger par la suite la dépendance en k‖, et cette écriture est
déjà trop détaillée.

β Opérateurs de création et d’annihilation dépendant du temps
On introduit des opérateurs de création ou d’annihilation dépendant du temps.

Soient a et a: les opérateurs (constants) d’annihilation ou de création d’une parti-
cule, on pose

aptq “ eiH ta e´iH t et a:ptq “ eiH ta: e´iH t ; (1)

il vient

i

B
Btaptq “ rH, aptqs et i

B
Bta

:ptq “ rH, a:ptqs . (2)

On est revenu à une approche façon Schrödinger, définie dans le formalisme de Hei-
senberg où ce sont les opérateurs qui dépendent du temps et pas les états. C’est ce
qu’on appelle couramment la seconde quantification. Il n’y a pas de contradiction
avec le schéma de Heisenberg, puisqu’il s’agit bien d’opérateurs, et l’équation d’évo-
lution dans le temps, équivalente à l’équation de Schrödinger, est très différente.

b Équation de Gor’kov

α Fonctions de Green singulet d et triplet fx
On introduit des fonctions de Green, qui sont liées aux paramètres d’ordre in-

troduit à la section B1d. On rappelle qu’on n’a gardé que les paramètres singulet d
(qui correspondent aux fonctions Fs) et triplet fx (qui correspondent aux fonctions
Ft). Ce choix répond à une double contrainte ; d’une part, ce sont les paramètres
d’ordre dont les susceptibilités calculées par le groupe de renormalisation divergent
le plus ; d’autre part, ce sont les plus simples. On pose :

Gpp, σ, t, t1q “ ´i

ÿ

θ“0,π

ż
dq

" xRk,θσptqR:
k1,θσpt1qy

T
si p ą 0

xLk,θσptqL:
k1,θσpt1qy

T
si p ă 0

Fspp, σ, t, t1q “ ´2i σ
ÿ

θ“0,π

cos θ

ż
dq

"
xLkθσptqR´k1,θ,´σpt1qy

T
si p ą 0

xLkθσpt1qR´k1,θ,´σptqy
T

si p ă 0

Fsπ˘pp, σ, t, t1q “ ´2i σ
ÿ

θ“0,π

cos θ

ż
dq

"
xLkθσptqR∆kf pcos θ˘1q´k1,π´θ,´σpt1qy

T
si p ą 0

xLkθσpt1qR∆kf pcos θ˘1q´k1,π´θ,´σptqy
T

si p ă 0

Ftpp, σ, t, t1q “ 2σ
ÿ

θ“0,π

cos θ

ż
dq

"
xLkθσptqR´k1,θσpt1qy

T
si p ą 0

xLkθσpt1qR´k1,θσptqy
T

si p ă 0

Ftπ˘pp ´ p1, σ, t, t1q “ 2σ
ÿ

θ“0,π

cos θ

ż
dq

"
xLkθσptqR∆kf pcos θ˘1q´k1,π´θ,σpt1qy

T
si p ą 0

xLkθσpt1qR∆kf pcos θ˘1q´k1,π´θ,σptqy
T

si p ă 0

où 3 p “ k`k1

2
et q “ k´k1. xy

T
signifie qu’on prend l’ordre chronologique, dit normal

en temps, xRptqR:pt1qy
T

“ Θpt´ t1qR:pt1qRptq ` Θpt1 ´ tqRptqR:pt1q par exemple (Θ

3. Ce choix respecte la métrique car le jacobien

ˆ Bp
Bk

Bp
Bk1

Bq
Bk

Bq
Bk1

˙
“

ˆ
1 ´1
1

2

1

2

˙
“ 1. L’expression

des fonctions de Green n’est pas complète car je n’y ai pas inclus les cas |q| ą 2p ( ðñ kk1 ă 0),
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est la fonction Heaviside). Pour réduire le nombre de couplages, on posera, par
symétrie, Fsπ “ Fsπ` “ ˘Fsπ´ et Ftπ “ Ftπ` “ ˘Ftπ´. Le choix des deux signes ˘
est indépendant et libre.

β Fonctions de Green supplémentaires
Après cette simplification, on aura besoin d’introduire trois autres fonctions de

Green spéciales :

S0pp, σ, t, t1q “
ÿ

θ“0,π

ż
dq

" xRk,θσptqR:
k1,θ,´σpt1qy

T
si p ą 0

´xLk,θσptqL:
k1,θ,´σpt1qy

T
si p ă 0

S˘pp, σ, t, t1q “
ÿ

θ“0,π

ż
dq

#
xRk,θσptqR:

∆kf pcos θ˘1q´k1,θ,´σ
pt1qy

T
si p ą 0

xLk,θσptqL:
∆kf pcos θ˘1q´k1,θ,´σ

pt1qy
T

si p ă 0

C˘pp, σ, t, t1q “ ´i

ÿ

θ“0,π

ż
dq

#
xRk,θσptqR:

∆kf pcos θ˘1q´k1,θσ
pt1qy

T
si p ą 0

´xLk,θσptqL:
∆kf pcos θ˘1q´k1,θσ

pt1qy
T

si p ă 0

avec les mêmes notations. Ce sont cinq paramètres, que l’on réduit à trois de la
même façon que précédemment, en posant Sπ “ S` “ ˘S´ et C “ C` “ ˘C´.

γ Équations d’évolution dans le temps
Les équations d’évolution se calculent en appliquant (2) sur toutes les fonctions

de Green et en substituant t1 ´ t par t dans les expressions précédentes ; t est le
temps d’existence d’une quasi-particule. L’ordre t1 ´ t est purement conventionnel.
On trouve :

i

B
BtG “ 1 ` εppqG ` ∆sFs ` ∆tFt ` ∆sπFsπ ` ∆tπFtπ

i

B
BtFs “ ´εppqFs ` ∆sG ´ ∆tS0 ´ ∆sπC ` ∆tπSπ

i

B
BtFt “ ´εppqFt ` ∆sS0 ` ∆tG ´ ∆sπSπ ´ ∆tπC

i

B
BtFsπ “ ´εppqFsπ ´ ∆sC ` ∆tSπ ` ∆sπG ´ ∆tπS0

i

B
BtFtπ “ ´εppqFtπ ´ ∆sSπ ` ∆tC ` ∆sπS0 ` ∆tπG

i

B
BtS0 “ εppqS0 ` ∆sFt ´ ∆tFs ` ∆sπFtπ ´ ∆tπFsπ

i

B
BtSπ “ εppqSπ ´ ∆sFtπ ` ∆tFsπ ´ ∆sπFt ` ∆tπFs

i

B
BtC “ ´εppqC ´ ∆sFsπ ´ ∆tFtπ ´ ∆sπFs ´ ∆tπFt

où le 1 provient de la dérivation (au sens des distributions) de Θ, de la formule
tR,R:u “ i~ “ i (je choisis ~ “ 1 partout) et de

ş
dqδpk ´ k1q “

ş
dqδpqq “ 1.

Le champ magnétique n’est pas explicitement inclus, mais il suffit d’ajouter
formellement ´µbH (terme Zeeman) ou µorbB (couplage orbital) ou les deux à ε.

qui aurait donné des expressions différentes. Il suffirait d’utiliser les opérateurs c et c: pour ne pas
rencontrer ces difficultés.
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Chapitre C. Magnétisme et supraconductivité

δ Formulation matricielle

On peut récrire les équations sous forme matricielle, en remplaçant B{Bt par ω
car on utilise un temps imaginaire. On trouve :

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

ε ` iω ∆s ∆t ∆sπ ∆tπ 0 0 0

∆s ´ε ` iω 0 0 0 ´∆t ∆tπ ´∆sπ

∆t 0 ´ε ` iω 0 0 ∆s ´∆sπ ´∆tπ

∆sπ 0 0 ´ε ` iω 0 ´∆tπ ∆t ´∆s

∆tπ 0 0 0 ´ε ` iω ∆sπ ´∆s ´∆t

0 ´∆t ∆s ´∆tπ ∆sπ ε ` iω 0 0

0 ∆tπ ´∆sπ ∆t ´∆s 0 ε ` iω 0

0 ´∆sπ ´∆tπ ´∆s ´∆t 0 0 ε ` iω

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

G ´Fs ´Ft ´Fsπ ´Ftπ ´S0 ´Sπ ´C
F:
s G S0 ´C ´Sπ ´F

:
t F

:
tπ ´F:

sπ

Ft ´S0 G Sπ ´C F:
s ´F:

sπ ´F
:
tπ

´F:
sπ ´C ´Sπ G S0 ´F

:
tπ F

:
t ´F:

s

F
:
tπ Sπ ´C ´S0 G F:

sπ ´F:
s ´F

:
t

S0 Ft ´Fs Ftπ ´Fsπ G C Sπ

Sπ ´Ftπ Fsπ ´Ft Fs C G S0

C Fsπ Ftπ Fs Ft ´Sπ ´S0 G

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

“

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

;

(les huit équations sont répétées chacune huit fois). Chaque terme de ces matrices
est un opérateur (qui pourrait avoir une représentation matricielle, au minimum
2 ˆ 2). En particulier, si on ajoute un terme de couplage magnétique (Zeeman ou
orbital), il vient une matrice à coefficients réels 16ˆ16. Si on ajoute les deux, elle est
32 ˆ 32. On résout cette équation en écrivant explicitement les fonctions de Green
comme les cofacteurs de la première matrice.

c Équations du gap couplées

α Paramètres d’ordre

En appliquant la valeur moyenne successivement sur chaque facteur de l’expres-
sion (3a), ou directement à partir de (2) et (3), on trouve que

∆s “ xFsy
t“0

(3)

et de même pour tous les autres paramètres d’ordre.

β Choix des symétries

Si on choisit Fs` “ Fs´, cela doit correspondre à un choix ∆s` “ ∆s´ “ ∆sπ

implicite, où ∆s˘ “ xFs˘y
t“0

d’après (3).

Choisissons de même ∆t` “ ∆t´ “ ∆tπ ; si on ne confond pas, dans ce cas, Fs`
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3. Méthode de Gor’kov à deux paramètres d’ordre

et Fs´, ni Ft` et Ft´, ni S` et S´, ni C` et C´, on trouve la matrice 12 ˆ 12 :

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

ε ∆s ∆t ∆sπ ∆sπ ∆tπ ∆tπ 0 0 0 0 0

∆s ´ε 0 0 0 0 0 ´∆t ∆tπ ∆tπ ´∆sπ ´∆sπ

∆t 0 ´ε 0 0 0 0 ∆s ´∆sπ ´∆sπ ´∆tπ ´∆tπ

∆sπ 0 0 ´ε 0 0 0 ´∆tπ ∆t 0 ´∆s 0

∆sπ 0 0 0 ´ε 0 0 ´∆tπ 0 ∆t 0 ´∆s

∆tπ 0 0 0 0 ´ε 0 ∆sπ ´∆s 0 ´∆t 0

∆tπ 0 0 0 0 0 ´ε ∆sπ 0 ´∆s 0 ´∆t

0 ´∆t ∆s ´∆tπ ´∆tπ ∆sπ ∆sπ ε 0 0 0 0

0 ∆tπ ´∆sπ ∆t 0 ´∆s 0 0 ε 0 0 0

0 ∆tπ ´∆sπ 0 ∆t 0 ´∆s 0 0 ε 0 0

0 ´∆sπ ´∆tπ ´∆s 0 ´∆t 0 0 0 0 ε 0

0 ´∆sπ ´∆tπ 0 ´∆s ´∆t 0 0 0 0 0 ε

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

où on a omis le terme iω partout dans la diagonale, ce qui correspond à omettre la
matrice iωI. En posant Fsπ “ Fs``Fs´

2
, Ftπ “ Ft``Ft´

2
, Sπ “ S``S´

2
et Cπ “ C``C´

2
,

on retrouve exactement la matrice 8 ˆ 8 précédente.
Choisissons maintenant ∆s` “ ´∆s´ “ ∆sπ et ∆t` “ ´∆t´ “ ∆tπ ; on trouve

la matrice 12 ˆ 12 (avec la même omission des termes iω) :

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

ε ∆s ∆t ∆sπ ´∆sπ ∆tπ ´∆tπ 0 0 0 0 0

∆s ´ε 0 0 0 0 0 ´∆t ´∆tπ ∆tπ ∆sπ ´∆sπ

∆t 0 ´ε 0 0 0 0 ∆s ∆sπ ´∆sπ ∆tπ ´∆tπ

∆sπ 0 0 ´ε 0 0 0 ´∆tπ ∆t 0 ´∆s 0

´∆sπ 0 0 0 ´ε 0 0 ∆tπ 0 ∆t 0 ´∆s

∆tπ 0 0 0 0 ´ε 0 ∆sπ ´∆s 0 ´∆t 0

´∆tπ 0 0 0 0 0 ´ε ´∆sπ 0 ´∆s 0 ´∆t

0 ´∆t ∆s ´∆tπ ∆tπ ∆sπ ´∆sπ ε 0 0 0 0

0 ´∆tπ ∆sπ ∆t 0 ´∆s 0 0 ε 0 0 0

0 ∆tπ ´∆sπ 0 ∆t 0 ´∆s 0 0 ε 0 0

0 ∆sπ ∆tπ ´∆s 0 ´∆t 0 0 0 0 ε 0

0 ´∆sπ ´∆tπ 0 ´∆s ´∆t 0 0 0 0 0 ε

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

.

En posant Fsπ “ Fs`´Fs´

2
, Ftπ “ Ft`´Ft´

2
, Sπ “ S`´S´

2
et Cπ “ C`´C´

2
, on trouve la

matrice 8 ˆ 8 suivante (avec la même omission des termes iω) :

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

ε ∆s ∆t ∆sπ ∆tπ 0 0 0

∆s ´ε 0 0 0 ´∆t ´∆tπ ∆sπ

∆t 0 ´ε 0 0 ∆s ∆sπ ∆tπ

∆sπ 0 0 ´ε 0 ´∆tπ ∆t ´∆s

∆tπ 0 0 0 ´ε ∆sπ ´∆s ´∆t

0 ´∆t ∆s ´∆tπ ∆sπ ε 0 0

0 ´∆tπ ∆sπ ∆t ´∆s 0 ε 0

0 ∆sπ ∆tπ ´∆s ´∆t 0 0 ε

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

.

Choisissons enfin ∆s` “ ´∆s´ “ ∆sπ et ∆t` “ ∆t´ “ ∆tπ ; on trouve la matrice
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12 ˆ 12 (avec la même omission des termes iω) :

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

ε ∆s ∆t ∆sπ ´∆sπ ∆tπ ∆tπ 0 0 0 0 0

∆s ´ε 0 0 0 0 0 ´∆t ∆tπ ∆tπ ∆sπ ´∆sπ

∆t 0 ´ε 0 0 0 0 ∆s ∆sπ ´∆sπ ´∆tπ ´∆tπ

∆sπ 0 0 ´ε 0 0 0 ´∆tπ ∆t 0 ´∆s 0

´∆sπ 0 0 0 ´ε 0 0 ´∆tπ 0 ∆t 0 ´∆s

∆tπ 0 0 0 0 ´ε 0 ∆sπ ´∆s 0 ´∆t 0

∆tπ 0 0 0 0 0 ´ε ´∆sπ 0 ´∆s 0 ´∆t

0 ´∆t ∆s ´∆tπ ´∆tπ ∆sπ ´∆sπ ε 0 0 0 0

0 ∆tπ ∆sπ ∆t 0 ´∆s 0 0 ε 0 0 0

0 ∆tπ ´∆sπ 0 ∆t 0 ´∆s 0 0 ε 0 0

0 ∆sπ ´∆tπ ´∆s 0 ´∆t 0 0 0 0 ε 0

0 ´∆sπ ´∆tπ 0 ´∆s ´∆t 0 0 0 0 0 ε

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

qui est irréductible. Dans ce cas, les solutions ne vérifient pas nécessairement Fs` “
´Fs´ ni Ft` “ Ft´. Pour en être sûr, il faut résoudre la matrice plus générale
(avec la même omission des termes iω) :

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

ε ∆s ∆t ∆s` ∆s´ ∆t` ∆t´ 0 0 0 0 0

∆s ´ε 0 0 0 0 0 ´∆t ∆t´ ∆t` ´∆s´ ´∆s`

∆t 0 ´ε 0 0 0 0 ∆s ´∆s´ ´∆s` ´∆t´ ´∆t`

∆s` 0 0 ´ε 0 0 0 ´∆t` ∆t 0 ´∆s 0

∆s´ 0 0 0 ´ε 0 0 ´∆t´ 0 ∆t 0 ´∆s

∆t` 0 0 0 0 ´ε 0 ∆s` ´∆s 0 ´∆t 0

∆t´ 0 0 0 0 0 ´ε ∆s´ 0 ´∆s 0 ´∆t

0 ´∆t ∆s ´∆t` ´∆t´ ∆s` ∆s´ ε 0 0 0 0

0 ∆t´ ´∆s´ ∆t 0 ´∆s 0 0 ε 0 0 0

0 ∆t` ´∆s` 0 ∆t 0 ´∆s 0 0 ε 0 0

0 ´∆s´ ´∆t´ ´∆s 0 ´∆t 0 0 0 0 ε 0

0 ´∆s` ´∆t` 0 ´∆s ´∆t 0 0 0 0 0 ε

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

.

On trouve des équations similaires à celles trouvées par la méthode de Bogo-
liubov. Cela se comprend puisqu’on a refait une transformation de Fourier t Ñ ω.
Attention cependant que ce ne sont pas les équations du gap qui posent problème
dans la méthode de Bogoliubov, mais les solutions explicites (que cette méthode
offre l’avantage de pouvoir calculer) qui sont discontinues à H “ 0.

γ Résolution des équations couplées avec un terme Zeeman

Il faut expliciter le champ magnétique. J’ai choisi un terme Zeeman, qui est
nécessaire pour détruire les paires singulet à haut champ. En imposant des symétries
supplémentaires, on obtient une matrice 4 ˆ 4 :

¨
˚̊
˝

εpkq ´ µH ` iω ∆s ∆t 0

∆s ´εpkq ` µH ` iω 0 ´∆t

∆t 0 ´εpkq ´ µH ` iω ∆s

0 ´∆t ∆s εpkq ` µH ` iω

˛
‹‹‚
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3. Méthode de Gor’kov à deux paramètres d’ordre

qui donne les deux équations 4 du gap couplées

1

gs
“

ÿ

ǫ“˘1

ż TC{2

´TC{2

de

"
tanhpΘp∆s,∆t,e,ǫµBHq

2T
q

Θp∆s,∆t, e, ǫµBHq

ˆ
1 ` ǫ

µBH?
e2 ` ∆2

s

˙ *
(4)

1

gt
“

ÿ

ǫ“˘1

ż TC{2

´TC{2

de

"
tanhpΘp∆s,∆t,e,ǫµBHq

2T
q

Θp∆s,∆t, e, ǫµBHq

*
(5)

avec Θpx, y, z, tq “
a
x2 ` y2 ` z2 ` t2 ` 2xt

?
x2 ` z2. On notera Is le terme de

droite de (4) et It celui de droite de (5). Les fonctions Is et It dépendent uniquement
de ∆s, ∆t, H et T .

Il existe, pour certaines valeurs de la température T et du champ magnétique
H des solutions couplées p∆s,∆tq, solutions simultanées des deux équations 1

gs
“ Is

et 1
gt

“ It, qui correspondent à une phase de coexistence. Il faut également recher-
cher les solutions ordinaires, soit singulet, soit triplet, qui sont, soit ∆s solution de
l’équation 1

gs
“ Is en posant ∆t “ 0, soit ∆t solution de 1

gt
“ It en posant ∆s “ 0.

La résolution des équations couplées nécessite un grand soin. On peut en com-
prendre la difficulté sur la courbe suivante, qui donne le produit de gsIs en fonction
de ∆s. Les intersections avec la droite y “ 1 donnent les solutions de (4). Dans le
début de la courbe, on distingue très bien la solution ∆s issue du cas mixte, qui
vérifie gsIs “ gtIt et la solution du cas singulet seul. Il est naturel de prolonger la
courbe mixte avec la solution du cas singulet seul mais ce n’est pas nécessaire : tous
les points de vue se rejoignent, grâce à l’analyse des énergies libres, présentée à la
section suivante).

2 4 6 8
gs
�

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

Figure 5 – Courbes de Is en fonction de ∆s. On distingue pour les petites valeurs
de ∆s la courbe pour les solutions couplées (en bleu) qui rejoint la courbe pour
l’appariement singulet pur (en rouge).

4. Dans [34], j’ai utilisé un autre choix, qui donnait les équations

1

gs
“

TC
2ż

´
TC

2

dk
tanhp

?
∆2

s`pvfkq2q`µBH

2T
q ` tanhp

?
∆2

s`pvfkq2´µBH

2T
q

2
a

∆2
s ` pvfkq2

1

gt
“

ż TC
2

´
TC

2

dk
tanhp

?
∆2

t`pvfk´µBHq2

2T
qa

∆2
t ` pvfk ´ µBHq2

mais le diagramme résultant est très proche.
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Chapitre C. Magnétisme et supraconductivité

Pour départager ces différentes solutions, il faut calculer leur énergie libre. L’état
physique correspond à la plus basse énergie libre.

d Définition de l’énergie libre

Pour une équation du gap ordinaire (comme pour un état singulet ou un état
triplet), on peut calculer la différence [209, 210] entre l’énergie libre du système
supraconducteur (j’ai choisi ici singulet) et l’état normal :

∆F “ ´
ż gs

0

dg1
s

ˆ
∆spg1

sq
g1
s

˙2

“ ´
ż gs

0

dg1
s I

2
s (6)

où il faut résoudre la dépendance implicite ∆spg1
sq donnée par (4). Cette formule

est l’intégrale de δF “ BH
Bλ
δλ [211] où λ décrit une perturbation, ici λ “ gs. La

division par gs provient de la définition du Hamiltonien ; si le terme supraconducteur
s’écrivait avec un facteur gs∆s, il n’y aurait pas de 1{gs. On doit modifier (6) lorsqu’il
y a deux paramètres.

α Principe d’addition
Pour une solution couplée, on calcule l’énergie libre de façon générique en ajou-

tant les contributions singulet et triplet :

∆F “ ´
ż gs

0

dg1
s

ˆ
∆s

g1
s

˙2

´
ż gt

0

dg1
t

ˆ
∆t

g1
t

˙2

“ ´
ż gs

0

dg1
s I

2
s ´

ż gt

0

dg1
t I

2
t .

Il n’est pas nécessaire de généraliser la formule intégrale de Landau à deux para-
mètres, un seul paramètre de perturbation λ convient. On choisit encore λ “ gs et
on pose :

g1
t “ gt

gs
g1
s « 10,783

11,5
g1
s

où ce rapport gs{gt a été estimé numériquement [33,34]. En effet, en acceptant que
ce rapport a bien cette valeur 5, la minimisation de la somme des deux intégrales

∆F “ ´
ż gs

0

dg1
s

1

g12
s

p∆2
s ` gs

gt
∆2

t q

“ ´
ż gs

0

dg1
spI2

s ` gs

gt
I2
t q

donne le même résultat que la minimisation à deux paramètres de la somme précé-
dente. Ce raisonnement est valable quelque soit la valeur (non nulle) du rapport.

β Transition du second ordre
La physique est cependant beaucoup plus subtile. On montre sur la figure sui-

vante des courbes de ∆s et ∆t en fonction de g1
s.

5. Il dépend peut-être de certains paramètres physiques, mais ceci est au moins valable dans
une région localisée du diagramme de phase.
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0.085 0.090 0.095
gs

5

10

15

20

Dsing pure

Dtrip pure

Dmixt sing

Dmixt trip

Figure 6 – Courbes de ∆s et ∆t pour T „ 0.1 K and H „ 1.1 T. La courbe pleine
en bleue est celle de ∆s dans une phase singulet pure, la courbe orange hachurée
celle de ∆t dans une phase triplet pure, la courbe fine rouge celle de ∆s dans une
phase de coexistence et la courbe violette hachurée celle de ∆t dans la même phase
de coexistence.

On constate tout d’abord que les solutions couplées p∆s,∆tq non triviales, vé-
rifiant gsIs “ gtIt, ∆s ‰ 0 et ∆t ‰ 0, n’existent que sur un intervalle très étroit
g1
s P r0,861 ; 0,875s. En dehors de cet intervalle, les solutions sont ordinaires (singu-

let p∆s, 0q ou triplet p0,∆tq). Ces solutions correspondent toujours, sur la figure 5,
à des points sur la branche des ∆s calculés pour des paramètres couplés, tandis
que les solutions éventuelles situées sur le prolongement singulet pur donnent les
énergies libres de ces phases ordinaires.

Aucun problème d’interprétation ne survient pour ce qui concerne une phase
ordinaire, il suffit d’intégrer la solution ordinaire correspondante de 0 jusqu’à, soit
gs pour un état singulet, soit gt “ 10.783

11.5
gs pour un état triplet. Par contre, il

convient de prolonger les courbes obtenues pour les solutions couplées en dehors de
l’intervalle r0,861 ; 0,875s.

Cela peut se faire de plusieurs façons, ce qui pose un problème conceptuel ma-
jeur. On peut cependant le résoudre par l’argument suivant : on observe que les
courbes fines correspondent à un effondrement du paramètre d’ordre singulet, d’une
part, et à une montée parallèle du paramètre d’ordre triplet. Plus précisément,
∆sp0,861q « 13 K égale la valeur nominale du paramètre dans la phase singulet et
tombe à ∆sp0,876q “ 0 ; tandis que ∆tp0,861q “ 0 et atteint ∆tp0,876q “ 11 K la
valeur nominale du paramètre dans la phase triplet. La phase de coexistence rend
∆s et ∆t continus, et la transition, si cette phase est la plus stable thermodynami-
quement, doit être du second ordre.

Aussi, il faut, pour être cohérent avec cette explication, prolonger ∆s par la
courbe de la phase singulet pure, pour gs ă 0,861 (et ∆t reste nul), tandis qu’il faut
prolonger ∆t par la courbe de la phase triplet pure, pour gs ą 0,876 (et ∆s reste
nul). Ces prolongements sont bien ceux qu’on obtient en prolongeant la courbe 5.
Un dernier argument conforte cette interprétation, c’est que ce schéma est toujours
le même, pour tous les paramètres physiques.
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γ Interprétation thermodynamique
L’analyse n’est pas terminée. La nature de la phase thermodynamique dépend

également de la valeur de gs, le couplage effectif, qui est une constante physique
(contrairement au paramètre g1

s qui varie de 0 à gs). Si gs ď 0,861, on ne trouve tout
simplement jamais de solutions couplées, il n’existe que les deux phases ordinaires
singulet et triplet, dont les énergies libres se croisent quand H augmente, indiquant
une transition singulet/triplet.

Si gs ě 0,876, la situation est plus complexe. En effet, la phase décrite par une
solution couplée a la symétrie triplet, puisque pour g1

s “ gs l’état est triplet. Mais
son énergie libre n’est pas celle d’une phase triplet ordinaire. Il s’agit d’une nouvelle
phase thermodynamique, qu’il faudrait nommer phase triplet avec des instabilités
singulet sous-jacentes. Cette phase résulte d’une compétition entre couplage singulet
et triplet où les paires singulet sont instables.

Enfin, si 0,861 ă gs ă 0,876, on trouve la phase de coexistence que l’on cherchait.
Il ne reste plus qu’à étudier sa stabilité en comparant les énergies libres des diverses
configurations.

e Phase de coexistence

α Instabilité thermodynamique
Sur la figure 7, on constate que l’énergie libre de la phase mixte est toujours

moins négative que les autres. Ce comportement s’est révélé très robuste.

1.5 2.0 2.5 3.0

- 2.0

- 1.5

- 1.0

- 0.5

Figure 7 – Énergies libres des différentes configurations en fonction du champ
magnétique pour une température T „ 1 K : en rouge l’état triplet, qui devient le
plus favorable pour H ą 1,8 T ; en marron l’état singulet, qui est plus favorable
pour les champs H ă 1,8 T ; en bleu l’état mixte, qui n’est jamais le plus favorable,
bien qu’il soit presque stable parfois. L’échelle des ordonnées est arbitraire

β Choix des couplages
Changer le paramètre gs{gt s’est révélé inefficace, j’ai essayé avec gs{gt “ 1,057 et

gs{gt “ 1,052 ; la plage disponible pour l’existence de la phase mixte est très étroite.
Il est remarquable cependant que la valeur 1,057 venait d’un fit plus ancien de M.
Héritier pour trouver la bonne valeur critique Tc, et qu’elle donne, non seulement
un champ critique compatible avec les valeurs expérimentales, mais aussi qu’elle est
dans l’intervalle pourtant très étroit où peut exister la phase de coexistence.

Nous avons également utiliser le groupe de renormalisation (travaux décrits au
chapitre B) pour recalculer gs et gt. Pour éviter la divergence ultra-violette, on
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3. Méthode de Gor’kov à deux paramètres d’ordre

arrête le flot à Λ “ T ˚, la température de transition dimensionnelle définie page 42,
car, dès qu’on entre dans le régime tridimensionnel, le système devient un gaz
de Fermi qui atteint immédiatement l’équilibre, d’où un gel des couplages à cette
température. La faiblesse de cette prescription réside dans le lien entre température
et Λ.

C. Bourbonnais a récemment suggéré que ce rapport gs{gt dépende du champ
magnétique. Cette hypothèse n’est pas pertinente ici, car la phase de coexistence n’
existe que sur une plage très étroite en champ magnétique. De plus, elle n’est pas
nécessaire pour modéliser une transition singulet/triplet.

γ Diagramme de phase

Le diagramme de phase finalement obtenu [187], quand on prend en compte les
énergies libres, est similaire aux diagrammes obtenus sans phase de coexistence :
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Figure 8 – Diagramme de phase pour une échelle fermionique avec un hamiltonien
de Hubbard et un terme de Zeeman, en fonction de la température en abscisse et
du champ magnétique en ordonnée. La zone I (et Ibis) est la zone singulet (dans la
zone Ibis, il n’y a aucune compétition avec l’ordre triplet). La zone II est la zone
triplet et la zone III correspond à l’état normal.

Si j’avais représenté la phase de coexistence, elle se situerait, comme attendu,
très près de la frontière singulet/triplet, mais elle n’est jamais stable thermodyna-
miquement et ce n’est donc pas légitime.

δ Résolution des équations couplées avec couplage orbital explicite

Dans les diagrammes présentés ci-avant, le couplage orbital n’est pris en compte
qu’implicitement à travers le modèle de bandes de la chaîne fermionique. J’ai fait
des calculs en remplaçant le terme Zeeman par le terme orbital explicite, que j’ai
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Chapitre C. Magnétisme et supraconductivité

introduit précédemment. Avec des hypothèses simples, on obtient la matrice
¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

εpkq ´ µH ` iω ∆s ∆t ∆sπ ∆tp 0 0 0

∆s ´εpkq ´ µH ` iω 0 0 0 ´∆t ∆tπ ´∆sπ

∆t 0 ´εpkq ´ µH ` iω 0 0 ∆s ´∆sπ ´∆tπ

∆sπ 0 0 ´εpkq ` µH ` iω 0 ´∆tπ ∆t ´∆s

∆tπ 0 0 0 ´εpkq ` µH ` iω ∆sπ ´∆s ´∆t

0 ´∆t ∆s ´∆tπ ∆sπ εpkq ´ µH ` iω 0 0

0 ∆tπ ´∆sπ ∆t ´∆s 0 εpkq ` µH ` iω 0

0 ´∆sπ ´∆tπ ´∆s ´∆t 0 0 εpkq ` µH ` iω

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

.

J’ai appliqué diverses symétries supplémentaires, ∆s “ ∆sπ ou bien ∆sπ “ 0

(et d’autres, analogues, pour les paramètres triplet). On trouve des phases de co-
existence instables, qui n’ont de toute façon pas retenu mon attention, parce que,
lorsqu’on analyse les résultats, on constate qu’ils ne sont pas acceptables physique-
ment : soit ∆s augmente avec H , soit ∆t décroît trop vite avec H .

Comme les ordres de grandeur des termes orbital et Zeeman sont voisins, il n’est
pas justifié de supprimer le terme Zeeman. Après mure réflexion, il m’est apparu
que c’est justement l’effet Zeeman qui détruit les paires de symétrie singulet, et
permet la transition singulet/triplet, que l’on trouve dans ces systèmes. Autrement
dit, le seul espoir de trouver cette phase de coexistence serait d’ajouter un terme
Zeeman et un terme orbital simultanément. Mais, si on ne fait aucune hypothèse
sur les symétries, cela conduirait à une matrice 24ˆ24 au minimum. Cela m’amène
aux perspectives prochaines de ce travail.
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D Perspectives

Après le départ de C. Nickel, je n’ai pas voulu poursuivre seul des calculs de
renormalisation et j’ai, par contre, développé d’autres approches, de type BCS, qui
m’offrent des perspectives très intéressantes.

Une application au départ inattendue de mes travaux est née d’une collaboration
avec D. Le Bolloc’h, sur les ondes de densité dans le chrome.

1 Étude théorique des Ondes de Densité dans le
chrome

a Contexte expérimental

Des expériences de diffraction cohérente de rayons X, menées par Le Bolloc’h
et al, ont permis de mettre en évidence certaines propriétés remarquables de ces
cristaux. On y retrouve un mécanisme d’emboîtement, assez similaire à celui que
j’ai exposé dans les sels de Bechgaard. Il s’agit ici de comprendre la coexistence
entre des Ondes de Densité de Spin et de Charge. Ces ondes disparaissent pour une
température T ą TN , où TN est appelée température de Néel.

Ces instabilités présentent une structure quasi-unidimensionnelle très marquée :
alors que le cristal est tridimensionnel, l’emboîtement de la surface de Fermi se
fait selon un axe unique qu’on notera Ox, les vecteurs d’ondes de densité sont
parallèles à Ox et se caractérisent par une distorsion de la longueur d’onde de
Fermi 2kf “ 2π

a
p1 ˘ δq, où a est le paramètre de maille selon la direction Ox.

On trouve deux poches de trous et une poche d’électrons, qu’on représente dans
l’espace réciproque :

-
H2- sL2p

a -
2p
a -

s 2p
a

s 2p
a

2p
a

H2- sL2p
a

kx

- s 2p
a

s 2p
a

ky

Figure 1 – Surface de Fermi du chrome, dans le plan 0xy. les deux grandes poches
carré sont des poches de trous, la plus petite au centre est la poche d’électrons.
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L’emboîtement entre les poches d’électrons et de trous est parfait entre le bord
de la surface de Fermi des électrons et son image par 2kf dans la surface de Fermi
des trous, ainsi qu’entre les poches de trous. Il explique l’apparition des Ondes
de Densité de Spin et de Charge. Il est dit incommensurable car kfa{π P R Ă
Q. Étrangement, les expérimentateurs écrivent que l’emboîtement électron-trou est
imparfait, parce qu’il ne couvre pas la totalité de la surface de Fermi des trous, on
peut regretter ce vocabulaire pour le moins maladroit.

Les Ondes de Densité de Spin et de Charge sont extrêmement bien corrélées :
elles ont exactement la même température de Néel [212] TN “ 311 K ; elles coexistent
au niveau microscopique, comme l’ont montré des expériences [213] réalisées dans
des micro-domaines. Cette cohérence s’explique très bien avec un mécanisme de
magnétostriction, qui est généralement cité dans les articles.

Cependant, ce modèle ne peut expliquer certaines différences récemment ob-
servées dans le comportement des fluctuations [214] : les tâches de réflexion par
diffraction cohérente de rayons X des Ondes de Densité de Charge, qui sont des
satellites autour de 4kf alignés selon l’axe Ox, présentent des tavelures très visibles,
contrairement aux tâches des Ondes de Densité de Spin, qui sont des satellites au-
tour de 2kf également alignés selon l’axe Ox. De plus, les tâches des Ondes de
Densité de Charge présentent des défauts de phase quand on augmente les défauts
dans le chrome, tandis que les Ondes de Densité de Spin n’en présentent pas.

Pour essayer de comprendre les différences entre les fluctuations Ondes de Den-
sité de Spin et de Charge, on considère un couplage purement électronique. J’ai re-
pris, sous l’impulsion de Le Bolloc’h, le modèle de Young et Sokolov de 1978 [215],
qui explique que les Ondes de Densité de Charge sont crées par des modes har-
moniques des Ondes de Densité de Spin. Ces dernières résultent de l’emboîtement
électron-trou, tandis que les Ondes de Densité de Charge résultent de l’emboîte-
ment trou-trou. Pour être plus précis, il y une compétition entre des mécanismes
d’emboîtement trou-trou direct et des mécanismes harmoniques, qui correspondent
à un emboîtement trou-électron + électron-trou. Si les Ondes de Densité de Charge
sont bien des harmoniques des Ondes de Densité de Spin, cela expliquerait qu’elles
soient moins stable que ces dernières, dont elles dépendent.

b Modèle en champ moyen

Le hamiltonien de Young et Sokolov [215] s’écrit

H “

¨
˝
εa ` iω ∆S ∆S

∆S εb ´ δe ` iω ∆C

∆S ∆C εb ` δe` iω

˛
‚

où ∆S (resp. ∆C) désigne le paramètre d’ordre des Ondes de Densité de Spin (resp.
de Charge), εa est l’énergie de la bande d’électrons et εb celle des deux bandes de
trous. Leur dégénérescence est levée par le paramètre δe, comme on va l’expliquer
plus loin.

J’ai choisi une relation de dispersion linéarisée. Partant de la surface de Fermi
Fig. 1, qui est observée expérimentalement, on obtient un modèle de prisme :
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kx
ky

e

Figure 2 – Dispersion linéarisée en fonction de k, qui est défini dans le plan 0xy.
L’axe 0z est ici l’énergie.

Dans ce modèle, l’énergie des électrons s’écrit

εapkq
ea

“ 1 ´
ˇ̌
ˇ̌ka
πs

ˇ̌
ˇ̌

et celle des trous (on utilise ˘ pour la poche situé autour de ˘π
a
)

εbpkq
eb

“ 1 ´
ˇ̌
ˇ̌ ka¯ π

πp1 ´ sq

ˇ̌
ˇ̌

avec ea l’énergie minimale des électrons et eb celle des trous (à la pointe des prismes),
k “ kx ` ky sur la face en haut à droite des prismes correspondant à la première
bissectrice (k “ ´kx`ky pour la seconde bissectrice, k “ ´kx´ky pour la troisième
et k “ kx ´ ky pour la dernière), enfin s Ps0, 1r la mesure relative des poches. On
trouve ea “ ´se0 et eb “ p1 ´ sqe0, où e0 “ eb ´ ea est la différence d’énergie
maximale. On a, par la suite, utilisé la valeur mesurée expérimentalement s « 8{21.

Bien sûr, la pointe des prismes devrait, en toute rigueur, être remplacée par
une courbe sinusoïdale bidimensionnelle, mais le nombre d’états diminue fortement
lorsqu’on approche la pointe, de sorte qu’on ne commet pas une grosse erreur,
si on les intègre. De plus, les états qu’on trouve loin de la surface de Fermi, si on
prenait une dispersion plus réaliste, sont très loin de l’emboîtement, et ne participent
pas aux mécanismes Onde de Densité de Spin ni de Charge, c’est pourquoi cette
dispersion linéarisée est bien légitime.

Le paramètre δe est lié à la distorsion δ du vecteur de Fermi. Si on représente
les vecteurs de l’espace réciproque sous la forme pεpkx, kyq, kx, kyq, à rapprocher
des quadri-vecteurs habituels, auxquels j’ai retiré la composante kz inutile ici, les
vecteurs d’emboîtement électron-trou s’écrivent (je choisis les faces correspondant
à la première bissectrice et la poche de trous située dans la zone x ą 0)

pεpkf ` kx, kyq, kf ` kx, kyq ´ pεpkx, kyq, kx, kyq “ pvf pπ
a

p1 ´ δq ´ 2kq, kf , 0q

avec kf “ pπ
a

´ δq, k “ kx ` ky varie de 0 à sa{π et e0 “ vfπ{a. En égalisant la
différence d’énergies obtenue à εb ´ εa ´ δe, où les énergies εa et εb sont calculées
sans distorsion (auquel cas on aurait δe “ 0 dans H), on trouve δe “ e0δ.

Si on refait le calcul avec l’emboîtement trou-trou, on trouve bien le même
résultat. Dans l’article initial de Young et Sokolov [215], le couplage Onde de Densité
de Charge est calculé par perturbation et δe est un paramètre ad hoc, qui assure
la non divergence des quantités calculées. Au contraire, j’ai fait des calculs exacts,
qui, non seulement ne divergent pas quand δe “ 0, mais se simplifient fortement.
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c Équations du gap couplées

On résout, de façon similaire à l’étude des phases supraconductrices,
¨
˝

εa ∆S ∆S

∆S εb ´ δe ∆C

∆S ∆C εbi` δe

˛
‚

¨
˝

Ga Fs Fs

F:
s Gb Fc

F:
s F:

c Gb

˛
‚“

¨
˝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

˛
‚ ,

puis on moyenne Fs et Fc en sommant sur les fréquences de Matsubara, ce qui donne
les deux équations du gap couplées :

1

gS
“

ż
dkxdky

ˆpεb ´ x0 ` e0δ ´ ∆Cq tanhp x0

2T
q

2px0 ´ x1qpx0 ´ x2q ` pεb ´ x1 ` e0δ ´ ∆Cq tanhp x1

2T
q

2px0 ´ x1qpx2 ´ x1q

`pεb ´ x2 ` e0δ ´ ∆Cq tanhp x2

2T
q

2px0 ´ x2qpx1 ´ x2q

˙
(1)

1

gC
“

ż
dkxdky

ˆpεa ´ x0 ´ ∆2
S{∆Cq tanhp x0

2T
q

2px0 ´ x1qpx0 ´ x2q ` pεa ´ x1 ´ ∆2
S{∆Cq tanhp x1

2T
q

2px0 ´ x1qpx2 ´ x1q

`pεa ´ x2 ´ ∆2
S{∆Cq tanhp x2

2T
q

2px0 ´ x2qpx1 ´ x2q

˙
(2)

où x0, x1 et x2 sont les trois zéros de detpHq :

x0 “ 2

3
sq cos

ˆ
Arccospsmq

3

˙
` εa ` 2εb

3

x1 “ 2

3
sq cos

ˆ
Arccospsmq ` 2π

3

˙
` εa ` 2εb

3

x2 “ 2

3
sq cos

ˆ
Arccospsmq ` 4π

3

˙
` εa ` 2εb

3

enfin sq “
b

pεa ´ εbq2 ` 3pδ2e2
0 ` 2∆2

S ` ∆2
Cq

et sq3sm “ pεa ´ εbqppεa ´ εbq2 ´ 9pδ2e2
0 ` ∆2

Cqq ` 9∆2
Spεa ´ εb ` 3∆Cq .

On notera, de façon similaire au cas supraconducteur, IS le terme de droite de (1)
et IC celui de droite de (2).

Pour intégrer proprement à deux dimensions
ş
dkxdky, il faut calculer la dégéné-

rescence le long des bords de prisme, qui s’écrit 4
ş sπ

a

δ

?
2pk´ δqdk dans le cas couplé

(c’est à dire quand ∆S ‰ 0 et ∆C ‰ 0 simultanément), 4
ş sπ

a

0

?
2kdk pour les Ondes

de Densité de Spin (quand ∆c “ 0 ; dans ce cas, εb ` e0δ s’écrit eb ` e0|δ´ k| et non

eb ` e0pδ´ kq) et 4
ş p1´sqπ

a

δ

?
2pk´ δqdk pour les Ondes de Densité de Charge (quand

(∆s “ 0). Dans le cas mixte, c’est la poche d’électron, plus petite (s “ 8{21) qui
impose toujours la dégénérescence.

d Calcul des énergies libres

Il y a une grande différence entre la recherche de la phase de coexistence supra-
conductrice, que j’ai présentée précédemment, et l’étude des ondes de densité dans
le chrome. Dans ce dernier système, la coexistence est observée expérimentalement
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à toutes les températures. Il faut choisir les constantes de façon à ce que la phase
de coexistence soit donc toujours celle d’énergie libre la plus basse.

Une autre différence est que les solutions de gSIS “ gCIC forment ici des courbes
le plus souvent ouvertes, alors qu’elles sont toujours fermées pour la supraconducti-
vité. Je présente ici une représentation intégrale, en fonction des paramètres d’ordre
et non plus des couplages, que j’ai développée récemment et que je pourrai égale-
ment utiliser en supraconductivité. Je note ∆C “ hp∆Sq ; la fonction implicite h
n’est une application bijective que lorsqu’on restreint son domaine de définition et
son espace d’arrivée sur des segments limités ; on l’utilisera toujours sur de tels
domaines.

La constante des interactions Onde de Densité de Spin est toujours négative,
gS ă 0, tandis que pour les interactions Onde de Densité de Charge, gC ă 0 pour
toutes les familles de solutions, sauf pour une vallée où gC ą 0. On écrit

∆FODS “
ż 0

gS

ˆ
∆S

g1
S

˙2

dg1
S “

ż 0

gS

dg1
S I

2
S .

On fait le changement de variable g1
S Ñ ∆S, en notant fSp∆Sq “ g1

S. Il vient

∆FODS “
ż 0

f
p´1q
S

pgSq

ˆ
∆S

fSp∆Sq

˙2

f 1
Sp∆Sqd∆S

et la dérivée s’écrit f 1
S “ 1{IS ´ ∆SI

1
S{I2

S avec

I 1
S “ BIS

B∆S

` h1p∆Sq BIS
B∆C

;

les dérivations partielles sont celles des dépendances explicites de ISp∆S,∆Cq. De
la même façon, on écrit

∆FODC “
ż gC

0

ˆ
∆C

g1
C

˙2

dg1
C “

ż gC

0

dg1
C I

2
C ;

on a choisi la vallée où gC ą 0 mais il suffirait d’écrire
ş0

gC
pour traiter le cas des

autres solutions. On fait le changement de variable g1
C Ñ ∆C , avec fCp∆Cq “ g1

C .
Il vient

∆FODC “
ż f

p´1q
C

pgCq

0

ˆ
∆C

fCp∆Cq

˙2

f 1
Cp∆Cqd∆C

et la dérivée s’écrit f 1
C “ 1{IC ´ ∆CI

1
C{I2

C avec

I 1
C “ BIC

B∆C

` 1

h1p∆Cq
BIC
B∆S

;

les dérivations partielles sont celles des dépendances explicites de ICp∆S,∆Cq. Les
fonctions fS et fC sont liées et peuvent s’exprimer l’une en fonction de l’autre, de
h et du rapport gC{gS assumé comme un paramètre fixe du modèle, mais on n’aura
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pas besoin d’expliciter ces expressions. On utilise l’astuce suivante, en commençant
par écrire la somme explicitement :

∆F “ ∆FODS ` ∆FODC

∆F “
ż 0

f
p´1q
S

pgSq

pIS ´ ∆Sp BIS
B∆S

` BIs
B∆C

d∆C

d∆S

qqd∆S `
ż f

p´1q
C

pgCq

0

pIC ´ ∆Cp BIC
B∆C

` BIC
B∆S

d∆S

d∆C

qqd∆C

∆F “
ż 0

f
p´1q
S

pgSq

pIS ´ ∆S

BIS
B∆S

´ ∆C

BIC
B∆S

qd∆S `
ż f

p´1q
C

pgCq

0

pIC ´ ∆C

BIC
B∆C

´ ∆S

BIS
B∆C

qd∆C (3)

où on a échangé les termes contenant h ou 1{h de façon à éliminer h.
Il reste une dernière prescription importante : comme on a perdu les variables

g1
S et g1

C , on doit les récupérer, à l’aide des formules

gS “ 1

IS
gC “ 1

IC
.

Au fur et à mesure qu’on calcule les intégrales (3), on calcule les constantes gS et
gC associées, de façon à obtenir des cartes pgS,∆F q (on a éliminé gC à l’aide du
rapport gC{gS). Les choses s’éclairent alors enfin, si on juxtapose toutes ces cartes
sur une figure unique en fonction de gS : chaque morceau de courbe bijectif de h
contribue à un morceau de courbe partielle, et on doit rattacher ces morceaux, de
façon à suivre une carte univoque quand |gS| augmente à partir de zéro.

Il viendra peut-être des prescriptions analogues à celle que j’ai démontrée pour
l’étude de la phase de coexistence supraconductrice.

2 Phase de coexistence supraconductrice

Comme je l’ai déjà écrit, de nombreuses généralisations sont possibles, pour
le calcul de cette phase de coexistence. Une première étape, relativement simple,
consisterait à reprendre ces calculs en modifiant les symétries simplificatrices des
paramètres d’ordre. En effet, si le groupe de symétrie authentique associé à un
paramètre d’ordre est bien déterminé, j’ai dû, pour simplifier la matrice représentant
le hamiltonien, rajouter des hypothèses simplificatrices, notamment concernant les
relations entre ∆αp0q et ∆αpπq (pour α “ s, t) les valeurs d’un paramètre calculées
sur les bandes 0 et π.

D’ailleurs, les relations que j’ai adoptée et qui ont l’avantage d’être plus simples,
ne sont pas cohérentes : par exemple, on a la même symétrie pour les couplages
singulet et triplet. Cela dit, rien n’est démontré, tant qu’on n’a pas exploité une
hypothèse jusqu’au bout. La méthode revient à un classique essai/erreur, sauf que
chaque essai peut nécessiter une ou plusieurs années.

Il est possible d’ailleurs que ces généralisations simples ne donnent rien. Il fau-
drait, dans ce cas, inclure séparément des paramètres ∆αp0q et ∆αpπq, autrement dit
quatre paramètres d’ordre indépendants, et inventer une façon de résoudre quatre
équations du gap couplées.
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2. Phase de coexistence supraconductrice

Par ailleurs, j’aimerais tester le terme de couplage orbital supplémentaire que
j’ai introduit. Les premiers tests que j’ai effectués semblent indiquer qu’on ne peut
omettre le terme Zeeman. Les matrices sont deux fois plus grandes, mais le problème
est conceptuellement inchangé, et j’ai constaté, sur des essais, qu’il reste soluble.
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Deuxième partie

Barrière de Coulomb à une

dimension
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A Généralités

1 Introduction

Il s’agit d’une équation aux valeurs propres associée au potentiel de Coulomb
V pxq “ qq1

4πεo|x|
, q et q1 étant les charges des particules en interaction. À trois di-

mensions, ce problème est celui de l’atome d’hydrogène et a été résolu depuis le
début du vingtième siècle [216]. À une dimension, la discontinuité à l’origine pose
un problème extrêmement difficile et a donné lieu à un nombre assez étonnant de
publications erronées, ce qui, d’un point de vue épistémologique, est peut-être l’in-
térêt majeur de ce problème. J’ai démontré récemment que les solutions définitives
de ce problème n’apportent aucun résultat nouveau, contrairement à ce que j’ai
cru découvrir tout d’abord [8]. Bien que j’ai mené mes derniers calculs seul, par
l’analyse locale des équations différentielles, j’ai profité récemment de l’aide d’un
mathématicien, spécialiste des extensions auto-adjointes.

Il ne faut pas confondre ce problème avec le potentiel V pxq 9 |x|, auquel je ne
m’intéresserai pas. Par contre, mon travail permet de revisiter certains aspects, pas
toujours très bien expliqués, du problème à trois dimensions.

2 Notions préalables

a Équation différentielle

L’équation de Schrödinger, ou plutôt l’équation aux valeurs propres Hϕ “ Eϕ,
s’écrit

´ ~2

2m

d2ϕ

dx2
pxq ` qq1

4πεo|x|ϕpxq “ Eϕpxq

où m est la masse des particules et E l’énergie associée à la fonction d’onde |ϕy. On
utilisera plutôt l’équation équivalente

´d2ϕ

dx2
pxq ` λ

|x|ϕpxq “ eϕpxq (1)

avec λ“ 2mqq1

4πǫo~2 et e“ 2mE
~2 . En général, je ne m’intéresserai qu’au cas du potentiel

attractif qq1 ă 0 ðñ λ ă 0 mais une partie des résultats est valable dans tous les
cas, ce que je m’efforcerai de préciser, le cas échéant.
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b Équivalence de l’équation radiale de l’atome d’hydrogène

Il est connu [8] que (1) est équivalente à l’équation radiale à trois dimensions
Hrφ “ Eφ pour un moment l “ 0, où Ψ “ φprqYlmpθ, ϕq est la solution à trois
dimensions de HΨ “ EΨ, Ylm sont les harmoniques sphériques et pr, θ, ϕq les coor-
données sphériques usuelles. Plus précisément, les solutions sont reliées par l’équa-
tion

ϕprq “ rφprq . (2)

c Raccordement en x “ 0

On considère e donné. Si on restreint (1) sur R˚
` ou sur R˚

´, on élimine la
divergence en 0 et on peut appliquer le théorème de Cauchy, qui assure l’existence
des solutions. Plus précisément, comme l’équation différentielle est d’ordre deux, les
solutions forment un espace vectoriel d’ordre 2.

On a donc la situation suivante : on peut définir deux solutions indépendantes
ϕ`

1 pxq et ϕ`
2 pxq sur R˚

`, et de même ϕ´
1 pxq et ϕ´

2 pxq sur R˚
´ ; par linéarité de (1)

toute solution ϕ (associé à e) s’écrit

ϕpxq “
"
A1ϕ

`
1 pxq ` A2ϕ

`
2 pxq si x ą 0 ;

a1ϕ
´
1 pxq ` a2ϕ

´
2 pxq si x ă 0 .

Il ne reste plus qu’à raccorder la solution définie sur R˚
` et celle définie sur R˚

´

pour résoudre (1), mais toute la difficulté réside ici. (1) est une équation physique,
donc valable sur tout R y compris en x “ 0. Donc, non seulement les solutions
physiques ϕ doivent être prolongeable par continuité en 0` et 0´ de sorte qu’on
peut définir

ϕp0`q “ lim
ǫÑ0`

ϕpǫq

et ϕp0´q “ lim
ǫÑ0`

ϕp´ǫq

ainsi que

ϕ2p0`q “ lim
ǫÑ0`

ϕp2ǫq ´ 2ϕpǫq ` ϕp0`q
2ǫ2

et ϕ2p0´q “ lim
ǫÑ0`

ϕp´2ǫq ´ 2ϕp´ǫq ` ϕp0´q
2ǫ2

,

mais il faudra établir des équations de raccordement entre ces limites. Le principe
qui sous-tend ces calculs est que, connaissant ϕ sur un intervalle s ´ ǫ, 0r, on peut
la prolonger sur l’intervalle s0, ǫr, de la même façon qu’on peut prolonger, grâce au
théorème de Cauchy, de façon unique, toute solution connu en sx0 ´ ǫ, x0 ` ǫr, pour
tout x0 ‰ 0, ce qu’on résume plus couramment par la donnée de pϕpx0q, ϕ1px0qq.

Si on postule ce principe de raccordement en x “ 0, qu’on n’a cependant pas
démontré, cela revient à dire qu’il existe une relation linéaire entre les coefficients
pA1, A2q et pa1, a2q, donc une matrice D telle que

ˆ
A1

A2

˙
“ D

ˆ
a1

a2

˙
(3)

114



2. Notions préalables

comme je l’ai fait dans [8]. Ce postulat suppose la perméabilité de la barrière en
x “ 0. Or, il se trouve que la barrière de Coulomb est impénétrable et imperméable
à une dimension, comme Loudon l’avait imaginé [217]. La situation est par consé-
quent exceptionnelle, et les résultats publiés sont souvent en contradiction avec les
standards de la physique quantique.

Nous allons commencer par étudier les propriétés de ce système à travers une
partie de cette littérature.
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B Historique

Il est impossible de retracer tous les articles portant, peu ou prou, sur ce sujet.
Mentionons tout d’abord le travail de Fischer, Leschke et Mueller [218], qui donne
une méthode mathématique pour résoudre ce problème en toute généralité. Je vais
en donner les principales références, en insistant sur les résultats, avérés ou non, les
plus importants de ces articles.

1 Article de Loudon

Selon [219], la première référence au problème unidimensionnel est de 1928 [220]
mais le premier article historiquement reconnu est celui de Loudon [217] en 1959.

Les solutions intégrables, donc du spectre lié, obtenues par Loudon sont des
combinaisons paires ou impaires des fonctions ϕ˘

n définies par

ϕ˘
n pxq “

"
xφnpxq si ˘ x ą 0 ;

0 sinon.
(1a)

où φn est la partie radiale des solutions tridimensionnelles, n étant le numéro des
niveaux de Rydberg. À un facteur de normalisation près [8],

φnprq “ r e´krL1
np2krq , (1b)

où k “
a

|e| est le vecteur d’onde et Ln le polynôme de Laguerre d’ordre n P N˚.
Ce sont les solutions que j’appelle régulières.

a Propriété des fonctions d’onde

Rappelons quelques résultats sur les solutions propres d’une équation de Schrö-
dinger, pour situer le travail de Loudon dans son contexte.

α Dégénérescence
On peut démontrer, pour un potentiel ordinaire, que les fonctions d’onde à une

dimension sont non dégénérées. Notons d’abord qu’il existe toujours une solution
divergente quand x Ñ `8 et une autre divergente quand x Ñ ´8.

Si (3) est vérifiée, les solutions (convergentes ou divergentes) définies sur R

forment un espace vectoriel de dimension 2. Notons ϕ` P L2pR˚
`q une solution non

divergente en `8 et ϕ´ P L2pR˚
´q une solution non divergente en ´8 (je n’ai pas

besoin de supposer leur existence, dans le cas contraire, la discussion suivante de-
vient triviale, mais elles sont toujours uniques à un facteur près, d’après la remarque
précédente).
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De deux choses l’une, soit ϕ` se raccorde exactement avec ϕ´ : dans ce cas,
cette solution engendre l’espace, de dimension 1, des solutions P L2pRq ; soit, il n’y
a aucune solution non divergente définie sur tout R, l’espace des solutions est de
dimension 0. Ceci prouve que la solution est non dégénérée.

Cependant, si la barrière est imperméable, comme on vérifiera que c’est le cas du
potentiel de Coulomb, (3) n’est pas valable et il est possible de faire des combinaisons
arbitraires de ϕ` et ϕ´. C’est également ce qu’affirme Loudon.

β Parité
Loudon considère plus particulièrement les solutions réelles paire et impaire ϕ`

et ϕ´. En effet, l’équation différentielle est réelle et possède des solutions réelles.
De plus, la continuité de la densité de probabilité ρpxq “ |ϕpxq|2 impose, comme
on le verra, |ϕ`p0`q| “ |ϕ`p0´q|. Dans ces conditions, ϕ`p0`q “ ˘ϕ`p0´q et les
solutions sont effectivement paires ou impaires.

b Solution d’énergie infinie

Une innovation majeure de Loudon est l’introduction d’un état d’énergie ´8,
qui serait donc l’état fondamental, et qui serait, à la différence des autres, non
dégénéré.

On verra que cet état a pour fonction d’onde non normalisée e´|u| en coordonnée
u “ kx adimensionnée. Cependant, non seulement cet état n’est pas couplé avec le
reste des états, mais sa norme est nulle : il est incorrect de le considérer.

Dans un article ultérieur [221], Loudon reprend cette erreur pour l’analyse d’une
particule chargée dans un champ magnétique intense. Ce dernier résultat a été repris
dans la version originale [211] du livre de Landau et Lifshitz de physique statistique.
D’autres auteurs, y compris dans des publications récentes, ont continué à citer cet
état d’énergie ´8, bien qu’il ait été dénoncé relativement tôt par Andrews [43]
(voir plus loin).

c Potentiel tronqué

Loudon inaugure également une autre voie : le remplacement du potentiel de
Coulomb par un potentiel moins divergent. En l’occurrence, il a utilisé

Vǫpxq “ qq1

4πεop|x| ` ǫq
(avec mes propres notations). L’idée est de faire tendre ǫ Ñ 0 pour calculer le spectre
de V “ V0. Cependant, on n’est pas assuré de la continuité des valeurs propres. En
l’occurrence, comme prouvé ensuite par Gesztesy [222], voir plus loin, le spectre
discret évolue de façon continue mais certaines valeurs propres disparaissent à la
limite.

Dans [8], nous avons choisi un potentiel identique à V pxq pour |x| ě ǫ et nul
sinon. La démarche est analogue. Tous ces potentiels apportent cependant une autre
complication, car ils sont discontinus, cf. plus loin Gordeyev [223]. C’est pourquoi
j’ai choisi dans [224] un potentiel tronqué continu

Vǫpxq “ qq1

4πεo

?
x2 ` ǫ2

.
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2. Article de Haines et Roberts

2 Article de Haines et Roberts

L’article de Haines et al [42] n’apporte pas d’innovation majeure à [216]. Il a le
mérite d’étudier le spectre lié continu.

a Le spectre lié continu

Il existe un ensemble continu de solutions convergentes dans le spectre lié calculé
dans [216]. Plus précisément, si on se restreint à la demi-droite R`, il existe une
solution convergente φliépk, .q de (1) pour tout k “ ?´e et e ă 0. Avec mes
notations,

φliépk, xq “
?

´λ 2 k x e´k xUp1 ` λ

2k
, 2, 2k xq

M
norm

´ λ

2k

¯
(2a)

avec

normpuq “ p´1q1`t´uu

Γp1 ` uq
a

1 ´ 2 u` 2 u2 ψ1p1 ` uq (2b)

où t u est la partie entière par valeur inférieure, U la fonction hypergéométrique
confluente logarithmique de Kummer, Γ la fonction gamma usuelle (Γpn` 1q “ n!)
et ψ la fonction digamma.

Quand e “ λ2

4n2 (le spectre de Rydberg), avec n P N˚, on trouve les solutions
régulières ϕn définies avec un polynôme de Laguerre par (1a).

L’existence de ce spectre continu est non seulement contraire au mécanisme
usuel de quantification mais, j’y reviendrai plus loin, la relation de fermeture y est
difficile à définir.

b Solutions définies sur R

Haines a imaginé que le spectre physique était effectivement continu. Malgré les
difficultés conceptuelles que j’ai mentionnées, son étude était légitime.

Toutefois, pour raccorder les solutions, Haines a choisi comme conditions initiales
définissant la solution complète sur R les deux conditions définies en `8 et ´8,
qui assurent la non divergence des fonctions d’onde.

Chacune de ces deux conditions assure l’existence d’une solution sur les deux
demi-droites R` et R´ mais les deux solutions ainsi définies ne le sont qu’à un facteur
près. Or, cette juxtaposition des deux conditions initiales n’assure absolument pas
l’existence d’une solution sur R, qui est très mal définie puisque le raccordement
en x “ 0 n’est pas défini. Cette maladresse ne doit pas masquer l’intérêt qu’il y
a à considérer le spectre continu dans son ensemble, sans toutefois s’affranchir des
difficultés que cela comporte.

3 Article de Andrews

Andrews apporte deux éléments majeurs. Tout d’abord, il critique les solutions
précédentes, que je viens de décrire. Ensuite, il prétend avoir résolu le calcul de la
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transmission par la barrière de Coulomb (problème défini sur le spectre libre, que
le potentiel soit attractif ou répulsif).

a Critique de Loudon et Haines

Du travail de Loudon, Haines critique l’état fondamental d’énergie ´8. Il donne
des arguments assez différents des miens, mais nos conclusions sont identiques.

Du travail de Haines, Andrews critique sévèrement le spectre continu. Notam-
ment, il pointe la non orthonormalité des solutions, qui n’a pas été relevée par
Haines. C’est tout le problème de la non symétrie de H, sur laquelle je reviendrai
abondamment.

b Diffusion par une barrière de Coulomb

À l’époque, plusieurs théoriciens considéraient que la barrière était impénétrable
aux ondes (à ne pas confondre avec sa perméabilité éventuelle, qui se définit avec
des états liés).

Andrews prétend avoir résolu ce problème et conclut que la transmission T

est nulle. D’autres auteurs ont ensuite réexaminé ce problème, en annonçant des
résultats moins tranchés, cf. [225] que j’examine plus loin.

Par une analyse locale, dont j’expliquerai les faiblesses et avantages, je suis arrivé
dans [8] à la même conclusion qu’Andrews. La comparaison entre ma démonstra-
tion, qui s’étend sur seize pages, si on inclut les annexes concernées, et la sienne,
qui fait moins d’une demi page, ne doit pas masquer une critique qu’on doit au
travail d’Andrews : ce dernier s’appuie sur un théorème inapplicable dans le cas du
potentiel de Coulomb ; il ne cache pas cet inconvénient, mais affirme qu’il s’étend
« facilement », sans aucune démonstration.

Andrews se place dans le contexte des extensions auto-adjointes d’un hamilto-
nien, que je vais maintenant examiner.

4 Article de Gesztesy

a Extensions auto-adjointes

L’article de Gesztesy ouvre une toute nouvelle voie, qui sera suivie par les ma-
thématiciens, l’analyse en terme des extensions auto-adjointes du potentiel.

α Le potentiel de Coulomb n’est pas symétrique
D’une part, H n’est pas symétrique [226], c’est à dire qu’il existe des états

|φpk1, .qy et |φpk2, .qy tels que
ż
dx φpk1, xqφpk1, xq ” xφpk1, .q|φpk2, .qy ‰ 0 .

Je l’ai prouvé dans [8] pour les solutions anormales. Je présente plus loin une dé-
monstration plus astucieuse.

De tels opérateurs sont très peu étudiés par les mathématiciens car aucun ré-
sultat général ne permet d’analyser leur spectre.
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β Le potentiel de Coulomb n’est pas auto-adjoint
Même si on restreint H sur un domaine D où il est symétrique, il n’est pas

auto-adjoint. En effet, le domaine D˚ sur lequel H˚, son dual, est défini, est plus
grand que D.

Dans une telle situation, il convient de chercher les extensions auto-adjointes
de l’opérateur. En pratique, cela revient à définir H sur un domaine plus large
rD tel que rD˚ “ rD. On peut penser à l’espace de Schwartz S1 des distributions
tempérées, qui est une extension de L2pRq, valable pour de nombreux opérateurs,
pour comprendre ce mécanisme d’extension.

γ Condition de Dirichlet
Gesztesy a restreint le domaine des solutions de (1) en utilisant la condition de

Dirichlet :
ϕpxq “ 0 . (3)

Dans ce domaine, H est symétrique, et Gesztesy a vérifié que les extensions auto-
adjointes redonne exactement les états réguliers, aux énergies de Rydberg.

b Étude du potentiel tronqué

Gesztesy a repris le potentiel Vǫ utilisé par Loudon. Ce qu’il montre est très
intéressant : l’énergie du fondamental tend vers ´8 quand ǫ Ñ 0 mais cette solution
disparaît à la limite quand ǫ “ 0. Gesztesy confirme l’invalidité de la solution
d’énergie ´8.

5 Article de Gordeyev

Je ne peux pas citer toutes les méthodes imaginées par les mathématiciens
pour aborder ce problème. La méthode intégrale développée dans [223] dépasse
mes propres compétences. Les auteurs utilisent une représentation intégrale, définie
dans le plan complexe, des solutions. Dans ce cadre, ils montrent que seules sub-
sistent les solutions régulières, dont la même représentation intégrale est par ailleurs
connue [227].

Bien qu’ils utilisent, comme moi, l’analyse locale des solutions, et aboutissent
aux mêmes conclusions, certains aspects de leur travail me semblent critiquables.
En gros, leur méthode consiste à chercher un hamiltonien auto-adjoint en ajoutant
un terme local δV (une combinaison de distributions localisées δ, δ1, etc.), dont la
détermination se substitue à des conditions aux bords spécifiques.

J’ai personnellement essayé de suivre cette voie, mais certaines déterminations
restent toujours ambiguës et arbitraires, qui la disqualifient, malgré l’élégance de
certaines écritures, pour la recherche d’une extension auto-adjointe de H. Elle se
compare défavorablement au travail de Gesztesy.

a Non exhaustivité

Les auteurs font plusieurs hypothèses, pour des raisons qu’on pourrait qualifier
d’esthétiques, c’est à dire qu’elles sont vraisemblables mais non démontrées.
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α Continuité de la dérivée

Dans [223], les auteurs affirment que la dérivée des fonctions d’onde est continue
en x “ 0. Or, bien que très élégante, leur démonstration ne résiste pas à un examen
approfondi. Ils passent (comme certains auteurs) sans précautions des fonctions
ordinaires de L2pRq à celui des distributions de S1pRq.

Il est facile de démasquer l’erreur a posteriori. En effet, leur résultat final prouve,
comme on le verra plus tard, que la barrière est imperméable, et en particulier qu’on
peut multiplier arbitrairement toute fonction d’onde par Θ, la fonction de Heaviside
déjà définie à la partie II, ce qui est contradictoire avec la continuité affirmée.

β Continuité de la fonction

Les auteurs choisissent une fonctions auxiliaire fpxq “ |x|, qui semble adaptée.
Il en résulte cependant une indétermination en x “ 0, qu’ils passent avec le même
formalisme avec lequel ils invoquent la continuité. Ils imposent la condition supplé-
mentaire signp0q “ 0. Cela revient tout simplement à considérer que les fonctions
d’ondes sont continues en x “ 0.

b Calculs semi-classiques

Dans [223], les auteurs traitent des précautions et modalités particulières qu’il
faut adopter pour traiter la barrière coulombienne de façon semi-classique.

α Approximation WKB

Dans [8], nous avons, parallèlement au calcul exact, poursuivi un calcul utilisant
l’approximation WKB. C’est un travail que Y. Avishai, justement spécialiste de cette
approximation, a plus particulièrement mené. Pour le problème de la transmission
T , le calcul sans précautions donne :

T “ 1

ch2p2πηq (4)

où le paramètre η “ λ{p2kq sera défini plus loin. Nous nous somme aperçu plus
tard que cette solution était incorrecte, parce que les conditions d’application de
l’approximation WKB sont violées.

Ceci est bien expliqué dans [8] mais nous aurions eu un grand bénéfice à lire
plus tôt l’article de Gordeyev.

β Approximation supplémentaire

Gordeyev montre une relation supplémentaire

ż xm

X

pdx « ´2
?

2me2x` 1

2

ż xm

´xm

pdx

qui permet d’utiliser l’approximation WKB et de retrouver les résultats standard.
Il faudrait toutefois poursuivre ces calculs, qui ne sont fait que pour le spectre lié.
Ce serait une très bonne confirmation du résultat T “ 0. C’est aussi la raison pour
laquelle j’ai distingué ce travail parmi tous ceux qui ont été proposés.
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c Potentiel tronqué

Gordeyev et al reviennent sur le choix du potentiel tronqué. Comme je l’ai déjà
fait remarqué, ils dénoncent le choix de Loudon (ainsi que d’autres) comme pouvant
conduire à des anomalies 1 en x “ 0 à cause de la discontinuité de |x|.

6 Article de Mineev

Le travail de Mineev [225] m’a beaucoup inspiré, quoiqu’il ne soit pas réellement
connu. L’auteur se préoccupe de trouver une extension auto-adjointe de H, mais
suit la voie de Gordeyev et non celle de Gesztesy. Il utilise une analyse locale fondée
notamment sur les comportements à l’origine et à l’infini des solutions. Il a malen-
contreusement commis une erreur sur leur comportement en ´8, en présupposant
qu’il était symétrique 2 du comportement en `8.

Comme dans [223], il trouve plusieurs extensions correspondant à différents
termes δV . Pour l’une d’entre elles, il trouve 3 l’expression (4) de T .

7 Article de Oliveira et Verri

Deux articles [219,226] reprennent et complètent l’analyse de Gesztesy. Je citerai
le plus ancien ultérieurement, et m’attache ici à l’article de Oliveira et al.

a Extensions auto-adjointes

Les extensions auto-adjointes peuvent être classées par un paramètre, qui définit
souvent un groupe, par exemple SUp1q, SUp2q, etc.

Ces extensions correspondent à des conditions aux bords supplémentaires, qui
doivent être choisies afin de rendre l’opérateur auto-adjoint. Ces conditions peuvent
avoir leur reflet dans le monde physique et ces recherches un sens physique profond.

α Wronskien
On notera, en mêlant et détournant les notations de [226] et [219],

W pϕ1, ϕ2q “ ϕ1p0`qϕ1
2p0`q ´ ϕ1

1p0`qϕ2p0`q ´ ϕ1p0´qϕ1
2p0´q ` ϕ1

1p0´qϕ2p0´q .

Comme il a été déjà établi [8, 219], ainsi qu’on le remontrera plus loin, on a, pour
les états du spectre lié,

xϕ1|ϕ2y ´ xϕ2|ϕ1y “ W pϕ1, ϕ2q . (5)

Bien entendu, il faut modifier l’expression de W pour le cas tridimensionnel.

1. Ils utilisent intensivement le langage des distributions, selon lequel des contributions sup-
plémentaires interviennent quand on dérive le potentiel Vǫ.

2. Le rapport d’échelle est inversé entre les comportements en x “ 0 et ceux à l’infini, c’est à
dire que ϕp0`q{ϕp0´q “ ϕp´8q{ϕp`8q alors que Mineev a écrit qu’il était identique [8].

3. J’ai mis longtemps à découvrir l’erreur, qui découle du mauvais comportement à l’infini. Il
se trouve que j’ai commis la même erreur sur ce comportement et qu’Avishai avait trouvé la même
expression par l’approximation WKB.
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β Symétrie
Dans [8], il est démontré que W pϕ1, ϕ2q ‰ 0 pour ϕ1 et ϕ2 des solutions anor-

males. Ce résultat est aussi implicitement dans [226], sans démonstration toutefois.
Les mathématiciens imposent donc la condition restrictive W pϕ1, ϕ2q “ 0, ce

qui restreint le domaine D sur lequel définir H. On notera HD la restriction de H

sur ce domaine. HD est donc symétrique.
Pour le problème de Coulomb, Oliveira et al définissent préalablement H dans

E “ L2pR˚
`q Ť

L2pR˚
´q “ L2pR˚q. Le domaine D est le sous-ensemble de E où

W pϕ, φq “ 0 @ϕ, φ P D.

γ Extension auto-adjointe
Il existe toujours des extensions auto-adjointes d’un opérateur symétrique. Il est

possible de les déterminer exhaustivement. Plutôt que la théorie de Von Neuman,
difficile à appliquer, est apparue une méthode développée par Bruck [228] et Ko-
chubei [229], qui permet facilement leur classification. C’est cette dernière qui est
utilisée dans [219]. Les extensions auto-adjointes sont définies par la condition de
continuité :

pI ´ Uq
ˆ

rϕp0`q
rϕp0´q

˙
“ ´ipI ` Uq

ˆ
ϕp0`q
ϕp0´q

˙
, (6)

où

rϕp0˘q “ lim
uÑ0˘

ˆ
ϕ1p u

2η
q ˘ 2η ϕp u

2η
q lnu

˙

est la régularisation au sens de Hadamard de la dérivée 4 et U est un opérateur
unitaire.

On pourrait en déduire que les extensions auto-adjointes sont classées par l’en-
semble des opérateurs U possibles, soit SUp2q. Cependant, Gordeyev [223] affirme
qu’il est faux de croire que la paramétrisation des extensions se fait dans SUp2q. On
peut également citer [226], où les auteurs utilisent exactement la même méthode
que dans [219] mais ne conservent que les solutions régulières.

b Cas tridimensionnel

Une autre particularité de [219] est l’étude des cas bi- et tridimensionnel. Je
reviendrai plus loin sur ce dernier, sur lequel j’ai justement prouvé, d’une façon
me semble-t-il plus convaincante que les arguments usuels, la validité des solutions
standard.

Les auteurs montrent un résultat passionnant : d’une part, le potentiel de Cou-
lomb ne pose, à trois dimensions, aucune difficulté de résolution globale (en d’autres
termes, il est symétrique), mais d’autre part, l’étude des solutions définies sur
L2pR3˚q conduit aux mêmes complications qu’à une dimension.

4. Cette détermination du terme divergent en logarithme est un des points forts de [219].
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C Solution du problème de

Coulomb 1d

Je vais présenter mes propres travaux, que j’ai entièrement réordonné par thème,
sans respecter leur chronologie. En particulier, le statut des états anormaux, tel
qu’expliqué dans [8] a été entièrement modifié.

1 Équation aux valeurs propres

a Équations adimensionnées

L’équation (1) peut s’écrire avec la variable adimensionnée u “ kx. On définit,
comme dans [8], η “ λ{p2kq, qui est négatif si le potentiel est attractif. Dans ce
cas, η décrit R´ pour le spectre libre et s’identifie à ´n pour les états quantifiés de
Rydberg. Quand e ą 0, on obtient l’équation des états libres

´d2ϕ

du2
puq ` 2

η

|u|ϕpuq “ ϕpuq , u P R˚ ; (1)

quand e ă 0, si λ ą 0 (potentiel répulsif), il n’y a pas d’états liés ; par contre, si
λ ă 0 (potentiel attractif), on obtient l’équation des états liés

´d2ϕ

du2
puq ` 2

η

|u|ϕpuq “ ´ϕpuq , u P R˚ . (2)

b Divergence du potentiel de Coulomb

À trois dimensions, V prq diverge quand r Ñ 0 mais
ş
R3 V prqr2dr sin θdθdϕ

converge. Si on considère les solutions les plus divergentes à l’origine, leur partie
radiale se comporte comme

φprq „ 1

r

de sorte que
ş
R3 |φprq|2V prqr2dr sin θdθdϕ diverge.

À une dimension, au contraire
ş
R
V pxqdx diverge. D’après (2), ϕpxq a une limite

finie et
ş
R

|ϕpxq|2V pxqdx diverge (sauf quand ϕp0q “ 0).

c Solutions libres

Il est plus commode d’introduire les solutions analytique sur R˚
`.

125



Chapitre C. Solution du problème de Coulomb 1d

α Solutions libres sur R˚
`

Les solutions de (1) ont été calculées par Yost et al [8, 216]. Si on réduit l’en-
semble de départ à R`, on trouve les fonctions d’onde Fη dites de Coulomb et les
solutions singulières Gη :

Fηpuq “ Cηu e´iuMp1 ´ iη, 2, 2iuq ;

Gηpuq “ ℜ

ˆ
2η
u e´iuΓp´iηq

Cη

Up1 ´ iη, 2, 2iuq
˙

“ 2η
u e´iuΓp´iηq

Cη

Up1 ´ iη, 2, 2iuq ´ ip´1 ` πη ` 2ιηqFηpuq{C2
η ,

avec M la fonction hypergéométrique confluente régulière de Kummer,

Cη “ e´πη
2

c
πη

sinhpπηq et ιη “ ηℑpΓp1 ´ iηqq .

Les énergies e associées s’écrivent e “ λ2

4η2 . Le spectre est continu et vaut r0,8r.
β Solutions libres sur R˚

´

Les solutions sur R˚
´ sont 1 F´η et G´η.

L’équation (1) étant invariante par transposition u Ñ ´u, qFη et qGη sont égale-
ment solutions sur R˚

´. Il existe donc deux combinaisons linéaires telles que

Fηp´uq “ αF´ηpuq ` β G´ηpuq ;

et Gηp´uq “ cF´ηpuq ` dG´ηpuq .

Dans [8], j’ai choisi la base formée par les fonctions F´η et G´η, comme dans
[225]. Le spectre est identique à celui des fonctions définies sur R˚

`.

γ Solutions libres sur R

Il suffit de recoller les solutions sur R˚
` et R˚

´ pour trouver les solutions sur R˚.
Comme dans [8], on peut écrire, en toute généralité

ϕpu, ηq “
"
AFηpuq ` BGηpuq pour u ą 0 ;
aF´ηpuq ` bG´ηpuq pour u ă 0 .

(3)

où on ne se préoccupe pas, pour l’instant, de la norme des états, car cela nécessite
d’examiner leur orthonormalisation au sens large, qui sera étudiée plus loin. Le
spectre est continu et vaut r0,8r.
δ Divergences

On peut distinguer les solutions selon leur comportement, ce qui justifie le choix
de la base choisie par Yost [216].

1. Il y a toutefois une petite subtilité : G´η n’est pas réelle, il faut ajouter un terme pro-
portionnel à F´η pour supprimer sa partie imaginaire. L’équation différentielle (1) étant réelle
et admettant des solutions réelles, il est important d’un point de vue théorique de trouver ces
solutions mais, en pratique, cette partie imaginaire n’est pas gênante, et nous l’oublierons par la
suite. On trouvera les calculs précis dans [8].
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1. Équation aux valeurs propres

Aucune fonction ne diverge en x “ 0, elles sont toutes bornées, avec un com-
portement oscillatoire en ˘8 non pas en eikx mais eipkx`κ lnpkxqq.

Par contre, les fonctions G1
η divergent en x “ 0 (tangente verticale) contraire-

ment aux fonctions F 1
η. On peut noter un certain parallélisme avec le spectre lié,

qui est étudié ci-après.

d Solutions liées

On va, de nouveau, introduire les solutions analytique sur R˚
`.

α Solutions liées sur R˚
`

La normalisation des états liés P L2pR˚
`q ne pose pas de difficulté spécifique ;

c’est l’occasion de préciser qu’il faut normaliser les fonctions d’onde exprimées avec
des variables dimensionnées (et non adimensionnées). Si ϕ est une solution de (2),
on pose φliépk, xq 9 ϕp2λx

2η
q, où 2λx

2η
“ u est la variable adimensionnée. Les solutions

liées sont données par (2a), avec la bonne normalisation (2b). Elles forment un
spectre continu qui vaut s ´ 8, 0r.

Dans [8], il apparaît un parallélisme entre le spectre libre et le spectre discret,
puisque les fonctions régulières sont reliées à la fonction hypergéométrique M régu-
lière selon une formule similaire à (2a), tandis que les fonctions anormales sont reliées
à la fonction hypergéométrique logarithmique U . Pourtant, (2a) est correcte, car,
pour les valeurs de η “ ´n, avec n P N˚, les solutions correspondantes sont égales
(à une normalisation éventuelle et un signe près) et redonnent toutes les solutions
régulières de Rydberg ϕn de (1a) s’exprimant avec les polynômes de Laguerre. 2

β Solutions liées sur R

Contrairement aux solutions libres, on choisit comme solution sur R˚
´ les trans-

posées qϕ des solutions définies sur R˚
` et on raccorde les solutions définies sur ces

deux demi-droites de façon analogue à (3) pour définir une solution sur R. Cette
dernière peut éventuellement ne pas être continue en x “ 0. Ce choix est fait par
simplicité et n’aura aucune conséquence.

γ Divergences
Je ne m’intéresse ici qu’aux solutions non divergentes en ´8 et 8. Ces solutions

non divergentes à l’infini convergent toutes quand x Ñ ˘8 comme e´|kx|.
Elles sont toutes bornées, aucune ne diverge en x “ 0. Par contre, toutes les

dérivées ϕ1px, kq divergent quand x Ñ 0 sauf pour les valeurs k “ λ{p2nq avec
n P N˚ qui correspondent aux solutions régulières de Rydberga

2. Mathématiquement, pour les autres valeurs de η, les solutions Jη et Kη de [8] sont différentes
mais ne convergent pas partout. On remarque que la base indiquée dans [8] n’est pas tout à fait
complète puisque, pour ces valeurs remarquables η “ ´n, les deux fonctions semblent dégénérées.
Il y a plusieurs façons de retrouver la fonction divergente manquante. D’une part, la fonction
générée par U n’est convergente que pour u ą 0, autrement dit, la solution K´ηp´uq, écrite selon
les notations de [8], convient. On peut également l’écrire en fonction de Ei (fonction exponentielle
intégrale), de la fonction de Meijer G, etc.
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Chapitre C. Solution du problème de Coulomb 1d

.

2 Inpénétrabilité

Il s’agit ici d’étudier la transmission par la barrière de Coulomb. Les résultats
sont identiques, que l’on choisisse un potentiel attractif ou répulsif, mais le premier
cas correspond à une réflexion quantique, ainsi appelée parce que classiquement
cette barrière serait invisible, tandis qu’elle réfléchit totalement les ondes, comme
on va l’étudier.

a Matrice de diffusion

Quand une onde progresse depuis ´8, une partie est réfléchie par la barrière et
une partie transmise. De même pour une onde qui vient de `8. On peut décrire les
propriétés de réflexion et de transmission, soit à partir d’une matrice de transfert
T, soit à partir d’une matrice de diffusion S [9]. On calcule T en écrivant :

ˆ
B ´ iA

B ` iA

˙
“ T

ˆ
b e´πη ´ ia eπη

b e´πη ` ia eπη

˙
. (4)

où les coefficients A, B, a et b sont ceux définis dans (3). On peut relier T à la
matrice S, définie par

S “
ˆ
rR tR
tL rL

˙

où les indices font références à l’origine des ondes (par exemple rR est le coefficient
de réflexion de l’onde provenant de `8). Dans [8], je démontre une expression
exacte de S uniquement en fonction du coefficient de transmission T “ |tR|2 “ |tL|2
et de deux signes arbitraires (liés aux symétries des solutions) :

S “
ˆ
T ´ 1 ` iǫǫ1

?
T ´ T 2 ǫ1T ` iǫ

?
T ´ T 2

ǫ1T ` iǫ
?
T ´ T 2 T ´ 1 ` iǫǫ1

?
T ´ T 2

˙
. (5)

L’équation (3) indique que les solutions de l’équation de Schrödinger sont des
combinaisons des fonctions Fη et Gη. Il se trouve que la transmission T est liée
à cette décomposition : on va vérifier que seules les fonctions Fη interviennent, ce
qui correspond à T “ 0. La relation entre la valeur de T et la décomposition des
ondes se propageant dans la barrière de Coulomb suit bien l’intuition, puisque les
fonctions Fη s’annulent en x “ 0, contrairement aux fonctions Gη.

Cette correspondance donne de façon préalable plusieurs interprétations du ré-
sultat T “ 0, parce que ce sont justement les fonctionsGη qui induisent une violation
de l’orthonormalité (au sens large) et une brisure du caractère hermitien de H. On
notera par la suite Hlib le hamiltonien restreint à l’espace des états libres.

b Relations de continuité

On utilise les lois de conservation physique, en particulier la continuité de cer-
taines quantités physiques, pour déduire des relations de passage en x “ 0, qu’on
appelle souvent, de façon abusive, relations de continuité.
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2. Inpénétrabilité

α Continuité de la probabilité

La continuité en x “ 0 de la densité de probabilité ρηpuq “ |ϕpu, ηq|2, où ϕ est
donnée par (3), s’écrit [8]

B “ ǫ1 e´πηb (6)

avec ǫ1 “ ˘1.

β Conservation du courant de probabilité

La conservation du courant jpxq “ ´ℜ
´
iφpxqdφ

dx
pxq

¯
est équivalente à l’unitarité

de la matrice S, qui a déjà été prise en compte dans l’expression (5).

En fin de compte, ces deux lois physiques ne permettent pas de calculer les
relations de passage et donc T . On va utiliser des relations plus fortes.

c Orthonormalisation au sens large

On va d’abord s’attacher à l’orthonormalisation au sens large des états libres.

α Principe d’orthonormalisation

On vérifiera, en fin de compte, l’équivalence entre orthonormalisation des états
propres et hermiticité (plutôt appelée symétrie en mathématiques) de Hlib.

Comme je l’explique dans [8], l’orthonormalité des états libres est nécessaire
d’un point de vue physique. En effet, si un état d’énergie e ą 0 donnée créé par une
onde venant de l’infini n’est pas orthogonal à des états d’énergie, mettons, e1 ă e et
e1 ą 0, la probabilité que le système réfléchisse ou transmette une onde d’énergie e1

n’est pas strictement nulle. Ceci est incompatible avec la conservation de l’énergie
totale de l’univers.

Pour être complet, ce raisonnement doit être tenu avec des paquets d’onde,
car une onde n’est jamais strictement monochromatique ; cela ne change pas ses
conclusions, d’où

ż 8

0

φpk1, xqφpk2, xqdx “ δpk1 ´ k2q . (7)

β Condition d’orthonormalisation

On peut calculer le produit scalaire entre deux états libres en suivant les formules
de [8] ; l’expression (19) de [8] prouve que, soit T pηq est une fonction constante,
soit T P t0, 1u. Ce second cas est un cas particulier du premier, car on ne peut
raisonnablement admettre que T pηq soit une fonction non mesurable, aussi T pηq
doit être constante au moins par morceaux.

Il n’est pas possible d’obtenir plus d’information sur la valeur de T si on se
contente du comportement à l’infini. Par contre, si on est capable de mieux maîtriser
un petit terme constant, qui provient d’une contribution mineure, on peut en déduire
T “ 0. On va pour cela recalculer le produit scalaire par une méthode alternative.
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Chapitre C. Solution du problème de Coulomb 1d

γ Calcul du produit scalaire
Soient deux fonctions d’onde définies sur R˚

`, |φlib`pk1, .qy et |φlib`pk2, .qy, où on
pose 3 φlibpk, xq “ ϕpkx, λ

k
q selon (3), on a :

ż 8

0

dx φlibpk1, xqB2φlib

Bx2
pk2, xq´φlibpk2, xqB2φlib

Bx2
pk1, xq

“
„
φlibpk1, xqBφlib

Bx pk2, xq´φlibpk2, xqBφlib

Bx pk1, xq
8

0`

on substitue deux fois (1), d’où

“ pk2
2 ´ k2

1q
ż 8

0

dx φlibpk1, xqφlibpk2, xq . (8)

La contribution en x “ 0 du crochet est finie. Celle à l’infini peut être calculée en
remplaçant φ par son équivalent asymptotique (calculé dans [230] ou Eqs. (9a) et
(9b) de [8]), et donne dans le produit scalaire, pour une onde venant de `8,

AR

sinppk1 ´ k2qxq
k1 ´ k2

` AR

sinppk1 ` k2qxq
k1 ` k2

` BR

cosppk1 ´ k2qxq
k1 ´ k2

` BR

cosppk1 ` k2qxq
k1 ` k2

ce qui donne 1
2
δpk1 ´ k2q ` 1

2
pǫǫ1

a
T p1 ´ T q ` 1 ´ T qδpk1 ` k2q en utilisant la diffé-

rentielle correcte dk{π dans l’intégrale et les Eqs. (42) de [8]. Le même calcul pour
une onde venant de ´8 donne

AL

sinppk1 ´ k2qxq
k1 ´ k2

` AL

sinppk1 ` k2qxq
k1 ` k2

` BL

cosppk1 ´ k2qxq
k1 ´ k2

` BL

cosppk1 ` k2qxq
k1 ` k2

qui s’écrit finalement 1
2
pǫ

a
T p1 ´ T q`ǫ1T qδpk1`k2q (le terme en δpk1´k2q s’élimine).

Enfin, le calcul complet inclurait une combinaison des deux précédents. Dans ce cas,
on se retrouve dans le cas traité dans [8], qui a été résolu en utilisant un logiciel de
calcul formel (Mathematica).

On pourrait naïvement conclure que l’onde venant de ´8 ne s’est pas transmise,
puisque l’orthonormalisation au sens large ne donne pas δpk1 ´ k2q mais δpk1 ` k2q.
Cependant, il y a une dégénérescence k Ø ´k dans la représentation des états, et
ces deux fonctions de Dirac sont équivalentes. De plus, on peut vérifier que le poids
total attribué à cette onde ϕL dans R˚

` est exactement
?
T ´ T 2 ` T 2 “

?
T “ |t|

comme il se doit.
Ainsi, bien qu’elle soit dominante, la contribution à l’infini du crochet ne permet-

elle pas de conclure. Par contre, la contribution du terme en x “ 0 se révèle plus
fructueuse. En effet, cette contribution est nulle pour les fonctions Fη tandis qu’elle
vaut, pour les fonctions Gη,

logpk1

k2

q ` ℜpH´i

λ
2k1

´ H´i

λ
2k2

q

3. Cf. [8] avec des notations différentes. J’ai préféré ici distinguer explicitement état libre et
état lié, tandis que dans [8], j’utilise E comme paramètre afin d’avoir une notation unifiée sur
l’ensemble du spectre.
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2. Inpénétrabilité

où Hn désigne la fonction harmonique d’ordre n. On peut noter que cette quantité
« ipk2 ´ k1q{λ quand k1 et k2 ! λ. Elle est strictement non nulle pour k1 ‰ k2 et
viole donc l’orthonormalisation au sens large, qui a été calculée de façon exacte !

Il faut donc restreindre les états aux seules solutions Fη, ce qui implique que
la transmission vaut T “ 0. Notons que, dans ce cas, l’expression de Yost donne
directement des états correctement normalisés au sens large.

d Hermiticité

Je montrerai plus loin qu’on peut généraliser la relation de fermeture dans cer-
tains cas. Les mathématiciens ne considèrent que le cas où un hamiltonien est
auto-adjoint, parce que, dans ce cas précis le théorème spectral [231] assure que la
relation de fermeture est bien vérifiée.

Si on travaille dans l’espace de Hilbert des fonctions L2pRq, alors l’unitarité de
l’opérateur d’évolution e´iH, qui est lié à l’invariance des lois physiques dans le
temps, implique que Hlib soit symétrique. Toutefois, l’ensemble des états propres
n’est pas défini dans cet espace, et certains auteurs considèrent que l’hermiticité
de H n’est pas obligatoire. Cependant, on ne sait pas généraliser la relation de
fermeture pour un spectre continu non orthogonal, et on ne sait donc rien prouver
en dehors de cette hypothèse.

Heureusement, Hlib est symétrique si et seulement si T “ 0, ce qui recouvre
exactement les conclusions obtenues quand on impose l’orthonormalisation au sens
large. Or, cette dernière contrainte est nécessaire physiquement, ce qui rend, a
posteriori, l’hypothèse de l’hermiticité également nécessaire.

La condition de symétrie s’écrit, @k1, k2 P R`,

xφlibpk1, .q|φlibpk2, .qy “ xφlibpk2, .q|φlibpk1, .qy .

Elle correspond exactement à l’annulation du premier terme dans (8). La compa-
raison est très instructive. On retrouve directement l’orthogonalité entre états, en
écrivant que le dernier terme, qui contient le produit scalaire, est nul, mais pas l’or-
thonormalisation au sens large car il n’y a plus de fonction de pk1, k2q au numérateur
qui pourrait compenser le facteur k2

1 ´ k2
2.

Mais c’est l’annulation stricte du second terme (le crochet), qui permet de dis-
tinguer une combinaison de fonctions indépendantes et de conclure, comme dans [8]
que T “ 0. Je ne reprends pas les calculs de l’article, sauf à préciser qu’il y a deux
coquilles, car il faut considérer les fonctions

h1pη1, η2q “ Cη1

η1Cη2

et h2pη1, η2q “ Cη2

η2Cη1

qui sont bien indépendantes entre elles et avec h3.
En conclusion, les seules solutions valides du spectre libre sont les Fη et donnent

une transmission T “ 0.
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Chapitre C. Solution du problème de Coulomb 1d

3 Imperméabilité

Il s’agit d’établir un résultat équivalent pour le spectre lié : seules sont valables
les solutions qui s’annulent en x “ 0, de sorte que la condition de Dirichlet, choi-
sie par divers auteurs quoique non justifiée, est valide. On appelle cette propriété
l’imperméabilité de la barrière.

C’est l’objet de [224]. La démarche est parallèle à celle suivie pour démontrer
l’impénétrabilité de la barrière, mais ce parallélisme n’est qu’apparent et les diffé-
rences profondes.

a Continuité de la probabilité

On n’impose aucune restriction sur les propriétés du hamiltonien ; s’il n’est pas
symétrique, le théorème spectral [231] ne s’applique pas, et les calculs suivants sont
définis dans un espace général.

On applique la continuité de la probabilité à l’état |φαβy défini par, @x ą 0,

φαβpxq ” α e´
e1~t

2m φliépk1, xq ` β eiθ e´
e2~t

2m φliépk2, xq , (9)

qui est une combinaison linéaire la plus générale possible de solutions d’énergies e1 ă
0 et e2 ă 0 définies sur R˚

`. Sur R˚
´, φαβ est définie avec la prescription suivante : les

fonctions φliépk, xq sont prolongées sur R de façon que |φliépk, .qy soit une solution
valable sur R et φαβ est la même combinaison de ces fonctions. Par linéarité de (1),
|φαβy est une solution définie sur R. La probabilité quantique associée à |φαβy est

ρpxq “ α2|φliépk1, xq|2`β2|φliépk2, xq|2`2αβφliépk1, xqφliépk2, xq cos

ˆpe1 ´ e2q~t
2m

` θ

˙
.

ρ doit être continue pour tout α, β, θ, ce qui implique que |φliépk1, xq|2, |φliépk2, xq|2
et φliépk1, xqφliépk2, xq sont continues. En conséquence, soit toutes les fonctions x ÞÑ
φliépk, xq sont continues, soit toutes changent de signe en x “ 0.

b Conservation du courant

Le courant associé à l’état |φαβy défini en (9) s’écrit :

jpxq “ ~

m
αβ sin

ˆpe1 ´ e2q~t
2m

` θ

˙ ˆ
φliépk1, xqBφlié

Bx pk2, xq ´ φliépk2, xqBφlié

Bx pk1, xq
˙

et doit satisfaire à l’équation de conservation de la probabilité

Bj
Bx ` Bρ

Bt “ 0 . (10)

Cette équation devient
ˆ
φliépk1, xqB2φlié

Bx2
pk2, xq ´ φliépk2, xqB2φlié

Bx2
pk1, xq

˙
` pej ´ eiqφliépk1, xqφliépk2, xq “ 0
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3. Imperméabilité

et est toujours vérifiée (il suffit de substituer (1) deux fois pour le montrer.)
On doit traiter à part la détermination de Bj{Bxpxq en x “ 0. On a

Bj
Bxp0q “ lim

ǫ1Ñ0`

ǫ2Ñ0`

jpǫ2q ´ jp´ǫ1q
ǫ2 ` ǫ1

.

Considérons uniquement le cas où j est impaire, de sorte que jp´ǫ1q “ ´jpǫ1q. Dans
ce cas, la précédente limite existe si et seulement si jpxq{x est continue en x “ 0,
d’où

jpǫ1q
ǫ1

“ jpǫ2q
ǫ2

“ jpǫ2q ` jpǫ1q
ǫ2 ` ǫ1

;

dans ce cas, les calculs fait dans R˚
` ou R˚

´ donnent le même résultat et (10) est
vérifiée sur tout R.

On va voir qu’on se ramènera toujours à ce seul cas, grâce à un argument de
parité.

c Parité

L’équation (1) est invariante par parité. Cela signifie que }φαβ est également
solution. Mais, comme expliqué plus tôt, l’espace des solutions convergente, quand
on réduit l’analyse sur R˚

` ou R˚
´, autrement dit sur L2pR˚

`q ou L2pR˚
´q, est de

dimension 1. Ceci implique que, sur R˚
´, φαβ 9 }φαβ, ce qui s’écrit encore @x ă 0,

φαβpxq “ c φαβp´xq, où le second terme s’exprime en fonction de φliépk, xq selon
(2a).

D’après le résultat trouvé ci-dessus après (9) en appliquant la continuité de la
densité de probabilité, on trouve

|c| “ 1 ðñ c “ ˘1 .

Deux cas doivent être discutés.

α Cas d’une solution ne s’annulant pas en x “ 0

Dans ce cas, la discussion est assez facile. Si c “ 1, φαβ est paire et, en consé-
quence, j est impaire. Alors la conservation du courant est vérifiée sur R.

Si c “ ´1, φαβ est impaire et, en conséquence, j est encore impaire avec la même
conclusion.

On peut explicitement calculer les limites jp0`q et jp0´q :

jp0`q “ ~λ2

m

ˆ
k ´ l ` logpk{lq ` ψp1 ` λ{p2lqq ´ ψp1 ` λ{p2kqq

Γp1 ` λ{p2kqqΓp1 ` λ{p2lqq

˙

“ pk2 ´ l2qxϕpk, .q|ϕpl, .qy .

et jp0´q “ ´jp0`q. On notera j0 ” jp0`q. Le courant est discontinu, comme on
le constate sur la figure suivante. Ce cas est physiquement exclu. On peut remar-
quer figure 1 que l’inversion du courant d’une particule qui traverserait la barrière
correspondrait à un rebond et serait contradictoire avec le fait que la particule ait
traversé.
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-3 -2 -1 1 2 3
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Figure 1 – Courant de probabilité j exprimé avec des variables adimensionnées,
pour k “ ´λ and l “ ´λ{3.

β Cas d’une solution s’annulant en x “ 0

Dans ce cas, c “ ˘1 reste indéterminé. Il n’est pas possible de déduire de
φαβp0q “ 0 que les solutions |φliépk, .qy vérifient elles-mêmes cette condition. Tou-
tefois, comme (1) est linéaire, toutes les combinaisons |φαβy doivent être solutions
@α, β, θ, tandis que seules certaines combinaisons conduisent à φαβp0q “ 0 et que
les autres sont exclues, comme démontré au paragraphe précédent.

En fin de compte, on ne doit effectivement considérer que les solutions vérifiant
φliépk, 0q “ 0. Ce sont les états réguliers correspondant au spectre de Rydberg. Les
solutions correspondant à c “ 1 sont paires et les celles correspondant à c “ ´1

sont impaires. On a exactement retrouvé le résultat de Loudon.

d Orthogonalité des solutions

Comme on va l’étudier à la section suivante, les états réguliers sont les seuls
états qui sont orthogonaux entre eux. En excluant toutes les autres solutions, pour
assurer la continuité du courant, on exclut également toutes les complications ré-
sultant d’une base de solutions non orthogonales. On a prouvé la symétrie de Hlié,
le hamiltonien restreint aux états liés.

4 Généralisation de la relation de fermeture

On va commencer par étudier en détail le spectre lié.

a États anormaux

Dans [8], j’ai mis en évidence certains états particuliers, correspondant à η demi-
entier négatif, que j’ai appelé états anormaux. Dans ce manuscrit, tous les états non
réguliers, correspondant à ´η R N˚ sont appelés états anormaux, car j’avais fait une
erreur. J’appellerai, par la suite, les états anormaux correspondant à η demi-entier
négatif les états de nombre quantique demi-entier.

α Spectre continu

L’origine de mon erreur est simple : quand on considère, sur R´, les solutions
obtenues en remplaçant η par ´η, on obtient, pour tout η ‰ ´1{2 ´ n, avec n P N,
une fonction d’onde divergente. Il semble donc qu’il y a une quantification, non
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4. Généralisation de la relation de fermeture

seulement pour les états réguliers, mais pour ceux de nombre quantique demi-entier,
pour lesquelles on trouve une fonction d’onde caractérisée par

ℜ
´
ϕp ´λ

2n` 1
,´xq

¯
“ ϕp´ ´λ

2n` 1
, xq @x ą 0.

Toutefois, on peut en fait généraliser ce résultat de quantification par

ℜpϕpk,´xqq ` tan
´´λπ

2k

¯
ℑpϕpk,´xqq “ Γpλ{p2kqq

Γp´λ{p2kqqϕp´k, xq (11)

@x ą 0, @ λ

2k
R N˚ .

Rien ne semble distinguer finalement les états de nombre quantique demi-entier.
J’ai certes obtenu une formule [224] qui montre que ces solutions maximalisent une
certaine fonction, intervenant dans la métrique, mais ce résultat reste isolé.

On reviendra cependant sur ces états de nombre quantique demi-entier, quand on
examinera les possibilités de généraliser la relation de fermeture pour un opérateur
non symétrique. Étudions tout d’abord la non-orthogonalité entre ces états, qui est
reliée à la brisure d’hermiticité du hamiltonien Hlié.

β Produit scalaire
Le produit scalaire a été calculé, pour les états de nombre quantique demi-entier,

dans [8]. Je présente [224] une démonstration plus astucieuse et valable pour tous
les états anormaux ; on écrit :

ż 8

0

dxφliépk1, xqB2φlié

Bx2
pk2, xq´φliépk2, xqB2φlié

Bx2
pk1, xq

“
„
φliépk1, xqBφlié

Bx pk2, xq´φliépk2, xqBφlié

Bx pk1, xq
8

0`

puis, en utilisant (1), on obtient

“ pk2
1 ´ k2

2q
ż 8

0

dx φliépk1, xqφliépk2, xq

d’où

xφliépk1, .q|φliépk2, .qy “ λ2 ˆ
k2 ´ k1 ` λplogpk2

k1

q ` ψp1 ` λ

2k1

q ´ ψp1 ` λ

2k2

qq

pk2
1 ´ k2

2qΓp1 ` λ{p2k1qqΓp1 ` λ{p2k2qq (12)

où Γ et ψ sont les fonctions gamma et digamma. Précisons que ces produits scalaires
sont, quand les fonctions sont correctement normalisées, très petits (le plus grand
vaut 0,032 et les autres décroissent très rapidement [8]).

Les états anormaux ne sont également pas orthogonaux aux états libres ordi-
naire :

ż 8

0

dxφliépk1, xqB2φlib

Bx2
pk2, xq´φlibpk2, xqB2φlié

Bx2
pk1, xq

“
„
φliépk1, xqBφlib

Bx pk2, xq´φlibpk2, xqBφlié

Bx pk1, xq
8

0`
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puis on substitue (1)

appliquée à φlib et φlié, d’où

“ pk2
1 ` k2

2q
ż 8

0

dx φliépk1, xqφlibpk2, xq

d’où

xφlibpk1, .q|φliépk2, .qy “ k1|λ|3{2

pk2
1 ` k2

2qΓp1 ` λ{p2k2qq . (13)

b État d’énergie ´8
L’état, initialement introduit par Loudon [217], d’énergie ´8, correspond, parmi

les solutions φlié, à η “ 0. Cette solution correspond à la fonction e´|u|, en variable
adimensionnée, mais φliép´8, xq “ 0 car la norme associée dans (2b) à η “ 0 est
nulle.

Ce résultat est entièrement cohérent avec le produit scalaire calculé précédem-
ment, qui est toujours nul entre un état de moment k1 et cet état k2 “ ´8. L’état
inventé par Loudon est nul.

c Non hermiticité du hamiltonien

On a déjà rencontré, dans le spectre libre, des états, correspondant aux fonctions
d’onde Gη, non orthogonaux entre eux, et on a vu que Hlib ne peut être symétrique
que si on exclut ces états non orthogonaux et qu’on impose T “ 0 et les solutions
Fη.

La situation est analogue pour le spectre lié, orthogonalité entre états et hermi-
ticité de Hlié sont également équivalentes. Cela découle directement de (5).

Aussi, si on garde des états anormaux, le hamiltonien ne peut être symétrique.

d Relation de fermeture ordinaire

Comme je l’ai déjà écrit, la plupart des mathématiciens exclut que H puisse ne
pas être symétrique, parce qu’on n’est pas assuré de prouver la relation de fermeture
associée aux états propres. Cette relation est indispensable en mécanique quantique,
car elle traduit en terme mathématiques la notion d’E.C.O.C 4 et de représentation.

Nous sommes dans le cas d’un hamiltonien H symétrique, comme démontré par
ce qui précède. Il nous reste à construire proprement une base de solutions définies
sur R.

α Base d’états propres
Pour les états libres, on profite de ce que les solutions restent confinées dans

les deux demi-droites R˚
` et R˚

´. On notera pφpk, xq “ F λ
2k

pkxq pour k ą 0, cor-

respondant aux états libres se propageant dans R˚
` et pφpk, xq “ qF´λ

2k
p´kxq pour

k ă 0, correspondant aux états libres se propageant dans R˚
´. Je profite ici de la

dégénérescence k Ø ´k pour identifier artificiellement les états de droite aux k ą 0

et ceux de gauche aux k ă 0, ce qui simplifiera plus loin les écritures. On choisit la
base t|pφpk, .qy, k P Ru. Les fonctions x ÞÑ F λ

2k
pkxq sont prolongées sur R´ en posant

4. Ensemble Complet d’Observables qui Commutent.
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4. Généralisation de la relation de fermeture

F λ
2k

puq “ 0 @u ă 0. En conséquence, le support de F λ
2k

est R` et son domaine de

définition R. Pour la transposée qF λ
2k

, le support est R´ et le domaine de définition R.

Il n’y a pas à recalculer la normalisation, qui est exacte pour les solutions Fη,
puisque le support est toujours une demi-droite.

On choisit la base des états liés t|rφn,ǫy, n P N˚, ǫ “ ˘u où

rφn,˘pxq “ pϕnpxq ˘ ϕnp´xqq{
?

2

sont les solutions paires (˘ “ `) ou impaires (˘ “ ´) définies sur R à l’aide
des solutions ϕn définies en (1a) sur R` et leur transposées définies sur R´. Les
précautions sur les domaines de définition ressemblent à celles du spectre libre, mais
les états |rφn,ǫy ont pour support R et la normalisation est modifiée, par rapport aux
solutions déjà définies sur R˚

`, ce qui est pris en compte par le facteur 1{
?

2.

β Énoncé vectoriel
La relation de fermeture s’écrit

1

|λ|

¨
˚̋ ÿ

nPN˚

ǫ“˘

|rφn,ǫyxrφn,ǫ| `
ż 8

´8

|pφpk, .qyxpφpk, .q|dk
π

˛
‹‚“ IdE (14a)

où E est l’espace vectoriel engendré par l’ensemble B des solutions pφ, pour le spectre
libre, et Ąϕn˘ régulières pour le spectre lié. E inclut les fonctions de L2pRq s’annulant
en x “ 0 mais est nettement plus grand. On va l’étudier plus loin, mais je voudrais
donner l’énoncé fonctionnel de la relation de fermeture, qui est plus familier.

γ Énoncé fonctionnel
La formule précédente est mal commode, car on ne distingue pas facilement

l’espace sur lequel elle s’applique. Sa traduction fonctionnelle, quand on restreint
l’espace de fonctions sur R˚

`, est [224]

ÿ

nPN˚

ϕnp´λ
2n

, xqϕnp´λ
2n

, yq `
ż 8

0

φpk, xqφpk, yqdk
π

“ |λ|δpx ´ yq ; (14b)

pour l’étendre sur R, on écrit

ÿ

nPN˚

1

2

´
ϕnp´λ

2n
, xqϕnp´λ

2n
, yq ` ϕnp´λ

2n
,´xqϕnp´λ

2n
,´yq

¯
`

ż 8

0

´
F λ

2k
pxqF λ

2k
pyq ` F λ

2k
p´xqF λ

2k
p´yq

¯dk
π

“ |λ|δpx ´ yq. (14c)

e Détermination de E

Notons tout d’abord que E ne contient pas les solutions anormales. C’est peut-
être rassurant mais cela ne va pas de soi.
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Chapitre C. Solution du problème de Coulomb 1d

α Les solutions anormales sont exclues de E

La démonstration est générale et ne nécessite pas l’axiome du choix, puisqu’on
explicite une décomposition des états. J’en donne une démonstration très générale
dans [224] mais je l’ai explicitement adaptée à la base B ici.

Supposons l’existence d’un vecteur propre de H (on pourrait se contenter de
Hlié mais cela n’est pas nécessaire ) qu’on notera |χy. On a

H|χy “ e0|χy

où on note e0 sa valeur propre. Supposons que |χy ne fasse pas partie de la base B

définie plus haut. Cela implique que e0 R R`

Ťt´λ2

n2 , n P N˚u.
Comme e0 est dans le spectre lié, on pourra supposer de plus que χ P L2pRq.
Supposons par l’absurde que |χy peut être décomposé dans B, soit

|χy “
ż 8

´8

apkq|pφpk, .qydk `
ÿ

nPN˚

ǫ“˘1

bn|rϕn,ǫy (15)

où apkq et bn sont les coefficients de la décomposition de |χy. On fait agir H par la
gauche, ce qui donne

e0|χy “
ż 8

´8

k2apkq|pφpk, .qydk `
ÿ

nPN˚

ǫ“˘1

λ2

4n2
bn|rϕn,ǫy ;

on substitue (15) à gauche, d’où finalement

0 “
ż 8

´8

pk2 ´ e0qapkq|pφpk, .qydk `
ÿ

nPN˚

ǫ“˘1

p λ
2

4n2
´ e0qbn|rϕn,ǫy

ðñ apkqpe0 ´ k2q “ 0 @k P R et cnpe0 ´ λ2

4n2
q “ 0 @n P N˚

ce qui implique que tous les coefficients sont nuls, donc χ “ 0, absurde.
Notons que cette démonstration ne s’applique pas aux états Gη. Je n’ai pas

cherché à démontrer de résultat équivalent pour les Gη, mais la démarche doit être
plus difficile.

β Il y a des états ne s’annulant pas en zéro dans E

On considère le projecteur (14a). Tous les états sont bien orthonormaux entre
eux, d’après (8), (12) et (13), ce qui prouve que ce projecteur est orthogonal.

Dans [224], j’ai calculé, à l’aide de leur expression exacte, la projection de plu-
sieurs états. Plus précisément, j’ai utilisé la projection Π sur l’espace des fonctions
définies sur R˚

` (mais je continuerai abusivement à noter E l’espace de projection) :

Π “ 1

|λ|

˜ż 8

0

dk|pφpk, .qyxpφpk, .q| `
8ÿ

n“1

|ϕp´λ
2n

, .qyxϕp´λ
2n

, .q|
¸

.

Voici les courbes Figs. 2 (a) et (b), des projections de deux fonctions de L2pR`q,
x ÞÑ e´x et x ÞÑ φliép1{2, xq “ 2|λ|3{2

b
2

8`π2 xpK0p|λ|xq ` K1p|λ|xqq où Kn sont des
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4. Généralisation de la relation de fermeture

fonctions de Bessel du deuxième type, 5 cf. Eq. (35) de [8]. Il ne faut pas confondre
la fonction exponentielle pure avec φliép8, xq, la solution d’énergie ´8 exprimée en
variable adimensionnée, qui a été étudiée plus haut.

paq
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Figure 2 – (a) Courbes de e´x (trait noir plein), de sa projection partielle sur
les états libres (en tirets bleus), sur les états liés (en pointillés rouges) et sur E (en
tirets-points pourpre), avec des variables adimensionnées. (b) Courbes de φliép1{2, xq
(trait noir plein) et de sa projection sur E (en pointillés pourpre).

On constate sur la Fig. 2 (a) et (b) que, non seulement les fonctions projetées
ne s’annulent pas en x “ 0, mais que leur limite en ce point est égale avec celle
des fonctions non projetées. Sur la Fig. 2 (a) est précisée la projection partielle sur
les états libres, qui contribue totalement à cette limite. La précision des calculs est
suffisante pour qu’on ne puisse pas attribuer ce résultat à un artefact numérique.
Tous les détails se trouvent dans [224]. Voici enfin la figure de la dérivée de la
fonction exponentielle et de sa projection sur E, qui confirme la précédente :

1 2 3 4 5

-5

-4

-3

-2

-1

Figure 3 – Courbes de p e´xq1 “ ´ e´x (en trait noir plein) et la dérivée de la
projection sur E de e´x (en tirets bleus).

En conclusion, la détermination de E est difficile, bien qu’on connaisse la base
Hilbertienne de cet espace.

f Relation de fermeture pour une métrique non euclidienne

Comme je l’ai déjà écrit, pour les spectres continus, attachés aux fonctions x ÞÑ
φlibpk, xq et x ÞÑ φliépk, xq, il n’existe aucune technique connue, qui permette de
retrouver une relation de fermeture.

5. Je corrige une erreur de normalisation dans [8], notamment une erreur de calcul formel due
à Mathematica.
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Chapitre C. Solution du problème de Coulomb 1d

Je voudrais néanmoins retracer ici les calculs présentés dans [8], où j’ai ajouté
à la base B les seuls états de nombre quantique demi-entier, correspondant à η “
´1{2´n, @n P N. On notera rB cette base augmentée. Dans ce cas, on doit seulement
gérer un ensemble dénombrable de fonctions non orthogonales et il est possible
d’écrire à l’aide de la métrique g la relation de fermeture exacte [101]

ÿ

i,jPI

|Ψiyg´1
ij xΨj| “ Id . (16)

Il est notamment important de comprendre que rien ne permet d’exiger la sy-
métrie de H, puisqu’on a néanmoins un spectre réel, qui permet une quantification
correcte des observables.

Certes, ces états non orthogonaux induisent des propriétés inhabituelles, décrite
dans [8]. Je ne préfère pas les reprendre, quoiqu’elles soient très originales ; dans des
calculs non publiés, j’ai montré que ces effets peuvent s’interpréter comme une auto-
interaction induite par le potentiel de Coulomb. Autrement dit, bien que construits
comme solutions propres de H, les états sont en interaction. Cette interaction in-
duite est directement reliée aux potentiels singuliers en δ, δ1, etc., introduits par
Gordeyev [223].

α Métrique complète

On notera R les termes de couplage libre-lié, Rk,n ” xpφpk, .q|φliépλ
n
, .qy{

?
´λ

de la métrique ; R:
n,k donne les termes xφliépλ{n, .q|pφpk, .qy{

?
´λ. On notera S la

métrique réduite aux états liés, Sn1,n2
“ xφliép λ

n1
, .q|eφliép λ

n2
, .qy{|λ|. La métrique

complète s’écrit alors

g “
ˆ
I R

R: S

˙

et son inverse

g´1 “
ˆ
I ` RBR: ´RB

´BR: B

˙

où on a définit B “ pS ´ RR:q´1 (je rappelle que les termes non diagonaux de la
métrique sont très petits, de sorte que l’existence de B est assurée).

β Relation de fermeture généralisée

En appliquant (16), on trouve

IdD “ 1

|λ|

ˆ ż

R

dk

π
|pφpk, .qyxpφpk, .q| `

ż

R2

dk1dk2

|λ|π2
p|φpk1, .qy

ÿ

n1,n2PN

Rk1n1
Bn1n2

R
:
n2k2

xpφpk2, .q|

´ 1?
´λ

ÿ

n,n1PN˚

ż

R

dk

π

ˆ
|pφpk, .qRkn1

Bn1nxφliép
λ

n
, .q| ` |φliép

λ

n
, .qBnn1

R
:
n1,k

xpφpk, .q|
˙

` 1

|λ|
ÿ

n1,n2PN˚

|φliép
λ

n1

, .qySk1,k2
xφliép

λ

n2

, .q|
˙

(17)

où on définie D de façon analogue à E.
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γ Domaine d’application
La relation (17) est exacte. Elle redonne (14c) si on l’applique à des fonctions

de E, en particulier de B.
La détermination de D est encore plus difficile que celle de E, mais on peut

remarquer que D Ą E comporte des états non physiques.

5 Analyse locale versus analyse globale

L’analyse locale, qui consiste à considérer l’équation différentielle comme une
contrainte qu’on applique de ´8 à `8, s’appuie sur les solutions analytiques, qu’on
trouve sur chaque domaine de définition, en l’occurrence R˚

` et R˚
´. J’ai étudié le

problème de Coulomb en m’appuyant principalement sur l’analyse locale.
Ce que j’appelle analyse globale est une approche topologique et est bien repré-

senté par la recherche systématique des extensions auto-adjointes.

a Avantages de l’analyse locale

Tant qu’on étudie l’équation aux valeurs propres (1), l’analyse locale est très
adaptée. Les solutions définies sur R˚

` et R˚
´ étant entièrement résolues, la seule

ambiguïté concerne le raccordement en x “ 0.
Or, les études de Gesztesy et similaires imposent la condition d’hermiticité

W pϕ1, ϕ2q “ 0 .

D’une part, cette condition ne permet pas de bien décrire le spectre libre, comme je
l’ai montré à travers (8). D’autre part, elle réduit la généralité de l’analyse globale,
puisqu’elle ne permettrait pas de décrire, par exemple, le cas de (17).

Certes, il ne faut pas oublier que, lorsqu’on étend un opérateur symétrique, les
définitions transcendent les conditions aux bords choisies initialement. Mais, par
essence, on restera toujours dans le cadre symétrique de l’opérateur ; en l’occurrence,
on ne pourra pas s’abstenir de la condition de Dirichlet (3).

b Avantages de l’analyse globale

Ce qui peut être reproché à l’analyse locale est qu’on ne peut exclure qu’une
suite de fonctions ait une limite imprévue. C’est la question de la fermeture de
l’espace de fonctions.

Pour ce qui concerne (1), l’ensemble des solutions trouvées par l’analyse locale
est fermé. Par contre, si on s’intéresse à la véritable équation de Schrödinger, quand
on remplace EΨ par i~BΨ

Bt
, la situation change.

Les solutions de cette équation sont les combinaisons linéaires de celles de (1),
avec les facteurs de phase temporels usuels, comme indiqués dans (9). La fermeture
de l’espace engendré par les états de B est justement E et reste indéterminée.

c États physiques

Les états physiques sont les solutions de l’équation de Schrödinger dépendant
du temps et correspondent donc aux fonctions de E.
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D Conséquences et perspectives

1 Expériences

Un article théorique de Ando [232] prévoit un spectre d’excitation unidimension-
nelle dans un nanotube de carbone. Les électrons sont quantifiés dans des canaux
unidimensionnels et l’excitation est due à la présence d’une charge dans le nano-
tube. Il faut donc rattacher cette étude théorique au problème de Coulomb dans un
cylindre que je traite plus loin, qui possède la même symétrie et lui est équivalent.

Les mesures expérimentales sur ces systèmes sont très difficiles, en soi et aussi
parce qu’ils sont pleins de défauts [233–236]. Toutefois, la quantification des niveaux
d’excitation y est bien observée. Ces mesures sont interprétées à l’aide d’une théorie
appelée MQDT (pour Multichannel Quantum Defect Theory) [237,238] mais il faut
bien faire attention qu’elle est développée, notamment dans ces références, pour des
systèmes à trois dimensions.

On peut observer un accroissement de l’intérêt que ces systèmes unidimension-
nels suscitent en ce moment. On peut notamment citer les expériences de Okano et
al [239] sur GaAs.

2 Généralisation à trois dimensions

Je voudrais examiner l’application des résultats précédents pour le problème à
trois dimensions, avec l “ 0 (moment orbital nul). On va heureusement retrouver
le spectre de Rydberg, mais on y gagne une justification vraiment convaincante de
la suppression des solutions Gη.

a Équation radiale pour les états de l’atome d’hydrogène

J’ai cité précédemment sans l’écrire l’équation radiale correspondant aux états
l “ 0 de l’atome d’hydrogène. Elle s’écrit

´rB2rφprq
Br2

` V prqφprq “ eφprq @r ą 0 ,

et on retrouve (2). Je ne m’intéresserai, par la suite, qu’aux états liés.

b Conservation du courant de probabilité

L’argument physique pour éliminer, dans le spectre lié, les solutions anormales
ne peut plus s’appliquer, car il n’y a pas de sens à chercher une discontinuité du
courant jrprq en r “ 0.
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Notons que, puisque φprq “ ϕprq{r, où ϕ est solution de (1), la dérivée φ1prq “
ϕ1prq{r ´ ϕprq{r2 possède un terme supplémentaire, qui s’annule dans le calcul du
courant j associé à φαβprq{r. Au bout du compte, le courant radial s’écrit jrprq “
jprq{r, où j est le courant du cas unidimensionnel.

Quand on inclut une solution anormale, le courant radial jr diverge quand r Ñ 0

mais on ne peut en tirer de conclusions, parce que I “
ş8

0
jrprqr2dr converge simul-

tanément. Par contre, cette intégrale I est non nulle, si on choisit comme contour
une sphère centrée sur l’origine et de rayon R suffisamment petit. En effet, elle vaut
J » j02πR

2, où j0 est la limite calculée en (11). j0 est nul si et seulement si on se
restreint aux solutions régulières de Rydberg. I mesure le courant I qui entre (si
I ă 0) ou sort (si (I ą 0) de l’origine, qui joue donc le rôle d’une fontaine ou d’un
trou ponctuel.

Ce courant viole la conservation du nombre de particule et n’est pas acceptable
physiquement (cf. l’introduction de [8]).

c Quantification de Rydberg

La conservation du nombre de particule implique que les seules solutions phy-
siques sont les états réguliers de Rydberg, d’où la relation de fermeture s’appliquant
aux fonctions radiales [240]

ÿ

nPN˚

RnlprqRnlpr1q `
ż 8

0

Rk,lprqRk,lpr1qdk “ 1

r2
δpr ´ r1q . (1)

3 Problème de Coulomb sur un cylindre

J’ai choisi le potentiel régularisé

Vε “ λ{
?
x2 ` ε2 .

Quand ε Ñ 0, il redonne le potentiel de Coulomb, Vε Ñ V . Nous ne nous intéresse-
rons, encore une fois, qu’à son spectre lié.

Ce spectre peut être calculé numériquement avec une précision aussi grande que
l’on veut. Il est discret et non dégénéré @ε ‰ 0. De plus, toutes les fonctions propres
sont analytiques.

a Solutions numériques

On distingue deux familles de fonctions propres, les états impairs, que je noterai
χε

2p où p P N˚, et les états pairs, que je noterai χε
2p`1 où p P N. Je définis les

énergies eεp correspondant aux solutions impaires, et eε
p` 1

2

aux solutions paires. On

peut observer sur la Fig. 1 les énergies les plus basses en fonction de 1{ε.
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Figure 1 – Premiers niveaux d’énergie du hamiltonien p2

2m
`Vε versus 1{ε avec une

ordonnée adimensionnée.

Quand ε Ñ 0, les fonctions d’onde χε
2p Ñ χ0

2p “ rφp,´ tandis que leur énergie
atteint rapidement ´λ2{p4p2q, l’énergie de Rydberg. Au contraire, les fonctions
d’onde χε

2p`1 Ñ χ0
2p`1, une limite bien définie mais différente de φliép ´λ

2p`1
, .q. J’ai

vérifié que la fonction x ÞÑ χ0
2p`1p ´λx

2p`1
q n’est pas solution de (1). On peut donc

affirmer que les fonctions d’onde sont discontinues quand on varie le paramètre ε
et qu’on atteint ε “ 0. Par ailleurs, leur énergie, comme on l’observe sur la Fig. 1,
atteint également ´λ2{p4p2q, l’énergie de Rydberg.

Cette discontinuité des fonctions d’onde selon ε est très banale. Les énergies sont
par contre continues et dégénérées à ε “ 0. Pour ce paramètre, les fonctions d’onde
sont exactement rφp,´ pour le cas impair et rφp,` pour le cas pair.

b Solution anormale régularisée

Bien que les solutions paires et impaires tendent toutes vers les solutions ré-
gulières à ε “ 0, ce qui confirme, en passant, le spectre dégénéré que nous avons
trouvé, les solutions paires ne sont pas sans lien avec les états anormaux de nombre
quantique demi-entier, que j’ai étudié dans [8].

J’ai indiqué, sur la Fig. 1, l’énergie ẽp ” ´λ2{p4p2 ` 4p` 1q. Le croisement de la
courbe de eε

p` 1

2

(en fonction de ε) avec la valeur constante ẽp a lieu pour la valeur

ε̃p du paramètre ε.

On représente Fig. 2 les deux fonctions d’onde χε̃p

p` 1

2

et φliép ´λ
2p`1

, .q. Leurs équa-

tions aux valeurs propres respectives ne diffèrent sensiblement que dans la région
´ ε̃p

|λ|
ă x ă ε̃p

|λ|
, aussi, il n’est pas étonnant qu’elles soient presqu’égales : leur diffé-

rence s’estompe exponentiellement quand on s’éloigne de cette région.

En ce sens, on peut écrire que l’état |χε̃p

p` 1

2

y est une régularisation de l’état

anormal |φliépk, .qy pour ´λ{p2kq demi-entier. Cette régularisation est orthogonale
aux états |χε

2py, qui sont la continuation de |rφp,´y quand on varie ε. J’appelle |χε̃p

p` 1

2

y
les états anormaux régularisés et leur énergie vaut par définition ẽp.
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Figure 2 – Courbes de χε̃p

p` 1

2

puq (plate en u “ 0) et ϕp λ
2p`1

, uq (de pente verticale

en u “ 0) ainsi que leur différence, avec des variables adimensionnées. Les fonctions
diffèrent pour ´ε̃p ă u ă ε̃p.

Ainsi, alors que je n’ai pas réussi à les distinguer dans le spectre de Coulomb,
parmi tous les états anormaux, le fantôme des états de nombre quantique demi-
entier réapparaît dans le spectre correspondant au potentiel régularisé V pxq “
c{

?
x2 ` ǫ2. Le hamiltonien correspondant est auto-adjoint et tous les états sont

orthogonaux, bien que la différence entre les états anormaux régularisés et les vrais
états anormaux φliép ´λ

2p`1
, .q soit très petite.

4 Autres perspectives

L’élimination de toutes les solutions ne s’annulant pas en x “ 0 est un pas décisif
dans la résolution du problème de Coulomb, qui avait été déjà été prouvé par les
approches globales supposant l’hermiticité de H. Toutefois, la détermination de E

est inachevée. Elle serait intéressante, puisque E espace décrit les états physiques,
appartenant à l’espace de Hilbert L2pRq. Prouver qu’il existe des états physiques
hors de E permettrait notamment de prouver que la mécanique quantique doit être
définie dans un cadre plus général que celui des espaces de Hilbert.

Par contre, la recherche des extensions auto-adjointes me paraît achevée. Mes
travaux corrobore les travaux de Tsutsui et al [226] et de Oliveira et al [219], que
je compte étudier de façon approfondie avec l’aide d’un mathématicien.
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✚✣✚✑✘ ➒✚ ➊✒✕✚ ➊✔➋✚➍ ✣➊✒✣ ➍✔✓✚ ✔➎ ✣➊✚➍✚ ➒✖✛✛ ✖❛✜✚✚✜ ✏✚ ➎✔➏❛✜

✒❛✜ ✗✔❛➸✑✓ ✣➊✚ ✣➊✚✔✑✚✣✖✗✒✛ ➋✑✚✜✖✗✣✖✔❛➍ ✣➊✒✣ ➒✚ ➋✑✚➍✚❛✣ ➊✚✑✚✎

➉➊✚ ➋➊✒➍✚ ✜✖✒➓✑✒✓ ✔➎ ✣➊✖➍ ➍➌➍✣✚✓ ➊✒➍ ✏✚✚❛ ➋✒✑✣✖✒✛✛➌ ➍✣➏✜➐

✖✚✜ ✏➌ ➍✚✕✚✑✒✛ ✒➏✣➊✔✑➍✎ ➑❛ ➋✒✑✣✖✗➏✛✒✑✘ ➨✒✏✑✖➥✖✔ ➊✒➍ ➏➍✚✜ ✒

✑✚❛✔✑✓✒✛✖➥✒✣✖✔❛ ➓✑✔➏➋ ↕➙●❜ ✓✚✣➊✔✜✘ ✖❛ ✒ ✣➒✔➐✛✔✔➋ ✚➫➋✒❛➐

➍✖✔❛ ➎✑✔✓ ✣➊✚ ➨✚✑✓✖ ✛✖➧➏✖✜ ➍✔✛➏✣✖✔❛✎➜→ ❍✚ ✖❛✗✛➏✜✚➍ ✖❛✣✚✑✏✒❛✜

✏✒✗✙➒✒✑✜ ➍✗✒✣✣✚✑✖❛➓ ✃❐✘ ✒❛✜✘ ➒✖✣➊✖❛ ✣➊✚ ✑✒❛➓✚ ✔➎ ➋✒✑✒✓✚✣✚✑

✣➊✒✣ ➒✚ ➊✒✕✚ ✖❛✕✚➍✣✖➓✒✣✚✜✘ ➸❛✜➍ ✒ ➔❈ ➋➊✒➍✚✘ ❛✒✓✚✜ ❒➋➊✒➍✚

➑✘❮ ➒➊✖✗➊ ➊✚ ✗✛✚✒✑✛➌ ➋✔✖❛✣➍ ✔➏✣ ❛✔✣ ✣✔ ✏✚ ➍✖❛➓✛✚✣ ❰✘ ✒✛✣➊✔➏➓➊

➊✚ ✜✖✜ ❛✔✣ ✚✛➏✗✖✜✒✣✚ ✣➊✚ ➍➌✓✓✚✣✑➌ ✔➎ ✣➊✚ ✗✔❛✜✚❛➍✒✣✚✎ ➑❛ ➊✖➍

✗✒✛✗➏✛✒✣✖✔❛➍✘ ✣➊✚ ➙● ➭✔➒ ✔➎ ➍➏➍✗✚➋✣✖✏✖✛✖✣✖✚➍ ➍➊✔➒➍ ➍✚✕✚✑✒✛

✜✖✕✚✑➓✚❛✗✚➍Ï ✣➊✚ ➍➋✖❛ ✜✚❛➍✖✣➌ ➒✒✕✚ ↕➔Ð➲❜ ✗➊✒❛❛✚✛ ✗✔✚➫✖➍✣➍

➒✖✣➊ ✣➊✚ ➍➏➋✚✑✗✔❛✜➏✗✣✖❛➓ ✔❛✚✎ ➉➊✖➍ ✒➏✣➊✔✑ ✜✖✜ ✒✛✣✚✑❛✒✣✖✕✚✛➌

✗➏✣ ✣➊✚ ➭✔➒ ✏✚➎✔✑✚ ✣➊✚ ✜✖✕✚✑➓✚❛✗✚➍ ✒❛✜ ✏✔➥✔❛✖➥✚ ✣➊✚ ✚➎➎✚✗➐

✣✖✕✚ ❍✒✓✖✛✣✔❛✖✒❛➦ ✣➊✚❛✘ ➔Ð➲ ✓✔✜✚➍ ✜✖➍✒➋➋✚✒✑ ✒❛✜ ✒✑✚ ✑✚➐

➋✛✒✗✚✜ ✏➌ ✗➊✒✑➓✚ ✜✚❛➍✖✣➌ ➒✒✕✚ ↕❈Ð➲❜ ✖❛➍✣✒✏✖✛✖✣✖✚➍✎

➉➊✚➍✚ ✑✚➍➏✛✣➍ ✒✑✚ ✓✔✑✚ ✔✑ ✛✚➍➍ ✗✔✓➋✒✣✖✏✛✚ ➒✖✣➊ ✣➊✒✣ ✔➎

✔✣➊✚✑ ✓✚✣➊✔✜➍✘ ➏➍✖❛➓ ✒ ✔❛✚➐✛✔✔➋ ✚➫➋✒❛➍✖✔❛✘➜➢➼➜➵ ✔✑ ✏✔➥✔❛✖➥➐

✖❛➓ ✣➊✚ ❍✒✓✖✛✣✔❛✖✒❛ ✔➎ ✣➊✚ ✏✒✑✚ ➍➌➍✣✚✓➜➺➚→➾ ↕➍✚✚ ✒✛➍✔ ➙✚➎✎

➛➤❜✘ ✔✑ ➏➍✖❛➓ ➧➏✒❛✣➏✓ ▼✔❛✣✚ ❈✒✑✛✔ ✓✚✣➊✔✜✎→➜ ➉➊✚➍✚ ✒➏✣➊✔✑➍

➓✚❛✚✑✒✛✛➌ ➸❛✜ ✒ ➍✖❛➓✛✚✣ ➍➏➋✚✑✗✔❛✜➏✗✣✖❛➓ ✗✔❛✜✚❛➍✒✣✚ ✔➎ ➍➌✓➐

✓✚✣✑➌ Ñ✘ ➒➊✖✗➊ ✗✔✚➫✖➍✣➍ ➒✖✣➊ ➔Ð➲ ✔✑ ❈Ð➲ ✖❛➍✣✒✏✖✛✖✣✖✚➍✎

➉➊✖➍ ✗✔✓➋✛✖✗✒✣✚✜ ➋➊✒➍✚ ➊✒➍ ✒✛➍✔ ✏✚✚❛ ✑✚✛✒✣✚✜ ✣✔ ✣➊✚ ➙ÒÓ

➋➊✒➍✚✎→→ ➣❛✚ ✔➎ ✣➊✚ ✗✚❛✣✑✒✛ ➧➏✚➍✣✖✔❛➍ ✖➍ ➒➊✚✣➊✚✑ ✣➊✚ ➔❈

✓✔✜✚➍ ✒✑✚ ➍➋✖❛➐➓✒➋➋✚✜ ✔✑ ❛✔✣✘ ✒❛✜ ✑✚✗✚✖✕✚➍ ✕✒✑✖✔➏➍ ✒❛✜ ✚✕✚❛

✗✔❛✣✑✒✜✖✗✣✔✑➌ ✒❛➍➒✚✑➍✎ Ô➍✖❛➓ ✒ ✣➒✔➐✛✔✔➋ ✚➫➋✒❛➍✖✔❛✘

➯✖➍➊✖❛✚→↔ ✔✏➍✚✑✕✚➍ ✒ ➍➋✖❛ ➓✒➋✘ ➒➊✖✗➊ ✖➍ ➍➏➋➋✑✚➍➍✚✜ ➒➊✚❛

➶➹Õ➘✎ ➉➊✖➍ ✖➍ ✒✛➍✔ ✣➊✚ ✑✚➍➏✛✣ ➎✔➏❛✜ ➒✖✣➊ ✒ ✜✚❛➍✖✣➌ ✓✒✣✑✖➫ ➙●

✓✚✣➊✔✜ ✏➌ Ö✒✑✙✎→➝

➲✚ ➓✖✕✚ ✒ ❛✚➒ ✖❛➍✖➓➊✣ ✖❛✣✔ ✣➊✚➍✚ ➧➏✚➍✣✖✔❛➍✘ ➏➍✖❛➓ ✒ ➙●

✓✚✣➊✔✜✘ ✖❛ ✒ ➋✚✑✣➏✑✏✒✣✖✕✚ ✚➫➋✒❛➍✖✔❛ ✖❛ ➪✎ ➉➊✖➍ ✙✖❛✜ ✔➎

✓✚✣➊✔✜ ➊✒➍ ✏✚✚❛ ➏➍✚✜ ✖❛ ✓✒❛➌ ✑✚✗✚❛✣ ✒❛✜ ✕✚✑➌ ✗✔✓➋✛✚✣✚

➒✔✑✙➍✎→➢➚→➺ ❍✚✑✚✘ ➒✚ ✗✒✛✗➏✛✒✣✚ ➙● ✚➧➏✒✣✖✔❛➍ ➒✖✣➊ ✔❛✚ ✛✔✔➋

✜✖✒➓✑✒✓➍✘ ✖❛✗✛➏✜✖❛➓ ✃❐ ✗✔➏➋✛✖❛➓➍✘ ✒➍ ✖❛ ➙✚➎✎ ➛➠✘ ✒➍ ➒✚✛✛ ✒➍ ✒✛✛

➋✒✑✒✛✛✚✛ ✓✔✓✚❛✣➏✓ ✜✚➋✚❛✜✚❛✗✚✎

➡✚✣ ➏➍ ✚✓➋➊✒➍✖➥✚ ✣➊✒✣✘ ✒✛✣➊✔➏➓➊ ➒✚ ✏✚➓✖❛ ➎✑✔✓ ✣➊✚ ➨✚✑✓✖

✛✖➧➏✖✜ ➍✔✛➏✣✖✔❛✘ ➒✚ ➸❛✜ ✒ ➋➊✒➍✚ ➒✖✣➊ ✔❛✛➌ ➔Ð➲ ➭➏✗✣➏✒✣✖✔❛➍✘

➎✔✑ ➍✓✒✛✛ ✚❛✔➏➓➊ ✖❛✣✚✑✏✒❛✜ ✖❛✣✚✑✒✗✣✖✔❛ ➶➹➴➶➹×↕➪❜✘ ✗✔❛✣✑✒✑➌

✣✔ ✒✛✛ ➋✑✚✕✖✔➏➍ ✑✚➍➏✛✣➍ ✔✏✣✒✖❛✚✜ ✏➌ ➙● ✓✚✣➊✔✜➍✘ ➒➊✖✗➊ ✒✛➐

➒✒➌➍ ✖❛✜✖✗✒✣✚ ➔❈ ✖❛➍✣✒✏✖✛✖✣✖✚➍ ✒➍ ➍✔✔❛ ✒➍ ➶➹Ø➘ ↕➍✚✚ ➎✔✑ ✖❛➐
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✔❛✚➐✜✖✓✚❛➍✖✔❛ ✛✖✓✖✣✎ ➉➊✖➍ ✖➍ ✒ ✕✚✑➌ ✑✚✓✒✑✙✒✏✛✚ ✑✚➍➏✛✣✘ ➍✖❛✗✚

Ý➮ ✖➍ ✙❛✔➒❛ ✣✔ ✏✚ ✒❛ ✖✑✑✚✛✚✕✒❛✣ ✕✒✑✖✒✏✛✚ ✔➎ ✣➊✚ ➙● ➭✔➒✎→➻
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✚❛✣✖✒✛ ✖❛ ✣➊✚ ✕✚✑➌ ✗✒➍✚ ✔➎ ✒ ✛✒✜✜✚✑✎

➲➊✚❛ ➶➹ ✖➍ ✖❛✗✑✚✒➍✚✜✘ ➒✚ ✔✏➍✚✑✕✚ ✒ ✣✑✒❛➍✖✣✖✔❛ ✒✣ ➶➹× ✣✔ ✒
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❷♥Þ❼⑨❻❺❾ ❂ßà⑨ß❢ ❸ áâs ❳❴❨❫❊❳ ❁❊❳❳❨❽
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renormalisation avec la dépendance en k‖

s�✁✁✂✄☎� ❞ ❝✆✂✝✞s✄ ✇✞✄✟ ❙✠✡ ✆♦✂s☛ ❚✟✞s ♣✟☞s✂ ✞s ❢✆✌♦✍ ❜�
✁☞♦� ☞✌✄✟✆☎s ✎s✂✂ ❘✂❢s☛ ✶✏✑ ✶✒✑ ☞♦✍ ✶✓ ☞♦✍ ✆✄✟✂☎ ☞☎✄✞❝❛✂s
☞❛☎✂☞✍� q✌✆✄✂✍✔☛

❘✂❝✂♦✄❛�✑ ❇✆✌☎❜✆♦♦☞✞s ❡✕ ✖✗✘✷✙✚✛✜ ✟☞❤✂ ✂✝☞✁✞♦✂✍ ✄✟✂ ✂❢❢✂❝✄
✆❢ ✞♦✄✂☎❝✟☞✞♦ ❈✆✌❛✆✁❜ ✞♦✄✂☎☞❝✄✞✆♦s ❢✆☎ ☞♦ ✞♦✐♦✞✄✂ ♦✌✁❜✂☎ ✆❢
❝✆✌♣❛✂✍ ❝✟☞✞♦s✑ ✌s✞♦✉ ❘✢ ✁✂✄✟✆✍☛ ■♦✄✂☎❝✟☞✞♦ ❜☞❝✣✇☞☎✍ s❝☞✄✤
✄✂☎✞♦✉ ✇☞s ❢✆✌♦✍ ✄✆ ✂♦✟☞♦❝✂ ❈✠✡ ✥✌❝✄✌☞✄✞✆♦s ☞♦✍ ❢☞❤✆☎
✄☎✞♣❛✂✄ ✞♦s✄✂☞✍ ✆❢ s✞♦✉❛✂✄ ❙❈☛ ❍✂☎✂ ✇✂ ✞♦❤✂s✄✞✉☞✄✂✍ ✄✟✂ ✂❢❢✂❝✄
✆❢ ☞ ❈✆✌❛✆✁❜ ✞♦✄✂☎❝✟☞✞♦ ❜☞❝✣✇☞☎✍ ✞♦✄✂☎☞❝✄✞✆♦ ✦✧★✩✪ ❢✆☎ ✄✟✂
❛☞✍✍✂☎ ♣☎✆❜❛✂✁☛ ✡✂ ✐♦✍ ✄✟☞✄ ✄✟✞s ✞♦✄✂☎☞❝✄✞✆♦ ❢☞❤✆☎s ✄☎✞♣❛✂✄ ❙❈
✞♦s✄☞❜✞❛✞✄✞✂s ✞♦s✄✂☞✍ ✆❢ s✞♦✉❛✂✄ ✆♦✂s ☞♦✍ ❈✠✡ ✞♦s✄☞❜✞❛✞✄✞✂s
✞♦s✄✂☞✍ ✆❢ ❙✠✡ ✆♦✂s ✞♦ ☞ ❛☞✍✍✂☎ s�s✄✂✁ ✄✆✆☛ ■♦✍✂✂✍✑ ❜✆✄✟ ✄✟✂
s✞♦✉❛✂✄ ❙❈ ☞♦✍ ❙✠✡ ✞♦s✄☞❜✞❛✞✄✞✂s ✎✞❢ ☞♦�✔ ☞☎✂ s✌♣♣☎✂ss✂✍
✇✟✂♦ ✦✧★✩✪ ✞s ✞♦❝☎✂☞s✂✍✑ ☞♦✍ ✇✂ ✆❜s✂☎❤✂ ✄☎✞♣❛✂✄ ❙❈ ☞s ✇✂❛❛ ☞s
❈✠✡ ✞♦s✄☞❜✞❛✞✄✞✂s☛ ❚✟✂ ✄☎✞♣❛✂✄ ❙❈ ✂✝✞s✄✂♦❝✂ ☎✂✉✞✆♦ ✞s ✟✆✇✤
✂❤✂☎ ❤✂☎� ♦☞☎☎✆✇ ☞♦✍ ❛✞✂s ✞♦s✞✍✂ ✄✟✂ ☎✂✉✞✆♦ ✕✫✬✕✫✭✎❯✔☛ ❋✆☎
❛☞☎✉✂ ❤☞❛✌✂s ✆❢ ✦✧★✩✪ ✎✦✧★✩✪✮❯✔✑ ❈✠✡ ✞s ☞❛✇☞�s ✍✆✁✞♦☞♦✄✯
✄✟✞s ✞s ❝✆♦s✞s✄✂♦✄ ✇✞✄✟ ✇✟☞✄ ▲✞♦ ❡✕ ✖✗✘ ✐♦✍☛✰✱

❖♦ ✄✟✂ ❝✆♦✄☎☞☎�✑ ✇✟✂♦ ☞ ❈✆✌❛✆✁❜✞☞♦ ✞♦✄✂☎❝✟☞✞♦ ❢✆☎✇☞☎✍
✞♦✄✂☎☞❝✄✞✆♦ ✦✲✳✴ ✞s ☞✍✍✂✍✑ ☞❛❛ ❙❈ ✞♦s✄☞❜✞❛✞✄✞✂s ☞☎✂ ✍✂♣☎✂ss✂✍✑
☞♦✍ ✇✂ ✆♦❛� ✆❜s✂☎❤✂ ❙✠✡ ☞♦✍ ❈✠✡ ✥✌❝✄✌☞✄✞✆♦s☛

✡✂ ☞❛s✆ ♣☎✂s✂♦✄ ☞ ✍✂✄☞✞❛✂✍ ❝❛☞ss✞✐❝☞✄✞✆♦ ✆❢ ✄✟✂ ♣☞✞☎ ✆♣✂☎☞✤
✄✆☎s ✞♦ ☞ ❛☞✍✍✂☎✑ ✇✟✞❝✟ ☞☎✂ ❝✆♦♦✂❝✄✂✍ ✄✆ ✄✟✂ ✆☎✍✂☎ ♣☞☎☞✁✂✄✂☎s☛
■✄ ♣☎✆❤✂s ☞ ❤✂☎� ♣✆✇✂☎❢✌❛ ✄✆✆❛ ✞♦ ✄✟✂s✂ s✆♣✟✞s✄✞❝☞✄✂✍ ❘✢
✁✂✄✟✆✍s☛

❙✆✑ ✇✂ ✇✞❛❛ ✐☎s✄ ✉✞❤✂ ☞ s✟✆☎✄ ✍✂s❝☎✞♣✄✞✆♦ ✆❢ ✄✟✂ ✁✆✍✂❛ ✎✞♦
❙✂❝☛ ■■✔✑ ✄✟✂♦ ♣☎✂s✂♦✄ ✄✟✂ ❝❛☞ss✞✐❝☞✄✞✆♦ ✆❢ ✄✟✂ ♣☞✞☎ ✆♣✂☎☞✄✆☎s
✎✞♦ ❙✂❝☛ ■■■✑ ✄✟✂ s�✁✁✂✄☎✞✂s ☞☎✂ ✂✝♣❛☞✞♦✂✍ ✞♦ ❆♣♣✂♦✍✞✝ ❈✔✑
✄✟✂♦ ✇✂ ✂✝♣❛☞✞♦ ✄✟✂ ❘✢ ❢✆☎✁✌❛☞✄✞✆♦ ☞♦✍ ✄✂❝✟♦✞q✌✂s ✄✟☞✄ ☞☎✂
✌s✂✍ ✟✂☎✂ ✎✞♦ ❙✂❝☛ ■✵✔☛ ❘✂s✌❛✄s ❝✆♦❝✂☎♦✞♦✉ ✆♦❛� ✞♦✞✄✞☞❛❛� ❛✆❝☞❛
✞♦✄✂☎☞❝✄✞✆♦s ☞☎✂ ♣☎✂s✂♦✄✂✍ ✞♦ ❙✂❝☛ ✵✑ ✇✟✞❛✂ ✄✟✆s✂ ❝✆♦❝✂☎♦✞♦✉
✄✟✂ ✞♦✥✌✂♦❝✂ ✆❢ ☞✍✍✞✄✞✆♦☞❛ ✞♦✄✂☎❝✟☞✞♦ ✞♦✄✂☎☞❝✄✞✆♦s ☞☎✂ ✉✞❤✂♦
✞♦ ❙✂❝☛ ✵■☛ ■♦ ❙✂❝☛ ✵■■ ✇✂ ❝✆♦❝❛✌✍✂☛

✸✸✹ ▼✺✻✼✽

❚✟✂ ❍✌❜❜☞☎✍ ✁✆✍✂❛ ✆❢ ☞ ❛☞✍✍✂☎ ✟☞s ❜✂✂♦ s✄✌✍✞✂✍ ✞♦ ❤☞☎✞✤
✆✌s ☞☎✄✞❝❛✂s☛ ✡✂ ✉✞❤✂ ✟✂☎✂ ☞ ❜☎✞✂❢ ♣☎✂s✂♦✄☞✄✞✆♦ ✆❢ ✄✟✞s ✁✆✍✂❛
✎s✂✂ ❘✂❢s☛ ✶✏ ✆☎ ✾✶ ✇✞✄✟ s✞✁✞❛☞☎ ♦✆✄☞✄✞✆♦s✔☛

✿✹ ❑❀❁❂❃❀❄ ❅❉❊❀●❃❏❁❀❉❁
◆P ◗❱❲ ♠❳❨❲❩ ❬❭ ❪ ◆❫ r❲❴r❲❵❲❭❣❪❣❬❳❭

❚✟✂ ✍✞s♣✂☎s✞✆♦ ❝✌☎❤✂ s✂♣☞☎☞✄✂s ✞♦✄✆ ✄✇✆ ❜☞♦✍s ✎❥ ☞♦✍ ❦✔✑
s✆ ✄✟✂ ❋✂☎✁✞ s✌☎❢☞❝✂ s♣❛✞✄s ✞♦✄✆ ❢✆✌☎ ♣✆✞♦✄s ✎❧♥t✜✑ ❧♥t✈✑ ♥t✈✑
♥t✜ ✞♦ ✄✟✂ ① ✍✞☎✂❝✄✞✆♦✑ ② ❝✆☎☎✂s♣✆♦✍s ✄✆ ☎✞✉✟✄ ✁✆❤✞♦✉ ♣☞☎✄✞❝❛✂s
☞♦✍ ③ ✄✆ ❛✂❢✄ ✁✆❤✞♦✉ ✆♦✂s✔☛ ❚✟✂ ❜☞♦✍s ☞☎✂ ❛✞♦✂☞☎✞④✂✍ ☞☎✆✌♦✍
✄✟✂ ❋✂☎✁✞ ❤✂❝✄✆☎s✛✷ ✇✞✄✟ ☞ s✞♦✉❛✂ ❋✂☎✁✞ ❤✂❛✆❝✞✄� ⑤t ✎❝❢☛ ❋✞✉☛
✶✔☛ ✡✂ ✇☎✞✄✂ ⑥ ✄✟✂ ☎✞✉✟✄ ✁✆❤✞♦✉ ♣☞☎✄✞❝❛✂s ☞♦✍ ⑦ ✄✟✂ ❛✂❢✄
✁✆❤✞♦✉ ✆♦✂s☛ ❚✟✂♦✑ ✄✟✂ ✣✞♦✂✄✞❝ ❍☞✁✞❛✄✆♦✞☞♦ ✇☎✞✄✂s

⑧✩⑨⑩ ❶ ❷❸
⑤t❹❷❺

✎❻ ❧ ♥t✜✔⑥✜❸❼ ✎❻✔⑥✜❸✎❻✔

❽ ❷❺
✎❻ ❧ ♥t✈✔⑥✈❸❼ ✎❻✔⑥✈❸✎❻✔

❽ ❷❺
✎❻ ❽ ♥t✜✔⑦✜❸❼ ✎❻✔⑦✜❸✎❻✔

❽ ❷❺
✎❻ ❽ ♥t✈✔⑦✈❸❼ ✎❻✔⑦✈❸✎❻✔❾☛ ✎✶✔

✡✂ ✍✂✐♦✂ ✄✟✂ ❋✂☎✁✞ s✌☎❢☞❝✂ ✉☞♣ ❿♥t❶♥t✜❧♥t✈☛ ❖♦✂ ✄✟✂♦ ✉✂✄s
❿♥t ❶✏✕✫➀⑤t☛ ❚✟✂ ✍✞s❝☎✂✄✞④☞✄✞✆♦ s✄✂♣ ✞♦ ① ✍✞☎✂❝✄✞✆♦ ✞s ✖✑ ☞♦✍
✄✟✂ ☎✂❝✞♣☎✆❝☞❛ ❤✂❝✄✆☎ ✞♦ ✄✟✞s ✍✞☎✂❝✄✞✆♦ ✞s ✍✂✐♦✂✍ ✁✆✍✌❛✆
✏❦➀✖☛ ❚✟✂ ✍✞s✄☞♦❝✂ ❜✂✄✇✂✂♦ ✄✟✂ ❝✟☞✞♦s ✞♦ ➁ ✍✞☎✂❝✄✞✆♦ ✞s ➂☛

■♦ ✆☎✍✂☎ ✄✆ ✉✞❤✂ ☞ ❝❛✂☞☎ ☎✂♣☎✂s✂♦✄☞✄✞✆♦ ✆❢ ☞❛❛ ✞♦s✄☞❜✞❛✞✄�
♣☎✆❝✂ss✂s ✄✟☞✄ ✇✞❛❛ ❜✂ ✍✞s❝✌ss✂✍ ☞❢✄✂☎✇☞☎✍s✑ ✞✄ ✞s ✇✆☎✄✟ s✟✆✇✤
✞♦✉ ✟✆✇ ✄✟✞s ✁✆✍✂❛ ❝☞♦ ❜✂ ✂✁❜✂✍✍✂✍ ✞♦ ☞ ✏✠ ☎✂♣☎✂s✂♦✄☞✄✞✆♦✑
✇✟✞❝✟ ✇✂ ♣☎✂s✂♦✄ ♦✆✇☛

➃P ◗❱❲ ♠❳❨❲❩ ❬❭ ❪ ➃❫ r❲❴r❲❵❲❭❣❪❣❬❳❭
❚✟✂ ✉✂♦✂☎☞❛ ✏✠ ✍✞s♣✂☎s✞✆♦ ❛☞✇ ✇☎✞✄✂s

➄✎➅✔ ❶ ❧ ✏✕➆ ❝✆s✎♥➆✖✔ ❧ ✏✕✫ ❝✆s✎♥✫➂✔
☞s ☎✂♣☎✂s✂♦✄✂✍ ✞♦ ❋✞✉☛ ✏✯ ✞❢ ✆♦✂ ✇☎✞✄✂s ☞♣♣☎✆✝✞✁☞✄✂❛� ♥t
➇♥t✜➇♥t✈✑ ✆♦✂ ✉✂✄s ⑤t➇✏✖✕➆s✞♦✎♥t✖✔☛ ■♦ ☎✂☞❛ s♣☞❝✂✑ ➈➆ ❝✆☎✤
☎✂s♣✆♦✍s ✄✆ ✄✟✂ ☞✝✞s ☞❛✆♦✉ ✄✟✂ ❝✟☞✞♦s✑ ☞♦✍ ➈✫ ✄☞✣✂s ✆♦❛� ✄✇✆
❤☞❛✌✂s✑ ➈✫❶ ➧✶✑ ❝✆☎☎✂s♣✆♦✍✞♦✉ ✄✆ ✇✟✞❝✟ ❝✟☞✞♦ ✆♦✂ ☎✂❢✂☎s ✄✆☛
❚✟✂ ① ☞✝✞s ✞s ✄✟✂♦ ✍✞s❝☎✂✄✞④✂✍✑ ➈➆❶✶☛ ☛ ☛➉✑ ✇✟✂☎✂ ➊➉ ✞s ✄✟✂
✄✆✄☞❛ ♦✌✁❜✂☎ ✆❢ s✄☞✄✂s☛ ❚✟✂ ❋✆✌☎✞✂☎ ✄☎☞♦s❢✆☎✁☞✄✞✆♦ ❢☎✆✁ ☎✂☞❛
s♣☞❝✂ ❢✌♦❝✄✞✆♦s ✄✆ ☎✂❝✞♣☎✆❝☞❛ s♣☞❝✂ ✆♦✂s ✞s ✍✂✄☞✞❛✂✍ ✞♦ ❆♣✤
♣✂♦✍✞✝ ✠☛

➋➌➍➎ ➏➎ ➐➑➒ ➓➔→➣↔↕ ↕➙➛➜➒➝➛➙➞↔ ➙↔ ➟ ↕➙➝➒➠➡➙➞↔➎

➋➌➍➎ ➓➎ ➐➢➞➔↕➙➤➒↔➛➙➞↔➣➥ ➝➒➜➝➒➛➒↔➡➣➡➙➞↔ ➞➦ ➡➑➒ ➛➡➣➡➒➛➎ ➐➑➒ ➜➑➨➛➙➔
➠➣➥ ➛➜➣➠➒➩ ➦➞➝ ➣ ➥➣↕↕➒➝➩ ➙➛ ➝➒➛➡➝➙➠➡➒↕ ➡➞ ➡➑➒ ➑➣➡➠➑➒↕ →➣↔↕➛ ➣➡ ➫➭➯➲
➣↔↕ ➫➭➯ ➳➵➸➺➎ ➐➑➒ ➠➻➝➼➒➛ ➠➞➝➝➒➛➜➞↔↕ ➡➞ ➡➑➒ ➋➒➝➤➙ ➛➻➝➦➣➠➒ ➞➦ ➣ ➓➽
➛➨➛➡➒➤➩ ➢➙➡➑ ➣↔ ➙↔➾↔➙➡➒ ↔➻➤→➒➝ ➞➦ ➠➑➣➙↔➛➎ ➐➑➒ ➦➞➻➝ ➋➒➝➤➙ ➜➞➙↔➡➛➩ ➙↔
➡➑➒ ➥➣↕↕➒➝ ➛➨➛➡➒➤➩ ➣➝➒ ➡➑➒ ➙↔➡➒➝➛➒➠➡➙➞↔➛ ➞➦ ➡➑➒➛➒ ➠➻➝➼➒➛ ➢➙➡➑ ➡➑➒
➜➑➨➛➙➠➣➥ →➣↔↕➛➎ ➐➑➒ ➛➨➤➤➒➡➝➨ ➚➪ ➡➑➣➡ ➤➣➜➛ ➜➞➙↔➡ ➶ ➞↔➡➞ ➶➹ ➙➛ ➡➑➒
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renormalisation avec la dépendance en k‖
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✍✁� ✆✌☎ ✝☎✏✁♦✠ ✁♦☎ s✐✆✌ ✞t✒❛♦✠ ✁♦☎✝✱ s✌✐✑☎ ✆✌☎ ✑❛✝✆ ✁♦☎✝ ❛�☎
✐♦✆☎�✒❛♦✠ ✂❛♣♣✐♦❣✝ ✟✒✐❛✝☎✠ ✐♦ ❋✐❣✳ ✷☞❪ ✆✌☎ ✝❛✂☎ ❛♣♣✑✐☎✝ ✆✁
❿➂➃✱ ☎❱✏☎♣✆ ✆✌❛✆ ✆✌☎ ♣�✁✏☎✝✝☎✝ ♦✁s s�✐✆☎ ▲✔❘✔✱ ▲✕❘✕✱ ▲✔❘✕✱
❛♦✠ ▲✕❘✔✳ ❚✌☎ ✠☎☛♦✐✆✐✁♦✝ ✁✍ ❛✑✑ ✆✌☎✝☎ ✏✁❢♣✑✐♦❣✝ ❛�☎ ✠☎✆❛✐✑☎✠
✐♦ ❯♣♣☎♦✠✐❱ ❯ ✷ ❛♦✠ ❋✐❣✳ ✶➍❪ ✍�✁✂ ✝✎✂✂☎✆�✎ ✏✁♦✝✐✠☎�❛✆✐✁♦✝✱
✁♦☎ ✁♦✑✎ ♦☎☎✠✝ ➉✔✱ ➉✕ ❛♦✠ ➉✹❪ ❛❣❛✐♦✱ ✐♦ ✆✌☎ ❁☎�✎ ✏❛✝☎ ✁✍ ❛
✑❛✠✠☎�✱ s☎ s✐✑✑ ✝☎☎ ✆✌❛✆ ➉✕ ✏❛♦ ❛✑✝✁ ✒☎ ✠☎✠❢✏☎✠ ✍�✁✂ ➉✔✱ ✝✁
s☎ ✁♦✑✎ ✠☎❛✑ s✐✆✌ ✆s✁ ✏✁❢♣✑✐♦❣✝ ♣☎� ✐♦✝✆❛✒✐✑✐✆✎✳

❲✐✆✌ ✁❢� ✝♣☎✏✐☛✏ ✏✌✁✐✏☎✱ ✆✌☎ ✐♦✐✆✐❛✑ ❁❛✑❢☎✝ ✁✍ ✆✌☎ ✏✁❢t
♣✑✐♦❣✝ ✆✁ ☎❱✆☎�♦❛✑ ☛☎✑✠✝ ❛�☎ ❛✑✑ ➉①❂✶✳

❯✍✆☎� ✆✌✐✝ ✒�✐☎✍ ♣�☎✝☎♦✆❛✆✐✁♦ ✁✍ ✆✌☎ ✂✁✠☎✑✱ s☎ s✐✑✑ ♦✁s
☎❱♣✁❢♦✠ ✆✌☎ ✏✑❛✝✝✐☛✏❛✆✐✁♦ ✁✍ ✆✌☎ ✠✐✍✍☎�☎♦✆ ✐♦✝✆❛✒✐✑✐✆✐☎✝✱ ❛✏t
✏✁�✠✐♦❣ ✆✁ ✆✌☎✐� ✝✎✂✂☎✆�✐☎✝✱ s✌✐✏✌ s☎ s✐✑✑ ✝✆❢✠✎ ❛✍✆☎�s❛�✠✝✳

■■■✖ ➎❻➏➐➑➒➏❻ ➓➔➒❹→■➑➒➏

❚✁ ☎❛✏✌ ☎❱✆☎�♦❛✑ ☎❱✏✐✆❛✆✐✁♦ ☛☎✑✠ ✏✁��☎✝♣✁♦✠✝ ❛ ✝❢✝✏☎♣✆✐t
✒✐✑✐✆✎✱ s✌✐✏✌ ✐✝ ✆✌☎ �☎✝♣✁♦✝☎ ✍❢♦✏✆✐✁♦ ✁✍ ❛ ♣❛✐� ✁♣☎�❛✆✁�✳ ❚✌☎
✏✁��☎✝♣✁♦✠✐♦❣ ✁�✠☎� ♣❛�❛✂☎✆☎� ✐✝ ✆✌☎ ✂☎❛♦ ❁❛✑❢☎ ✁✍ ✆✌✐✝ ✁♣t
☎�❛✆✁�✳ ❖♦ ✁�✠☎� ✆✁ ✏✑❛✝✝✐✍✎ ✆✌☎ ✠✐✍✍☎�☎♦✆ ✐♦✝✆❛✒✐✑✐✆✐☎✝✱ ✁♦☎ ➣❢✝✆
♦☎☎✠✝ ✆✁ ✏✑❛✝✝✐✍✎ ✆✌☎ ♣❛✐� ✁♣☎�❛✆✁�✝✳ ❚✌☎✐� ✝✎✂✂☎✆�✐☎✝ ❛�☎
✠☎✆❛✐✑☎✠ ✐♦ ❯♣♣☎♦✠✐❱ ❊✳

❲☎ s✐✑✑ ☛�✝✆ ✒☎❣✐♦ s✐✆✌ ❏❊ ✐♦✝✆❛✒✐✑✐✆✐☎✝✳

↔✖ ➏↕➙✙✚✜✣✗❽↕✜✘✢✗➛ ✢✗❾✘✛➜✢✥✢✘✢✙❾

➝➞ ➟➠ ➡➢➤➥➦➨➩➫➥➢➫

➭☎✆ ❢✝ ✠☎☛♦☎ ✆✌☎ ✝❢♣☎�✏✁♦✠❢✏✆✐♦❣ ✁�✠☎� ♣❛�❛✂☎✆☎�✝
➯❀

➄➅➆✟➲☞❂➳➵❀
➄➅➆✟➲☞➸✱ s✌☎�☎ ✆✌☎ ☎✑☎✏✆�✁♦t☎✑☎✏✆�✁♦ ♣❛✐� ✁♣☎�❛✆✁�

s�✐✆☎✝ ➵❀
➄➅➆❂➺➻✸★★✸➼➻✰★➇✟➲✱➲✽☞➼➻✸✰★✸➽★★✸

❀ ✱ s✐✆✌ ➽➾❂ ➚➪➶ ✍✁�
✝✐♦❣✑☎✆ ✝✆❛✆☎✝✱ ➽❨➹❂ ➚➪➘➪➶❂✡➪➴✱ ➽❨➷❂ ➚➪➶➪➶❂ ➚➬ ❛♦✠ ➽❨➮❂ ➚➪➴➪➶
❂➪➘ ✍✁� ✆�✐♣✑☎✆ ✝✆❛✆☎✝ ✟➪① ❛�☎ ✆✌☎ ➱❛❢✑✐ ✂❛✆�✐❱✱ ➬ ✐✝ ✆✌☎ ✷✾✷
✐✠☎♦✆✐✆✎ ✂❛✆�✐❱ ❛♦✠ ➚ ✐✝ ✆✌☎ ✐✂❛❣✐♦❛�✎ ♦❢✂✒☎�☞✳ ➼➻✰★ ✐✝ ❛ �☎❛✑
✝♣❛✏☎ s❛❁☎ ✍❢♦✏✆✐✁♦❪ ✝✐♦✏☎ ☎✑☎✏✆�✁♦✝ ✁✏✏❢♣✎ ✠✐✝✏�☎✆☎ ♣✁✝✐t
✆✐✁♦✝ ➲❂✟♥❴✱❜✃ ✴✷☞ ✟♥❂✶ ✳ ✳ ✳◆✱ ✃❂ ➧✶☞✱ s☎ s✐✑✑ �❛✆✌☎� s�✐✆☎
➼①❐★✳ ❚✌☎ ✏✁��☎✝♣✁♦✠✐♦❣ ✦❛✂✐✑✆✁♦✐❛♦ s�✐✆☎✝✱ ✐♦ �☎✏✐♣�✁✏❛✑
✝♣❛✏☎ ❁❛�✐❛✒✑☎✝✱

✪➂➃ ❂ ✮
❒✯✰❒✲
★✯✰★✲

❿❮ ➂➃✟❰✻✱❰✼✱Ï☞➽➄❀➆ÐÑÒ❒✯★✯Ò❒✲★✲

✿ ❿➂➃✟❰✻✱❰✼✱Ï☞➽❮➄❀➆ÐÑ
❺ Ò❒✲★✲

❺ Ò❒✯★✯
❺ ✱ ✟Ó☞

s✌☎�☎ Ï❂ ✟Ô❬ ✱Ô✄☞❂❰✻✿ ❰✼ ✐✝ ✆✌☎ ✐♦✆☎�❛✏✆✐✁♦ ✂✁✂☎♦✆❢✂✳
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renormalisation avec la dépendance en k‖

■� ♦✁✂✄✁ t♦ s☎✆✝✞☎✟✠ ♦✡✁ ✄❡✝✁✄ss☎♦�s ☎� t☛☎s s✄☞t☎♦�✌ ✇✄
✇✁☎t✄ ▲♣✱✑✱✍❂▲✑✱✍✎✏✕❦❢✑✒ ❛�✂ ❘♣✱✑✱✍❂▲✑✱✍✎✏✰❦❢✑✒✌ ✇☛✄✁✄ ✓
❂✔ ✌✖✳ ◆♦t❛t☎♦� ✗✘ st❛�✂s ✟♦✁ t☛✄ ☛❛✞✟ ❜❛�✂ ☎�t✄✐✁❛t☎♦�
✗✙✚✵✛✜✴✢
✙✚✵ ♦✁ ✗✙✚✣✛✜✴✢

✙✚✣ ✌ ☎� ✇☛☎☞☛ ☞❛s✄ ✇✄ ✇☎✞✞ �♦t �✄✄✂ t♦ ❜✄
✝✁✄☞☎s✄✌ s☎�☞✄ ✇☛❛t t❛✤✄s ✝✞❛☞✄ ❛t t☛✄ ❜❛�✂ ✞☎✆☎t ☎s �♦t ✝☛✠s☎✥
☞❛✞✞✠ ✁✄✞✄r❛�t✌ ☎� t☛☎s s✠st✄✆✳

❚♦ ✄❛☞☛ ♦✁✂✄✁ ✝❛✁❛✆✄t✄✁ ✦✎❳✒ ☞♦✁✁✄s✝♦�✂s t♦ ❛� ☎�✧�☎t✄
�✡✆❜✄✁ ♦✟ ❋♦✡✁☎✄✁ ☞♦✆✝♦�❛�ts✌ ✂✄✝✄�✂☎�✐ ♦� t☛✄ ✁✄☞☎✝✁♦☞❛✞
s✝❛☞✄ r❛✁☎❛❜✞✄ ◗✳ ❲✄ ✇☎✞✞ ♦�✞✠ ✤✄✄✝ ☞♦✆✝♦�✄�ts ◗❂✎✔ ✌✔✒
❛�✂ ◗❂✎➧✦❦❢ ✌✖★✩✒✌ s♦ t☛❛t ✪✎✫✒ ❛�✂ ✪✎◗✕✫✒ ❜♦t☛ ✞☎✄ ☎� t☛✄
✝☛✠s☎☞❛✞ ❜❛�✂✌ ☞✞♦s✄ t♦ t☛✄ ❋✄✁✆☎ ✝♦☎�ts✳ ❲✄ ✇☎✞✞ ✇✁☎t✄✌ ☎�
s☛♦✁t✌ ❖✎✔✒ ❛�✂ ❖✎✖✬✒ ❛s t☛✄ ☞♦✁✁✄s✝♦�✂☎�✐ ✝❛☎✁ ♦✝✄✁❛t♦✁s✳

✭✄t ✡s �♦✇ ☞✞❛ss☎✟✠ t☛✄ ✂☎✟✟✄✁✄�t ♦✝✄✁❛t♦✁s✌ ❛☞☞♦✁✂☎�✐ t♦
t☛✄☎✁ s✠✆✆✄t✁✠✌ ❜✠ ☞☛♦♦s☎�✐ t☛✄ ❛✂✄✮✡❛t✄ ✯✳ ❚☛✄ ✝✁☎�☞☎✝✞✄s
♦✟ t☛✄ ☞❛✞☞✡✞❛t☎♦� ❛�✂ s♦✆✄ ✂✄t❛☎✞s ❛✁✄ ✐☎r✄� ☎� ❆✝✝✄�✂☎❡ ❉✳

✷✲ ❙✶✸✹✺✻✼ ✽ ❝✾✸✿✻✸✽❀✼✻✽
❚☛✄ ✞♦☞❛✞ ✝❛☎✁☎�✐ ✯✎❳✌❳❁✒❂❃❄❄❅❃❥❥❅ ✐☎r✄s s☎�✐✞✄t ☞♦�✂✄�✥

s❛t✄s ♦✟ ❇ s✠✆✆✄t✁✠✳ ❚☛✄ ✝❛☎✁ ♦✝✄✁❛t♦✁ ✁✄✂✡☞✄s t♦
❖❈❊❈●✎❳✒ ❂ ❍❏❑▼❏❑P ❂ ❍❏❄❥▼❏❄❥P✳

❖✎✔✒ ☞♦✆✝♦�✄�t ☞♦✁✁✄s✝♦�✂s t♦ ❛� ☎�t✁❛❜❛�✂ ✝❛☎✁☎�✐✌
�❛✆✄✂ ✔✥☞♦�✂✄�s❛t✄ ✎◗❂❯✌ ☞♦✁✁✄s✝♦�✂☎�✐ t♦ ③❱❨❩✌ s✄✄ ❆✝✝✄�✥
✂☎❡ ❆ ❍ ❛�✂ ✇✁☎t✄s

❖❈❊❈●✎✔✒ ❂ ❍❬❄
❏❄✱❭▼❏❄✱❭P ✰ ❏❄✱✛❭▼❏❄✱✛❭P

❂ ❪✘
❫❴✏
❍✖ ▲♣✱❱▼❘✛♣✱❱P ✰ ▲♣✱✜▼❘✛♣✱✜P ✰ ❘✛♣✱❱▼▲♣✱❱P

✰ ❘✛♣✱✜▼▲♣✱✜P✳
❖✎✖✬✒ ☞♦✆✝♦�✄�t ☞♦✁✁✄s✝♦�✂s t♦ ❛� ☎�t✄✁❜❛�✂ ✝❛☎✁☎�✐✌

�❛✆✄✂ ✖ ☞♦�✂✄�s❛t✄ ❵◗❂✎➧✦❦❢ ✌✖★✩✒✌ ☞♦✁✁✄s✝♦�✂☎�✐ t♦ ③❞❨❩✌
s✄✄ ❆✝✝✄�✂☎❡ ❆ ❍❣ ❛�✂ ✇✁☎t✄s
❖❈❊❈●✎✖✬✒ ❂ ✕ ❍❤❬❄

❧♠♥q✙✚❄✢✎❏❄✱❭▼❏❄✱❭P ✕ ❏❄✱✛❭▼❏❄✱✛❭P✒

❂ ✕ ❤❪✘
❫❴✏
❍✖ ▲♣✱❱▼❘q✙✚❊❭✬❭●✛♣✱✜P ✰ ▲♣✱✜▼❘q✙✚❊✛❭✬❭●✛♣✱❱P

✰ ❘q✙✚❊✛❭✬❭●✛♣✱❱▼▲♣✱✜P ✰ ❘q✙✚❊❭✬❭●✛♣✱✜▼▲♣✱❱P ✳
■t ☎s ☛♦✇✄r✄✁ ❛�t☎s✠✆✆✄t✁☎☞ ✇☎t☛ ✝❛✁☎t✠ ❵✉❖❈❊❈●✎✖ ★✩✒
❂✕❖❈❊❈●✎✖ ★✩✒❣✈ t☛☎s ☞♦✆✄s ✟✁♦✆ t☛✄ ❧✛♥①②❥④✴⑤ ✟❛☞t♦✁ ☎� t☛✄
❋♦✡✁☎✄✁ ☞❛✞☞✡✞❛t☎♦�✈ s✄✄ ✂✄t❛☎✞s ☎� ❆✝✝✄�✂☎❡ ❉✳
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renormalisation avec la dépendance en k‖
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✏✑✭✸✬♥✏✑✲ ✭★✬✪✸✏✑✲ ➂✵✒❦❢✵ ✱✕❦❢✵✢✷✓❦❢ ✱✕❦❢✵✢✷✓❦❢ ✱❦❢✵✖✱ ✇✏✮✤
✦r✲✬t✥✑✮s ✮✤✦✮ r✥t✦✏✑ s✥✪✦r✦✮✥♥ ✫r★t ✮✤✥ ➅✥rt✏ ✪★✏✑✮s✱ ✥✩✥✑
✏✑ ✮✤✥ ✸✏t✏✮ ❫➔→✱ ✸✥✮ ✬s ✇r✏✮✥ ✏✮ ➂✵➐✳ ❚✤✏s ✭★✬✪✸✏✑✲ s✥✪✦r✦✮✥s
✫r★t ✭★✬✪✸✏✑✲ ➂✵✒❦❢✵ ✱✕❦❢✵ ✱✕❦❢✵ ✱ ❦❢✵✖✱ ✇✏✮✤ ✦✸✸ ✦r✲✬t✥✑✮s ✦✮
✮✤✥ ➅✥rt✏ ✪★✏✑✮s✱ ✇✤✏✭✤ ✇✥ ✇✏✸✸ ✇r✏✮✥ ➂✵✵➣ ✮✤✥r✥✫★r✥ ❦➒ ♥✥❬
✪✥✑♥✥✑✭✥ ✏s ✏✑❪✬✥✑✮✏✦✸✳ ❚✤✏s ✭✦✑ ✧✥ ✪r★✩✥♥ ✧✯ ✭★t✪✦r✏✑✲
✮✤✥✏r r✥✑★rt✦✸✏❞✦✮✏★✑✱ ✏✑ ✮✤✥ ↔★★✪✥r ✭✤✦✑✑✥✸✳ ➅★r ✏✑s✮✦✑✭✥✱
✟➂✵✵✔✟➍ ✲✏✩✥s✱ ✏✑ ✮✤✥ ↔★★✪✥r ✭✤✦✑✑✥✸✱ ✦ ✮✥rt ✪r★✪★r✮✏★✑✦✸ ✮★
➂✵✎✢➂➑✎ ✇✏✮✤ ✦ ↕➙➈➌➉❛➈➉ ✫✦✭✮★r✱ ✇✤✏✭✤ ✏s ✪r✥s✥✑✮ ✦✸✸ ✮✤✥ ✇✦✯
♥★✇✑ ✮★ ❫➔→✳ ◗✑ ✮✤✥ ✭★✑✮r✦r✯✱ ✟➂✵➐✔✟➍ ✲✏✩✥s✱ ✏✑ ✮✤✥ ↔★★❬
✪✥r ✭✤✦✑✑✥✸✱ ✦ ✮✥rt ✇✏✮✤ ✦ ✫✦✭✮★r ✷❫✔ ✒✷❫✢✈❢➛➜➐✢➜✎➛✖
❂❫✔✒❫✢✈❢✓❦❢✖➣ ✮✤✥ r✥✑★rt✦✸✏❞✦✮✏★✑ ★✫ ➂✵➐ ✏✑ ✮✤✥ ↔★★✪✥r
✭✤✦✑✑✥✸ ✏s ✮✤✬s ✥❭✪★✑✥✑✮✏✦✸✸✯ s✬✪✪r✥ss✥♥✱ ✇✤✥✑ ❫➔→ ✒✫★r

➂✵✵✱ ✮✤✥ ✮★✮✦✸ ✏✑✭★t✏✑✲ t★t✥✑✮✬t ✏s ➜➐✢➜✎❂→✖✳
❲✥ ✤✦✩✥ ✪r★✩✥♥ ✮✤✦✮ ♥✏✫✫✥r✥✑✮ ➂✵ ✭★✬✪✸✏✑✲s s✥✪✦r✦✮✥ ♥✬r❬

✏✑✲ ✮✤✥ ❪★✇✱ s★ ✮✤✥ ❦➒ ♥✥✪✥✑♥✥✑✭✥ ✏s ✤✥✑✭✥ ✭✦✪✦✧✸✥ ✮★ ✤✦✩✥
✦✑ ✥✫✫✥✭✮ ♥✬r✏✑✲ ✮✤✥ ❪★✇✱ ✇✤✥✑ ✏✮ ✏s ✮✦➁✥✑ ✏✑✮★ ✦✭✭★✬✑✮✳ ❚✤✏s
✲✥✑✥r✦✸✏❞✥s ✫★r ➂❢✱ ➂➑ ✦✑♥ ✥✩✥✑ ➂➃ ✭★✬✪✸✏✑✲s✳

➝✸✸ ✮✤✏s ♥✏✫✫✥rs ✭★t✪✸✥✮✥✸✯ ✫r★t ✮✤✥ ★✑✥❬♥✏t✥✑s✏★✑✦✸ ✭✦s✥✱
✇✤✥r✥ ✮✤✥ r✥✑★rt✦✸✏❞✦✮✏★✑ ★✫ ✮✤✥ ✭★✬✪✸✏✑✲ ✇✏✮✤ ✦✸✸ t★t✥✑✮✦
★✑ ✮✤✥ ➅✥rt✏ ✪★✏✑✮s ✏s ★✑✸✯ ✲★✩✥r✑✥♥ ✧✯ ✪r★✭✥ss✥s ✇✏✮✤ t★❬
t✥✑✮✦ ➧❦❢ ➧❫✔✈❢✱ ✇✤✏✭✤ ✦✸✇✦✯s ✫✦✸✸ ★✑ ✮✤✥ ➅✥rt✏ ✪★✏✑✮s
✇✤✥✑ ❫➔→✳ ❯✑ ★✬r ✭✦s✥✱ ✏✮ ✏s ✑★✮ ✪★ss✏✧✸✥ ✮★ ✦✪✪✸✯ ✮✤✥ s✦t✥
✦r✲✬t✥✑✮ ✦s s★★✑ ✦s ➉➏➎❫❴✳ ❯✑♥✥✥♥✱ ✇✥ ✇✏✸✸ s✥✥✱ ✏✑ ✮✤✥
✫★✸✸★✇✏✑✲✱ ✮✤✦✮ ★✑✥ ✲✥✮s ♥✏✫✫✥r✥✑✮ r✥s✬✸✮s✱ ♥✥✪✥✑♥✏✑✲ ★✑
✇✤✥✮✤✥r ✇✥ ✮✦➁✥ ✮✤✥ ❦➒ ♥✥✪✥✑♥✥✑✭✥ ★✫ ✮✤✥ ✭★✬✪✸✏✑✲s ✏✑✮★
✦✭✭★✬✑✮ ★r ✑★✮✳

❚✤✥ ❦➒ ♥✥✪✥✑♥✥✑✭✥ ✭✦✑ ✧✥ ★✧s✥r✩✥♥✱ ✇✤✥✑ ❫ ✏s ✸✦r✲✥ ✒✦✑♥
✬✑✮✏✸ ❫➞✈❢✓❦❢✖✱ ✧✯ ✮✤✥ s✥✪✦r✦✮✏★✑ ★✫ ✮✤✥ ♥✏✫✫✥r✥✑✮ s✭✦✮✮✥r✏✑✲
✭★✬✪✸✏✑✲s ➂✵✱ ➂❢✵ ✦✑♥ ➂➑✵✳ ◗✑ ✮✤✥ ✭★✑✮r✦r✯✱ ✏✫ ★✑✥ ✪✬✮s ➂➃❂→ ✦✮
➍❂→✱ ✮✤✏s ♥✥✪✥✑♥✥✑✭✥ ✏s s✬✪✪r✥ss✥♥✱ ✦✑♥ ✮✤✥ s✯s✮✥t ✧✥✭★t✥s
✪✬r✥✸✯ ★✑✥ ♥✏t✥✑s✏★✑✦✸ ✫★r st✦✸✸ ✩✦✸✬✥s ★✫ ➉➏ ✒✏✑ ✮✤✦✮ ✭✦s✥✱
➂➃ r✥t✦✏✑s → ✫★r ✦✸✸ ❫ ✦✑♥ ✮✤✥ ❱➟ ✥➠✬✦✮✏★✑s s✏t✪✸✏✫✯ ♥r✦s❬
✮✏✭✦✸✸✯✱ ✦✸✮✤★✬✲✤ ✮✤✥✯ ♥✏✫✫✥r ✫r★t ✮✤✥ ★✑✥❬♥✏t✥✑s✏★✑ ✭✦s✥✖✳

➡④ ❤➳ ➢⑥⑦➢⑥❿⑥⑧❸➤❸❽⑩⑧ ⑩❶ ❸❹⑥ ⑨⑩❻⑦❼❽⑧❾❿ ❾
❯✑ ★r♥✥r ✮★ ✇r✏✮✥ ✥❭✪✸✏✭✏✮ ❦➒❬♥✥✪✥✑♥✥✑✮ ❱➟ ✥➠✬✦✮✏★✑s✱ ★✑✥

✑✥✥♥s ✮★ ♥✥✶✑✥ ✦ ✭★✑s✏s✮✥✑✮ ✦✑♥ ♥✥✮✦✏✸✥♥ ❦➒ r✥✪r✥s✥✑✮✦✮✏★✑ ★✫
✮✤✥ ✭★✬✪✸✏✑✲s ➂✳

➥✥✮ ✬s ✶rs✮ ✑★✮✥ ✮✤✦✮ ➦✒➜➐ ✱➜✎ ✱➜✎➨ ✱➜➐➨✖ ✭★rr✥s✪★✑♥s ✮★
❘❺✒➜➐✖✛❺✒➜✎✖✛✒➜✎➨✖❘✒➜➐➨✖✱ ✇✤✥r✥ ➜➩ ✦r✥ ✮✤✥ ✦✧s★✸✬✮✥ t★❬
t✥✑✮✦ ✏✑ ✮✤✥ ➫ ♥✏r✥✭✮✏★✑✳ ❲✥ ✮✤✥✑ ♥✥✶✑✥ ✮✤✥ r✥✸✦✮✏✩✥ t★t✥✑✮✦
♣➐❂➜➐✕❦❢➭➯✱ ♣✎❂➜✎✢❦❢➭➲✱ ♣➵❂➜➵✢❦❢➭➸✱ ✦✑♥ ♣➺❂➜➺✕❦❢➭➻✱✦✑♥ ✇r✏✮✥✱ ✭★rr✥s✪★✑♥✏✑✲✸✯✱ ➂✒♣➐ ✱♣✎ ✱♣✎➨ ✱♣➐➨✖✳ ❲✥ ✦✸s★ ✏✑✮r★❬
♥✬✭✥ ✩✦r✏✦✧✸✥s ↕❂♣➐✢♣✎❂♣➐➨✢♣✎➨✢✟✱ ➼❂♣➐✕♣➐➨❂♣✎➨✕♣✎✢✟✱
✦✑♥ ♣❂♣➐✕♣✎➨❂♣➐➨✕♣✎✢✟✱ ✇✤✥r✥ ✟❂✕✷✓❦❢ ✫★r ➂➃✵✱ ✟❂✷✓❦❢
✫★r ➂➃✄✱ ✦✑♥ ✟ ✏s ❞✥r★ ★✮✤✥r✇✏s✥✱ ✦✑♥ ✮✤✥✑ ✇r✏✮✥✱ ✭★rr✥s✪★✑♥❬
✏✑✲✸✯✱ ➂✒↕ ✱ ➼ ✱♣✖ ✒✟ ✏s ✏t✪✸✏✭✏✮✖✳

➝✮ ✮✤✥ ✧✥✲✏✑✑✏✑✲ ★✫ ✮✤✏s s✥✭✮✏★✑✱ ✇✥ ✤✦✩✥ ✫★✬✑♥ ✏✑ ✦ ♥✏✦❬
✲r✦t ✦ ✪✦r✮✏✭✬✸✦r ✭★✬✪✸✏✑✲ ➂✵✒❫✔✈❢ ✱✷✓❦❢ ✱→ ✱✷✓❦❢ ✢❫✔✈❢✖✳
❲✤✥✑ ❫➔→✱ ✇✥ ✲✥✮ ➂✵✒→ ✱✷✓❦❢ ✱→ ✱✷✓❦❢✖ ➽✇✤✏✭✤ ✦✸s★ ✇r✏✮✥s
➂✵✒✷✓❦❢ ✱✕✷✓❦❢ ✱→✖ ✏✑ ✒↕ ✱ ➼ ✱ ♣✖ ✑★✮✦✮✏★✑➾✳ ➚★✮✥ ✮✤✦✮ s★t✥ ✦r✲✬❬
t✥✑✮s ✦r✥ s✤✏✫✮✥♥ ✧✯ ➧✷✓❦❢✱ ✭★t✪✦r✥♥ ✮★ ✮✤✥ ✭★✬✪✸✏✑✲
➂✵✒→ ✱→ ✱→ ✱→✖ ✇✏✮✤ ✦✸✸ t★t✥✑✮✦ ★✑ ✮✤✥ ➅✥rt✏ ✪★✏✑✮s✳

❚✤✏s ✭★✬✸♥ ✥✦s✏✸✯ ✧✥ ✲✥✑✥r✦✸✏❞✥♥ ✫★r ✦✸✸ ✭★✬✪✸✏✑✲s ➂✳ ➪★✱ ✏✑
★r♥✥r ✮★ ✲✥✮ ✦ r✥✦s★✑✦✧✸✥ ✑✬t✧✥r ★✫ ✭★✬✪✸✏✑✲s✱ ✇✥ ✤✦✩✥ ♥★✑✥
✮✤✥ ✫★✸✸★✇✏✑✲ ✦✪✪r★❭✏t✦✮✏★✑➓ ✦✸✸ ✮✥rts ➧❫✔✈❢✱ ✏✑ ✦✸✸ ♥✏✦❬
✲r✦ts✱ ✦r✥ r✥✪✸✦✭✥♥ ✧✯ ✮✤✥✏r ✷✓❦❢ ✪✦r✮ ✒✏✳✥✳✱ ✧✯
✷✓❦❢➽❫✔✷✓❦❢✈❢➾✱ ✇✤✥r✥ ➽➶➾ ✏s ✮✤✥ ✧✏✲✲✥s✮ ✏✑✮✥✲✥r ➹➶✖✳ ❚✤✥✑✱
✏✮ ✫★✸✸★✇s ✮✤✦✮ ✇✥ ★✑✸✯ ✲✥✮ ✭★✬✪✸✏✑✲s ➂✒♣➐ ✱♣✎ ✱♣✎➨ ✱♣➐➨✖ ➽★r
➂✒↕ ✱ ➼ ✱ ♣✖➾✱ ✇✤✥r✥ ✦✸✸ ✩✦r✏✦✧✸✥s ♣➩ ✒★r ↕ ✱ ➼ ✱ ♣✖ ✦r✥ t✬✸✮✏✪✸✥s ★✫
✷✓❦❢✳

➘④ ❤➳ ➢⑥⑦➢⑥❿⑥⑧❸➤❸❽⑩⑧ ⑩❶ ❸❹⑥ ⑨⑩❻⑦❼❽⑧❾❿ ➴
➝✸✸ ✮✤✥ ✪r✥✭✥♥✏✑✲ ✪r★✭✥♥✬r✥s ✲✥✑✥r✦✸✏❞✥ ✮★ ✮✤✥ ✭★✬✪✸✏✑✲s ➷

✦s ✇✥✸✸✳ ❲✥ ✶rs✮ ✏✑✮r★♥✬✭✥ ✦ ✒❦ ✱↕ ✱♣✖ r✥✪r✥s✥✑✮✦✮✏★✑✱ s✏t✏✸✦r✸✯✱
✇✏✮✤ ↕❂♣➐✢♣✎✱ ♣❂♣✎✕♣➐✱ ✦✑♥ ❦❂♣➐✱ ✇✤✥r✥ ♣➐ ✦✑♥ ♣✎ ✦r✥
♥✥✶✑✥♥ ✏✑ ➅✏✲✳ ➬➮ ✦✑♥ ✇r✏✮✥✱ ✭★rr✥s✪★✑♥✏✑✲✸✯✱ ➷➱✃✒↕ ✱❦✖ ★r
➷❐❒✒♣ ✱❦✖✳
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❮❰Ï❮ÐÑÒÓÔÓÕ ÖÓÔ×ØÙÕ ❮ÖÚ ÛÜÏÓÝÓØÏ ÞÛßàÓÔ❮Ù ÏØÒÓØá ❰ âãÕ äåæçèä éèääæê

äåæçèäëì

179



renormalisation avec la dépendance en k‖

❚�✁ s✂✄✁ ❝☎✆❝✝✞s✟☎✆ ✂❛❛✝✟✁s t☎ t�✁s✁ ❝☎✞❛✝✟✆✠s✡ ❛♣☎☛✟✆✠ t�✂t

t�✁✟♣ ❦☞ ❞✁❛✁✆❞✁✆❝✁ ✟s ✂✝s☎ ✟✆✐✞✁✆t✟✂✝✌

✹✍ ❘✎ ❡✏✑✒✓✔✕✖✗

❋✟✆✂✝✝✘✡ ✇✁ ❝✂✝❝✞✝✂t✁ t�✁ ✙✚ ✐☎✇ ☎♦ t�✁ s✁❛✂♣✂t✁❞

♦☎✝✝☎✇✟✆✠ ❝☎✞❛✝✟✆✠s✛ ❣✵✜✢ ✡✢ ✡✢ ✡✢✣✡ ❣✵✜✤✥✦❦❢ ✡✢ ✡✢ ✡✤✥✦❦❢✣✡

❣✵✜✢ ✡✥✦❦❢ ✡✢ ✡✥✦❦❢✣✡ ✁t❝✌ ✂s ✇✁✝✝ ✂s ③✜✢ ✡✢✣✡ ③✜✥✦❦❢ ✡✢✣✡ ✁t❝✌

❚�✁ ✁✧✂❝t ✙✚ ✁★✞✂t✟☎✆s✡ ✟✆❝✝✞❞✟✆✠ ✂✝✝ ✩ ❝☎✄❛☎✆✁✆ts✡ ✂♣✁

✠✟☛✁✆ ✟✆ ❆❛❛✁✆❞✟✧ ❇ ✶✡ ♦☎♣ t�✁ ❣✜✪ ✡ ❧ ✡ ✫✣✡ ✂✆❞ ✟✆ ❆❛❛✁✆❞✟✧ ❇

✥✡ ♦☎♣ t�✁ ③❙✬✜✪ ✡❦✣ ✂✆❞ ③❉✭✜✫ ✡❦✣✌ ■✆ ☎♣❞✁♣ ✆☎t t☎ s☎✝☛✁ ✂✆

✟✆✮✆✟t✁ ✆✞✄♥✁♣ ☎♦ ✁★✞✂t✟☎✆s✡ ✇✁ �✂☛✁ ♣✁❞✞❝✁❞ t�✁ ✁♦♦✁❝t✟☛✁

♥✂✆❞✇✟❞t� ☎♦ t�✁ ♣✁✆☎♣✄✂✝✟r✁❞ ❝☎✞❛✝✟✆✠s t☎ ✯✰♠✱✲✦❦❢✡ ✇�✁♣✁

✰♠✱✲ ✟s ✂✆ ✟✆t✁✠✁♣✡ ♥✘ ❛♣☎✳✁❝t✟✆✠ ✂✝✝ ✄☎✄✁✆t✂ ✝✘✟✆✠ ☎✞t ☎♦ t�✁

❛✁♣✄✟tt✁❞ ♥✂✆❞✡ ♥✂❝❜ ✟✆t☎ ✟t✡ ✂❝❝☎♣❞✟✆✠ t☎ ✂ s❛✁❝✟✮❝ t♣✞✆❝✂✴

t✟☎✆ ❛♣☎❝✁❞✞♣✁ t�✂t ✇✟✝✝ ♥✁ ✁✧❛✝✂✟✆✁❞ ✂♦t✁♣✌

❲✁ �✂☛✁ ❛✁♣♦☎♣✄✁❞ ☎✞♣ ❝✂✝❝✞✝✂t✟☎✆s ✇✟t� ✰♠✱✲❂✥✡ ✷ ☎♣ ✯✡

✂✆❞ t�✁ ♣✁s✞✝ts ♣✂❛✟❞✝✘ ❝☎✆☛✁♣✠✁ ✂s ✰♠✱✲ ✟s ✟✆❝♣✁✂s✁❞✌

✺✍ ✸✑✗✻❡✼✓✔✽✔✾✔✓✿ ❡✏✑✒✓✔✕✖✗

❚☎ ✁✂❝� ✟✆st✂♥✟✝✟t✘ ❝☎♣♣✁s❛☎✆❞s ✂ s✞s❝✁❛t✟♥✟✝✟t✘✌ ❲✁ ✇✟✝✝

✇♣✟t✁ ❀❁
❙✬❃❄❅

t�✁ ❞✟♦♦✁♣✁✆t ❈❊ ☎✆✁s ✂✆❞ ❀❁
❉✭

t�✁ ❞✟♦♦✁♣✁✆t

❈●❲ ☎♣ ❊●❲ ☎✆✁s✌ ❚�✁ s✞s❝✁❛t✟♥✟✝✟t✟✁s �✂☛✁ ✆☎ ❦☞ ❞✁❛✁✆✴

❞✁✆❝✁✌ ❍☎✇✁☛✁♣✡ ❝☎✞❛✝✟✆✠s ③ ✇✟t� ❏❑▲▲▼◆▼✰❖ ❦☞ ☛✂♣✟✂♥✝✁s ✂❛✴

❛✁✂♣ ✟✆ t�✁✟♣ ✙✚ ✁★✞✂t✟☎✆s✡ ✇�✟❝� ✇✁ ✠✟☛✁ ✟✆ ❆❛❛✁✆❞✟✧ ❇ ✷✌

✙✁♦✁♣♣✟✆✠ t☎ t�✁ t♣✂✆s☛✁♣s✁ ❝☎✄❛☎✆✁✆t ☎♦ t�✁ ✟✆t✁♣✂❝t✟☎✆

☛✁❝t☎♣s✡ ✇✁ ✇✟✝✝ ✇♣✟t✁ ❀✜✢✣ t�✁ ✟✆st✂♥✟✝✟t✟✁s ❝☎♣♣✁s❛☎✆❞✟✆✠ t☎

✟✆t♣✂♥✂✆❞ ❛♣☎❝✁ss✁s✡ ✂✆❞ ❀✜P◗❯✣ t�☎s✁ ❝☎♣♣✁s❛☎✆❞✟✆✠ t☎ ✟✆✴

t✁♣♥✂✆❞ ☎✆✁s✌ ❲✁ ✞s✁ s✁☛✁♣✂✝ s✘✄✄✁t♣✟✁s✡ t☎ ♣✁❞✞❝✁ t�✁ ✆✞✄✴

♥✁♣ ☎♦ ❝☎✞❛✝✟✆✠s✌ ❇✁❝✂✞s✁ ☎♦ t�✁ ❦☞ ❞✁❛✁✆❞✁✆❝✁✡ ✟t ✟s ✆☎t ✂s

✁✂s✘ t☎ ✂❛❛✝✘ t�✁✄ ✂s ✟✆ ☎♣❞✟✆✂♣✘ ❝✂s✁s✌ ❲✁ ✠✟☛✁ �✁♣✁ s☎✄✁

✟✆❞✟❝✂t✟☎✆s✡ ✇�✟❝� ✂♣✁ ❝☎✄❛✝✁t✁❞ ✟✆ t�✁ ❆❛❛✁✆❞✟✧✁s✌

❱❳ ❨❩❬❬❭❪❫❴❭❵

❤✍ ❥q✉✔✖✒q✿ ✗✿✈✈❡✓q✔❡✗

❲✁ ✂❛❛✝✘ ① t�✁ ❝☎✆✳✞✠✂t✟☎✆ s✘✄✄✁t♣✘ ✜①✛②④②✡

⑤④✤⑤✡⑥④✤⑥✣✡ ⑦ t�✁ ✜✂✆t✟s✘✄✄✁t♣✟❝✂✝✣ ✁✧❝�✂✆✠✁ ♥✁t✇✁✁✆

✟✆❝☎✄✟✆✠ ❛✂♣t✟❝✝✁s✡ ⑦⑧ t�✁ ✁✧❝�✂✆✠✁ ♥✁t✇✁✁✆ ☎✞t✠☎✟✆✠ ❛✂♣✴

t✟❝✝✁s✡ ⑨ t�✁ s❛✂❝✁ ❛✂♣✟t✘ ✜⑨✛②④✤②✡⑤④✤⑤✡⑥④⑥✣✡ ✂✆❞ ⑩

t�✁ s❛✟✆ ♣☎t✂t✟☎✆ ✜⑩✛⑥④✤⑥✣✌ ❲✁ ✇✟✝✝ ✂✝s☎ ✞s✁ ✫❶✡ ✫❷ ✜t�✁

✄✟♣♣☎♣ s✘✄✄✁t♣✟✁s ✟✆ t�✁ ✩ ✂✆❞ ❸ ❞✟♣✁❝t✟☎✆s✣✡ ▲❶ ✂✆❞ ▲❷✌ ❹☎t✁

t�✂t ⑨❂✫❶✫❷✌

❺❻❼❽ ❾❿★✌ ✜✶✣➀ ✂✆❞ ❺❼❽➁ ❾❿★✌ ✜✥✣➀ s✂t✟s♦✘ ✂✝✝ t�✁s✁ s✘✄✄✁✴

t♣✟✁s✡ ✇�✁♣✁✂s ❈❊ ✟✆st✂♥✟✝✟t✟✁s✡ ✠☎☛✁♣✆✁❞ ♥✘ ❺❙✬ ❾❿★✌ ✜✷✣➀✡ ✂♣✁

✆☎t ✟✆☛✂♣✟✂✆t ✞✆❞✁♣ ⑩ ☎♣ ①✡ ✇�✟❝� ✂✝✝☎✇s ✂ ✆✂t✞♣✂✝ ❝✝✂ss✟✮✴

❝✂t✟☎✆ ☎♦ t�✁ st✂t✁s✡ ✂✆❞ ●❲ ✟✆st✂♥✟✝✟t✟✁s✡ ✠☎☛✁♣✆✁❞ ♥✘ ❺❉✭
❾❿★✌ ✜✯✣➀✡ ❞☎ s✂t✟s♦✘ ①⑩✡ ⑦⑩ ☎♣ ⑦⑧⑩✡ ♥✞t ✆☎t ①✡ ⑦✡ ⑦⑧✡ ✆☎♣ ⑩

s✘✄✄✁t♣✟✁s✌

❆✝✝ t�✁ ♣✁✝✂t✟☎✆s s✂t✟s✮✁❞ ♥✘ ➂ ☎♣ ➃ ❝☎✞❛✝✟✆✠s ✂♣✁ ❞✁t✂✟✝✁❞

✟✆ ❆❛❛✁✆❞✟✧ ❊ ✶✌ ❋♣☎✄ ✇�✂t ❛♣✁❝✁❞✁s✡ ☎✆✁ ✇✟✝✝ ✆☎t ♥✁ s✞♣✴

❛♣✟s✁❞ t�✂t t�☎s✁ ♦☎♣ ➂ ❝☎✞❛✝✟✆✠s ✂♣✁ s✟✄❛✝✁♣ ✂✆❞ ✝✁ss s☎❛�✟s✴

t✟❝✂t✁❞ t�✂✆ t�☎s✁ ♦☎♣ ➃ ☎✆✁s✌

➄▼❧➅❖❑➆✰➇ ➆▲ ✪➆➈✫❧❑✰❣➇ ❣✌ ❲✁ ✂♣✁ ✆☎t ✟✆t✁♣✁st✁❞ �✁♣✁ ✟✆ t�✁

s✘✄✄✁t♣✟✁s t�✂t ♣✁✝✂t✁✡ ♦☎♣ ✟✆st✂✆❝✁✡ ✂ ➉➄➉➄ ❝☎✞❛✝✟✆✠ t☎ ✂

➄➉➉➄ ☎✆✁✌ ■✆st✁✂❞✡ ✇✁ ☎✆✝✘ ❜✁✁❛ ➄➉➉➄ ❝☎✞❛✝✟✆✠s ✂✆❞ ❞✁✴

❞✞❝✁ ✂✝✝ t�✁ s✘✄✄✁t♣✟✁s t�✂t ❜✁✁❛ t�✟s ☎♣❞✁♣✌

❲✁ t�✁✆ ✂❛❛✝✘ t�✁✄ t☎ ✁☛✁♣✘ ❝☎✞❛✝✟✆✠ ❣✵✡ ❣➊✡ ✁t❝✌✡ ✂✆❞

✮✆❞✡ ✂✝t☎✠✁t�✁♣✡ ✁✧✂❝t✝✘ t✇☎ ✟✆❞✁❛✁✆❞✁✆t ♣✁✝✂t✟☎✆s ♦☎♣ ✁✂❝�

☎✆✁✡ ✇�✟❝� ✇♣✟t✁✡ ✟✆ ✜✪ ✡ ❧ ✡ ✫✣ ✆☎t✂t✟☎✆✡

❣➋✜✪✡❧✡✫✣ ❂ ❣➋✜✤ ✪✡❧✡✫✣ ❑ ❂ ✢✡P✡❖✢✡❖P✡
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✇♣✟t✁s✡ ✟✆ ✜❦ ✡✪ ✡✫✣ ✆☎t✂t✟☎✆✡

③➒➓
❙✬
✜✪✡❦✣ ❂ ③➒➓

❙✬
✜✤ ✪✡❦ ✤ ✪✣ ➔ ❂ ✢✡P✡

③➎✵
❙✬
✜✪✡❦✣ ❂ ③➎➊

❙✬
✜✤ ✪✡❦ ✤ ✪✣✡

③➒→
❙✬
✜✪✡❦✣ ❂ ➣ ③➒↔

❙✬
✜✤ ✪✡❦ ✤ ✪✣✡

③➎→
❙✬
✜✪✡❦✣ ❂ ➣ ③➎↔

❙✬
✜✤ ✪✡❦ ✤ ✪✣✡ ✜↕✣

✇�✁♣✁ ➙ ♣✁✂❞s ➛ ♦☎♣ ➜❂➇ ☎♣ ➜❂✫❶ ✂✆❞ ➝ ♦☎♣ ➜❂❣ ☎♣ ➜

❂ ▲❷✌ ❹☎t✁ t�✂t ③✵
❙✬

☎♣ ➇➊
❙✬

❝☎♣♣✁s❛☎✆❞ t☎ ✟✆t♣✂♥✂✆❞ ❝☎✆❞✁✆✴

s✂t✁s✡ ✇�✟✝✁ ③↔
❙✬

☎♣ ➇→
❙✬

❝☎♣♣✁s❛☎✆❞ t☎ ✟✆t✁♣♥✂✆❞ ☎✆✁s✌

③➓
❉✭

✜✫✡❦✣ ❂ ➣ ③➓
❉✭

✜✫✡✤ ✫ ✤ ✪✣ ➔ ❂ ✢✡P✡

③→
❉✭

✜✫✡❦✣ ❂ ➣ ③↔
❉✭

✜✫✡✤ ✫ ✤ ✪✣✡ ✜➞✣

✇�✁♣✁ ➙ ♣✁✂❞s ➛ ♦☎♣ s✟t✁ ☎♣❞✁♣✟✆✠ ✂✆❞ ➝ ♦☎♣ ♥☎✆❞ ☎♣❞✁♣✟✆✠✌

➐✆✁ ☎♥s✁♣☛✁s t�✂t ✜↕✣ ✂✆❞ ✜➞✣ ♣✁✝✂t✁ ③↔ t☎ ③→✌

➟✍ ✸✑✼✼✾❡✈❡✖✓✒q✿ ✗✿✈✈❡✓q✿

❆s ✇✁ ✂✝♣✁✂❞✘ ✆☎t✁❞✡ ☎♣❞✟✆✂♣✘ s✘✄✄✁t♣✟✁s ❞☎ ✆☎t ♣✁✝✂t✁ ❣✵
t☎ ❣➊✡ ✆☎♣ ③✵ t☎ ③➊✌ ❍☎✇✁☛✁♣✡ s✟✆❝✁ ✇✁ ❝�☎☎s✁ ✟❞✁✆t✟❝✂✝ ♥✂♣✁

☛✂✝✞✁s ✂t ➠❂✢✡ ✂✆❞ s✟✆❝✁ t�✁ ✙✚ ✁★✞✂t✟☎✆s ✂♣✁ s✘✄✄✁t♣✟❝✂✝✡

✇✁ ☎♥s✁♣☛✁ ✂✆ ✁♦♦✁❝t✟☛✁ s✘✄✄✁t♣✘ ♥✁t✇✁✁✆ t�✁s✁ ❝☎✞❛✝✟✆✠s✛

✇✁ ✇✟✝✝ s�☎✇ �✁♣✁ t�✂t t�✟s ❞☎✁s ✆☎t ☎❝❝✞♣ ♥✘ ❝�✂✆❝✁✡ ♥✞t

t�✂t ✟t ♦☎✝✝☎✇s ✂ s❛✁❝✟✮❝ s✘✄✄✁t♣✘ ①➡ ✡ ✇�✟❝� ☎✆✝✘ ✂❛❛✝✟✁s t☎

t�✁ ✝✂❞❞✁♣ s✘st✁✄✌

①➡ ✟s ✂ ❜✟✆❞ ☎♦ ❝☎✆✳✞✠✂t✟☎✆✛ ✟t ✠✁✆✁♣✂✝✟r✁s t�✁ ✁✝✁❝t♣☎✆✴�☎✝✁

s✘✄✄✁t♣✘ ✂s ♦☎✝✝☎✇s✌

➢✁t ✞s ✮♣st ❝☎✆s✟❞✁♣ t�✁ ❝✂s✁ ☎♦ ✂ s✟✆✠✝✁ ♥✂✆❞ ☎✆✁✴

❞✟✄✁✆s✟☎✆✂✝ s✘st✁✄➑ ✇✁ ✮✆❞ ✂✆ ✁✝✁❝t♣☎✆✴�☎✝✁ s✘✄✄✁t♣✘✡ ❞✁✴

s❝♣✟♥✁❞ ✟✆ ❋✟✠✌ ➍✜✂✣✌

❋☎♣ ➄ ❛✂♣t✟❝✝✁s✡ ✟t ❝☎✆✳✞✠✂t✁s ✂✆ ✁✝✁❝t♣☎✆ ✇✟t� ✄☎✄✁✆t✞✄

❦❢ ➤✫ ✂✆❞ ✂ �☎✝✁ ✇✟t� ✄☎✄✁✆t✞✄ ❦❢ ✤✫✌ ■✆ t�✁ ✄☎✄✁✆t✞✄

s❛✂❝✁✡ ✟t ✟s ✂ s✘✄✄✁t♣✘ ✂♣☎✞✆❞ ❦❢✌ ➐✆✁ ❝✂✆ ✇♣✟t✁ ①➡➥➦

❂➥➧➨➩→➦
➫

✂✆❞ ①➡➥➦
➫
❂➥➧➨➩→➦

✌ ❋☎♣ ➉ ❛✂♣t✟❝✝✁s✡ t�✁ s✂✄✁ ♣✁✝✂t✟☎✆

✂❛❛✝✟✁s ✟♦ ☎✆✁ s✟✄❛✝✘ ❝�✂✆✠✁s ❦❢ ✟✆t☎ ✤❦❢✌

➢✁t ✞s ✆☎✇ ♣✁t✞♣✆ t☎ t�✁ t✇☎✴♥✂✆❞ s✘st✁✄✌ ❚�✟s s✘✄✄✁t♣✘

✠✁✆✁♣✂✝✟r✁s ♥✘ t✞♣✆✟✆✠ t�✁ ✄☎✄✁✆t✂ ✂♣☎✞✆❞ t�✁ ✟s☎♥✂♣✘❝✁✆t✁♣
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renormalisation avec la dépendance en k‖

♦� t✁✂ ❋✂✄☎✆ ♣♦✆✝t✞✟ ❛✞ ✞✁♦s✝ ✆✝ ✠ ✞♣❛✡✂ ✆✝ ❋✆☛☞ ✺✌❜✍☞ ❋♦✄ ❘

♣❛✄t✆✡✎✂✞✟ ✌❦❢✵✰❦❢✏✍ ✴✷ ♣♦✆✝t✞ t♦ t✁✂ ✆✞♦❜❛✄✐✡✂✝t✂✄ ❛✝✑ ✐♦②

✝♦s ☛✂t ❈➌✒✓❂✒✔✕✖✗✔✕✘✙✓
❺

✂t✡☞

■✝ t✁✂ ts♦✚✑✆☎✂✝✞✆♦✝❛✎ ✄✂♣✄✂✞✂✝t❛t✆♦✝✟ ❈➌ ✚✞✐☎☎✂t✄✐ ✆✞ ❛

♣♦✆✝t ✞✐☎☎✂t✄✐ ❛✄♦②✝✑ ✌➧✌❦❢✵✰❦❢✏✍ ✴✷ ✟✛✴✷✜✍✟ ❛✞ ✞✁♦s✝ ✆✝

❋✆☛☞ ✷ ✌t✁✂ ✞✆☛✝ ✑✂♣✂✝✑✞ ♦✝ s✁✂t✁✂✄ ✆t ✆✞ ❛ ❘ ♦✄ ▲ ☎♦☎✂✝✚

t②☎✍☞

❆✡t②❛✎✎✐✟ t✁✂✄✂ ✆✞ ❛✝ ❛✎t✂✄✝❛t✆✢✂ ✞✐☎☎✂t✄✐✟ s✁✆✡✁ s✂ s✄✆t✂

❈➂ ✟ s✁✆✡✁ ❛✎✞♦ ☎❛♣✞ t✁✂ ❜❛✝✑ ❦✣❂✤ ♦✝t♦ t✁✂ ❜❛✝✑ ✛✿ ✆t ✆✞ ❛

t✄❛✝✞✎❛t✆♦✝ ❜✐ t✁✂ ✢✂✡t♦✄ ✥➧✌❦❢✏✦❦❢✵✍ ✟✛ ✴✜✧✟ ❛✞ ✞✁♦s✝ ✆✝ ❋✆☛☞

✷☞ ❙♦☎✂ ♦� t✁✂ ❜❛✄✂ ✡♦②♣✎✆✝☛✞ ✞❛t✆✞�✐ t✁✆✞ ❈➂ ✞✐☎☎✂t✄✐ ✌❣✵✟

❣❢✟ ❣★✟ ③✵ ♦✄ ③✏✍✟ ❜②t ✞♦☎✂ ✑♦ ✝♦t ✌❣✩ ✟③✗ ✟③✙✍☞ ❙✆✝✡✂ ✆✝t✂✄❛✡✚

t✆♦✝✞ ❛✄✂ ☎✆♠✆✝☛ ❛✎✎ ✡♦②♣✎✆✝☛✞ ❛✞ ✞♦♦✝ ❛✞ t✁✂ ✪♦s ♣❛✄❛☎✂t✂✄

✫✬✤✟ t✁✂ ✄✂✝♦✄☎❛✎✆r✂✑ ✡♦②♣✎✆✝☛✞ s✆✎✎ ❜✄✂❛✭ t✁✂ ❈➂ ✞✐☎☎✂t✄✐☞

❚✁✂✄✂�♦✄✂✟ s✂ ✡❛✝✝♦t ②✞✂ ✆t☞

❖✝ t✁✂ ✡♦✝t✄❛✄✐✟ ♦✝✂ ✢✂✄✆✈✂✞ t✁❛t ❍❝✮✯✟ ❍✮✯✱✟ ❍✲✳ ❛✝✑ ❍❉✶

❛✄✂ ✆✝✢❛✄✆❛✝t ②✝✑✂✄ ❈➌ ☞ ❚✁✂ ✆✝✑②✡✂✑ ✄✂✎❛t✆♦✝✞ ✞❛t✆✞✈✂✑ ❜✐ ● ♦✄

❩ ✡♦②♣✎✆✝☛✞ ❛✄✂ ✑✂t❛✆✎✂✑ ✆✝ ❆♣♣✂✝✑✆♠ ✸ ✷☞

■✝ �❛✡t✟ ❈➌ ❛✝✑ ❈➂ s✂❛✭✎✐ ✡♦✄✄✂✞♣♦✝✑ t♦ t✁✂ ❞①✹✙✻✹ ✞✐☎☎✂✚

t✄✐ ✆✝ ts♦ ✑✆☎✂✝✞✆♦✝✞☞

✼✽✾✾❀❁❃❁❄❅❇❊❏ ❊❁❀❇❅❡❑❄ ❑▼ ◆❑✽✾❀❡❄❣P ❣☞ ■t ✆✞ ✞t✄❛✆☛✁t�♦✄✚

s❛✄✑ t✁❛t ❈➌ ✭✂✂♣✞ t✁✂ ❘▲▲❘ ♦✄✑✂✄ s✁✂✝ ♦✝✂ ❛♣♣✎✆✂✞ ✆t t♦ ❛✝✐

✡♦②♣✎✆✝☛ ❣◗❯ ✞♦ s✂ ✈✝✑ ❛ ✝✂s ✄✂✎❛t✆♦✝ �♦✄ ✂❛✡✁ ♦✝✂✟ s✁✆✡✁

s✄✆t✂✞✟ ✆✝ ✌◆ ✟ ❀ ✟ ✾✍ ✝♦t❛t✆♦✝✟

❣✏✌◆✟❀✟✾✍ ❂ ❣✵✌✦ ◆✟✦ ❀✟✦ ✾✍✟

❣❢✏✌◆✟❀✟✾✍ ❂ ❣❢✵✌✦ ◆✟✦ ❀✟✦ ✾✍✟

❣★✏✌◆✟❀✟✾✍ ❂ ❣★✵✌✦ ◆✟✦ ❀✟✦ ✾✍✟

❣✩✏✌◆✟❀✟✾✍ ❂ ❣✩✵✌✦ ◆✟✦ ❀✟✦ ✾✍☞ ✌❱✍

❖✝✂ ✢✂✄✆✈✂✞ t✁❛t ❣✵ ❛✝✑ ❣✏ ❛✄✂ ✄✂✎❛t✂✑❯ ✆✝ �❛✡t✟ ✌❱✍ ✄✂✎❛t✂✞ ❛✎✎

✤ ✡♦②♣✎✆✝☛✞ t♦ ✛ ✡♦②♣✎✆✝☛✞☞

✼✽✾✾❀❁❃❁❄❅❇❊❏ ❊❁❀❇❅❡❑❄ ❑▼ ◆❑✽✾❀❡❄❣P ③☞ ❙✆☎✆✎❛✄✎✐✟ ❈➌ ✭✂✂♣✞

▲❘ ♦✄✑✂✄ s✁✂✝ s✂ ❛♣♣✎✐ ✆t t♦ ❛✝✐ ✡♦②♣✎✆✝☛ ③◗❯ ✞♦ s✂ ✈✝✑ ❛

✝✂s ✄✂✎❛t✆♦✝ �♦✄ ✂❛✡✁ ♦✝✂✟ s✁✆✡✁ s✄✆t✂✞✟ ✆✝ ✌❦ ✟◆ ✟ ✾✍ ✝♦t❛t✆♦✝✞✟

③✏
✲✳

✌◆✟❦✍ ❂ ➧ ③✵
✲✳

✌✦ ◆✟✦ ❦✍✟

③✙
✲✳

✌◆✟❦✍ ❂ ➧ ③✗
✲✳

✌✦ ◆✟✦ ❦✍✟ ✌❲✤✍

s✁✂✄✂ ❳ ✄✂❛✑✞ ❨ �♦✄ ❬❂P ♦✄ ❬❂✾① ❛✝✑ ❭ �♦✄ ❬❂❞✟ ❣ ♦✄

❬❂ ▼① ✟ ▼ ✻✟

③✏
❉✶

✌✾✟❦✍ ❂ ➧ ③✵
❉✶

✌✦ ✾✟✦ ❦✍✟

③✙
❉✶

✌✾✟❦✍ ❂ ➧ ③✗
❉✶

✌✦ ✾✟✦ ❦✍✟ ✌❲❲✍

s✁✂✄✂ ❳ ✄✂❛✑✞ ❨ �♦✄ ✞✆t✂ ♦✄✑✂✄✆✝☛ ❛✝✑ ❭ �♦✄ ❜♦✝✑ ♦✄✑✂✄✆✝☛☞

❆☛❛✆✝✟ ♦✝✂ ✢✂✄✆✈✂✞ t✁❛t ③✵ ❛✝✑ ③✏ ❛✄✂ ✄✂✎❛t✂✑ ✌❛✞ s✂✎✎ ❛✞ ③✗
❛✝✑ ③✙✍☞

❪❫ ❴❵❤❥❧♥q✉✇❥

④✝✑✂✄✞t❛✝✑✆✝☛ ✞✐☎☎✂t✄✐ ✄✂✎❛t✆♦✝✞ ✑♦✂✞ ✝♦t ♦✝✎✐ ✁✂✎♣ ②✞

t♦ ✄✂✑②✡✂ ✑✄❛✞t✆✡❛✎✎✐ t✁✂ ✝②☎❜✂✄ ♦� ✡♦②♣✎✆✝☛✞✟ ✆t ✆✞ ❛✎✞♦ ❛✝

✂✞✞✂✝t✆❛✎ t♦♦✎ t♦ ☎❛✭✂ ❛ ♣✄♦♣✂✄ t✄②✝✡❛t✆♦✝ ♣✄♦✡✂✑②✄✂✟ ❛✞ s✂

s✆✎✎ ✂♠♣✎❛✆✝ ✝♦s☞

⑤⑥ ⑦⑧⑨⑩❶❷❸ ❹❻❸❼❸⑨❻❹

❽✂t ②✞ ✈✄✞t ✆✝t✄♦✑②✡✂ ❛ ②✞✂�②✎ ✝♦t❛t✆♦✝ �♦✄ t✁✂ ❦❾ ✑✂♣✂✝✚

✑✂✝✡✂☞

❿✂ ✁❛✢✂ ❛✎✄✂❛✑✐ ✑✂✈✝✂✑ t✁✂ ✄✂✎❛t✆✢✂ ☎♦☎✂✝t②☎ ✄✂♣✄✂✞✂✝✚

t❛t✆♦✝ ❣✌✾➀ ✟ ✾➁ ✟ ✾➁➃ ✟ ✾➀➃✍✟ ❛✞ s✂✎✎ ❛✞ t✁✂ ❣✌◆ ✟ ❀ ✟ ✾✍ ✝♦t❛t✆♦✝✟ ❛✝✑

✂♠♣✎❛✆✝✂✑ ✁♦s t♦ ✭✂✂♣ ♦✝✎✐ ✡♦②♣✎✆✝☛✞✟ t✁✂ ❛✄☛②☎✂✝t✞ ♦�

s✁✆✡✁ ❛✄✂ ❛✎✎ ☎②✎t✆♣✎✂✞ ♦� ✷➄❦❢☞ ❿✂ s✆✎✎ �♦✡②✞ ♦✝ t✁✂ ✌◆ ✟ ❀ ✟ ✾✍

✝♦t❛t✆♦✝ ❛✝✑ s✄✆t✂ ◆❂✷❄➀➄❦❢✟ ❀❂✷❄➁➄❦❢✟ ✾❂✷❄➅➄❦❢✟ s✆t✁

✌❄➀ ✟❄➁ ✟❄➅✍➆➇➅☞

■✝ ✞✁♦✄t✟ s✂ ✡❛✝ s✄✆t✂ ❣◗✌❄➀ ✟❄➁ ✟❄➅✍ ✌❡❂✤ ✟ ▼✤ ✟ ❅✤ ✟✜✤✍✟

s✁✂✄✂ ✌❄➀ ✟❄➁ ✟❄➅✍ ✆✞ ✡❛✎✎✂✑ ❛ t✄✆♣✎✂t☞ ➈✆✝✑ t✁❛t✟ ②✞✆✝☛ ✞✐☎☎✂✚

t✄✐ ✄✂✎❛t✆♦✝✞✟ ts♦ t✄✆♣✎✂t✞ ✌❄➀ ✟❄➁ ✟❄➅✍ ❛✝✑ ✌❄➀➃ ✟❄➁➃ ✟❄➅➃✍ ✡❛✝ ✄✂♣✚

✄✂✞✂✝t t✁✂ ✞❛☎✂ ✡♦②♣✎✆✝☛☞ ❖✝✂ ✞❛✐✞ t✁❛t t✁✂✞✂ t✄✆♣✎✂t✞ ❜✂✎♦✝☛

t♦ t✁✂ ✞❛☎✂ ✞✐☎☎✂t✄✐ ♦✄❜✆t ✌♦✄ ✞✐☎☎✂t✄✐ ✡✎❛✞✞✍☞ ➈✆✝✑ ❛✎✞♦

t✁❛t t✁✂ ♦✄❜✆t✞ ❛✄✂ ✑✆��✂✄✂✝t �♦✄ ✂❛✡✁ ✡♦②♣✎✆✝☛ ❣✵✟ ❣❢✵✟ ❣★✵✟ ❛✝✑

❣✩✵☞

■t s♦②✎✑ t❛✭✂ t♦♦ ✎♦✝☛ t♦ ☛✆✢✂ ❛✝ ✂♠✁❛②✞t✂✑ ✎✆✞t ♦� t✁✂✞✂

♦✄❜✆t✞☞ ❽✂t ②✞ ➉②✞t ♦❜✞✂✄✢✂ t✁❛t ✌✤✟✤✟✤✍➊✞ ♦✄❜✆t ✁❛✞ ♦✝✎✐ ♦✝✂

✂✎✂☎✂✝t ✌✆t✞✂✎�✍✟ ✂♠✡✂♣t �♦✄ ❣✩✟ t✁✂ ♦✄❜✆t✞ ♦� s✁✆✡✁ s✂ ✑✂t❛✆✎✂✑

✆✝ ❆♣♣✂✝✑✆♠ ✸ ➋☞

➍⑥ ➎➏❻⑨➐❷ ❻➑ ❸➏❷ ❸⑧➒❹➐❼❸⑨❻❹ ⑩⑧❻➐❷➓➒⑧❷

❖❜✢✆♦②✞✎✐✟ ♦✝✂ ✝✂✂✑✞ ♦✝✎✐ ✄✂✝♦✄☎❛✎✆r✂ ♦✝✂ ✡♦②♣✎✆✝☛ ♣✂✄

♦✄❜✆t☞ ❋✄♦☎ t✁✂ �②✝✑❛☎✂✝t❛✎ ✄②✎✂✞✟ ✂♠♣✎❛✆✝✂✑ ✆✝ ❙✂✡☞ ■➔ → ✷✟

✆t �♦✎✎♦s✞ t✁❛t✟ ✂✢✂✝ ✆� ♦✝✂ ✞t❛✄t✞ s✆t✁ ♦✝✎✐ ❣✵✌✤ ✟✤ ✟✤✍✟

❣❢✵✌✤ ✟✤ ✟✤✍✟ ❛✝✑ ❣★✵✌✤ ✟✤ ✟✤✍✟ t✁✂ ➣↔ ✂↕②❛t✆♦✝✞ s✆✎✎ ☛✂✝✂✄❛t✂

❛✝ ✆✝✈✝✆t✂ ✝②☎❜✂✄ ♦� ♦✄❜✆t✞☞ ❙♦✟ s✂ s✆✎✎ ♦✝✎✐ ✭✂✂♣ ✡♦②♣✎✆✝☛✞

s✁✆✡✁ ✞❛t✆✞�✐ ➙❄◗➙➛❄➜➝➞ ✌�♦✄ ❛ ☛✆✢✂✝ ❄➜➝➞✍❯ ❜②t ✂✢✂✝ ✞♦✟ ✆✝ t✁✂

➣↔ ✂↕②❛t✆♦✝✞ ♦� ✞♦☎✂ ♦✄❜✆t✞ ✆✝t✂✄✢✂✝✂ ✡♦②♣✎✆✝☛✞✟ s✆t✁ ❛✄☛②✚

☎✂✝t✞ ✎✐✆✝☛ ♦②t✞✆✑✂ ♦� t✁✂ ♣✂✄☎✆tt✂✑ ❜❛✝✑ ✌✆☞✂☞✟ t✁✂ ✑✆✞t❛✝✡✂

♦� t✁✂ ✡♦✄✄✂✞♣♦✝✑✆✝☛ ☎♦☎✂✝t②☎ t♦ t✁✂ ❋✂✄☎✆ ♣♦✆✝t ✂♠✡✂✂✑✞

✷❄➜➝➞➄❦❢✍☞ ■✝ ♦✄✑✂✄ t♦ ☛✂t ❛ ✡♦✝✞✆✞t✂✝t ✡✎♦✞✂✑ ✞✂t ♦� ✑✆��✂✄✂✝✚

t✆❛✎ ✂↕②❛t✆♦✝✞✟ ♦✝✂ ✝✂✂✑✞ t♦ ♣②t t✁✂✞✂ ✂♠t✄❛ ✡♦②♣✎✆✝☛✞ ❜❛✡✭✟

✆✝✞✆✑✂ t✁✂ ✞✂t ♦� ❛✎✎♦s✂✑ ✡♦②♣✎✆✝☛✞☞

❋♦✄ ✆✝✞t❛✝✡✂✟ ✆☎❛☛✆✝✂ t✁❛t ❄➜➝➞❂✷✟ ❛✝✑ t✁❛t ❣✌➋ ✟✷ ✟✷✍ ✡♦②✚

♣✎✆✝☛ ✆✝t✂✄✢✂✝✂✞ ✆✝ ❛ ➣↔ ✂↕②❛t✆♦✝☞ ❖✝✂ ✡❛✝✝♦t✟ ②✝�♦✄t②✚

✝❛t✂✎✐✟ ➉②✞t ☎❛♣ ✌➋ ✟✷ ✟✷✍➟✌✷✟✷ ✟✷✍✟ ❜✂✡❛②✞✂ t✁✂✞✂ t✄✆♣✎✂t✞ ❞❑

❄❑❅ ✜❁❀❑❄❣ ❅❑ ❅➠❁ P❇❃❁ P❏❃❃❁❅❊❏ ❑❊✜❡❅☞ ■✝ ✑♦✆✝☛ ✞♦✟ ♦✝✂

s♦②✎✑ ☛✂t ❛ ✢✂✄✐ ♣♦♦✄ ❦❾ ✑✂♣✂✝✑✂✝✡✂❯ s✂ ✁❛✢✂ ❛✡t②❛✎✎✐

♣✄♦✢✂✑✟ ✆✝ t✁✂ ✡❛✞✂ ♦� ❛ ✌✾➀ ✟ ✾➁ ✟ ✾➁➃✍ ✄✂♣✄✂✞✂✝t❛t✆♦✝✟ t✁❛t ❛✎✎

♦✄❜✆t✞ ♦� ❣✵ ✂♠✡✂♣t ✌✤✟✤✟✤✍ s♦②✎✑ ✡♦✎✎❛♣✞✂ ✆✝t♦ ♦✝✂ ✞✆✝☛✎✂

♦✄❜✆t☞

❚✁✂✄✂�♦✄✂✟ t✁✂ t✄②✝✡❛t✆♦✝ ♣✄♦✡✂✑②✄✂ ❃✽P❅ ✜❁ ✡♦☎♣❛t✆❜✎✂

s✆t✁ ❛✎✎ t✁✂ ✞✐☎☎✂t✄✆✂✞ ♦� t✁✂ ✞✐✞t✂☎☞ ❿✂ ✁❛✢✂ ②✞✂✑ t✁✂

✌◆ ✟ ❀ ✟ ✾✍ ✝♦t❛t✆♦✝✟ s✁✆✡✁ ✆✞ ✢✂✄✐ ✡♦✝✢✂✝✆✂✝t☞ ❖✝✂ ✡❛✝ ✡✁✂✡✭

➡➢➤➥ ➦➥ ➨➩➫➫➭➯➲➩ ➳➲➵➸➺➻ ➯➼➭ ➡➭➲➫➽ ➾➵➽➺➯➚➪ ➶➳➹ ➽➺ ➳ ➘➴➷➳➺➻

➚➩➚➯➭➫➬ ➶➷➹ ➽➺ ➳ ➮➴➷➳➺➻ ➚➩➚➯➭➫
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renormalisation avec la dépendance en k‖

t�✁t ✁❛❛ t�✂ s✄☎☎✂t✆✝✂s ❝✞✟s✂✆✠✂ ✡✰❧✰♣ ☎✞♠☛❛✞ ✹☞❦❢✳ ❚�✝s

✂❡✌❛✁✝✟s ✇�✄ ♥✐✍♥✐➧✶ ❝✁✟✟✞t ❜✂ ❝✞☎✌✁t✝❜❛✂ ✇✝t� t�✂ s✄☎✎

☎✂t✆✝✂s✳ ❖✟ t�✂ ❝✞✟t✆✁✆✄✱ ♥✐✍♥✐➧✷ ✝s ❝✞☎✌❛✂t✂❛✄ ❝✞☎✌✁t✎

✝❜❛✂✱ ✝✳✂✳✱ ✝t ☎✁✌s ✁ t✆✝✌❛✂t ✞✟t✞ ✞✟ ✁✟ ✁❛✆✂✁♠✄ ♠✂❞✟✂♠ ✞✆❜✝t♦

�✂✟❝✂ ✇✂ �✁✠✂ ☛s✂♠ t�✝s ☎✁✌✌✝✟✏ ✑✞✆ t�✂ ✂❡t✆✁ ❝✞☛✌❛✝✟✏s✳

❲✝t� ♥✒✓✔❂✷✱ ✑✞✆ ✂✁❝� ❝✞☛✌❛✝✟✏ ❣ ✇✂ ❞✟♠ ✻✕ ♠✝✑✑✂✆✂✟t

❝✞☛✌❛✝✟✏s ✖t�✁t ✁✆✂ ✗✘✙ ✱ ❥ ✱❦✚ ✱ ✙ ✱ ❥ ✱❦❂✛✷✱✜ ✱✷✢✣✗✘➧✶ ✱ ➧✶ ✱ ✙✚ ✱

✙❂✛✷✱✜ ✱✷✢ ✣ ✗✘➧✶ ✱ ✙ ✱ ➧✶✚ ✱ ✙❂✛✷✱✜ ✱✷✢ ✣ ✗✘✙ ✱ ➧✶ ✱ ➧✶✚ ✱

❂✛✷✱✜ ✱✷✢✤✱ ✇�✝❝� s✂✌✁✆✁t✂ ✝✟t✞ ✷✕ ✞✆❜✝ts ✘�✁✠✝✟✏ ✶✱ ✷✱ ✞✆ ✹

✂❛✂☎✂✟ts✚✱ ✂❡❝✂✌t ✑✞✆ t�✂ ❣✥ ❝✞☛✌❛✝✟✏s✳ ❋✞✆ t�✂s✂✱ t�✂ ✂✟☛✎

☎✂✆✁t✝✞✟ ✝s ☎✞✆✂ t✂♠✝✞☛s✱ ✇✂ ✂✠✂✟t☛✁❛❛✄ ❞✟♠ ✽ ✞✆❜✝ts ✘✞✑ ✹

✂❛✂☎✂✟ts✱ s✂✂ ❆✌✌✂✟♠✝❡ ❈ ✕✚✳ ❚�✂✆✂ ✁✆✂ ✁❛t✞✏✂t�✂✆ ✕✦✷✕

✰✽❂✧✧ ♠✝✑✑✂✆✂✟t ✞✆❜✝ts♦ ✝✑ ✇✂ ✝✟❝❛☛♠✂ t�✂ s✌✝✟ s✂✌✁✆✁t✝✞✟✱ ✇✂

t�☛s ✟✂✂♠ t✞ ❝✁❛❝☛❛✁t✂ ✶★✹ ❝✞☛✌❛✂♠ ♠✝✑✑✂✆✂✟t✝✁❛ ✂✩☛✁t✝✞✟s✳

♥✒✓✔❂✕ ✏✝✠✂s ✕✸✜✱ ✇�✝❛✂ ♥✒✓✔❂✹ ✏✝✠✂s ✽✜✻✳

❊✪ ❉✫✬✭✮✯✭✲✴✭✵ ✺✼ ✾✿✭ ✵❀✵✴✭❁✾✫❃✫❄✫✾✫✭✵
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renormalisation avec la dépendance en k‖
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renormalisation avec la dépendance en k‖
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①✂✄ ☛s ✠❝✇ s✄☛✡� ✄✆✂ ✂❢❢✂✞✄ ❝❢ ❛ ✐❛✞②✇❛☎✡ ✝✠✄✂☎✞✆❛✝✠ s✞❛✄✕

✄✂☎✝✠❣♣ ❚✆✝s ✄�✟✂ ❝❢ ✞❝☛✟☞✝✠❣ ✆❛s ✐✂✂✠ ✝✠✌✂s✄✝❣❛✄✂✡ ✐� ④❝☛☎✕

✐❝✠✠❛✝s ⑤✥ ⑥⑦⑧⑨⑩ ✝✠ ✄✆✂ ✞❝✠✄✂❶✄ ❝❢ ✞❝☎☎✂☞❛✄✂✡ ❡☛❛s✝✕❝✠✂✕

✡✝✁✂✠s✝❝✠❛☞ ✁✂✄❛☞s✱ ❢❝☎ ✇✆✝✞✆ ❈❉✧ ✞❝☎☎✂☞❛✄✝❝✠s ❛☎✂

✂✠✆❛✠✞✂✡ ❛✠✡ ✄☎✝✟☞✂✄ s☛✟✂☎✞❝✠✡☛✞✄✝✠❣ ✝✠s✄❛✐✝☞✝✄✝✂s ✞❛✠ ❝✞✞☛☎♣

✧✆✂✠ ✄✆✂ ✟❛☎❛✁✂✄✂☎ ❷➌ ❸❹❺❻ ✝s ✝✠✞☎✂❛s✂✡✱ ✄✆✂ ✐✂✆❛✌✝❝☎ ❝❢ ✄✆✂

s☛s✞✂✟✄✝✐✝☞✝✄✝✂s ✡✂✟✂✠✡s ❝✠ ✄✆✂ ✟❛☎❛✁✂✄✂☎s ✑✥✦ ✱❯➌ ✒♣

❼❽❽⑤⑥❾⑥❿➀⑤ ➁➂ ✥❾➃❽⑦⑤✥ ➄❷ ⑥❿❞ ❷➅➆♣ ❋❝☎ ✥✦✤✥✦➇✑❯✒✱ ✄✆✂

✢❉✧ ✟✆❛s✂ ✂❶✝s✄s ❢❝☎ ❷➌ ❸❹❺❻ s✁❛☞☞ ✂✠❝☛❣✆♣ ❆s ❷➌ ❸❹❺❻ ✝s ❢☛☎✄✆✂☎

✝✠✞☎✂❛s✂✡✱ ✄✆✂ ✢❉✧ ✝✠s✄❛✐✝☞✝✄✝✂s ❛☎✂ ☎✂✟☞❛✞✂✡ ✐� ❈❉✧ ❝✠✂s♣

❚✆✂ ✄☎❛✠s✝✄✝❝✠ ✝s s✁❝❝✄✆✱ ❛✠✡ ✄✆✂☎✂ ✝s ❛ ✠❛☎☎❝✇ ☎✂❣✝❝✠ ✇✆✂☎✂

✐❝✄✆ ✢❉✧ ❛✠✡ ❈❉✧ ✞❝✂❶✝s✄ ✑☎✂❣✝❝✠ ➈ ✝✠ ❋✝❣♣ ✶✪✒♣ ✧✂ s✆❝✇

❛ ✷✥✦✍✣✙❂✵♣✵✶ s✂✞✄✝❝✠ ❝❢ ✄✆✂ s☛s✞✂✟✄✝✐✝☞✝✄✝✂s ❛✄ ✣➇ ✝✠

❋✝❣♣ ✶➈♣

❋❝☎ ✥✦➉✥✦➇✑❯✒✱ ✄✆✂ ✢❈ ✟✆❛s✂ ✑✇✝✄✆ ✢❈ s✝✠❣☞✂✄ ❞ ❛✠✡

✢❉✧ ✝✠s✄❛✐✝☞✝✄✝✂s✒ ✂❶✝s✄s ❢❝☎ ❷➌ ❸❹❺❻ s✁❛☞☞ ✂✠❝☛❣✆♣ ❆s ❷➌ ❸❹❺❻ ✝s

❢☛☎✄✆✂☎ ✝✠✞☎✂❛s✂✡✱ ✄✆✂ s✝✠❣☞✂✄ ✢❈ ✁❝✡✂s ❛☎✂ ☎✂✟☞❛✞✂✡ ✐� ✄☎✝✟✕

☞✂✄ ❝✠✂s✱ ✇✆✝☞✂ ✢❉✧ ❛☎✂ ☎✂✟☞❛✞✂✡ ✐� ❈❉✧♣ ✢✝✠❣☞✂✄ ❛✠✡ ✄☎✝✟✕

☞✂✄ ✢❈ ❛✟✟✂❛☎ ✄❝ ✐✂ ❛✠✄❛❣❝✠✝s✄✝✞✱ ❛✠✡ ✄✆✂ ✄☎❛✠s✝✄✝❝✠ ✝s ✌✂☎�

✟☎❝✠❝☛✠✞✂✡✫ ✝✠ ✄✆✂ ✞❝✂❶✝s✄✂✠✞✂ ☞✝✠✂ ✐✂✄✇✂✂✠ ✄✆✂✁✱ ❝✠✂ ❛☞s❝

➊✠✡s ✢❉✧ ❛✠✡ ❈❉✧ ✡✝✌✂☎❣✂✠✞✂s ✑s✂✂ ❋✝❣♣ ✶➋✒♣ ➍✠ ✄✆✂ ✞❝✠✕

✄☎❛☎�✱ ✄✆✂ ✄☎❛✠s✝✄✝❝✠ ✐✂✄✇✂✂✠ ✢❉✧ ❛✠✡ ❈❉✧ ✝s ✌✂☎� s✁❝❝✄✆✱

❛☞✄✆❝☛❣✆ ✄✆✂ ✞❝✂❶✝s✄✂✠✞✂ ☎✂❣✝❝✠ ✝s s✄✝☞☞ ✠❛☎☎❝✇ ✑☎✂❣✝❝✠ ✷ ✝✠

❋✝❣♣ ✶✪✒♣ ✧✂ s✆❝✇ ❛ ✷✥✦✍✣✙❂✵♣✶ s✂✞✄✝❝✠ ❝❢ ✄✆✂ s☛s✞✂✟✄✝✐✝☞✝✕

✄✝✂s ❛✄ ✣➇ ❝✠ ❋✝❣♣ ✶➈♣

➎➏➐➑ ➒➓➑ ➔→➣↔↕➙ ➛➜ ➝➞↕ ➟➠➡➢➤

↔↕➣➙→➙ ➥➦ ➧➨➩➫➭ ➯➝ ➲➦ ➳➒ ➯➵➸ ➠➯➤

➺➻➼➽➡➾➳➚➑➚➒➪ ➠➶➤ ➺➻➼➽➡➾➳➚➑➒➑

➎➏➐➑ ➒➹➑ ➎➘➛➴ ➛➜ ➝➞↕ ➙→➙➷↕➬➝➮➶➮➘➮➝➮↕➙ ➜➛➣ ➺➻➼➽➡➾➳➚➑➓➺ ➯➵➸

➥➦ ➧➨➩➫➳➚➑➒➱➑
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renormalisation avec la dépendance en k‖

❚�✁ t✂✄☎✆✁t ❙✝ ❝✞✟✠✁✟✡☛t✁ �☛✡ ❢① ✡s☞☞✁t✂s✳ ❚�✁ ❝✞✂✂✁✌

✡☎✞✟✠✄✟✍ ✡✎✡❝✁☎t✄✏✄✆✄ts ✄✡ ☞✞✡t✆s ✠✄❞✁✂✍✁✟t ✄✟ ☛ ✂✁✍✄✞✟ ✞♦

❝✞✁✑✄✡t✁✟❝✁ ✇✄t� ❙✒✓ ☛✟✠ ✝✒✓ ✔✂✁✍✄✞✟ ✷ ✄✟ ❋✄✍✳ ✶✕✖✱ ✏✎t ✄t

✄✡ ☛✆✡✞ ✠✄❞✁✂✍✁✟t ✄✟ ☛ ✂✁✍✄✞✟ ✞♦ ❝✞✁✑✄✡t✁✟❝✁ ✇✄t� ✞✟✆s ✝✒✓

✔✂✁✍✄✞✟ ✶ ✄✟ ❋✄✍✳ ✶✕✖✳

✓�✁✟ ❈➌ ❜✗✘✙ ✄✡ ✆☛✂✍✁ ✁✟✞✎✍�✱ t�✁ t✂✄☎✆✁t ❙✝ ☞✞✠✁✡ ☛✂✁ ✡✎☎✌

☎✂✁✡✡✁✠✱ ☛✟✠ t�✁ ✂✁✍✄✞✟ ✄✡ ☛ ☎✎✂✁ ✝✒✓ ☎�☛✡✁✳ ✓✁ ✡�✞✇ ☛

✡✁❝t✄✞✟ ✞♦ t�✁ ✡✎✡❝✁☎t✄✏✄✆✄t✄✁✡ ☛t ✚✛✱ ♦✞✂ ❈➌ ❜✗✘✙❂✵✳✷ ☛✟✠ ❈➌ ❜✗✘✙
❂✵✳✜✱ ✞✟ ❋✄✍✳ ✶✢✱ ✇�✄❝� ❝✆✁☛✂✆s ✄✟✠✄❝☛t✁✡ t�✁ ✠✞☞☛✄✟ ✞♦ ✁✑✌

✄✡t✁✟❝✁ ✞♦ t�✁ t✂✄☎✆✁t ❙✝✳

✣✤✥✦ ✧★ ✩✧✪✫ ✬✦✭✮★✮✥✤✧✪✳ ❆✡ ✇✁ �☛❞✁ ☛✆✂✁☛✠s ✞✏✡✁✂❞✁✠ ✄t✱

✄✟ t�✁ ❝☛✡✁ ✞♦ ❈❜✗✘✙❂❈✯✰✲❂✵✱ ♦✞✂ ✡☞☛✆✆ ❞☛✆✎✁✡ ✞♦ ✥✴✱ ✡✄t✁ ☛✟✠

✏✞✟✠ ❙✒✓ ✡✎✡❝✁☎t✄✏✄✆✄t✄✁✡ ☛✂✁ ✠✁✍✁✟✁✂☛t✁✱ ☛✡ ✇✁✆✆ ☛✡ ✡✄t✁ ☛✟✠

✏✞✟✠ ✝✒✓ ✞✟✁✡✳

❚�✄✡ ✍✁✟✁✂☛✆✄❣✁✡ ♦✞✂ ☛✆✆ ❞☛✆✎✁✡ ✞♦ ❈➌ ❜✗✘✙✳ ❚�✁ ✡✄t✁ ✞✂ ✏✞✟✠

✡✁☎☛✂☛t✄✞✟ ✆✄✟✁ ✄✡ ☛✟ ✄✟❝✂✁☛✡✄✟✍ ♦✎✟❝t✄✞✟ ✥✴✸✔❈❜✗✘✙✖ ✞♦ ❈❜✗✘✙✱

✡�✞✇✟ ✄✟ ❋✄✍✳ ✶✕✹ ❋✞✂ ✡☞☛✆✆ ❞☛✆✎✁✡ ✞♦ ❯✱ t�✄✡ ✆✄✟✁ ❝✂✞✡✡✁✡ t�✁

❙✝ ✠✞☞☛✄✟✱ ✏✎t ♦✞✂ ❯➌ ❂✶ ✄t ✄✡ ☛✆✂✁☛✠s ✠✄✡❝✞✟✟✁❝t✁✠ ♦✂✞☞ t�✁

❙✝ ♦✂✞✟t✄✁✂ ✔☛✆t�✞✎✍� ✄t ✂✁☞☛✄✟✡ ❝✆✞✡✁ t✞ ✄t✖✳

✺✻ ■✼✽✾✿✼❀✿ ❁❃ ❛ ❃❁❄❅❛❄❇ ✐✼❉✿❄❀❊❛✐✼ ●❀❛❉❉✿❄✐✼❍

❚�✁ ☎�☛✡✁ ✠✄☛✍✂☛☞ ✇�✁✟ ❈✯✰✲ ✄✡ ✄✟❝✆✎✠✁✠ ✄✡ ❞✁✂s ✂✄❝�✱ ☛✟✠

✏✁s✞✟✠ t�✁ ✡❝✞☎✁ ✞♦ t�✄✡ ☛✂t✄❝✆✁✳

✓✁ ✇✞✎✆✠ ✆✄❧✁ t✞ ✁☞☎�☛✡✄❣✁ ✞✟✆s t�✁ ♦☛❝t t�☛t ☛✆✆ ❙✝

✄✟✡t☛✏✄✆✄t✄✁✡ ☛✂✁ ✡✎☎☎✂✁✡✡✁✠ ✇�✁✟ ❈✯✰✲ ✄✡ ✄✟❝✂✁☛✡✁✠✳ ❋✄✍✎✂✁ ✶❏

✍✄❞✁✡ ☛ ts☎✄❝☛✆ ❑✞✇ ✞♦ t�✁ ✡✎✡❝✁☎t✄✏✄✆✄t✄✁✡✱ ✇✄t� ☛ ✆☛✂✍✁ ❈➌ ✯✰✲✳

▲▼ ◆❖P◗❘PP❖❱❲

❳✁t ✎✡ ☛✟☛✆s❣✁ t�✁✡✁ ✏✁�☛❞✄✞✂✡✱ ✇�✄❝� ♦✞✆✆✞✇ ✡✄☞☎✆✁

t✂✁✟✠✡✳

❚�✁ ✝✒✓ ✄✟✡t☛✏✄✆✄t✄✁✡ ☛✂✁ ✁✟�☛✟❝✁✠ ✇�✁✟ ❨❩ ✄✡ ✄✟❝✂✁☛✡✁✠✱

✇�✁✂✁☛✡ ❙✒✓ ✞✟✁✡ ☛✂✁ ✁✟�☛✟❝✁✠ ✇�✁✟ ❨❬ ✄✡ ✄✟❝✂✁☛✡✁✠ ✔t�✄✡

❝☛✟ ✏✁ ❞✁✂✄✈✁✠ ✄✟ t�✁ ❝✞✂✂✁✡☎✞✟✠✄✟✍ ❭❪ ✁❡✎☛t✄✞✟✡ ✞♦ ❆☎☎✁✟✌

✠✄✑ ❫ ✷✖✳ ❙✄☞✄✆☛✂✆s✱ ✡✄✟✍✆✁t ❙✝ ✄✟✡t☛✏✄✆✄t✄✁✡ ☛✂✁ ✁✟�☛✟❝✁✠

✇�✁✟ ❨❴ ✄✡ ✄✟❝✂✁☛✡✁✠✱ ✇�✁✂✁☛✡ t✂✄☎✆✁t ✞✟✁✡ ☛✂✁ ✁✟�☛✟❝✁✠ ✇�✁✟

❨❵ ✄✡ ✄✟❝✂✁☛✡✁✠✳

❙✞✱ ☛✟ ✄✟❝✂✁☛✡✁ ✞♦ ❈❜✗✘✙ ✄☞☎✆✄✁✡ ☛✟ ✄✟❝✂✁☛✡✁ ✞♦ t�✁ ✂✁☛✆

✡☎☛❝✁ ❝✞✎☎✆✄✟✍ ❨❤✱ ☛✟✠ t�✎✡✱ ♦✂✞☞ ❥❡✳ ✔❆✷✖✱ ✄t ♦☛❞✞✂✡ ✝✒✓

✄✟✡t☛✏✄✆✄t✄✁✡ ☛✍☛✄✟✡t ❙✒✓ ✞✟✁✡✱ ☛✟✠ ♦✂✞☞ ❥❡✳ ✔❆✶✖✱ ✄t ♦☛❞✞✂✡

t✂✄☎✆✁t ❙✝ ✄✟✡t☛✏✄✆✄t✄✁✡ ☛✟✠ ✠✁☎✂✁✡✡✁✡ ✡✄✟✍✆✁t ❙✝ ✞✟✁✡✳

❙✄☞✄✆☛✂✆s✱ ☛✟ ✄✟❝✂✁☛✡✁ ✞♦ ❈✯✰✲ ✄☞☎✆✄✁✡ ☛✟ ✄✟❝✂✁☛✡✁ ✞♦ t�✁

✂✁☛✆ ✡☎☛❝✁ ❝✞✎☎✆✄✟✍ ❨❦✱ ☛✟✠ t�✎✡✱ ♦✂✞☞ ❥❡✳ ✔❆✷✖✱ ✄t ♦☛❞✞✂✡

✝✒✓ ☛✟✠ ❙✒✓ ✄✟✡t☛✏✄✆✄t✄✁✡✱ ☛✟✠ ♦✂✞☞ ❥❡✳ ✔❆✶✖✱ ✄t ✠✁☎✂✁✡✡✁✡

❙✝ ✞✟✁✡✳

♠♦ ❝✞✎✂✡✁✱ ✇✁ ✁✑☛☞✄✟✁ �✁✂✁ t�✁ ✄✟❑✎✁✟❝✁ ✞♦ ☎☛✂☛☞✁t✁✂✡

❈❜✗✘✙ ☛✟✠ ❈❜✗✘✙ ✞✟ t�✁ ✏☛✂✁ ❝✞✎☎✆✄✟✍✡✳ ♥✞✇✁❞✁✂✱ ✇✁ ✏✁✆✄✁❞✁

t�☛t t�✁ ❑✞✇ ❝✞✎✆✠ ✟✞t ♣✎✡t ✡✄☞☎✆s ✂✁❞✁✂✡✁ t�✄✡ ✄✟❑✎✁✟❝✁✱

✁❞✁✟ ✄♦ t�✁ ✂✁✟✞✂☞☛✆✄❣✁✠ ❞☛✆✎✁✡ ✞♦ t�✁ ❝✞✎☎✆✄✟✍✡ ✠✄♦♦✁✂ ☛ ✆✞t

♦✂✞☞ t�✁✄✂ ✏☛✂✁ ❞☛✆✎✁✡✳ q✞✂✁✞❞✁✂✱ ✞✟✁ ❞✁✂✄✈✁✡ t�☛t t�✁✡✁ ❝✞✟✌

❝✆✎✡✄✞✟✡ ✁✑☛❝t✆s ❝✞✂✂✁✡☎✞✟✠ t✞ t�✁ ✞✏✡✁✂❞✁✠ ✏✁�☛❞✄✞✂✳

❚�✁ ✠✁✟✡✄ts ✇☛❞✁ ✄✟t✁✂☛❝t✄✞✟✡ ☛✂✁ ✞✟ ✡✄t✁✱ ✇�✁✂✁☛✡ t�✁ ❙✝

☎☛✄✂✄✟✍ ☛✂✁ ✄✟t✁✂✡✄t✁ ✔✁✑❝✁☎t ♦✞✂ ✡✄✟✍✆✁t ✬ ✞✟✁✖✱ ✡✞ ✇✁ ✏✁✆✄✁❞✁

r✉②③ ④⑤③ ⑥⑦⑧⑨⑩❶ ❷❸ ❹❺⑩ ❶⑦❶❻⑩❼❽

❹❾❿❾➀❾❹❾⑩❶ ➁➂➃➄➅ ⑨⑩⑧❶⑦❶ ➆➇➈➉➃➊➋ ❸❷⑧

➂➍➅ ➎➏ ➐➑➒➓➔→③➣↔ ➂❿➅ ➎➏ ➐➑➒➓➔→③↕③

r✉②③ ④↕③ ➙❺➍❶⑩ ➛❾➍➜⑧➍➝ ❸❷⑧ ➞➏ ➔④③ ➟❺⑩ ❶❺➍➛⑩➛ ➍⑧⑩➍ ❾➠➛❾❻➍❹⑩❶ ❹❺⑩

➛❾⑨⑩⑧➜⑩➠❻⑩ ❷❸ ❹❺⑩ ❹⑧❾❼➀⑩❹ ❶⑦❶❻⑩❼❹❾❿❾➀❾❹➡③ ➟❺⑩ ➛➍❶❺⑩➛ ➀❾➠⑩ ❶⑩❼➍⑧➍❹⑩❶

❶❾❹⑩ ❷⑧ ❿❷➠➛ ➛⑩➜⑩➠⑩⑧➍❹⑩➛ ❶❹➍❹⑩❶ ➂❿⑩➀❷➢➅ ➍➠➛ ➠❷➠➛⑩➜⑩➠⑩⑧➍❹⑩➛ ❷➠⑩❶

➂➍❿❷⑨⑩➅③ ➤❹❺⑩⑧ ➀❾➠⑩❶ ➍➠➛ ➛❷➝➍❾➠❶ ➍⑧⑩ ⑩➥❼➀➍❾➠⑩➛ ❾➠ ❹❺⑩ ➀⑩➜⑩➠➛ ❷⑧ ❾➠

❹❺⑩ ❹⑩➥❹③

➦➧➨➤➦➩➫➭✉➯➫➟✉➤➨❽②➦➤➲➙ ⑥➫➭⑥➲➭➫➟✉➤➨➳ ➵✉➟➸➺ ➙➸➻➳✉⑥➫➭ ➦➧➼✉➧➵ ➽ ➾➚➋ →➣⑤④➆→ ➂➆→→⑤➅

→➣⑤④➆→❽④➪
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renormalisation avec la dépendance en k‖

t�✁t t�✂ ❉✄ ✐☎✆t✁✝✐✞✐t✐✂✆ ✁❛❛✂✁✟ ✣✟✆t✠ ✁☎✡ t�✂☎ ✂☎�✁☎❡✂ t�✂

❙☛ ♦☎✂✆☞ ❚�✐✆ ✐✆ ☎♦t t✟✌✂ ♦✍ t�✂ ❉✄ ✝♦☎✡ ❡♦✟✟✂✞✁t✐♦☎✆✠ ✝✌t

✇✂ ♦✝✆✂✟✎✂✡ ☎♦ ✡✐✎✂✟❣✂☎❡✂✆ ♦✍ t�✂✆✂✠ ✁☎✡ ✇✂ �✁✎✂ ☎♦t ✆t✌✡s

✐✂✡ ✁☎✏ ♦t�✂✟ ✆♦❛�✐✆t✐❡✁t✂✡ ✐☎t✂✟✆✐t✂ ❉✄ ✂✑❡✐t✁t✐♦☎ ✟✂✆❛♦☎✆✂☞

❋✟♦✒ t�✐✆ ❛♦✐☎t ♦✍ ✎✐✂✇✠ t�✂ ✍✁❡t t�✁t ✓ ❉✄ ❛✟♦❡✂✆✆✂✆ ✁✟✂

✍✁✎♦✟✂✡✠ ✁✆ ✇✂ ✁✞✟✂✁✡✏ ✡✐✆❡✌✆✆✂✡ ✝✂✍♦✟✂✠ ✐✒❛✞✐✂✆ ✁ ✓ ✡✂❛�✁✆s

✐☎❣ ✝✂t✇✂✂☎ ✝♦t� ❡�✁✐☎✆ ♦✍ t�✂ ✞✁✡✡✂✟☞ ❚�✂ ✓ ✡✂❛�✁✆✐☎❣ ♦✍

t�✂ ❙❉✄ t�✌✆ ✣t✆ ❛✂✟✍✂❡t✞✏ ✆✐☎❣✞✂t ❞ ❡♦☎✡✂☎✆✁t✂ ✔✇�✐❡� ❡♦☎s

✆✐✆t✆ ✐☎ ✁ ❛✁✐✟✐☎❣ ♦✍ t✇♦ ✂✞✂❡t✟♦☎✆ ♦☎ ✁ ✟✌☎❣✠ ✇✐t� ♦❛❛♦✆✐t✂

✆❛✐☎✆✠ ✆✂✂ ❋✐❣☞ ✸✕✝✖✗☞ ❚�✐✆ ✁❡❡♦✌☎t✆ ☎✐❡✂✞✏ ✍♦✟ t�✂ ✁❛❛✂✁✟✁☎❡✂

♦✍ ✆✐☎❣✞✂t ❙☛ ✐☎✆t✁✝✐✞✐t✏✠ ✐☎✡✌❡✂✡ ✝✏ ❙❉✄ ♦☎✂☞

■☎ t�✂ ✆✁✒✂ t✟✂☎✡ ♦✍ ✐✡✂✁✆✠ t�✂ ✓ ✡✂❛�✁✆✐☎❣ ♦✍ t�✂ ☛❉✄

✣t✆ t✟✐❛✞✂t ❢① ❡♦☎✡✂☎✆✁t✂ ✔✇�✐❡� ❡♦☎✆✐✆t✆ ✐☎ ✁ ❛✁✐✟✐☎❣ ♦✍ t✇♦

✂✞✂❡t✟♦☎✆ ♦☎ ✂✁❡� ❡�✁✐☎✠ ♦☎✂ ✆t✂❛❛✂✡ ✝✏ ✌☎✐t✏ ✍✟♦✒ t�✂ ♦t�✂✟✠

✆✂✂ ❋✐❣☞ ✹✕✁✖✗ ✁☎✡ ✁❡❡♦✌☎t✆ ✍♦✟ t�✂ ✁❛❛✂✁✟✁☎❡✂ ♦✍ t✟✐❛✞✂t ❙☛

✐☎✆t✁✝✐✞✐t✏✠ ✐☎✡✌❡✂✡ ✝✏ ☛❉✄ ♦☎✂☞

❖☎ t�✂ ❡♦☎t✟✁✟✏✠ t�✂ t✟✐❛✞✂t ♣① ❡♦☎✡✂☎✆✁t✂ ❡♦☎✆✐✆t✆ ✐☎ t✇♦

✍♦✞✞♦✇✐☎❣ ✂✞✂❡t✟♦☎✆ ♦☎ ♦☎✂ ❡�✁✐☎ ✔✆✂✂ ❋✐❣☞ ✹✕✝✖✗✠ t�✐✆ ❛✁✐✟✐☎❣

✐✆ ☎♦t ✂☎�✁☎❡✂✡ ✝✏ ☛❉✄ ✐☎✆t✁✝✐✞✐t✐✂✆✘ ✐☎ ✍✁❡t✠ ✐t ✐✆ t�✂ ✁☎✁✞♦❣

♦✍ ✆✐☎❣✞✂t ✙ ❡♦☎✡✂☎✆✁t✂✠ ✇�✐❡� ✐✆ ☎♦t ✂✐t�✂✟ ✂☎�✁☎❡✂✡ ✝✏

❙❉✄ ✐☎✆t✁✝✐✞✐t✐✂✆✠ ✁☎✡ ✐✆ t�✂✟✂✍♦✟✂ ✡✐✆✁✡✎✁☎t✁❣✂✡✠ ❡♦✒❛✁✟✂✡

t♦ ❞ ❛✁✐✟✐☎❣☞

❆✆ ❡✁☎ ✝✂ ♦✝✆✂✟✎✂✡ ♦☎ ❋✐❣☞ ✹✠ t✟✐❛✞✂t ❢① ❡♦☎✡✂☎✆✁t✂ ✁✟✂ ☎♦t

✐☎❡♦✒❛✁t✐✝✞✂ ✇✐t� ☛❉✄☞ ❋♦✟ ✐☎✆t✁☎❡✂✠ ♦☎✂ ❡♦✌✞✡ ✂✁✆✐✞✏ ✣❣s

✌✟✂ ♦✌t ✁ ✆✌❡❡✂✆✆✐♦☎ ♦✍ ❡♦☎✡✂☎✆✁t✂✠ ✇✐t� ✁✞t✂✟☎✁t✂ ✆❛✐☎✆✠ ✐☎s

✡✌❡✐☎❣ ✝✁❡❜ ✁ ❣✞♦✝✁✞ ✒♦✡✌✞✁t✐♦☎ ♦✍ t�✂ ❡�✁✐☎✆☞ ❆ ✆✐✒✐✞✁✟

✆❡✂☎✁✟✐♦ ✐✆ ☎♦t ❛♦✆✆✐✝✞✂ ✇✐t� t✟✐❛✞✂t ♣ ❡♦☎✡✂☎✆✁t✂☞

❖☎✂ ✆�♦✌✞✡ ✝✂ ✁✇✁✟✂ t�✁t t�✂ ✆✏✒✒✂t✟✏ ❡✞✁✆✆✐✣❡✁t✐♦☎ ✇✂

�✁✎✂ ✌✆✂✡ ✐✆ ✎✂✟✏ ✆❛✂❡✐✣❡ ♦✍ t�✂ ✞✁✡✡✂✟ ✆✏✆t✂✒✠ ✁☎✡ ❡♦✌✞✡ ☎♦t

✝✂ ✂✑t✂☎✡✂✡ t♦ ✁☎ ✐☎✣☎✐t✂ ☎✌✒✝✂✟ ♦✍ ❡�✁✐☎✆☞ ❚�✂ ✡✐✍✍✂✟✂☎❡✂

✝✂t✇✂✂☎ ♣ ✁☎✡ ❢ ❡♦☎✡✂☎✆✁t✂ ✐✆ ✎✂✟✏ ✆✌✝t✞✂ ✁☎✡ t�✂ ✆✐t✌✁t✐♦☎

❡♦✌✞✡ ✟✂✎✂✁✞ q✌✐t✂ ✡✐✍✍✂✟✂☎t ✐☎ t�✂ ❣✂☎✂✟✁✞ q✌✁✆✐s♦☎✂s

✡✐✒✂☎✆✐♦☎✁✞ ✆✏✆t✂✒✆☞

❱✚✚✛ ❈✜✢❈✤✥✦✚✜✢

✄✂ �✁✎✂ ✐☎✎✂✆t✐❣✁t✂✡ t�✂ ❛�✁✆✂ ✡✐✁❣✟✁✒ ♦✍ ✁ ✞✁✡✡✂✟ ✆✏✆s

t✂✒✠ ✐☎ t�✂ ❍✌✝✝✁✟✡ ✒♦✡✂✞✠ ✇✐t� ✁☎ ✐☎t✂✟❡�✁✐☎ ❡♦✌❛✞✐☎❣ ✧★✠

✌✆✐☎❣ ✍✌☎❡t✐♦☎✁✞ ❘✩ ✒✂t�♦✡✠ ✐☎ t�✂ ❖✪■ ✆❡�✂✒✂☞ ✄✂ �✁✎✂

✐☎t✟♦✡✌❡✂✡ ✁☎ ♦✟✐❣✐☎✁✞ ❛✁✟✁✒✂t✟✐✫✁t✐♦☎ ♦✍ t�✂ ❦✬ ✡✂❛✂☎✡✂☎❡✂✠

✁☎✡ ♦✝t✁✐☎✂✡ ✟✁t�✂✟ ☎✂✇ ✟✂✆✌✞t✆✘ ✐☎ ❛✁✟t✐❡✌✞✁✟✠ ✇✂ �✁✎✂

❛✟♦✎✂✡ t�✂ ✂✑✐✆t✂☎❡✂ ♦✍ ✁ ☎✂✇ ❛�✁✆✂ ✇✐t� ♦☎✞✏ ❙❉✄ ✭✌❡t✌✁s

t✐♦☎✆✠ ✍♦✟ ✆✒✁✞✞ ✂☎♦✌❣� ✎✁✞✌✂✆ ♦✍ ✧★☞ ❋✟♦✒ t�✂ ✡✐✎✂✟❣✂☎❡✂✆ ♦✍

t�✂ ✆❡✁tt✂✟✐☎❣ ❡♦✌❛✞✐☎❣✆✠ ✇✂ ✐☎✡✌❡✂ t�✁t t�✐✆ ❛�✁✆✂ ✐✆ ✡✐✍✍✂✟s

✂☎t ✍✟♦✒ t�✂ ♦☎✂s✡✐✒✂☎✆✐♦☎✁✞ ✆♦✞✌t✐♦☎☞ ❍♦✇✂✎✂✟✠ ✍♦✟ ✎✂✟✏

✆✒✁✞✞ ✎✁✞✌✂✆ ♦✍ ✧★ ✕✧★✮✯✵✶✰
✱✲✖✠ ✇✂ ✣☎✡ t�✂ ✌✆✌✁✞ ♦☎✂s

✡✐✒✂☎✆✐♦☎✁✞ ✝✂�✁✎✐♦✟☞

❖✌✟ ✟✂✆✌✞t✆ ✁✞t♦❣✂t�✂✟ ❛✟♦✎✂ t�✁t t�✂ ❦✬ ✡✂❛✂☎✡✂☎❡✂ ✐✆ ✐✒s

❛♦✟t✁☎t ✁☎✡ ✒✌✆t ✝✂ t✁❜✂☎ ✐☎t♦ ✁❡❡♦✌☎t ✐☎ ✆✌❡� ✁ ✞✁✡✡✂✟ ✆✏✆s

t✂✒☞ ❚�✂ ✍✁❡t t�✁t t�✐✆ ✎✁✟✐✁✝✞✂ ✝✂❡✁✒✂ ✐☎✭✌✂☎t✐✁✞ ✐☎ ✁ ✞✁✡✡✂✟

✡♦✂✆ ☎♦t ✒✂✁☎ t�✁t t�✂ ❡♦✟✟✂✆❛♦☎✡✐☎❣ ❡♦✌❛✞✐☎❣✆ ✳✕✷✴❦✺ ✠

✻✷✴❦✺ ✠✰✖✠ ✂t❡☞✠ ✁✟✂ ✟✂✞✂✎✁☎t☞ ■☎ ✍✁❡t✠ ✐✍ t�✂ ❡✌t♦✍✍ ✯✼✰✠ t�✂✆✂

❡♦✌❛✞✐☎❣✆ ✁✟✂ ✞✂✍t ♦✌t ♦✍ t�✂ ✐☎t✂❣✟✁t✂✡ ✝✁☎✡✠ ✆♦ t�✂✏ ❡♦✌✞✡

♦☎✞✏ ✝✂ ✒✁✟❣✐☎✁✞☞✽✾ ❍♦✇✂✎✂✟✠ t�✂ ✡✐✎✂✟❣✂☎❡✂ t✁❜✂✆ ❛✞✁❡✂ ✁t

✯❝✠ ✇�✐❡� ✐✆ ♦✍ t�✂ ♦✟✡✂✟ ♦✍ ✴❦✺✠ ✁☎✡ t�✐✆ ✂✑❛✞✁✐☎✆ ✇�✏ t�✂✆✂

❡♦✌❛✞✐☎❣✆✠ ✇�✐❡� ✁✟✂ ✆�✐✍t✂✡ ✝✏ ➧✷✴❦✺ ✍✟♦✒ t�✂ ❋✂✟✒✐ ❛♦✐☎t✆✠

�✁✎✂ ✁ ☎♦☎t✟✐✎✐✁✞ ✝✂�✁✎✐♦✟ ✁☎✡ �✁✎✂ t♦ ✝✂ t✁❜✂☎ ✐☎t♦ ✁❡❡♦✌☎t☞

▼♦✟✂♦✎✂✟✠ ✁✆ ✁✞✟✂✁✡✏ ✂✑❛✞✁✐☎✂✡ ✐☎ ❙✂❡t✐♦☎ ■✿ ❇ ✶✠ ✡✌✟✐☎❣ t�✂

✭♦✇✠ t�✂✆✂ ❡♦✌❛✞✐☎❣✆ ✐☎✭✌✂☎❡✂ t�♦✆✂✠ ✇✐t� ✁✞✞ ✒♦✒✂☎t✁ ✁t

t�✂ ❋✂✟✒✐ ❛♦✐☎t✆✠ ✌☎t✐✞ ✯❂✷✴❦✺☞ ❚�✐✆ ✐☎✭✌✂☎❡✂ ✐✆ ✆t✐✞✞ ✆✂☎✆✐s

t✐✎✂✠ ✇�✂☎ t�✂ ✡✐✎✂✟❣✂☎❡✂ t✁❜✂✆ ❛✞✁❡✂☞ ❚�✐✆ ✂✑❛✞✁✐☎✆ ✇�✏ ✇✂

❡♦✌✞✡ ✡✐✆t✐☎❣✌✐✆� ✁ ☎✂✇ ❛�✁✆✂✠ ✇�✐❡� �✁✆ ☎♦t ✏✂t ✝✂✂☎ ♦✝s

✆✂✟✎✂✡ ✝✏ ✌✆✌✁✞ ✒✂t�♦✡✆☞

✄�✂☎ ✧★ ✐✆ ✎✂✟✏ ✞✁✟❣✂✠ �♦✇✂✎✂✟ ✕✍♦✟ ✐☎✆t✁☎❡✂✠ ✧★❀✯✵✖✠

t�✂ ✭♦✇ ❡♦☎t✐☎✌✂✆ ✌❛ t♦ ✯❝❁✈✺✴❦✺ ✕♦t�✂✟✇✐✆✂✠ t�✂ ✐☎t✂s

❣✟✁t✂✡ ✝✁☎✡ ✇♦✌✞✡ ☎♦t ✎✁✟✏ ✒✌❡� ✁☎✡ t�✂ ✟✂☎♦✟✒✁✞✐✫✂✡ ❡♦✌s

❛✞✐☎❣✆ ☎✂✐t�✂✟ ✡✐✍✍✂✟ ✒✌❡� ✍✟♦✒ t�✂✐✟ ✝✁✟✂ ✎✁✞✌✂✆✖✠ ✁☎✡ t�✂

✁✝♦✎✂ ✁✟❣✌✒✂☎t ✁❛❛✞✐✂✆✠ ❛✟♦✎✐☎❣ t�✁t ❡♦✌❛✞✐☎❣✆ ✳✕✷✴❦✺ ✠

✻✷✴❦✺ ✠✰✖✠ ✂t❡☞✠ ✁✟✂ ✒✁✟❣✐☎✁✞ ♦✟ ✐✟✟✂✞✂✎✁☎t☞ ■☎ t�✁t ❡✁✆✂✠ ❦✬ ✁✟✂

☎♦t ✐☎✭✌✂☎t✐✁✞✠ ✁☎✡ ♦✌✟ ✟✂✆✌✞t✆ ❡♦✐☎❡✐✡✂ ✐☎✡✂✂✡ ✇✐t� ✍♦✟✒✂✟

❡✁✞❡✌✞✁t✐♦☎✆☞

✄✂ �✁✎✂ ✁✞✆♦ ❣✐✎✂☎ ✁ ✡✂t✁✐✞✂✡ ❡✞✁✆✆✐✣❡✁t✐♦☎ ♦✍ t�✂ ✟✂s

✆❛♦☎✆✂ ✍✌☎❡t✐♦☎✠ ✇�✐❡� ❛✟♦✎✐✡✂✆ ✁ ❡♦☎✎✂☎✐✂☎t t♦♦✞ ✍♦✟ t�✂

✡✂t✂✟✒✐☎✁t✐♦☎ ♦✍ ♦✟✡✂✟ ❛✁✟✁✒✂t✂✟✆ ✁☎✡ ♦✍ ✟✂✞✁t✂✡ ✆✌✆❡✂❛t✐✝✐✞✐s

t✐✂✆✠ ❡♦✟✟✂✆❛♦☎✡✐☎❣ t♦ ✡✐✍✍✂✟✂☎t ✐☎✆t✁✝✐✞✐t✏ ❛✟♦❡✂✆✆✂✆☞

✄✂ ✁✟✂ ❛✟♦❡✂✂✡✐☎❣ ☎♦✇ t♦ ✁ ❡♦✒❛✞✂t✂ ✆t✌✡✏ ♦✍ t�✂ ✞♦☎❣

✟✁☎❣✂ ❡♦✟✟✂✞✁t✐♦☎✆✠ ✁☎✡ ✐☎ ❛✁✟t✐❡✌✞✁✟✠ ♦✍ t�✂ ✌☎✐✍♦✟✒ ✆✌✆❡✂❛s

t✐✝✐✞✐t✏☞ ❚�✐✆ t✁✆❜ �♦✇✂✎✂✟ ❛✟♦✎✂✆ q✌✐t✂ ✡✐✍✣❡✌✞t✠ ✝✂❡✁✌✆✂ ♦✍

t�✂ ❦✬ ✡✂❛✂☎✡✂☎❡✂✠ ✇�✐❡� �✁✆ t♦ ✝✂ ❡✁✟✂✍✌✞✞✏ t✁❜✂☎ ✐☎t♦ ✁❡s

❡♦✌☎t☞ ✄✂ ✂✑❛✂❡t t�✁t t�✂ ✆❛✐☎s❣✁❛ ✇✐✞✞ ✐☎✡✂✂✡ ✡✐✆✁❛❛✂✁✟ ✐☎

t�✂ ❙❉✄ ❛�✁✆✂ ✇✂ �✁✎✂ ✝✟♦✌❣�t t♦ ✂✎✐✡✂☎❡✂☞

✄✂ �✁✎✂ ✁✞✆♦ ✐☎✎✂✆t✐❣✁t✂✡ t�✂ ✐☎✭✌✂☎❡✂ ♦✍ ✐☎t✂✟❡�✁✐☎ ✆❡✁ts

t✂✟✐☎❣✠ ✁☎✡ ✆�♦✇✂✡ t�✁t ✁ ✝✁❡❜✇✁✟✡ ✐☎t✂✟❡�✁✐☎ ✆❡✁tt✂✟✐☎❣ ❡✁☎

✟✁✐✆✂ t✟✐❛✞✂t ✆✌❛✂✟❡♦☎✡✌❡t✐✎✐t✏✠ ✁ ✟✂✆✌✞t ❡♦☎✆✐✆t✂☎t ✇✐t� t�✂

❡♦☎❡✞✌✆✐♦☎✆ ♦✍ ✁ ❛✟✂✎✐♦✌✆ ✇♦✟❜ ✝✏ ❇♦✌✟✝♦☎☎✁✐✆ ❃✧ ❄❅❊✽●❏❑✵ ♦☎

❡♦✟✟✂✞✁t✂✡ q✌✁✆✐s♦☎✂s✡✐✒✂☎✆✐♦☎✁✞ ✒✂t✁✞✆☞ ❚�✂ ✁❛❛✂✁✟✁☎❡✂ ♦✍

t✟✐❛✞✂t ❙☛ ✐☎ ✁ ✞✁✡✡✂✟ ✐✆ ✁ ✎✂✟✏ ✂✑❡✐t✐☎❣ ✁☎✡ ❛✟♦✒✐✆✐☎❣ ✟✂✆✌✞t✠

✆✐☎❡✂ ✎✁✟✐♦✌✆ ✁✌t�♦✟✆✲✵❏✲▲ ❡✞✁✐✒ t♦ �✁✎✂ ✍♦✌☎✡ ✂✑❛✂✟✐✒✂☎t✁✞

✂✎✐✡✂☎❡✂ ♦✍ t�✂✆✂ ✐☎✆t✁✝✐✞✐t✐✂✆☞ ◆✎✂☎ t�✂ ☎✁✟✟♦✇☎✂✆✆ ♦✍ t�✂

t✟✐❛✞✂t ❙☛ ✂✑✐✆t✂☎❡✂ ✟✂❣✐♦☎ ✆✂✂✒✆ t♦ ✣t t�✂ ✂✑❛✂✟✐✒✂☎t✁✞ ✡✁t✁✠

✇�✐❡� ✟✂❛♦✟t �✐❣� ✆✂☎✆✐t✐✎✐t✏ ♦✍ t�✂✆✂ ✭✌❡t✌✁t✐♦☎✆ t♦ ✆♦✒✂

❜✂✏ ❛✁✟✁✒✂t✂✟✆☞ ❚�✐✆ ✇♦✟❜ ❣✁✐☎✆ t♦ ✝✂ ❡♦✒❛✁✟✂✡ ✇✐t� t�✂

❛✟✂✎✐♦✌✆ ✇♦✟❜ ♦✍ ✿✁✟✒✁ ❃✧ ❄❅❊✠ ✇�♦ ✡✐✡ ✆✐✒✐✞✁✟

✐☎✎✂✆t✐❣✁t✐♦☎✆☞✲✽

P❈◗✢✜❯✤❲❳❨❩❲✢❬✦

✄✂ ✇♦✌✞✡ ✞✐❜✂ t♦ t�✁☎❜ ❭☞ ❉✌❛✌✐✆✠ ❙☞ ❍✁✡✡✁✡✠ ✁☎✡ ❇☞

❉♦✌❪♦t ✍♦✟ ✍✟✌✐t✍✌✞ ✡✐✆❡✌✆✆✐♦☎✆ ✁☎✡ ✁✡✎✐❡✂☞ ❫☞☛☞❭☞ ✇✐✆�✂✆ t♦

❴❵❤❥ ❧♠❥ ❴♥r✉ r② ③④⑤ ⑥⑦⑥⑧⑤⑨③⑩❶⑩♥⑩③⑩⑤⑥❷ ❸❹❺❻❥❻❼ ❽❾❿

➀➌ ➁➂➃❺❻❥➄➅❥

➆➇➈➆➉➊➋❵➍❵❷ ➎❵➍➏➐➑❷ ➆➎➒ ➓➔➈❵→❵➐➈ ➣➓↔↕❵➍➆➑ ➈➐➋❵➐➙ ➇ ➛➜❷ ❻➝➅❧❼❻ ➞❼❻❻➅➟

❻➝➅❧❼❻➠❧➝
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renormalisation avec la dépendance en k‖

t�✁✂✄ t�☎ ●✆tt✝✞☎✟ ❉✁✞✠✝☎✡✲ ✉✂☛ ❑✁✡✝ ❇☎✂☞✲✌t✞✍t✉✂✎ ✍✆✡ ♣✁✡✲
t✞✁✝ s✉♣♣✆✡t✏

❆✑✑✒✓✔✕✖ ❆✿ ❈✗✘✑✙✕✓✚✛
✶✜ ❚✇♦✢✣✤✥✦✧★✩✪ ★♦❝✣✩✧✫✬✭

❍☎✡☎ ✁✡☎ t�☎ ☛☎❞✂✞t✞✆✂s ✆✍ t�☎ ☛✞✍✍☎✡☎✂t ✮✆✉♣✝✞✂✎s ❣✱ ✍✡✆✠
t�☎ t✯✆✲♣✁✡t✞✮✝☎ ♣✁✡✁✠☎t☎✡ ✰ ✳✁✝s✆ s☎☎ ❋✞✎✏ ✴✵✷✸
❣✹✳✺✻✱✺✼✱✺✼✽✱✺✻✽✷ ❂ ✰✳❦❢✹ ✾ ✺✻✱❀ ❦❢✹ ✾ ✺✼✱❀ ❦❢✹ ✾ ✺✼✽✱❦❢✹ ✾ ✺✻✽✷✱

❣❁✳✺✻✱✺✼✱✺✼✽✱✺✻✽✷ ❂ ✰✳❦❢❁ ✾ ✺✻✱❀ ❦❢❁ ✾ ✺✼✱❀ ❦❢❁ ✾ ✺✼✽✱❦❢❁ ✾ ✺✻✽✷✱

❣❢✹✳✺✻✱✺✼✱✺✼✽✱✺✻✽✷ ❂ ✰✳❦❢✹ ✾ ✺✻✱❀ ❦❢❁ ✾ ✺✼✱❀ ❦❢❁ ✾ ✺✼✽✱❦❢✹ ✾ ✺✻✽✷✱

❣❢❁✳✺✻✱✺✼✱✺✼✽✱✺✻✽✷ ❂ ✰✳❦❢❁ ✾ ✺✻✱❀ ❦❢✹ ✾ ✺✼✱❀ ❦❢✹ ✾ ✺✼✽✱❦❢❁ ✾ ✺✻✽✷✱

❣❃✹✳✺✻✱✺✼✱✺✼✽✱✺✻✽✷ ❂ ✰✳❦❢✹ ✾ ✺✻✱❀ ❦❢✹ ✾ ✺✼✱❀ ❦❢❁ ✾ ✺✼✽✱❦❢❁ ✾ ✺✻✽✷✱

❣❃❁✳✺✻✱✺✼✱✺✼✽✱✺✻✽✷ ❂ ✰✳❦❢❁ ✾ ✺✻✱❀ ❦❢❁ ✾ ✺✼✱❀ ❦❢✹ ✾ ✺✼✽✱❦❢✹ ✾ ✺✻✽✷✱

❣❜✹✳✺✻✱✺✼✱✺✼✽✱✺✻✽✷ ❂ ✰✳❦❢✹ ✾ ✺✻✱❀ ❦❢❁ ✾ ✺✼✱❀ ❦❢✹ ✾ ✺✼✽✱❦❢❁ ✾ ✺✻✽✷✱

❣❜❁✳✺✻✱✺✼✱✺✼✽✱✺✻✽✷ ❂ ✰✳❦❢❁ ✾ ✺✻✱❀ ❦❢✹ ✾ ✺✼✱❀ ❦❢❁ ✾ ✺✼✽✱❦❢✹ ✾ ✺✻✽✷✏
❄�☎ ✡☎✝✁t✞✆✂s ✟☎t✯☎☎✂ t�☎ ☛✞✍✍☎✡☎✂t ✡☎♣✡☎s☎✂t✁t✞✆✂s ✮✁✂ ✟☎
✍✆✉✂☛ ✞✂ ❘☎✍s✏ ❅❊ ✆✡ ■❏✏ ❍☎✡☎✱ t�☎▲ ✡☎☛✉✮☎ t✆

❣▼ ❂ ❀ ❣✻ ❀ ❣✼✱

❣❃ ❂ ❣✻ ❀ ❣✼✱ ✳◆✴✷

❣❖ ❂ ❣✼ ❀ ❅❣✻✱

❣❙ ❂ ❣✼✏ ✳◆❅✷

P✜ ✗✦◗✪✥ ★♦❝✣✩✧✫✬✭
❍☎✡☎ ✁✡☎ t�☎ ☛☎❞✂✞t✞✆✂s ✆✍ t�☎ ☛✞✍✍☎✡☎✂t ✮✆✉♣✝✞✂✎s ③✱ ✍✡✆✠

t�☎ ✮✆✉♣✝✞✂✎s t✆ ☎❡t☎✡✂✁✝ ❞☎✝☛s ❩✏ ✳✌☎☎ ✁✝s✆ ❋✞✎✏ ✴❯✏✷

❲☎ ✆✠✞t t�☎ s♣✞✂ ✞✂☛☎❡ ❱ ✁✂☛ t�☎ s▲✠✠☎t✡▲ ✞✂☛☎❡ ❳✱ ✁✂☛
✉s☎ t�☎ ✂✆t✁t✞✆✂ ☎❡♣✝✁✞✂☎☛ ✍✉✡t�☎✡ ✞✂ ◆♣♣☎✂☛✞❡ ❨ ✴✏ ❘☎✠☎✠✲
✟☎✡ t�✁t ❳❂❬ ✱❭ ✱❣ ✍✆✡ ❱❂❬ ✳s✞✂✎✝☎t✷ ✁✂☛ ❳❂✺✱ ❪ ✍✆✡ ❱❂❫ ✳t✡✞♣✲
✝☎t✷✏ ❄�☎ s▲✠✠☎t✡▲ ✳❬✱ ❭①❴❵②❴✱ ❣✱ ✺①✱ ❪①✱ ✆✡ ❪②✷ ✁♣♣✝▲✞✂✎ t✆ ☎✁✮�
✆✂☎ ✞s ☛☎t✁✞✝☎☛ ✞✂ t�☎ ✠✁✞✂ t☎❡t✸

③✹❛❤✳✺✻✱✺✼✱q✷ ❂ ❩❛❤➀❀ ❦❢✹ ✾ ✺✻✱❦❢✹ ✾ ✺✼✱✳q✱✐✷✱✐❷✱

③❁❛❤✳✺✻✱✺✼✱q✷ ❂ ❩❛❤➀❀ ❦❢❁ ✾ ✺✻✱❦❢❁ ✾ ✺✼✱✳q✱✐✷✱❥❷✱

③❧❛❤✳✺✻✱✺✼✱q✷ ❂ ❩❛❤♠❀ ❦❢❁ ✾ ✺✻✱❦❢✹ ✾ ✺✼✱♥q✱
❥
r ✈✱✐④✱

③❵❛❤✳✺✻✱✺✼✱q✷ ❂ ❩❛❤♠❀ ❦❢✹ ✾ ✺✻✱❦❢❁ ✾ ✺✼✱♥q✱
❥
r ✈✱❥④✱

③✹⑤⑥✳✺✻✱✺✼✱q✷ ❂ ❩⑤⑥➀❀ ❦❢✹ ✾ ✺✻✱❦❢✹ ✾ ✺✼✱✳q ❀ ❅❦❢✹✱✐✷✱✐❷✱

⑦⑧⑨⑩ ❶❸⑩ ❹❺❻❼❽❾❿➁❺ ➂❼➃➄➁❿➁➅➄➆ ➅➇ ❿❻❼ ❺➅➈➉➊➁➄➋➆ ➌⑩

⑦⑧⑨⑩ ❶➍⑩ ❹❺❻❼❽❾❿➁❺ ➂❼➃➄➁❿➁➅➄➆ ➅➇ ❿❻❼ ❺➅➈➉➊➁➄➋➆ ➎⑩

➏➐➑➒➏➓➔→⑧➣➔↔⑧➒➑↕⑨➏➒➙➛ ➜➔→➜➙→➔↔⑧➒➑❹ ➝⑧↔➞➟ ➛➞➠❹⑧➜➔→ ➏➐➡⑧➐➝ ➢ ➤P➥ ➦➧➨❶➩➦ ➫➩➦➦➨➭

➦➧➨❶➩➦↕❶➨

187



renormalisation avec la dépendance en k‖

③✄❉�✁♣✶✱♣✷✱q✂ ❂ ❩❉�➀✕ ❦❢✄ ✰ ♣✶✱❦❢✄ ✰ ♣✷✱✁q ✕ ☎❦❢✄✱✆✂✱✝❷✱

③✞❉�✁♣✶✱♣✷✱q✂
❂ ❩❉�✎✕ ❦❢✄ ✰ ♣✶✱❦❢✵ ✰ ♣✷✱✟q ✕ ❦❢✵ ✕ ❦❢✄✱ ✝❜ ✠✱✆✏✱

③✡❉�✁♣✶✱♣✷✱q✂
❂ ❩❉�✎✕ ❦❢✵ ✰ ♣✶✱❦❢✄ ✰ ♣✷✱✟q ✕ ❦❢✵ ✕ ❦❢✄✱ ✝❜ ✠✱✝✏✳

❆☛☛☞✌✍✑✒ ❇✿ ❘● ☞◗✓❆❚✑✔✌✖
❲❡ ❣✗✘❡ ❤❡✙❡ t❤❡ ❞❡t✚✗✛❡❞ ✜✢ ❡✣✤✚t✗✥✦✧✳

★✩ ✪ ❝✫✬✭✮✯✲✴✸
❍❡✙❡ ✚✙❡ t❤❡ ✜✢ ❡✣✤✚t✗✥✦✧ ✹✥✙ t❤❡ ✺✥✤✻✛✗✦❣✧ ✼✱ ✗✦ ✁✽ ✱ ❧ ✱ ♣✂

✙❡✻✙❡✧❡✦t✚t✗✥✦✳ ✾❤❡ ✧✻✗✦ ❞❡✻❡✦❞❡✦✺❡ ✗✧ ❣✗✘❡✦✱ ✹✥✙ ✚✛✛ t❡✙❀✧✱
❁❃

❄✼❅
❄❈ ❂❊❋■❏ ✼❋✁❑❅

❋❏ ✰ P❅❋❏✂✼❏✱

✇❤❡✙❡ ❑ ✚✦❞ P ✺✥✙✙❡✧✻✥✦❞✱ ✙❡✧✻❡✺t✗✘❡✛❃✱ t✥ t❤❡ ▲✥✥✻❡✙ ✚✦❞
▼❡✗❡✙✛✧ ✺❤✚✦✦❡✛✧✱ ✚✦❞ ✚✙❡ ❣✗✘❡✦✱ ✗✦ t❤❡ ✼◆✥✛✥❣❃ ✙❡✻✙❡✧❡✦t✚◆
t✗✥✦✱ ❁❃

❑✶ ❂ ✕ ❖✆ ❙
❙ ✆ ❯✱ ❑✷ ❂ ✕ ❖❙ ✆

✆ ❙ ❯✱

P✶ ❂ ❖ ☎ ✕ ❙
✕ ❙ ✆ ❯✱ P✷ ❂ ❖✆ ✆

✆ ✕ ❙ ❯✱

✧❡❡✱ ✹✥✙ ✗✦✧t✚✦✺❡✱ ✜❡✹✧✳ ☎❱✱ ❳❨✱ ✚✦❞ ❳❳✳ ❬✦ t❤❡ ✹✥✛✛✥✇✗✦❣ ❡✣✤✚◆
t✗✥✦✧✱ ✚✛✛ t✇✥ ❭✙✧t t❡✙❀✧ ✚✙❡ ▲✥✥✻❡✙ ✥✦❡✧✱ ✇❤❡✙❡✚✧ ✚✛✛ t✇✥
✛✚✧t t❡✙❀✧ ✚✙❡ ▼❡✗❡✙✛✧ ✥✦❡✧♦ ✧✥✱ ✇❡ ✥❀✗t t❤❡ ✧✻✗✦ ❞❡✻❡✦❞❡✦✺❡✱
✇❤✗✺❤ ✗✧ ❣✗✘❡✦ ❁❃ t❤❡ ✚❁✥✘❡ ❡✣✤✚t✗✥✦✧✱ ✹✥✙ ❡✚✺❤ t❡✙❀✳ ❪✦❡
❣❡t✧

❄✼➌✵
❄❈ ✁✽✱❧✱♣✂ ❂ ❫

❴❫ ✰ ❳❵✽❵❛❊➧ ✼➌✵✐✽✱ ❥ ♠❫ ✰ ❵✽❵
☎ ♥ ✰ ❧ ✰ ♣

☎ ✱ r ♠❫ ✰ ❵✽❵
☎ ♥ ✰ ❧ ✰ ♣

☎ s✼➌✵✐✽✱ r ♠❫ ✰ ❵✽❵
☎ ♥ ✰ ❧ ✕ ♣

☎ ✱ r ♠❫ ✰ ❵✽❵
☎ ♥ ✕ ❧ ✕ ♣

☎ s

✰ ❊➧ ✼➌✉✵✐✽✱ ❥ ♠❫ ✰ ❵✽❵
☎ ♥ ✰ ❧ ✰ ♣

☎ ✱ r ♠❫ ✰ ❵✽❵
☎ ♥ ✰ ❧ ✰ ♣

☎ s✼➌✉✄✐✽✱ r ♠❫ ✰ ❵✽❵
☎ ♥ ✰ ❧ ✕ ♣

☎ ✱ r ♠❫ ✰ ❵✽❵
☎ ♥ ✕ ❧ ✕ ♣

☎ s✈

✰ ❫
❴❫ ✰ ❳❵♣❵❛❊➧ ✼➌✵✐r♠❫ ✰ ❵♣❵

☎ ♥ ✰ ✽ ✰ ❧
☎ ✱ ❥ ♠❫ ✰ ❵♣❵

☎ ♥ ✰ ✽ ✰ ❧
☎ ✱♣s✼➌✵✐r♠❫ ✰ ❵♣❵

☎ ♥ ✰ ✽ ✕ ❧
☎ ✱ r ♠❫ ✰ ❵♣❵

☎ ♥

✕ ✽ ✕ ❧
☎ ✱♣s✈ ✰ ❫

❴❫ ✰ ❳❵♣ ✰ ☎①❦❢❵❛❊➧ ✼➌②✵✐r♠❫ ✰ ❵♣ ✰ ☎①❦❢❵
☎ ♥ ✰ ✽ ✰ ❧

☎ ✕ ①❦❢✱ ❥ ♠❫ ✰ ❵♣ ✰ ☎①❦❢❵
☎ ♥ ✰ ✽ ✰ ❧

☎

✕ ①❦❢✱♣s✼➌②✄✐r♠❫ ✰ ❵♣ ✰ ☎①❦❢❵
☎ ♥ ✰ ✽ ✕ ❧

☎ ✰ ①❦❢✱ r ♠❫ ✰ ❵♣ ✰ ☎①❦❢❵
☎ ♥ ✕ ✽ ✕ ❧

☎ ✰ ①❦❢✱♣ ✰ ☎①❦❢s✈ ✱

❄✼➌ ❢✵
❄❈ ✁✽✱❧✱♣✂ ❂ ❫

❴❫ ✰ ❳❵✽❵❛❊➧ ✼➌ ❢✵✐✽✱ ❥ ♠❫ ✰ ❵✽❵
☎ ♥ ✰ ❧ ✰ ♣

☎ ✱ r ♠❫ ✰ ❵✽❵
☎ ♥ ✰ ❧ ✰ ♣

☎ s✼➌ ❢✵✐✽✱ r ♠❫ ✰ ❵✽❵
☎ ♥ ✰ ❧ ✕ ♣

☎ ✱ r ♠❫ ✰ ❵✽❵
☎ ♥

✕ ❧ ✕ ♣
☎ s✈ ✰ ❫

❴❫ ✰ ❳❵✽ ✰ ☎①❦❢❵❛❊➧ ✼➌②✵✐✽✱ ❥ ♠❫ ✰ ❵✽ ✰ ☎①❦❢❵
☎ ♥ ✰ ❧ ✰ ♣

☎ ✕ ①❦❢✱ r ♠✽❫ ✰ ❵✽ ✰ ☎①❦❢❵
☎ ♥ ✰ ❧ ✰ ♣

☎

✕ ①❦❢s✼➌②✄✐✽ ✰ ☎①❦❢✱ r ♠❫ ✰ ❵✽ ✰ ☎①❦❢❵
☎ ♥ ✰ ❧ ✕ ♣

☎ ✰ ①❦❢✱ r ♠❫ ✰ ❵✽ ✰ ☎①❦❢❵
☎ ♥ ✕ ❧ ✕ ♣

☎ ✰ ①❦❢s✈

✰ ❫
❴❫ ✰ ❳❵♣❵❛❊➧ ✼➌ ❢✵✐r♠❫ ✰ ❵♣❵

☎ ♥ ✰ ✽ ✰ ❧
☎ ✱ ❥ ♠❫ ✰ ❵♣❵

☎ ♥ ✰ ✽ ✰ ❧
☎ ✱♣s✼➌❢✵✐r♠❫ ✰ ❵♣❵

☎ ♥ ✰ ✽ ✕ ❧
☎ ✱ r ♠❫ ✰ ❵♣❵

☎ ♥

✕ ✽ ✕ ❧
☎ ✱♣s ✰ ❊➧ ✼➌✉✵✐r♠❫ ✰ ❵♣❵

☎ ♥ ✰ ✽ ✰ ❧
☎ ✱ ❥ ♠❫ ✰ ❵♣❵

☎ ♥ ✰ ✽ ✰ ❧
☎ ✱♣s✼➌✉✄✐r♠❫ ✰ ❵♣❵

☎ ♥ ✰ ✽ ✕ ❧
☎ ✱ r ♠❫ ✰ ❵♣❵

☎ ♥

✕ ✽ ✕ ❧
☎ ✱♣s✈ ✱

④⑤⑥④⑦⑧⑨⑩❶⑩❸ ❹⑩❶❺❻❼❸ ④❹❽ ❾❿⑥⑩➁⑩❻⑥ ➂❾➃➄⑩❶④❼ ⑥❻⑨⑩❻➅ ⑤ ➆➇❸ ➈➉➊➋➍➈ ➎➍➈➈➊➏
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❞�➌t✵
❞✁ ✂❝✱❧✱♣✄ ❂ ✔

✽✔ ✰ ☎✓❝✓✆✝➧ �➌✵✎❝✱ ✞ ✟✔ ✰ ✓❝✓
✷ ✠ ✰ ❧ ✰ ♣

✷ ✱ ✡ ✟✔ ✰ ✓❝✓
✷ ✠ ✰ ❧ ✰ ♣

✷ ✏�➌t✵✎❝✱ ✡ ✟✔ ✰ ✓❝✓
✷ ✠ ✰ ❧ ✕ ♣

✷ ✱ ✡ ✟✔ ✰ ✓❝✓
✷ ✠ ✕ ❧ ✕ ♣

✷ ✏

✰ ✝➧ �➌t✵✎❝✱ ✞ ✟✔ ✰ ✓❝✓
✷ ✠ ✰ ❧ ✰ ♣

✷ ✱ ✡ ✟✔ ✰ ✓❝✓
✷ ✠ ✰ ❧ ✰ ♣
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renormalisation avec la dépendance en k‖
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➞➙➟↕➇ Ô➚➍ ➯➪✃➪ ➭➯➳➳➳➵➇Õ➣➇ ➞➡→➻ ➌→➛ Ö➇ ➘×➾➟➒➋➍ ➞➙➟↕➇ ➠➡➢➇ ➽ ØÙ➍ ÚÛ➩ ➭➯➳➳Û➵➇Ü➓➇ Ý➐➌➋➌➑➻➙➐ ➌→➛ ➏➇ Ö➇ ➘➻➙➊➾➉➍ Ö➇ ➞➙➟↕➇ ➭❰➑➌→➻➡➵ ØÞ➍ ➶➯➳ ➭➯➳➶➶➵➇

ß➆➇ ➓↕➊➻➙➐➐➉➊➍ ➞➇ Ó➒→➒➙➊➡➍ ➜➇ ➘➊➉➊➋➊➑➌➍ ➌→➛ ➓➇ Ý➐➌➋➌➑➻➙➐➍ ➺➊➑➇
➞➙➟↕➇ Ö➇ ➽ ÙÞ➍ ➯➶➪ ➭✃ÛÛ➯➵➇àÖ➇ ↔➇ ➣➐↕➙➐→➡ ➌→➛ ➣➇ ➜➒→➡➋➐➝↕➊➍ Ö➇ ➞➙➟↕➇ ➘➒➻➇ ÖÒ→➇ Ô➥➍ ➯Ú➯➩
➭➯➳➳➶➵➇á➣➇ ➤➡ ➏➊➑➍ ➞➙➟↕➇ ➠➡➢➇ ➽ Ô➦➍ ➯➫➪➯➯Û ➭✃ÛÛ➯➵➇➅â➘➇ ➏➌➛➛➌➛➍ ➘➇ ➼➙➌➑ãä➣➌➛➛➒➊➑➍ ➆➇ ➏➡➑➐➝➐➡➑➍ ➌→➛ ➠➇ ➽➡→→➌➻➡➊➑➍ Ö➇
➞➙➟↕➇ ↔å Ùæ➍ ➨ ➭✃ÛÛÛ➵➇➅➅➺➇ Ó➌➴➒➝➝➒➍ Ö➇ ➠➐➡➑➌➍ ➌→➛ Ó➇ ➘➻➌➾➌Ò➐→➒➍ ➞➙➟↕➇ ➠➡➢➇ ➽ Øç➍ ➪Ú➩➩
➭➯➳➳✃➵➇

➈➽➠➈➆èå↔➼↔➍ ❒↔➼➣➺➤➍ ➈❒Ó ➏é➠↔➓↔➺➠ ➞➏➜➘↔➼➈➤ ➠➺å↔➺ê ➽ ➥➚➍ Û➩➪➯✃Û ➭✃ÛÛ➪➵

Û➩➪➯✃Ûä✃Û
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renormalisation avec la dépendance en k‖

✶�▼✁ ❋✂✄☎✆✝✆✞✟ P✠✡☛✁ ❘☞✌✁ ❇ ✹✍✟ ✎✏✑✒✑ ✓✎✔✔✒✕✁
✶✖❉✁ ❱✁ ❑✠✌☞☛✠✗✠☞✘✙✞ ✂✘❛ ❚✁ ▼✁ ❘✆✗☞✟ P✠✡☛✁ ❘☞✌✁ ❇ ✺✚✟ ✷✏✷

✓✎✔✔✒✕✁
✶✛❚✁ ❇✂☎✘☞☛✟ ❊✁ ❉✂✜✞✢✢✞✟ ❏✁ ❘✆☞☎✂✟ ✂✘❛ ❊✁ ❙✁ ❙✣✂✘☛✞✘✟ P✠✡☛✁ ❘☞✌✁ ❇

✹✤✟ ✒✎✔✸ ✓✎✔✔✒✕✁
✶✥❍✁✦❍✁ ▲✆✘✟ ▲✁ ❇✂✧☞✘✢☛✟ ✂✘❛ ▼✁ P✁ ❆✁ ❋✆☛✠☞☎✟ P✠✡☛✁ ❘☞✌✁ ❇ ✺★✟ ✸✏✸✔

✓✎✔✔✩✕✁
✶✪❆✁ ▼✁ ❋✆✘✙☞✧✫☛✢☞✆✘ ✂✘❛ ❆✁ ■✁ ▲✂☎✙✆✘✟ P✠✡☛✁ ❘☞✌✁ ❇ ✹✤✟ ✎✬✭✸✎

✓✎✔✔✒✕✁
✶✮❍✁ ❏✁ ❙✗✠✯✧✝✟ P✠✡☛✁ ❘☞✌✁ ❇ ✺✰✟ ❘✷✔✏✔ ✓✎✔✔✸✕✁
✶✱❊✁ ❖☎✆✜✘✂✗ ✂✘❛ ❚✁ ●✆✂✲✂☎✗✠✆✟ P✠✡☛✁ ❘☞✌✁ ❇ ✺★✟ ✩✎✸✩ ✓✎✔✔✩✕✁
✶✳❑✁ ❑✯☎✞✙✆ ✂✘❛ ❍✁ ❆✞✙✆✟ P✠✡☛✁ ❘☞✌✁ ▲☞✢✢✁ ✤✼✟ ✷✔✭✩ ✓✎✔✔✭✕✁
�✴❉✁ ❱✁ ❑✠✌☞☛✠✗✠☞✘✙✞✟ P✠✡☛✁ ❘☞✌✁ ❇ ✺✚✟ ✒✑✬ ✓✎✔✔✒✕✁
�✶❉✁ ❏✁ ❙✗✂✧✂✵✆✘✞✟ ❏✁ ▲✞✣ ❚☞✲✵✁ P✠✡☛✁ ✻✻✤✟ ✎✩✔ ✓✎✔✔✔✕✁
��❘✁ ▼✁ ◆✞✂✗✙✟ ❙✁ ❘✁ ❲✠✆✢☞✟ ✂✘❛ ❉✁ ❏✁ ❙✗✂✧✂✵✆✘✞✟ P✠✡☛✁ ❘☞✌✁ ▲☞✢✢✁

✤✰✟ ✑✑✷ ✓✎✔✔✭✕✁
�✖❏✁ ■✁ ❑✆☛✠✆✘☞ ✂✘❛ ❑✁ ❨✞✘☞✲✆✢☛✯✟ ❏✁ P✠✡☛✁ ❙✞✗✁ ❏✵✘✁ ★✤✟ ✷✏✔✬

✓✎✔✔✑✕✁
�✛❨✁ P✂☎✙✟ ❙✁ ▲✆✂✘✜✟ ✂✘❛ ❚✁ ❑✁ ▲☞☞✟ P✠✡☛✁ ❘☞✌✁ ❇ ✺✽✟ ✷✏✑✩ ✓✎✔✔✔✕✁
�✥❲✁ ▼☞✢✝✘☞☎✟ ❈✁ ❈✂☛✢☞✧✧✂✘✆✟ ✂✘❛ ❈✁ ❉✆ ❈✂☛✢☎✞✟ ❆❛✌✁ P✠✡☛✁ ✹✤✟ ✒✎✩

✓✎✔✔✑✕✁
�✪❈✁ ❍✞✘☞☎✙✂✲✵✟ P✠✁❉✁ ✢✠☞☛✆☛✟ ◆✂✢✯☎✣✆☛☛☞✘☛✗✠✂✾✢☞✘ ❊❚❍ ❩✿☎✆✗✠✟

◆☎✁ ✎✒✑✸✑✟ ✷✬✬✬✁
�✮❈✁ ❍✂✧✄✞✢✠✟ P✠✁❉✁ ✢✠☞☛✆☛✟ ❘❲❚❍ ❆✂✗✠☞✘✟ ✎✔✔✔✁
�✱❘✁ ❙✠✂✘✙✂☎✟ ❘☞✌✁ ▼✞❛✁ P✠✡☛✁ ★★✟ ✎✷✔ ✓✎✔✔✭✕✁
�✳❈✁ ❇✞✯☎✄✞✘✘✂✆☛ ✂✘❛ ❘✁ ❉✯✵☎✂✢✟ ❇✯✧✧✁ ❆✲✁ P✠✡☛✁ ❙✞✗✁ ✹✽✟ ✎✩✔

✓✷✬✬✭✕✁
✖✴❏✁ ❈✁ ◆✆✗✙☞✧✟ ❘✁ ❉✯✵☎✂✢✟ ❈✁ ❇✞✯☎✄✞✘✘✂✆☛✟ ✂✘❛ ◆✁ ❉✯✵✯✆☛✟ ✗✞✘❛✦

✲✂✢♠✬✏✬✷✸✎✭✁
✖✶❙✁ ❉✯☛✯☞✧✟ ❋✁ ❱✁ ❛☞ ❆✄☎☞✯✟ ✂✘❛ ❇✁ ❉✞✯❀✞✢✟ P✠✡☛✁ ❘☞✌✁ ❇ ★✺✟

✬✔✭✏✬✏ ✓✷✬✬✷✕✁

✖�❏✁ ❙❁✧✡✞✲✟ ❆❛✌✁ P✠✡☛✁ ✼✍✟ ✷✬✎ ✓✎✔✩✔✕✁
✖✖❈✁ ❍✞✘☞☎✙✂✲✵✟ ▼✁ ❙✂✧✲✠✞✾☞☎✟ ◆✁ ❋✯☎✯✙✂✣✂✟ ✂✘❛ ❚✁ ▼✁ ❘✆✗☞✟

P✠✡☛✁ ❘☞✌✁ ❇ ★✰✟ ✬✒✏✎✬✔ ✓✷✬✬✎✕✁
✖✛❇✁ ❇✆✘✝✟ ❉✁ ❇✂☞☎✆☛✣✡✧✟ ✂✘❛ ❇✁ ❉✞✯❀✞✢✟ ❆✘✘✁ P✠✡☛✁ ✓◆✁❨✁✕ ✻✼✟ ✩✬✭

✓✷✬✬✒✕✁
✖✥❈✁ ❇✞✯☎✄✞✘✘✂✆☛✟ ✆✘ ❂❃❄♦❅◗❯❳ ❬❅❃❭❄❪❫❃❴❅◗ ❵❭❄❜❴♦❅❝ ❪❅❞ ❡❴◗❢❣❤✐

❂❥❦❭❄❫♦❅❞❥❫❃❴❧❴❃❳✟ ☞❛✆✢☞❛ ✄✡ ❇✁ ❉✞✯❀✞✢ ✂✘❛ ❏✁ ❩✆✘✘✦❏✯☛✢✆✘✟ ▲☞☛

❍✞✯✗✠☞☛ ▲❱■✟ ✎✔✔✎ ✓❊✧☛☞✌✆☞☎ ❙✗✆☞✘✗☞✟ ❆✲☛✢☞☎❛✂✲✟ ✎✔✔✏✕✁

✖✪❱✁ ◆✁ P☎✆✜✞❛✆✘ ✂✘❛ ❨✁ ❆✁ ❋✆☎☛✞✌✟ ❙✞✌✁ P✠✡☛✁ ❏❊❚P ✹✽✟ ✑✎✒ ✓✎✔✩✔✕✁
✖✮P✁ ❆✁ ▲☞☞✟ ❚✁ ▼✁ ❘✆✗☞✟ ✂✘❛ ❘✁ ❆✁ ❑✧☞✲✲✟ P✠✡☛✁ ❘☞✌✁ ❇ ✻✺✟ ✷✔✑✭

✓✎✔✩✩✕✁

✖✱❱✁ ❏✁ ❊✲☞☎✡✟ ❙✡✘✢✠✁ ▼☞✢✁ ✻✰✟ ✷✎ ✓✎✔✑✸✕✁
✖✳◆✁ ❋✯☎✯✙✂✣✂✟ ❚✁ ▼✁ ❘✆✗☞✟ ✂✘❛ ▼✁ ❙✂✧✲✠✞✾☞☎✟ P✠✡☛✁ ❘☞✌✁ ▲☞✢✢✁ ✍✻✟

✒✎✔✏ ✓✎✔✔✑✕✁

✛✴ ■✁ ❏✁ ▲☞☞✟ P✁ ▼✁ ❈✠✂✆✙✆✘✟ ✂✘❛ ▼✁ ❏✁ ◆✂✯✜✠✢✞✘✟ P✠✡☛✁ ❘☞✌✁ ❇ ★✼✟

❘✎✭✸✸✔ ✓✷✬✬✬✕♥ ■✁ ❏✁ ▲☞☞✟ ❙✁ ❊✁ ❇☎✞✣✘✟ ❲✁ ●✁ ❈✧✂☎✙✟ ▼✁ ❏✁

❙✢☎✞✯☛☞✟ ▼✁ ❏✁ ◆✂✯✜✠✢✞✘✟ ❲✁ ❑✂✘✜✟ ✂✘❛ P✁ ▼✁ ❈✠✂✆✙✆✘✟ P✠✡☛✁

❘☞✌✁ ▲☞✢✢✁ ✍✍✟ ✎✩✬✬✭ ✓✷✬✬✷✕♥ ■✁ ❏✁ ▲☞☞✟ ❉✁ ❙✁ ❈✠✞✣✟ ❲✁ ●✁ ❈✧✂☎✙✟

▼✁ ❏✁ ❙✢☎✞✯☛☞✟ ▼✁ ❏✁ ◆✂✯✜✠✢✞✘✟ P✁ ▼✁ ❈✠✂✆✙✆✘✟ ✂✘❛ ❙✁ ❊✁ ❇☎✞✣✘✟

P✠✡☛✁ ❘☞✌✁ ❇ ★✍✟ ✬✔✷✏✎✬ ✓✷✬✬✒✕✁
✛✶❘✁ ❲✁ ❈✠☞☎✘✜ ✂✘❛ ❈✁ ❆✁ ❘✁ ❙♣ ❛☞ ▼☞✧✞✟ P✠✡☛✁ ❘☞✌✁ ❇ ★✤✟ ✷✎✷✏✬✏

✓✷✬✬✷✕✁
✛�❈✁ ▼✁ ❱✂☎✲✂ ✂✘❛ ❆✁ ❩✂✣✂❛✞✣☛✙✆✟ P✠✡☛✁ ❘☞✌✁ ❇ ✰✼✟ ✩✒✔✔ ✓✎✔✑✏✕✁
✛✖❏✁ ❈✁ ◆✆✗✙☞✧✟ ❚✠q☛☞ ❛☞ ✢☎✞✆☛✆q✲☞ ✗✡✗✧☞✟ r✘✆✌☞☎☛✆✢s P✂☎✆☛ ✎✎✟ P✂☎✆☛✟

✷✬✬✭✁
✛✛❉✁ ❩✂✘✗✠✆✟ ❊✯☎✞✵✠✡☛✁ ▲☞✢✢✁ ✺✺✟ ✒✩✸ ✓✷✬✬✎✕✁
✛✥❙☞☞✟ ✾✞☎ ✆✘☛✢✂✘✗☞✟ ❉✁ P✞✆✧✄✧✂✘✗✟ ▼✁ ❍☞☎✆✢✆☞☎✟ ●✁ ▼✞✘✢✂✲✄✂✯t✟ ✂✘❛

P✁ ▲☞❛☞☎☞☎✟ ❏✁ P✠✡☛✁ ❈ ✻✽✟ ▲✒✷✎ ✓✎✔✑✸✕✁

❘❊◆❖❘▼❆▲■❩❆❚■❖◆✦●❘❖rP ❈❆▲❈r▲❆❚■❖◆❙ ❲■❚❍❷ P❍❨❙■❈❆▲ ❘❊❱■❊❲ ❇ ✤✼✟ ✬✭✏✎✷✬ ✓✷✬✬✏✕

✬✭✏✎✷✬✦✷✎
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erratum

❊��✁✂✄☎✆ ❘✝✞✟�☎✁✠✡☛✁✂✡✟✞☞✌�✟✄♦ ❝✁✠❝✄✠✁✂✡✟✞✍ ✇✡✂✎ ❦➳☞✲✝♦✝✞✲✝✞✂ ❝✟✄♦✠✡✞✌✍ ✡✞ ✁ ✠✁✲✲✝�
❬✏✎✑✍✒ ❘✝✓✒ ❇ ✼✔✕ ✵✖✗✘✔✵ ✭✔✵✵✗✙✚

●✛ ❆✜✢✣✤✥✦✧★✧✩ ❏✛ ❈✛ ◆✧★✪✫✬✩ ✣❛✮ ▼✛ ❍✯✢✧✰✧✫✢
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❃✿❨✿❲❃❱❲❉❥ ①❲ ❉❭✿ ❚❳❨✿❏❀❊❲❃❳❀❉❁❲❣ ❨❭❱❚✿❢ ❉❭✿ ■❁❲❃❁❲❣②❱❲❉❁■❁❲❃❁❲❣ ❣❱❨ ❁❚ ❚❉❱■❁♣❁✇✿❃❢ ■❳❉ ❁❲ ❉❭✿ ❱❲❉❁❤✿❏❏❊♠❱❣❲✿❉❁❀

❨❭❱❚✿❢ ❁❉ ❚❭❏❁❲✉❚ ❱❲❃ ❉❭✿ ♣❱❃❃✿❏ ❉❳❏❲❚ ❊❲✿ ❃❁♠✿❲❚❁❊❲❱♣❥

❬❇①③ ❄❑❥❄❄❑❪④⑤❭❝❚❘✿❂⑥❥❴⑦❥❑⑧⑨⑦❄◆ ⑤⑩❶❷ ❲❳♠■✿❏✾❚❸③ ❴⑨❥❅❑❥❫❲❢ ❴❄❥❄❑❥♥❃❢ ❴❄❥❄❑❥❹❁❢ ❴⑨❥❅❑❥❘❨

❺❻❼❽❾❿➀➁❼❺❾❻

➂➃✙ ✑✙✕➃✏❛✔➄✑ ✒➅ ➆❛✕✒❛✓✙❛✘✔✒❛✏➇ ➄➆➈✙✎✕✒❛✖➆✕✘✔✓✔✘➉ ✎✙➊

✑✏✔❛➄ ✏ ✑✏➋✒✎ ➄✒➆✎✕✙ ✒➅ ✔❛✘✙✎✙➄✘ ➅✒✎ ✘➃✙✒✎✔➄✘➄✌ ❆❛✔➄✒✘✎✒➈✔✕

✕✎➉➄✘✏➇➄➌ ✔❛ ➈✏✎✘✔✕➆➇✏✎ ✒✎➍✏❛✔✕ ✒❛✙➄➌ ✏✎✙ ✙➎➈✙✕✘✙✖➌ ✍✒✘➃ ➅✎✒✑ ✏

✘➃✙✒✎✙✘✔✕✏➇ ➈✒✔❛✘ ✒➅ ✓✔✙➏ ✏❛✖ ✙➎➈✙✎✔✑✙❛✘✏➇➇➉➌ ✘✒ ➄➃✒➏ ➆❛✕✒❛➊

✓✙❛✘✔✒❛✏➇ ✍✙➃✏✓✔✒✎✌ ❆✑✒❛➍ ✘➃✙ ✑✏❛➉ ✑✏✘✙✎✔✏➇➄➌ ➏➃✔✕➃ ✏✎✙

✕➆✎✎✙❛✘➇➉ ➄✘➆✖✔✙✖➌ ➐✎➑➒➓➔→✏➔→➆➣➒↔➒➑ ↕➙✙➅➄✌ ➛ ✏❛✖ ➜❵ ✒✎

↕➝✏➞❵➟↕➐✎→✙❵➑➒➓➟→➆➣➒↔➒➑ ↕➙✙➅➄✌ ➠ ✏❛✖ ➡❵ ➄➃✒➏ ✓✙✎➉ ✏❛✔➄✒➊

✘✎✒➈✔✕ ➄✘✎➆✕✘➆✎✙➄➌ ✏❛✖ ✕✏❛ ✍✙ ➏✙➇➇ ✎✙➈✎✙➄✙❛✘✙✖ ✍➉ ✏ ➄✔❛➍➇✙

➇✏✖✖✙✎✌ ➢❛✖✙✙✖➌ ➆❛✕✒❛✓✙❛✘✔✒❛✏➇ ➄➆➈✙✎✕✒❛✖➆✕✘✔✓✔✘➉ ➃✏➄ ✍✙✙❛

✒✍➄✙✎✓✙✖ ✔❛ ✘➃✙➄✙ ✑✏✘✙✎✔✏➇➄➤➥➦➧ ✔❛ ➈✏✎✘✔✕➆➇✏✎➌ ➄➆➈✙✎✕✒❛✖➆✕✘✔❛➍

↕➐→❵ ➈➃✏➄✙➄ ✏✎✙ ➅✒➆❛✖ ✔❛ ✘➃✙ ✓✔✕✔❛✔✘➉ ✒➅ ✏❛✘✔➅✙✎✎✒✑✏➍❛✙✘✔✕

✒❛✙➄➌ ➄✒✑✙✘✔✑✙➄ ➏✔✘➃ ✏ ➍✏➈➈✙✖ ➈➃✏➄✙ ✔❛ ✍✙✘➏✙✙❛✌➨ ➂➃✙➄✙

✒✍➄✙✎✓✏✘✔✒❛➄ ✔❛✖✔✕✏✘✙ ✘➃✙ ➈✒➄➄✔✍✔➇✔✘➉ ✒➅ ✕✒✙➎✔➄✘✙❛✕✙ ✒➅ ✑✏➍➊

❛✙✘✔➄✑ ✏❛✖ ➄➆➈✙✎✕✒❛✖➆✕✘✔✓✔✘➉✌

➂➃✙ ✑✏✘✙✎✔✏➇➄ ➏✙ ➃✏✓✙ ➄✘➆✖✔✙✖ ✔❛ ✘➃✔➄ ➏✒✎➩ ✍✙➇✒❛➍ ✘✒ ✘➃✙

✕➇✏➄➄ ✒➅ ➄✘✎✒❛➍➇➉ ✕✒✎✎✙➇✏✘✙✖ ➫➆✏➄✔➊✒❛✙➊✖✔✑✙❛➄✔✒❛✏➇ ➄➉➄✘✙✑➄

✒➅ ✙➇✙✕✘✎✒❛➄✌ ↔❛✙ ✔✑➈✒✎✘✏❛✘ ➈✙✕➆➇✔✏✎✔✘➉ ✒➅ ✘➃✙➄✙ ➄➉➄✘✙✑➄ ✔➄

✘➃✙ ✙➎✔➄✘✙❛✕✙ ✒➅ ❛✙✏✎➇➉ ✖✙➍✙❛✙✎✏✘✙ ➈➃✏➄✙➄ ➏✔✘➃ ✖✔➅➅✙✎✙❛✘ ➄➉✑➊

✑✙✘✎✔✙➄ ✏❛✖➌ ✘➃✙✎✙➅✒✎✙➌ ✘➃✙ ➈✒➄➄✔✍✔➇✔✘➉ ✒➅ ✓✙✎➉ ✎✔✕➃ ➈➃✏➄✙ ✖✔✏➊

➍✎✏✑➄➌ ✕✒✑✑✒❛➇➉ ✒✍➄✙✎✓✙✖ ✙➎➈✙✎✔✑✙❛✘✏➇➇➉ ✏❛✖ ✒➅✘✙❛ ➈✎✙➊

✖✔✕✘✙✖ ✘➃✙✒✎✙✘✔✕✏➇➇➉✌ ➢❛ ➫➆✏➄✔➊✒❛✙➊✖✔✑✙❛➄✔✒❛✏➇ ➄➉➄✘✙✑➄➌ ✔✘ ✔➄

➏✙➇➇ ✙➄✘✏✍➇✔➄➃✙✖ ✘➃✏✘ ✘➏✒ ➩✔❛✖➄ ✒➅ ➭✙✎✑✔ ➄➆✎➅✏✕✙ ✔❛➄✘✏✍✔➇✔✘✔✙➄

✕✏❛ ✒✕✕➆✎➯ ↕✔❵ →✒✒➈✙✎ ✔❛➄✘✏✍✔➇✔✘✔✙➄➌ ✔❛✕➇➆✖✔❛➍ ➄✔❛➍➇✙✘ ✒✎ ✘✎✔➈➇✙✘

➄➆➈✙✎✕✒❛✖➆✕✘✔❛➍ ✒❛✙➄➤ ↕✔✔❵ ➲✙✔✙✎➇➄ ✔❛➄✘✏✍✔➇✔✘✔✙➄➌ ✔❛✕➇➆✖✔❛➍ ➄➈✔❛

✖✙❛➄✔✘➉ ➏✏✓✙ ↕➐➳➵❵ ✒✎ ✕➃✏✎➍✙ ✖✙❛➄✔✘➉ ➏✏✓✙ ↕→➳➵❵ ✒❛✙➄✌ ❆

✓✙✎➉ ✔✑➈✒✎✘✏❛✘ ✏❛✖ ➫➆✔✘✙ ➍✙❛✙✎✏➇ ➈✎✒➈✙✎✘➉ ✔➄ ✘➃✏✘ ✘➃✙➄✙ ✘➏✒

➩✔❛✖➄ ✒➅ ✔❛➄✘✏✍✔➇✔✘➉ ✏✎✙ ✕✒➆➈➇✙✖➌ ✍✙✕✏➆➄✙ ✒➅ ✘➃✙ ✘✒➈✒➇✒➍➉ ✒➅

✘➃✙ ➈➃✏➄✙ ➄➈✏✕✙ ✔❛ ✒❛✙ ✖✔✑✙❛➄✔✒❛✌ ➂➃✙ ➫➆✙➄✘✔✒❛➄ ✏✍✒➆✘ ➃✒➏

✘➃✙➄✙ ✔❛➄✘✏✍✔➇✔✘✔✙➄ ✕✒✑➈✙✘✙ ✏❛✖ ➄✒✑✙✘✔✑✙➄ ✕✒✙➎✔➄✘ ✏✎✙ ✓✙✎➉

✔✑➈✒✎✘✏❛✘ ➅✒✎ ✘➃✙ ➈➃➉➄✔✕➄ ✒➅ ✘➃✙➄✙ ➄➉➄✘✙✑➄✌ ➸✙✕✏➆➄✙ ✒➅ ✘➃✔➄

✔❛➄✘✏✍✔➇✔✘➉ ✕✒➆➈➇✔❛➍➌ ➄➆✕➃ ✏ ✖✔➄✕➆➄➄✔✒❛ ✕✏❛❛✒✘ ✍✙ ✖✒❛✙ ✔❛ ✏

➭✙✎✑✔ ➇✔➫➆✔✖ ✏➈➈✎✒✏✕➃➌ ✍➆✘ ✎✙➫➆✔✎✙➄ ✑✒✎✙ ➄✒➈➃✔➄✘✔✕✏✘✙✖ ✑✙✘➃➊

✒✖➄✌

➳✔➅➅✙✎✙❛✘ ✏➈➈✎✒✏✕➃✙➄ ➃✏✓✙ ✍✙✙❛ ➆➄✙✖➌ ✘✒ ➆❛✖✙✎➄✘✏❛✖ ➆❛➊

✕✒❛✓✙❛✘✔✒❛✏➇ ➄➆➈✙✎✕✒❛✖➆✕✘✔✓✔✘➉➌ ➇✔➩✙ ▼✒❛✘✙ →✏✎➇✒ ➄✔✑➆➇✏➊

✘✔✒❛➄ ➏✔✘➃ ✘➃✙ ➺➊➻ ✑✒✖✙➇➼➦➽ ✒✎ ➏✔✘➃ ✘➃✙ ❍➆✍✍✏✎✖ ✑✒✖✙➇➌➑➾➦➑➑ ✒✎

✙➎✏✕✘ ✖✔✏➍✒❛✏➇✔➚✏✘✔✒❛➌➑➣ ➳▼➙● ✑✙✘➃✒✖➑➪ ✒✎ ✓✏✎✔✏✘✔✒❛✏➇

✏➈➈✎✒✏✕➃➌➑➒ ✙✘✕✌➑➥

❆❛ ✔✑➈✒✎✘✏❛✘ ➄✘✙➈ ➅✒✎➏✏✎✖ ➃✏➄ ✍✙✙❛ ✘✏➩✙❛ ➏✔✘➃ ✘➃✙ ➆➄✙ ✒➅

✘➃✙ ✎✙❛✒✎✑✏➇✔➚✏✘✔✒❛ ➍✎✒➆➈ ↕➙●❵✌➑➧ ➶✒✘ ✒❛➇➉ ✕✏❛ ✘➃✙➄✙ ✕✏➇✕➆➊

➇✏✘✔✒❛➄ ➈✎✙✖✔✕✘ ✏ ➐→ ➈➃✏➄✙➌➑➨➦➑➼ ✍➆✘ ✘➃✙➉ ➍✔✓✙ ✏ ❛✙➏ ✔❛✘✙✎➈✎✙➊

✘✏✘✔✒❛ ✒➅ ✘➃✔➄ ➆❛✕✒❛✓✙❛✘✔✒❛✏➇ ✑✙✕➃✏❛✔➄✑➯ ✔✘ ✎✙➄➆➇✘➄ ➅✎✒✑ ✘➃✙

✕✒✑➈✙✘✔✘✔✒❛ ✍✙✘➏✙✙❛ ✘➃✙ →✒✒➈✙✎ ✕➃✏❛❛✙➇ ↕➅✒✎✑✏✘✔✒❛ ✒➅ ➈✏✔✎➄

✒➅ ✙➇✙✕✘✎✒❛➄❵ ✏❛✖ ✘➃✙ ➲✙✔✙✎➇➄ ✕➃✏❛❛✙➇ ↕➅✒✎✑✏✘✔✒❛ ✒➅ ✙➇✙✕✘✎✒❛➊

➃✒➇✙ ➈✏✔✎➄❵✌➑➽

➂➃✙ ➙● ✑✙✘➃✒✖ ✔➄ ✏ ➹➎✙✖ ➈✒✔❛✘ ✑✙✘➃✒✖➌ ✔✘➄ ✏➈➈➇✔✕✏✘✔✒❛ ✔❛

✕✒❛✖✙❛➄✙✖ ✑✏✘✘✙✎ ➃✏➄ ✏ ➄✙✓✙✎✙ ✖✎✏➏✍✏✕➩➯ ✘➃✙ ➙● ➘✒➏ ✔➄

✏➇➏✏➉➄ ✖✔✓✙✎➍✔❛➍➌ ➄✒ ✘➃✏✘ ❛✒ ✙➎✏✕✘ ➹➎✙✖ ➈✒✔❛✘ ✕✏❛ ✍✙ ✒✍➊

✘✏✔❛✙✖➤ ✔❛ ✒✘➃✙✎ ➏✒✎✖➄➌ ✔✘ ✔➄ ✔✑➈✒➄➄✔✍➇✙ ✘✒ ✕✏➇✕➆➇✏✘✙ ✘➃✙ ✎✙❛✒✎➊

✑✏➇✔➚✙✖ ➈✏✎✏✑✙✘✙✎➄ ✒➅ ✘➃✙➄✙ ➄➉➄✘✙✑➄✌ ➶✙✓✙✎✘➃✙➇✙➄➄➌ ✒❛✙ ✕✏❛
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❁✴✘✌ �♥✠ ✞✠✁✟✌ ✝♥ ✁t✝✟ �♥✠✢✄��✂ ✠✩✂❛♥✟✝�♥✌

❁❦✗✵ ❂ ✜ ❁❦✗✧ ❂ ❩
✽✈✗✷❅

❣✧✷ ✜ ❣✵✷ ✓ ❣✗✧✷ ✜ ❣✗✵✷

✜ ❣✧✶ ✜ ❣✵✶ ✓ ❣✗✧✶ ✜ ❣✗✵✶✔ ❆✳

✚✁ ✝✟ �♦❇✝�✆✟✌ ✝♥ ✁t✝✟ ❢�✡☛✆✄❛✌ ✁t❛✁ ✖❦✗ ✛✠✂✠♥✛✟ �♥ ❑❉✌t�☞✠❇✠✡✌ ✁t✝✟ ✛✠✂✠♥✛✠♥❝☎ ✞✝❇✠✟ ❇✠✡☎ ✟☛❛✄✄ ❇❛✡✝❛✁✝�♥✟ ❛♥✛
❝❛♥ ♦✠ ♥✠✞✄✠❝✁✠✛✳
❚t✠✡✠ ❛✡✠ ✁☞� ✛✝❢❢✠✡✠♥✁ ✁☞�✢✄��✂ ✛✝❛✞✡❛☛✟✌ ✡✠✂✡✠✟✠♥✁✠✛ ✝♥

❋✝✞✳ ✹✳ ❚t✠ ♣✡✟✁ �♥✠ ✒❛✘ ✞✝❇✠✟ ♥� ❝�♥✁✡✝♦✆✁✝�♥✌ ❛♥✛ ✁t✠ ✟✠❝�♥✛
�♥✠ ✒♦✘ ✒✟✆♥✡✝✟✠✘ ✞✝❇✠✟ ✁t✡✠✠✳
❚☞� �❢ ✁t✠☛ ✞✝❇✠ ✄�✞❛✡✝✁t☛✝❝ ✁✠✡☛✟❀ ✝♥ ❢❛❝✁✌ ✁t✠✟✠ ✁☞�

❝�♥✁✡✝♦✆✁✝�♥✟ ❝❛♥ ♦✠ ✛✠✛✆❝✠✛ �♥✠ ❢✡�☛ ✁t✠ �✁t✠✡ ✆✟✝♥✞ ✟☎☛✢
☛✠✁✡☎ ❊❊❍ ✒✟✠✠ ♥�✁❛✁✝�♥✟ ✝♥ ❘✠❢✳ ✔✔✘✳

❚t✠ �♥✄☎ ❝�♥✁✡✝♦✆✁✝�♥ ❝�♥✁❛✝♥✝♥✞ ■❏ ✝✟
▼❁✒✖❦✗✘◆✷◗❧❙❙✎❯❱
❂ ✜ ✹❩❳

✷❁✤
✽✷✈✗✸ ❨❬❃❭❪✷❫❴❵❞❴

✵ ❤❥
✜ ✔✤ ✓ ✔✈✗✖❦✗

✜ ❬❃❭❃✷❫❴❵❞❴
✵ ❤❥

✜ ✔✤ ✜ ✔✈✗✖❦✗ ✓ ❬✵
❭❪✷❫❴❵❞❴ ❤❥

✔✤ ✓ ✔✈✗✖❦✗

✜ ❬✵
❭❃✷❫❴❵❞❴ ❤❥

✔✤ ✜ ✔✈✗✖❦✗ ♠

❂ ✜ ✹❩❳
✷❁✤

✽✷✈✗✸

✏ ✓ ✔✈✗✖❦✗ ✑✤
✏ ✓ ✈✗✖❦✗ ✑✤ ✝❢ ✤ q ✔✈✗✖❦✗ ✌
✔✈✗✖❦✗ ✑✤
✏ ✜ ✈✗✷✖❦✗✷ ✑✤✷

✝❢ ✤ r ✔✈✗✖❦✗ ✳

❲✠ t❛❇✠ ❝❛✄❝✆✄❛✁✠✛ ✁t✠ ❝�☛✂✄✠✁✠ ✠✩✂✡✠✟✟✝�♥ �❢ ✁t✠ ✁☞�✢
✄��✂ ✠✩✂❛♥✟✝�♥✌ ✝♥❝✄✆✛✝♥✞ ❑❉ ✛✠✂✠♥✛✠♥❝✠✌ ♦�✁t ✝♥ ✁t✠ ❖✙✚
✟❝t✠☛✠ ❛♥✛ ✝♥ ✁t✠ ❲✝❝✐✢�✡✛✠✡✠✛ �♥✠✳ ✉✩❝✠✂✁ ❢�✡ ✁t✠ ✄❛✟✁ ■❏❝�♥✁✡✝♦✆✁✝�♥✌ ✁t✠✟✠ ✠✩✂✡✠✟✟✝�♥✟ ✛✠✂✠♥✛ �♥ ✁t✠ ❘★ ✟❝t✠☛✠✳ ✚✁
☞�✆✄✛ ♦✠ ✁�� ❢❛✟✁✝✛✝�✆✟ ✁� ✠✩✂✄✝❝✝✁ ❛✄✄ ❝�♥✁✡✝♦✆✁✝�♥✟✿ ✝♥✟✁✠❛✛✌
✄✠✁ ✆✟ ✟✐✝✂ ❛✄✄ ❑❉ ✛✠✂✠♥✛✠♥❝✠✳ ❲✠ ✞✠✁ ✁t✠ ❢�✄✄�☞✝♥✞ ❝�♥✁✡✝♦✆✢
✁✝�♥✿

▼❁✒✖❦✗✘◆ ✷◗❧❙❙✎✇①②✇✎③ ❯❱ ❂ ④
✹❩❁✤
✽✷✈✗✸ ⑤

✈✗❦ ✜ ✤
✕✈✗❦ ✜ ✤✕ ✓

✈✗❦ ✓ ✤
✕✈✗❦ ✓ ✤✕

✓ ✔ ✄♥⑥ ✜ ✔✤✭ ✜ ✈✗❦
✜ ✤ ✜ ✕✤ ✜ ✈✗❦✕⑦

✓ ✔ ✄♥⑥ ✔✤✭ ✜ ✈✗❦
✤ ✓ ✕✤ ✓ ✈✗❦✕⑦⑧

⑨ ✮✒■✶✘✷ ✓ ✒■✷✘✷ ✜ ■✶■✷✺
❢�✡ ✠❛❝t ❣✵✌ ❣✗✵✌ ❣⑩✵ ✒❢�✡ ☞t✝❝t ✥ ✡✠❛✛✟ ✦✘✌ ❣✧✌ ❣✗✧✌ ❛♥✛ ❣⑩✧✒❢�✡ ☞t✝❝t ✥ ✡✠❛✛✟ ❶✘✳ ❚t✝✟ ✝✟ ✟✝☛✝✄❛✡ ✁� ✂✡✠❇✝�✆✟ ❝❛✄❝✆✄❛✢
✁✝�♥✟ ✒❘✠❢✳ ✔❷ ❢�✡ ✁t✠ ❖✙✚ ✟❝t✠☛✠✌ ❘✠❢✳ ❄✼ ❢�✡ ✁t✠ ❲✝❝✐✢
�✡✛✠✡✠✛ �♥✠✘✌ ♦✆✁ ☞✠ ☞�✆✄✛ ✄✝✐✠ ✁� ✠☛✂t❛✟✝❸✠ �♥✠ ☛❛❹�✡
✂�✝♥✁✿ ❢�✡ ❣❜✵ ❛♥✛ ❣❜✧✌ ✁t✠ ✟✠❝�♥✛ ❢❛❝✁�✡ ✝✟ ☛�✛✝♣✠✛ ❛♥✛☞✡✝✁✠✟
✈✗✒❦ ➧ ✔✖❦✗✘ ✜ ✤
✕✈✗✒❦ ➧ ✔✖❦✗✘ ✜ ✤✕ ✓

✈✗✒❦ ➧ ✔✖❦✗✘ ✓ ✤
✕✈✗✒❦ ➧ ✔✖❦✗✘ ✓ ✤✕

✓ ✔ ✄♥⑥ ✜ ✔✤✭ ✜ ✈✗✒❦ ④ ✔✖❦✗✘
✜ ✤ ✜ ✕✤ ✜ ✈✗✒❦ ④ ✔✖❦✗✘✕

✔✤✭ ✜ ✈✗✒❦ ④ ✔✖❦✗✘
✤ ✓ ✕✤ ✓ ✈✗✒❦ ➧ ✔✖❦✗✘✕⑦

✝♥ ☞t✝❝t ✁t✠ ✥ ✡✠❛✛✟ ❛✟ ✝♥ ✁t✠ ♣✡✟✁ ❢❛❝✁�✡✳
❚� ✠♥✛ ☞✝✁t ✁✠❝t♥✝❝❛✄ ✛✠✁❛✝✄✟✌ ✄✠✁ ✆✟ ✠✩✂✄❛✝♥ ✁t✠ ❛✂✂✡�✩✝✢

☛❛✁✝�♥✟ ✆✟✠✛ ✝♥ ✁t✠ ❘★ ✠❡✆❛✁✝�♥✟✳ ❋✝✡✟✁✌ ❛✄✄ ✟❝❛✁✁✠✡✝♥✞ ■ ✛✠✢
✂✠♥✛ �♥ ✁t✡✠✠ ❛✡✞✆☛✠♥✁✟ ✒❦✶ ✌❦✷ ✌❦✸✘✌ ☞t✝❝t ❛✡✠ ✡✠✂✄❛❝✠✛ ♦☎
✁t✠✝✡ ✔❺❻✖❦✗ ✒❺❻❼❽✘ ❛✂✂✡�✩✝☛❛✁✝�♥✳ ❚t✝✟ ✝✟ ✞✠♥✠✡❛✄✝❸✠✛ ✁� ❛✄✄
�✁t✠✡ ❝�✆✂✄✝♥✞✟✳ ❾✠❝�♥✛✌ ✁t✠ ✄✝✟✁ �❢ ❛✄✄ ❢✆♥❝✁✝�♥❛✄ ❝�✆✂✄✝♥✞✟
■✒❦✶ ✌❦✷ ✌❦✸✘ ✝✟ ✁✡✆♥❝❛✁✠✛ ♦☎ ✟✠✁✁✝♥✞ ✕❺❻✕❂✔✌ ❄ �✡ ✹✳ ✉✩✁✡❛ ❝�✆✢
✂✄✝♥✞✟ ❛✡✠ ✡✠✂✄❛❝✠✛ ♦☎ ✁t✠ ❝✄�✟✠✡ ✠✄✠☛✠♥✁ ✝♥ ✁t✠ ✄✝✟✁ ✆✟✝♥✞
✟☎☛☛✠✁✡☎ ✂✡✠✟✠✡❇✝♥✞ ✡✠✄❛✁✝�♥✟ ✒❝❢✳ ❘✠❢✳ ✔✔✘✳ ▲❛✟✁✌ ❝�✆✂✄✝♥✞✟
■✒❦✶ ✌❦✷ ✌❦✸✘ ✝♥ ☞t✝❝t ✟�☛✠ ✕❦❻✕❿✔✖❦✗ ❛✡✠ ✡✠✂✄❛❝✠✛ ♦☎ ❳✌ ✁t✠

➀➁➂➃ ➄➃ ➅➆➇➈➉➊➊➋ ➍➎➏➋➊➉➇ ➏➐➎➑➒➎➓➃

➀➁➂➃ ➔➃ →➣➊➈➉➊➊➋ ➍➎➏➋➊➉➇ ➏➐➎➑➒➎➓➃

➀↔↕➙→➁➅↕➛➜ ➝➞↕➅➝➟➛➜➁➠➛→➁➅↕➈➂➝➅↔➡➢ ➡➤➥➦➁➙➛➜ ➝➞➨➁➞➩ ➫ ➭➯➲ ➳➵➔➸➺➻ ➼➽➳➳➾➚
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renormalisation de la surface de Fermi

❍�✁✁✂✄☎ ❝✆✝✞✟✂✝✟ ✠✟t✡✞ t✂❤❤☛✝✞ ✇t☛✝ ✟t☛ ✡✝✡✟✡✂✐ t✂✐☞ ✁✂✝☎
✇✡☎✟t ✌✵✔✍❦❢✱ ✡✎☛✎✱ ☞✆✄ ✞s✂✐✐ ✈✂✐�☛✞ ✆☞ ✏✑❀ ✡✟ s✆✞✟✐♠ ✂✄✡✞☛✞
☞✄✆s ✟t☛ ✐✆❧✂✄✡✟ts✡❝ ❝✆✝✟✄✡✁�✟✡✆✝✞✒✎

❈✓✕✖❈✗ ✕❖ ❚✓✗ ❘● ❙❈✓✗✘✗

■✟ ✡✞ ✝✆✟ ✟t☛ ❤✐✂❝☛ t☛✄☛ ✟✆ ☎☛✄✡✈☛ ✟t☛ ✙✚ ☛❡�✂✟✡✆✝✞ ☞✆✄ ✟t☛
✛✜■ ✞❝t☛s☛✱✸✢ ✝✆✄ ☞✆✄ ✟t☛ ❲✡❝✣✤✆✄☎☛✄☛☎ ✆✝☛✎✸✥ ❲t✂✟ s✂✟✟☛✄✞
t☛✄☛ ✡✞ ✟t✂✟ ✆✝☛ ❝✂✝ ☛✦❤✄☛✞✞ ✟t☛ ✙✚ ✧✆✇ ✡✝ ✟☛✄s✞ ✆☞ ❝✆�✤
❤✐✡✝❧✞ ★✱ ❋☛✄s✡ ❧✂❤ ✍❦❢✱ ❋☛✄s✡ ✈☛✐✆❝✡✟♠ ✩❢✱ ✂✝☎ ✄☛✝✆✄s✂✐✡r✂✤
✟✡✆✝ ☞✂❝✟✆✄ ❩✎ ❆✞ ☞✂✄ ✂✞ ✇☛ ✇✡✐✐ ✝✆✟ ☎✡✞✟✡✝❧�✡✞t ✩❢✵ ✂✝☎ ✩❢✪✱
✇☛ ✝☛☛☎ ✝✆✟ ☎✡✞❝�✞✞ ✟t☛ ✄☛✝✆✄s✂✐✡r✂✟✡✆✝ ✆☞ ✩❢ ✂✝☎ ❩✱ ✇t✡❝t
✆✝✐♠ ✡✝☎�❝☛✞ ✂ ❧✐✆✁✂✐ ✞❝✂✐✡✝❧ ✆☞ ✟t☛ ✆✟t☛✄ ❝✆�❤✐✡✝❧✞✱ ✞�✁✞☛✤
❡�☛✝✟✐♠ ✇☛ ✇✡✐✐ ☞✆✄❧☛✟ ✟t☛✞☛ ❤✂✄✂s☛✟☛✄✞✎

✫✆ ❧☛✟ ✟t☛ ✙✚ ☛❡�✂✟✡✆✝✞✱ ✆✝☛ ☛✦❤✂✝☎✞ ☎✡✂❧✄✂ss✂✟✡❝✂✐✐♠
✂✐✐ ❝✆�❤✐✡✝❧✞✱ ✂✞ ✡✝ ✟t☛ ✬✂�❝t♠ ☛✦❤✂✝✞✡✆✝ ✡✝ ❯✴✩❢✎ ❋✆✄ ✂
❧✡✈☛✝ ☛✝☛✄❧♠ ✞❝✂✐☛ ✌✱ ✆✝☛ ✆☞ ✟t☛ ✡✝✝☛✄ ☛✝☛✄❧✡☛✞ ✡✞ ✡✝✟☛❧✄✂✟☛☎
✡✝ ✟t☛ ✄✂✝❧☛ ✭✌✮✯✌✱✌✰✯✌✲✱ ✇t☛✄☛ ✯✌ ✡✞ ✡✝✳✝✡✟☛✞✡s✂✐❀ ✡✝

✟t☛ ✛✜■ ✞❝t☛s☛✱ ✂✐✐ ✆✟t☛✄ ✡✝✝☛✄ ☛✝☛✄❧✡☛✞ ✂✄☛ ✡✝✟☛❧✄✂✟☛☎ ✆✈☛✄
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renormalisation de la surface de Fermi
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transition singulet/triplet sous champs
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➓➔→➣ ✦✩✌✦✛✌↔✕ ↕ ➙➛➜➝➞✙➟ ➠➡➢➤➛➟✘➞❞➡➟➥✘➛➠
➓➔→➣ ✦✩✌✜✤✌➦✎ ↕ ➧✙➨➤❞ ➠➥➝➥➤➠✝ ➟➛✙➥✙➟➝➩ ➭➤➩❞➠✝ ➝➞❞ ➠➡➛➯➝➟➤ ➠➲➤➝➥➲➠
➓➔→➣ ✦✩✌✜✛✌➳✎ ↕ ☎➝✙➛✙➞➜ ➠➵➸➸➤➥➛✙➤➠ ✭✘➥➲➤➛ ➥➲➝➞ ➺➻➼➝➽➤☛

➾➚➪➶➹➘➴➶ ↕ ➷➤ ➢➛✘➢✘➠➤ ➝ ➥➲➤✘➛➤➥✙➟➝➩ ➸✘❞➤➩ ✘➯ ➬➡➝➠✙↕✘➞➤➻❞✙➸➤➞➠✙✘➞➝➩ ➠➡➢➤➛➟✘➞❞➡➟➥✘➛➠✝ ➼✙➥➲
➝➥➥➛➝➟➥✙➽➤ ➤➩➤➟➥➛✘➞➻➤➩➤➟➥➛✘➞ ✙➞➥➤➛➝➟➥✙✘➞➠ ❞✘➸✙➞➝➞➥ ✙➞ ➥➲➤ ➠✙➞➜➩➤➥ ➮➻➼➝➽➤ ➟➲➝➞➞➤➩ ➝➞❞ ➠➡➱➻❞✘➸✙➞➝➞➥
✙➞ ➥➲➤ ✃➻➼➝➽➤ ➟➲➝➞➞➤➩❐ ➷➤ ❞✙➠➟➡➠➠✝ ✙➞ ➥➲➤ ➸➤➝➞➻➭➤➩❞ ➝➢➢➛✘➨✙➸➝➥✙✘➞✝ ➥➲➤ ➤❒➤➟➥ ✘➯ ➝ ➸➝➜➞➤➥✙➟
➭➤➩❞ ➝➢➢➩✙➤❞ ➢➤➛➢➤➞❞✙➟➡➩➝➛➩➵ ➥✘ ➥➲➤ ❞✙➛➤➟➥✙✘➞ ✘➯ ➥➲➤ ➩✘➼➤➠➥ ➟✘➞❞➡➟➥✙➽✙➥➵❐ ❮➲➤ ➩✘➼➤➠➥ ➯➛➤➤ ➤➞➤➛➜➵
➢➲➝➠➤ ➟✘➛➛➤➠➢✘➞❞➠ ➥✘ ➝ ➠✙➞➜➩➤➥ ➮➻➼➝➽➤ ➠➵➸➸➤➥➛➵ ✙➞ ➩✘➼ ➭➤➩❞➠✝ ➱➡➥ ➥✘ ➝ ➥➛✙➢➩➤➥ ➠➵➸➸➤➥➛➵ ✙➞ ➲✙➜➲
➭➤➩❞➠❐ ❰ ➭➛➠➥➻✘➛❞➤➛ ➠✙➞➜➩➤➥➻➥➛✙➢➩➤➥ ➢➲➝➠➤ ➥➛➝➞➠✙➥✙✘➞ ✙➠ ➤➨➢➤➟➥➤❞ ➝➥ ➸✘❞➤➛➝➥➤ ➝➢➢➩✙➤❞ ➭➤➩❞➠ ✘➯ ➝ ➯➤➼
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Ö×ØÙÚÛÜÝÞ ßà áâãäå æççè
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③❡✁� �❯ ➉➑❡ ô❡✁♠➃ ➈➆✁➎❛➂❡❞ é➑➃➈ ➃➈ ➃❯ ➂�♠➋➍❡➉❡ ❛➇✁❡❡♠❡❯➉
✇➃➉➑ ❛ ♠�❱❡➍ �➎ ➆❯➂�❯✈❡❯➉➃�❯❛➍ ➈➆➋❡✁➂�❯❱➆➂➉➃✈➃➉ê ➃❯ ➉➑❡➈❡
�✁➇❛❯➃➂ ♠❛➉❡✁➃❛➍➈❞
❍�✇❡✈❡✁ú ✇➑❡➉➑❡✁ ➉➑❡ ➋❛➃✁➃❯➇ �➎ ➉➑❡ ❡➍❡➂➉✁�❯➈ ➃❯ ➉➑❡

➈➆➋❡✁➂�❯❱➆➂➉➃❯➇ ➈➉❛➉❡ ➃➈ ➃❯ ➉➑❡ ➈➃❯➇➍❡➉ �✁ ➉➑❡ ➉✁➃➋➍❡➉

➈ê♠♠❡➉✁ê ✁❡♠❛➃❯➈ ❛❯ ➆❯➈�➍✈❡❱ ë➆❡➈➉➃�❯❞ ó❡❛➈➆✁❡♠❡❯➉➈
�➎ ➉➑❡ ➆➋➋❡✁ ➂✁➃➉➃➂❛➍ ➌❡➍❱ �➎ ➈➆➋❡✁➂�❯❱➆➂➉➃✈➃➉ê ➃❯ ➉➑❡➈❡
♠❛➉❡✁➃❛➍➈ î➒ï➄✂ñ ➈➑�✇❡❱ ❛ ➈➆➋❡✁➂�❯❱➆➂➉➃❯➇ ➈➉❛➉❡ ➈➆✁✈➃✈➃❯➇
➆➋ ➉� ❛ ➌❡➍❱ ❛➈ ➑➃➇➑ ❛➈ ✾é ➃❯ ➉➑❡ ➂❛➈❡ �➎ ➉➑❡ øôù
➂�♠➋�➆❯❱➈ î➒ñú ❛❯❱ ❛➉ ➍❡❛➈➉ ❬é ➃❯ ➉➑❡ ➂❛➈❡ �➎ ➉➑❡ û➍üý
➂�♠➋�➆❯❱➈ î✾ñ❞ é➑❡➈❡ ➌❡➍❱➈ ❡①➂❡❡❱ ❜ê ➎❛✁ ➉➑❡ û➍�➇➈➉�❯ì
ø❛➆➍➃ ➋❛✁❛♠❛➇❯❡➉➃➂ ➍➃♠➃➉ î➄➄ñ ➎�✁ ➑�♠�➇❡❯❡�➆➈ ➈➃❯➇➍❡➉
➈➆➋❡✁➂�❯❱➆➂➉➃✈➃➉êú ✇➑➃➂➑ ➃➈ ❡➈➉➃♠❛➉❡❱ ➉� ❜❡ �➎ ➉➑❡ �✁❱❡✁
�➎ ➄ÿ➒➏❚❝ú ✇➃➉➑ ❛ ❚❝ ❛✁�➆❯❱ ➄❞➄❑ ➃❯ ➉➑❡➈❡ ♠❛➉❡✁➃❛➍➈❞
é➑➃➈ ✁❡➈➆➍➉ ➃➈ ❛ ➈➉✁�❯➇ ➃❯❱➃➂❛➉➃�❯ ➉➑❛➉ ❛➉ ➑➃➇➑ì♠❛➇❯❡➉➃➂ì
➌❡➍❱➈ ➈➆➋❡✁➂�❯❱➆➂➉➃✈➃➉ê ➂�➆➍❱ ❯�➉ ❜❡ �➎ ❛ ➑�♠�➇❡❯❡�➆➈
➈➃❯➇➍❡➉ ➉ê➋❡❞ ó❛❯ê ➉➑❡�✁➃❡➈ î➄✷ï➄➏ñ ➑❛✈❡ ❜❡❡❯ ➋✁�➋�➈❡❱ ➉�
❡①➋➍❛➃❯ ➉➑➃➈ ❜❡➑❛✈➃�➆✁ ❜ê ❛ ➉✁➃➋➍❡➉ ➈➆➋❡✁➂�❯❱➆➂➉➃❯➇ ➈➉❛➉❡ú
✇➑➃➂➑ ➃➈ ❛ ❯�❯ïø❛➆➍➃ì➍➃♠➃➉❡❱ ➈➉❛➉❡❞ ➅➉ ➍�✇ ♠❛➇❯❡➉➃➂ ➌❡➍❱➈ú
➑�✇❡✈❡✁ú ❜❡➈➃❱❡➈ ➉➑❡ �❜➈❡✁✈❛➉➃�❯ ❜ê ➅❯❱✁❡➈ ❝❴ ❪✉� î➄❬ñ �➎
❛ ❱➃❛♠❛➇❯❡➉➃➂ ➈➃➇❯❛➍ ✇➑❡❯ ➉➑❡ ➌❡➍❱ ➃➈ ➋❡✁➋❡❯❱➃➂➆➍❛✁ ➉�
➉➑❡ ➂➑❛➃❯➈ ➃❯❱➃➂❛➉➃❯➇ ❛ ➈➃❯➇➍❡➉ ➈➉❛➉❡ú ♠❡❛➈➆✁❡♠❡❯➉➈ �➎ ➉➑❡
❑❯➃➇➑➉ì➐➑➃➎➉ î➄✁ñ ➈➑�✇❡❱ ❛ ➈➃➇❯➃➌➂❛❯➉ ✈❛✁➃❛➉➃�❯ ➎✁�♠ ➉➑❡
❯�✁♠❛➍ì➈➉❛➉❡ ❜❡➑❛✈➃�➆✁ �➎ ➉➑❡ ➈➋➃❯ ➈➆➈➂❡➋➉➃❜➃➍➃➉ê �➎ û��➋❡✁
➋❛➃✁➈ ✇➑➃➂➑ ❱❡➂✁❡❛➈❡❱ ✇➃➉➑ ❱❡➂✁❡❛➈➃❯➇ ➉❡♠➋❡✁❛➉➆✁❡ ➃❯ ➉➑❡
➉✇� ❱➃✁❡➂➉➃�❯➈ �➎ ➉➑❡ ò✂þ ❜✄õì➋➍❛❯❡➈❞ é➑➃➈ ❜❡➑❛✈➃�➆✁ ✇❛➈
➃❯➉❡✁➋✁❡➉❡❱ ❛➈ ❜❡➃❯➇ ➉➑❡ ➈➃➇❯❛➉➆✁❡ �➎ ❛ ➈➃❯➇➍❡➉ ➈➉❛➉❡ ❛➉ ➍�✇
➌❡➍❱➈❞ é➑❡✁❡➎�✁❡ú ➃➉ ➈❡❡♠➈ ➉➑❛➉ ➉➑❡✁❡ ➃➈ ❛ ➂�❯➉✁❛❱➃➂➉➃�❯
❜❡➉✇❡❡❯ ❛ ➍�✇ì♠❛➇❯❡➉➃➂ì➌❡➍❱ ➈➃❯➇➍❡➉ ❜❡➑❛✈➃�➆✁ ❛❯❱ ❛
➑➃➇➑ì♠❛➇❯❡➉➃➂ì➌❡➍❱ ❯�❯ ➈➃❯➇➍❡➉ �❯❡❞

ü➉➑❡✁ ❛➆➉➑�✁➈ú ➑�✇❡✈❡✁ î➄✄ú➄➒ñú ➋�➃❯➉❡❱ �➆➉ ➉➑❛➉ ❛
➈➃❯➇➍❡➉ ➈➆➋❡✁➂�❯❱➆➂➉➃❯➇ ➈➉❛➉❡ ♠❛ê ➈➆✁✈➃✈❡ ➉➑❡ ø❛➆➍➃

ð✄✂✂➏ì➋➄
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transition singulet/triplet sous champs
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✳✁✂✯✼ ✄✮☎❤ ✂✰r✦✁r ✱❤✰✥ ✱❤✁ ⑨✂✬✦✤✱✬✥✸⑩✰✮✂✆ ✂✆✄✆✱� ❲✁ ✰r✁

✰✂✤✬ ✰❜✂✁ ✱✬ ✮✥✯✁r✤✱✰✥✯ ✱❤✁ ✈✁r✴ ✻✁☎✮✂✆✰r ❜✁❤✰✈✆✬✮r ✬✹

✱❤✁ ◆❶❷ ✯✰✱✰ r✁☎✁✥✱✂✴ ✬❜✤✁r✈✁✯ ✆✥ ✧✽❶✽❸❹✪❖⑨✂❺✐ ❻★❼❽❾

✰ ✮✤✮✰✂ ❶✁✆✤✤✥✁r ✁❥✁☎✱ ✆✤ ✁①✻✁☎✱✁✯ ✆✥ ✱❤✁ ✤✆✥✦✂✁✱ ✻❤✰✤✁✼

✫❤✆✂✁ ✬✥✁ ✤❤✬✮✂✯ r✁☎✬✈✁r ✱❤✁ ✥✬r✄✰✂✸✻❤✰✤✁ ✤✮✤☎✁✻✱✆❜✆✂✆✱✴

✆✥ ✱❤✁ ❿q✮✰✂ ❸✻✆✥ ⑩✰✆r✆✥✦ ✱r✆✻✂✁✱ ✻❤✰✤✁✼ ✰✤ ✁①✻✁r✆✄✁✥✱✰✂✂✴

✬❜✤✁r✈✁✯�

❁➀➁➁➂✸✻➂
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transition singulet/triplet sous champs

▼�✁✂✄☎✆✝✞✟✄✠✡☛✆✂✡☞✝✄✡ s✆✂✁✠✄☎✞☎✌✆✍✠✄☎ ✍♣�s✄ ☎✌�✂s✆☎✆t✂ ✆✂ q☞�s✆☛t✂✄✞✡✆✎✄✂s✆t✂�✠ t✌✁�✂✆✝ s☞✍✄✌✝t✂✡☞✝☎t✌s

❆ q☞�✠✆☎�☎✆✉✄ ✍✌t✍✄✌☎② ✝t✂✝✄✌✂✆✂✁ ☎♣✄ �✂✆st☎✌t✍② t❢

☎♣✄ ✝✌✆☎✆✝�✠ ✟✄✠✡ ✝�✂ ❜✄ ✄�s✆✠② ✍✌✄✡✆✝☎✄✡✏ ❆s ☎♣✄ �✍✍✠✆✄✡

✎�✁✂✄☎✆✝ ✟✄✠✡ ✆s ✌t☎�☎✄✡ ✆✂ ☎♣✄ ✭❛✑ ✒✮✞✍✠�✂✄✓ ☎♣✄ ✟✄✠✡

t✌✆✄✂☎�☎✆t✂ ✝t✌✌✄s✍t✂✡✆✂✁ ☎t ☎♣✄ ♣✆✁♣✄s☎ ✝✌✆☎✆✝�✠ ✟✄✠✡

s♣t☞✠✡ ✡✄✍✄✂✡ t✂ ☎♣✄ ✟✄✠✡ s☎✌✄✂✁☎♣✏ ■✂ ✠t✇ ✟✄✠✡s✓ ☎②✍✆✝�✠✠②

❍ s✎�✠✠✄✌ ☎♣�✂ �❜t☞☎ ✷ ☎✄s✠�s✓ ☎♣✄ t✌❜✆☎�✠ ✄❡✄✝☎ t❢

☎♣✄ ✟✄✠✡ ✆s ☎tt ✇✄�✔ ☎t ✆✂✡☞✝✄ ☎♣✄ ☎✇t✞✡✆✎✄✂s✆t✂�✠

✝t✂✟✂✄✎✄✂☎ t❜s✄✌✉✄✡ �☎ ✠�✌✁✄✌ ✟✄✠✡ ❬✕✖✗✏ ❚♣✄✌✄❢t✌✄✓ ✆✂

☎♣✆s ✠t✇✞✟✄✠✡ ✠✆✎✆☎✓ ✇✄ ✄✘✍✄✝☎ ☎♣�☎ ☎♣✄ t✌✆✄✂☎�☎✆t✂ t❢ ☎♣✄

♣✆✁♣✄s☎ ✝✌✆☎✆✝�✠ ✟✄✠✡✓ ✇♣✆✝♣✓ t❢ ✝t☞✌s✄ ✆s ✡✄☎✄✌✎✆✂✄✡ ❜②

☎♣✄ t✌❜✆☎�✠ ✄❡✄✝☎ ✆s �✠t✂✁ ☎♣✄ ❛✞✡✆✌✄✝☎✆t✂✓ ✆✂ ✇♣✆✝♣ ☎♣✄

✄✠✄✝☎✌t✂ ☎✌�✂s❢✄✌ ✆✂☎✄✁✌�✠ ✆s ☎♣✄ ✠�✌✁✄s☎✏ ❖✂ ☎♣✄ ✝t✂☎✌�✌②✓

✆✂ ☎♣✄ ✠�✌✁✄✞✟✄✠✡ ✠✆✎✆☎✓ ☎♣✄ ✟✄✠✡✞✆✂✡☞✝✄✡ ☎✇t✞✡✆✎✄✂s✆t✂�✠

✝t✂✟✂✄✎✄✂☎ s☎✌t✂✁✠② ✌✄✡☞✝✄s ☎♣✄ ✄✠✄✝☎✌t✂ ☎✌�✂s❢✄✌ ✆✂

✡✆✌✄✝☎✆t✂s ✍✄✌✍✄✂✡✆✝☞✠�✌ ☎t ✒✙✏ ❲✄ ☎♣✄✌✄❢t✌✄ ✄✘✍✄✝☎✓ �s ☎♣✄

✟✄✠✡ ✆s ✆✂✝✌✄�s✄✡ �❜t✉✄ �❜t☞☎ ✷ ☎✄s✠�s✓ ☎♣�☎ ☎♣✄ t✌✆✄✂☎�☎✆t✂

t❢ ☎♣✄ ✎�✘✆✎☞✎ ✝✌✆☎✆✝�✠ ✟✄✠✡ ✆s ✍✌t✁✌✄ss✆✉✄✠② ✌t☎�☎✄✡ ❢✌t✎

☎♣✄ ❛✞✡✆✌✄✝☎✆t✂ ☎t ☎♣✄ ✒✙✞✡✆✌✄✝☎✆t✂✏

■✂ ☎♣✄ ✠�✌✁✄ ✎�✁✂✄☎✆✝ ✟✄✠✡ ✝�s✄✓ ☎♣✄ ✭❛✑ ✒✮✞✍✠�✂✄s �✌✄

✡✄✝t☞✍✠✄✡ �✂✡ ☎♣✄ t✌❜✆☎�✠ ✍�✆✌✞❜✌✄�✔✆✂✁ ✄❡✄✝☎ ✆s ✡✌�s☎✆✞

✝�✠✠② ✌✄✡☞✝✄✡ �✂✡ ✝�✂ ❜✄ ✂✄✁✠✄✝☎✄✡✓ �s ✇✄ ♣�✉✄ �✠✌✄�✡②

✡✆s✝☞ss✄✡✏ ■✂ ☎♣✄ s✎�✠✠✞✎�✁✂✄☎✆✝✞✟✄✠✡ ✝�s✄✓ ♣t✇✄✉✄✌✓ ✇✄

✄✘✍✄✝☎ ☎♣�☎ ☎♣✄ ✌✄✎�✆✂✆✂✁ t✌❜✆☎�✠ ✄❡✄✝☎ ✇✆✠✠ ❜✄ s✆✎✆✠�✌ ❢t✌

☎♣✄ s✆✂✁✠✄☎ �✂✡ ❢t✌ ☎♣✄ ☎✌✆✍✠✄☎ ✝�s✄s✓ st ☎♣�☎ ☎♣✄ ✡✆❡✄✌✞

✄✂✝✄ ❜✄☎✇✄✄✂ ☎♣✄ ☎✌✆✍✠✄☎ �✂✡ ☎♣✄ s✆✂✁✠✄☎ ❢✌✄✄ ✄✂✄✌✁② ✆s ✂t☎

✂t☎✆✝✄�❜✠② ✎t✡✆✟✄✡✐ ☎♣✄✌✄❢t✌✄ ✇✄ ♣t✍✄ ☎♣�☎ ☎♣✄ t✌❜✆☎�✠

✝t✌✌✄✝☎✆t✂s ✇✆✠✠ ✂t☎ ✡✄s☎✌t② ☎♣✆s ☎✌�✂s✆☎✆t✂✏ ▼t✌✄t✉✄✌✓ ✇✄

t❜s✄✌✉✄ ☎♣�☎ ✄✘✍✄✌✆✎✄✂☎�✠ ✉�✠☞✄s t❢ ☎♣✄ ✝✌✆☎✆✝�✠ ✟✄✠✡ ❍❝✚

�✌✄ ✂t☎✆✝✄�❜✠② ✆✂✝✌✄�s✄✡ ✇♣✄✂ ☎♣✄ ✟✄✠✡ ✆s �✠✆✁✂✄✡ �✠t✂✁ ☎♣✄

✒✙✞✡✆✌✄✝☎✆t✂✐ ☎♣✆s ✄❡✄✝☎ ✆s ✝t♣✄✌✄✂☎ ✇✆☎♣ t☞✌ �ss☞✎✍☎✆t✂ t❢

� ☎✇t✞✡✆✎✄✂s✆t✂�✠ ✂�☎☞✌✄ t❢ ☎♣✄ s✆✂✁✠✄☎✛☎✌✆✍✠✄☎ ☎✌�✂s✆☎✆t✂✏

❲✄ ♣�✉✄ ✄✘�✎✆✂✄✡ ☎♣✄ ✝�s✄ t❢ � ✜✞✇�✉✄ ☎✌✆✍✠✄☎ s☎�☎✄✏

❲✄ ✝t☞✠✡ ♣�✉✄ ✄✘☎✄✂✡✄✡ t☞✌ s☎☞✡② ☎t �✂ ✢✞✇�✉✄ ☎✌✆✍✠✄☎

s☎�☎✄✓ ✇♣✆✝♣ ✎✆✁♣☎ ❜✄ ❢�✉t☞✌✄✡ ❜② ☎✇t✞✡✆✎✄✂s✆t✂�✠ ➈☞✝☎☞✞

�☎✆t✂s ❬✣✤✓✷✥☛✷✦✗✏ ❲✄ ❜✄✠✆✄✉✄✓ ♣t✇✄✉✄✌✓ ☎♣�☎ s✆✎✆✠�✌ ✌✄s☞✠☎s

✇t☞✠✡ ♣�✉✄ ❜✄✄✂ t❜☎�✆✂✄✡✏

❖☞✌ ☎✇t✞✡✆✎✄✂s✆t✂�✠ ✎t✡✄✠✓ ✡✄s✝✌✆❜✄✡ ✆✂ ✄qs✏ ✭✣✮☛✭✤✮✓

✝�✂ ❜✄ t❜☎�✆✂✄✡ ❜② � ☎♣✌✄✄☛✝☞☎✞t❡ ✌✄✂t✌✎�✠✆s�☎✆t✂

✁✌t☞✍ �✍✍✌t�✝♣ ❬✤✣✗✓ ✆✂ ✇♣✆✝♣ ☎♣✄ ☎♣✌✄✄ ✝☞☎✞t❡s �✌✄

☎♣✄ ❜�✂✡✇✆✡☎♣ ❊✵ ✧ ✥✖✖✖❑✓ ☎♣✄ ✝✌tss✞t✉✄✌ ☎✄✎✍✄✌�☎☞✌✄

★✩✪ ✧ ✣✖✖❑ �✂✡ ☎♣✄ ❩✄✄✎�✂ ✄✂✄✌✁② ➭✫❍ ✧ ✷❑✓ �✂✡

♣�✉✄ ✡✆❡✄✌✄✂☎ t✌✡✄✌s t❢ ✎�✁✂✆☎☞✡✄✏ ■✂ ☎♣✄ ✌�✂✁✄ ✇♣✄✌✄

✬ ✯ ★✩✪✓ t☞✌ ❋✄✌✎✆ ✠✆q☞✆✡ �✂�✠②s✆s ✆s ✉�✠✆✡✏ ❙✆✂✝✄

➭✫❍ ✯ ★✩✪✓ ☎♣✄ ❩✄✄✎�✂ ✄✂✄✌✁② ✝�✂ �✠st ❜✄ ✡✆s✝☞ss✄✡ ✆✂ �

✎✄�✂✞✟✄✠✡ �✍✍✌t�✝♣✓ �s ✇✄ ✡✆✡ ♣✄✌✄✏

▼�✂② �☞☎♣t✌s ❬✣✦✓✕✥✓✕✰✓✤✷✗ ♣�✉✄ ✍✌t✍ts✄✡ ☎t ✆✂☎✄✌✍✌✄☎

☎♣✄ ✄✘✍✄✌✆✎✄✂☎�✠ ✡�☎� ❜② ☎♣✄ ✟✄✠✡✞✆✂✡☞✝✄✡ s☎�❜✆✠✆s�☎✆t✂✓

✂t☎ t❢ � ☎✌✆✍✠✄☎ ✍♣�s✄✓ ❜☞☎ t❢ � s✆✂✁✠✄☎✞❋❋✱❖ ✍♣�s✄✏ ❇t☎♣

✍♣�s✄s ♣�✉✄ st✎✄✇♣�☎ s✆✎✆✠�✌ ✍✌t✍✄✌☎✆✄s✲ ☎♣✄② �✍✍✄�✌ ✆✂

� ✟✌s☎✞t✌✡✄✌ ☎✌�✂s✆☎✆t✂✐ ☎♣✄② �✌✄ ✉✄✌② s✄✂s✆☎✆✉✄ ☎t ✂t✂✞

✎�✁✂✄☎✆✝ ✡✆st✌✡✄✌✓ ✇♣✆✝♣ ✎✆✁♣☎ ❜✄ ☎♣✄ ✝�s✄ t❢ ☎♣✄ ♣✆✁♣

✟✄✠✡ ✍♣�s✄✐ ☎♣✄② ♣�✉✄ � ✝✌✆☎✆✝�✠ ✟✄✠✡ ✇♣✆✝♣ ✄✘✝✄✄✡s ☎♣✄

❈✠t✁s☎t✂✞✳�☞✠✆ ✠✆✎✆☎✏ ✴t✇✄✉✄✌✓ ☎♣✄✌✄ ✆s � s✄✝t✂✡ ✍�✌�✎�✁✞

✂✄☎✆✝ ✠✆✎✆☎✆✂✁ ✟✄✠✡ ❜✄②t✂✡ ✇♣✆✝♣ ☎♣✄ ❋❋✱❖ ✆✂♣t✎t✁✄✞

✂✄t☞s s✆✂✁✠✄☎ s☞✍✄✌✝t✂✡☞✝☎✆✂✁ s☎�☎✄ ✇✆✠✠ �✠st ❜✄ ✡✄s☎✌t②✄✡✏

❚♣✆s ✂✄✇ ✍�✌�✎�✁✂✄☎✆✝ ✠✆✎✆☎ ✇�s ✝�✠✝☞✠�☎✄✡ ❜② ✱✄❜✄✡ ❬✣✷✗

✆✂ ☎♣✄ q☞�s✆✞✣✶ ✭❚▼❚❙❋✮✚❳ s☞✍✄✌✝t✂✡☞✝☎t✌s �✠t✂✁ ☎♣✄
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➱✃❐✃✃✃❰
➱✃❐✃✃✃Ï
➱✃❐✃✃✃Ð
✃❐✃✃✃✃

Ñ Ò Ó

➔→➣↔ Ô↔ ➙➛➜➝➞ ➟ ➠ ➙➡➢➤➥➦➧ ➨➩→➫➭➯ ➲➫➳ ➙➛➜➝ ➵ ➟ ➠ ➙➡➢➤➥➦➧ ➨➳➲➸➺➭➳➯ ➼➭➽➸➾➸ ➹ ➪➶➽ ➚➘ ➴ Õ ➨➲➯Ö ➚ ➘ ➷↔Ô Õ ➨➮➯ ➲➫➳ ➚ ➘ × Õ ➨Ø➯ ➨→➫➸➭Ù ➚ ➘ × Õ ➸➺➶Ú➸ ➽➭➭➫Ù➽➲➫Ø➭➯↔

➷ÛÜ× Ýß àáâã➚äåæçæ èé ãêß ë ìäêæí ìéãéè ìçæèîçèï ñò óôòòõö ñ÷øòùñ÷øú
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transition singulet/triplet sous champs
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⑦④ ⑧❲❨❫❴❊♠❊❜❫ ⑨❊♠⑩ ❣❨⑥❫❇♠❊❉ ❶❇♣❏
❷④ ❴❊❫⑥♣❇♠❸♠❲❊❧♣❇♠ ❧❨❊❲❊❫⑥

✿ ❹ ❺ t r ✿ ❝ t

❻❼ ❽❾❿❼ ➀❼❿➁➂➁➃❼➄ ➃❽❼ ➅❽❾➂❼ ➄➁❾➆➀❾➇ ➈➉ ➅❼➀➊❽➋➈➀❾➃❼ ➌❼➊❽➆❾❾➀➄ ➂❾➋➃➂ ➍➎➄❼➀ ➇❾➆➎❼➃➁➊ ➏❼➋➄ ❾➃ ➂➇❾➋➋
➃❼➇➅❼➀❾➃➍➀❼➐ ➍➂➁➎➆ ❾ ➂➅➁➎ ➋❾➄➄❼➀ ➇➈➄❼➋ ➑➁➃❽ ❾ ➒➍➓➓❾➀➄ ➒❾➇➁➋➃➈➎➁❾➎➔ →➂➁➎➆ ❾ ➎➈➎➣➅❼➀➃➍➀➓❾➃➁❿❼ ↔➈➀↕➙➈❿
➇❼➃❽➈➄➐ ➑❼ ❽❾❿❼ ➊❾➋➊➍➋❾➃❼➄ ➃❽❼ ➉➀❼❼ ❼➎❼➀➆➁❼➂ ➈➉ ❾➋➋ ➅➈➂➂➁➓➋❼ ➅❽❾➂❼➂➐ ➁➎➊➋➍➄➁➎➆ ❾ ➅❽❾➂❼ ➑➁➃❽ ➊➈❼➛➁➂➃➁➎➆
➂➁➎➆➋❼➃ ❾➎➄ ➃➀➁➅➋❼➃ ➂➍➅❼➀➊➈➎➄➍➊➃➁➎➆ ➅❾➁➀➂➔ ❻➁➃❽ ➈➍➀ ➊❽➈➁➊❼ ➈➉ ➊➈➍➅➋➁➎➆ ➅❾➀❾➇❼➃❼➀➂➐ ➃❽➁➂ ➊➈❼➛➁➂➃➁➎➆ ➅❽❾➂❼
➅➀➈❿❼➄ ➎➈➃ ➉❾❿➈➀❾➓➋❼➔ ➜❼❿❼➀➃❽❼➋❼➂➂➐ ➃❽➁➂ ➂➃➍➄➝ ➈➅❼➎➂ ➎❼➑ ➏❼➋➄➂ ➈➉ ➁➎❿❼➂➃➁➆❾➃➁➈➎➐ ➑❽➁➋❼ ➃❽❼ ➂❼❾➀➊❽ ➈➉ ➂➍➊❽
❾ ➊➈❼➛➁➂➃➁➎➆ ➅❽❾➂❼ ➂❼❼➇➂ ❾ ➀❼❾➋➁➂➃➁➊ ❾➎➄ ➅➀➈➇➁➂➁➎➆ ➆➈❾➋➔

➞ ➟➠➡➢ ➤➋➂❼❿➁❼➀ ➥➃➄➔ ➦➋➋ ➀➁➆❽➃➂ ➀❼➂❼➀❿❼➄➔

➧➨➩➫➭➯➲➫➳➵➸➺ ➫➻➯➼➫➳➽➫ ➾➚ ➵➭➯➩➺➫➵ ➪➶➩➫➭➽➾➳➼➶➽➵➯➻➯➵➹ ➯➳ ➾➭➘➸➳➯➽
➽➾➲➩➾➶➳➼➪ ➴➷➬➮➱ ✃➸➪ ➾➩➫➳➫➼ ➸ ➳➫❐ ➸➳➼ ➫➨➽➯➵➯➳➘ ❒➫➺➼ ➚➾➭ ➵✃➫➾➭➫❮
➵➯➽➯➸➳➪❰ Ï➫➭➫Ð ❐➫ ➸➭➫ ➲➾➭➫ ➩➸➭➵➯➽➶➺➸➭➺➹ ➯➳➵➫➭➫➪➵➫➼ ➯➳ ÑÒÓÔÕÖ×ÔØ
Ù➫➽✃➘➸➸➭➼ ➪➸➺➵➪ ➴Ú➬➷➷➱Ð ❐✃➯➽✃ ➫➨✃➯Û➯➵ ➽➾➲➩➺➫➨ ➸➳➼ ➽✃➸➺➺➫➳➘➯➳➘
➩➭➾➩➫➭➵➯➫➪❰ ØÜÝÖÞ ➽➾➲➩➾➶➳➼➪ ➸➭➫ ß➶➸➪➯❮➾➳➫❮➼➯➲➫➳➪➯➾➳➸➺ ➪➹➪➵➫➲➪
➴➷Ð➷àÐ➷á➱Ð ❐✃➯➺➫ ØÜâ➺ãä ➽➾➲➩➾➶➳➼➪ ➸➭➫ ➲➾➭➫ ➺➯å➫ ➪➩➯➳ ➺➸➼➼➫➭ ➾➳➫➪
➴áÐæÐ➷æ➱❰

ç➫ ➪➵➶➼➹ ➵✃➫➪➫ ➲➸➵➫➭➯➸➺➪ ❐✃➫➳ ➸ ➲➸➘➳➫➵➯➽ ❒➫➺➼ è ➯➪ ➸➩➩➺➯➫➼❰
Ò✃➫➹ ➫➨✃➯Û➯➵ ➵✃➸➵ Ó➫➯➪➪➳➫➭ ➫➚➚➫➽➵ ➴➷à➱ ➸➳➼ ➪➶➩➫➭➽➾➳➼➶➽➵➯➻➯➵➹ ➯➪
➻➫➭➹ ➭➾Û➶➪➵ ❐✃➫➳ è ➯➪ ➯➳➽➭➫➸➪➫➼ ➴➷ÐæÐ➷á➱❰ ç✃➫➳ ➳➾ ❒➫➺➼ ➯➪ ➸➩➩➺➯➫➼Ð
➯➵ ✃➸➪ Û➫➫➳ ➪✃➾❐➳ ➵✃➸➵ â➾➾➩➫➭ ➩➸➯➭➪ ✃➸➻➫ é❮➪➯➳➘➺➫➵ ➪➹➲➲➫➵➭➹
➴➷êÐ➷ë➱❰ ã➳ ➵✃➫ ➾➵✃➫➭ ✃➸➳➼Ð ➪➶➩➫➭➽➾➳➼➶➽➵➯➻➯➵➹ ➭➫➪➯➪➵➪ ➵➾ ❒➫➺➼➪ ➚➸➭
➸Û➾➻➫ èì â➺➾➘➪➵➾➳ ➺➯➲➯➵ ➴➷í➱❰ ➧➻➫➳ ➪➶➩➫➭➽➾➳➼➶➽➵➯➻➯➵➹ ➭➫➫➳➵➭➸➳➽➫
✃➸➪ Û➫➫➳ ➾Û➪➫➭➻➫➼Ð ❐✃➯➽✃ ❐➸➪ ➸➵➵➭➯Û➶➵➫➼ Û➹ ➲➾➪➵ ➸➶➵✃➾➭➪ ➵➾
➵➭➯➩➺➫➵ ➩➸➯➭➯➳➘ ➴áÐ➷îÐ➷➮➱Ð ❐✃➯➺➫ Û➹ ➾➵✃➫➭➪ ➵➾ Ö➶➺➼➫➬Ö➫➭➭➫➺➺➬ï➸➭å➯➳➬
ã➻➽✃➯➳➳➯å➾➻ ÑÖÖïã× ➪➵➸➵➫➪ ➴➷Ú➱❰ ã➳ ➵✃➫ ❐✃➾➺➫Ð ➵✃➫➪➫ ➽➾➲➩➾➶➳➼➪
✃➸➻➫ ➪✃➾❐➳ ➵➾ Û➫ ➳➾➳❮➽➾➳➻➫➳➵➯➾➳➸➺ ➪➶➩➫➭➽➾➳➼➶➽➵➾➭➪ ➴áà➱❰

ð➳➼➫➫➼Ð ➪➩➸➵➯➸➺➺➹ ➲➾➼➶➺➸➵➫➼ ÖÖïã ➪➵➸➵➫➪ ❐✃➯➽✃ ➸➭➫ ➾➚ ➪➯➳➘➺➫➵
➪➹➲➲➫➵➭➹ ➴á➷➱ ➭➸➯➪➫ â➺➾➘➪➵➾➳ ➺➯➲➯➵ ➶➩ ➵➾ èñòóèñÐ ❐✃➯➺➫ ➵✃➸➵ ➾➚
➵➭➯➩➺➫➵ ➪➵➸➵➫➪ ➯➪ ➫➨➩➫➭➯➲➫➳➵➸➺➺➹ ➶➳➭➫➸➽✃➸Û➺➫❰ Õ➾Ð ➵✃➫➭➫ ✃➸➪ Û➫➫➳ ➸
➽➾➳➵➭➾➻➫➭➪➹ ➸➲➾➳➘ ➵✃➫➾➭➫➵➯➽➯➸➳➪ ➸Û➾➶➵ ➵✃➫ ➭➫➸➺ ➳➸➵➶➭➫ ➾➚ ➪➶➩➫➭❮
➽➾➳➼➶➽➵➯➻➯➵➹Ð ➶➳➼➫➭ ➪➵➭➾➳➘ ➲➸➘➳➫➵➯➽ ❒➫➺➼Ð ➪➾➲➫ ➸➭➘➶➯➳➘ ➵✃➸➵
â➾➾➩➫➭ ➩➸➯➭➪ ➲➶➪➵ Û➫ ➾➚ ➵➭➯➩➺➫➵ ➪➹➲➲➫➵➭➹ ➶➳➼➫➭ ✃➯➘✃ ➲➸➘➳➫➵➯➽
❒➫➺➼ ➴➷Ðê➬îÐ➷➮Ðáá➬á➮➱Ð ➪➾➲➫ ➵✃➸➵ ➵✃➫➹ ➸➭➫ ÖÖïã ➪➵➸➵➫➪ ➴➮ÐáàÐáÚ➬æê➱❰
Õ➾➲➫ ➸➶➵✃➾➭➪ ✃➸➻➫ ➽✃➸➳➘➫➼ ➾➩➯➳➯➾➳ ➴áëÐáÚ➬æ➷Ðæë➬æî➱❰ ô➫➽➫➳➵
➫➨➩➫➭➯➲➫➳➵➪ ➴æ➮➱ ➪➫➫➲ ➵➾ ➲➸å➫ ➵✃➯➪ ➽➾➳➵➭➾➻➫➭➪➹ ➾Û➪➾➺➫➵➫õ ➵✃➫➹
➘➯➻➫ ➫➻➯➼➫➳➽➫➪ ➾➚ ➸ ÖÖïã ➪➵➸➵➫Ð Û➶➵ ➸➺➪➾ ➪➫➫➲ ➵➾ ➯➳➼➯➽➸➵➫ ➵✃➸➵

➪➶➩➫➭➽➾➳➼➶➽➵➯➻➯➵➹ ➪➶➭➻➯➻➫➪ ➸➵ èóèñòÐ ❐✃➯➽✃ ➽➾➶➺➼ Û➫ ➯➳➵➫➭➩➭➫➵➫➼
➸➪ ➸ ➵➭➸➳➪➯➵➯➾➳ ➵➾ ➵➭➯➩➺➫➵ ➩➸➯➭➯➳➘❰

ã➭Û➯➵➸➺ ➫➚➚➫➽➵Ð ❐✃➯➽✃ ➯➪ ➸ å➫➹ ➲➫➽✃➸➳➯➪➲Ð ➪✃➾➶➺➼ Û➫ ➵➸å➫➳ ➯➳➵➾
➸➽➽➾➶➳➵ ➴➷➷ÐæÚ➱Ð ❐✃➯➺➫ ➯➵ ➯➪ ➳➫➘➺➫➽➵➫➼ ➯➳ ➲➾➪➵ ➾➚ ➵✃➫ ➵✃➫➾➭➫➵➯➽➸➺
➽➸➺➽➶➺➸➵➯➾➳➪ ➴æî➱❰ Ó➾➭➫➾➻➫➭Ð ➵✃➫ ➸Û➪➫➳➽➫ ➾➚ ➸ ➺➯➲➯➵➯➳➘ ❒➫➺➼ ➵➾
➪➶➩➫➭➽➾➳➼➶➽➵➯➻➯➵➹ ➘➯➻➫➪ ➸ ➪➵➭➾➳➘ ➪➶➩➩➾➭➵ ➵➾ ➵✃➫ ➵➭➯➩➺➫➵ ➯➳➵➫➭➩➭➫➵➸❮
➵➯➾➳ö ➵✃➫ ❒➭➪➵ ➫➪➵➯➲➸➵➯➾➳➪ ➴êÐááÐáîÐæàÐæ➷Ðêà➱ ➾➚ èìÔ ❐➫➭➫ ➽➺➫➸➭➺➹ ➵➾➾
➺➾❐ ➸➳➼ ➳➾➵ ➽➾➲➩➸➵➯Û➺➫ ❐➯➵✃ ➾Û➪➫➭➻➫➼ ➪➶➩➫➭➽➾➳➼➶➽➵➯➻➯➵➹ ➸➵ ✃➯➘✃➫➭
➻➸➺➶➫➪ ➾➚ ➲➸➘➳➫➵➯➽ ❒➫➺➼ ➴áÐ➷á➱❰

Ï➾❐➫➻➫➭Ð ➳➫❐ ➽➸➺➽➶➺➸➵➯➾➳➪ ➵➸å➯➳➘ ➯➳➵➾ ➸➽➽➾➶➳➵ ➼➯➪➾➭➼➫➭ ➴ê➷➱
✃➸➻➫ ➘➯➻➫➳ ➲➾➭➫ ➽➾➲➩➸➵➯Û➺➫ ➴æíÐæ➮ÐêáÐêæ➱ ➻➸➺➶➫➪ ➾➚ èìÔ❰ ➧➨➩➫➭➯❮
➲➫➳➵➸➺ ➼➸➵➸ ➸➭➫ ➳➾➵ ➽➺➫➸➭ ➫➳➾➶➘✃ ➵➾ ➼➯➪➽➭➯➲➯➳➸➵➫ Û➫➵❐➫➫➳ ➵➭➯➩➺➫➵
➸➳➼ ÖÖïã ➯➳➵➫➭➩➭➫➵➸➵➯➾➳ ➴êê➱❰

ã➶➭ ❐➾➭å ➯➪ ➼➫➻➾➵➫➼ ➵➾ ➵✃➫ ➵➭➸➳➪➯➵➯➾➳ ➚➭➾➲ ➪➯➳➘➶➺➸➭ ➵➾ ➵➭➯➩➺➫➵
➩✃➸➪➫❰ Ò✃➯➪ ➵➭➸➳➪➯➵➯➾➳ ❐➸➪ ❒➭➪➵ ➲➫➳➵➯➾➳➫➼ Û➹ Ó➯➹➸➪➸å➯ ➸➳➼
Ï➸➪➫➘➸❐➸ ➴î➱Ð Û➶➵ ➵✃➫➭➫ ✃➸➪ Û➫➫➳ ➸ ➭➫➽➫➳➵ ➭➫➳➫❐➸➺ ➾➚ ➵✃➫ ➵✃➫➾➭➹
➴êàÐêí➱❰ ÷ ➩➸➪➪➯➾➳➸➵➯➳➘ ß➶➫➪➵➯➾➳ ➸➭➯➪➫➪õ ➯➳ ➽➸➪➫ ➾➚ ➪➯➳➘➺➫➵ ➸➳➼
➵➭➯➩➺➫➵ ➩➸➯➭ ➽➾➫➨➯➪➵➫➳➽➫ ➸➵ ➵✃➫ ➵➭➸➳➪➯➵➯➾➳ Ñ➾➭ ➳➫➸➭ ➵✃➫ ➵➭➸➳➪➯➵➯➾➳×Ð
➸➭➫ ➩➸➯➭➪ ➾➚ ➼➯➚➚➫➭➫➳➵ ➪➹➲➲➫➵➭➯➫➪ ➪➫➩➸➭➸➵➫➼ ➯➳➵➾ ➼➾➲➸➯➳➪Ð ➾➭ ➯➪
➵✃➫➭➫ ➸ ➶➳➯ß➶➫ ➪➵➸Û➺➫ ➵✃➫➭➲➾➼➹➳➸➲➯➽ ➩✃➸➪➫ø Ù➹ ➵✃➫ ❐➸➹Ð ➻➫➭➹
➺➯➵➵➺➫ ✃➸➪ Û➫➫➳ ➼➾➳➫ ➹➫➵Ð ➾➳ ➵✃➫ ➵✃➫➭➲➾➼➹➳➸➲➯➽ ➺➫➻➫➺Ð ➽➾➳➽➫➭➳➯➳➘
➪➶➩➫➭➽➾➳➼➶➽➵➯➳➘ ➪➹➪➵➫➲➪❰

ç➫ ✃➸➻➫ ➶➪➫➼ ➸ ➳➾➳❮➩➫➭➵➶➭Û➸➵➯➻➫ ➲➫➵✃➾➼ ➵➾ ➪➵➶➼➹ ➵✃➫ ➽➾➫➨❮
➯➪➵➫➳➽➫ ➾➚ ➪➯➳➘➺➫➵ ➸➳➼ ➵➭➯➩➺➫➵ ➪➶➩➫➭➽➾➳➼➶➽➵➯➻➯➵➯➫➪❰ ç➫ ➸➩➩➺➹ ➸
➪➵➸➳➼➸➭➼ ➪➫➺➚❮➽➾➳➪➯➪➵➫➳➵ ➲➫➸➳❮❒➫➺➼ ➸➩➩➭➾➨➯➲➸➵➯➾➳Ð ➸➳➸➺➾➘➶➫ ➵➾
ÙâÕ ➫ß➶➸➵➯➾➳➪Ð Û➶➵Ð ➯➳➪➵➫➸➼ ➾➚ ➯➳➵➭➾➼➶➽➯➳➘ ➸ ➪➯➲➩➺➫ ➘➸➩Ð ❐➫ ➯➳➽➺➶➼➫
Û➾➵✃ ùú ➪➯➳➘➺➫➵ ➸➳➼ ùû ➵➭➯➩➺➫➵ ➘➸➩➪Ð ❐✃➯➽✃ ➽➾➭➭➫➪➩➾➳➼ ➵➾ ß➶➸➼➭➸➵➯➽
➵➫➭➲➪ ➾➚ ➾➩➩➾➪➯➵➫ ➪➹➲➲➫➵➭➯➫➪ ➯➳ ➵✃➫ Ï➸➲➯➺➵➾➳➯➸➳❰

Ò✃➫ ➪➾➺➶➵➯➾➳➪ ➾➚ ➵✃➯➪ ➲➾➼➫➺ ➸➭➫ ➘➯➻➫➳ Û➹ ➵❐➾ ➽➾➶➩➺➫➼ ➘➸➩
➫ß➶➸➵➯➾➳➪Ð ❐✃➯➽✃ ➾➳➫ ➲➶➪➵ ➵➭➫➸➵ ➪➯➲➶➺➵➸➳➫➾➶➪➺➹❰ ÷➵ ➵✃➸➵ ➪➵➸➘➫Ð
➯➵ ❐➸➪ ➸➺➭➫➸➼➹ ➸ ➽✃➸➺➺➫➳➘➫ ➵➾ ❒➳➼ ➲➯➨➫➼ ➪➵➸➵➫➪Ð ❐✃➯➽✃ ❐➫ ✃➸➻➫

â➾➳➵➫➳➵➪ ➺➯➪➵➪ ➸➻➸➯➺➸Û➺➫ ➸➵ Õ➽➯ü➫➭➪➫ Õ➽➯➫➳➽➫ý➯➭➫➽➵

þÿ❥�✁✂✄ ❤ÿ♦☎✆✂❛☎✝ ✇✇✇✞☎✄✟☎✠✐☎�✞✳ÿ♦✡✄ÿ✳✂t☎✡✟✟✳

❙☛☞✌✍ ❙✎✏✎❡ ❈☛✑✑✒✓✌✔✏✎✌☛✓✕

❭❭❪✵✖❑❭✈✵❸✗ ✖ ❴❇❇ ❵❲❜❫♠ ❣❨♠♠❇❲ ✫ ❬❭❑❪ ❊♣❴❇■❊❇❲ ▲♠❏q ❦♣♣ ❲❊⑥⑩♠❴ ❲❇❴❇❲■❇❏q
⑩♠♠❧④❸❸❏✿q❏❜❊q❜❲⑥❸❑❭q❑❭❑✻❸✘q❴❴❉q❬❭❑❪q❭✸q❭❭❪

♥ ✙❜❲❲❇❴❧❜❫❏❊❫⑥ ❨❳♠⑩❜❲q ⑧❇♣q④ ✰❪❪ ❑✻✈❑✺✺❪✸❪q
✚✯✛✚✤✫ ✚❞❞✢✥★★❅ ❨◗❲❨❣❜■❊❉❊✜♣❧❴q❳✖❧❴❳❏q❵❲ ✭✢q ❦◗❲❨❣❜■❊❉❊✣q

✤❜♣❊❏ ✤♠❨♠❇ ✙❜❣❣❳❫❊❉❨♠❊❜❫❴ ❑✻✈ ✭❬❭❑❪✣ ❤❬➊❤✺
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coexistence de phase

❜��✁ ✈�✂✄ ❧☎✆✝✄ t✞ ❞✞✟ ❍✞✠�✈�✂✱ t✡�✄ ♣✂✞✈�❞ t✡�✂☛✞❞✄✁☞☛✌✆☞❧❧✄

☎✁✉t☞❜❧�✍ ✠� ✡☞✈� ✆☞❧✆☎❧☞t�❞ t✡� t✡�✂☛✞❞✄✁☞☛✌✆ ❢✂�� �✁�✂❡✄ ✞❢

�☞✆✡ ♣✡☞✉�✱ ✆✞☛♣☞✂✌✁❡ t✡☞t ✞❢ t✡� ✉✌✁❡❧�t✱ t✂✌♣❧�t ☞✁❞ ☛✌♠�❞ ✞✁�✉✟

❚✡� ❧☞✉t ❢✂�� �✁�✂❡✄ ✡☞✉ ✆✡☞❧❧�✁❡�❞ ✁�✠ t✡�✞✂�t✌✆☞❧ ❞�✈�❧✞♣☛�✁t✉✱

✠✡✌✆✡ ✠� ♣✂�✉�✁t ✡�✂�✟

❆❧t✞❡�t✡�✂✱ t✡� ♣✡☞✉� ❞✌☞❡✂☞☛ ✌✉ ✁✞t ☛✞❞✌✎�❞ ☞✁❞ ✆✞✁✎✂☛✉ t✡�

♣✂�✈✌✞☎✉❧✄ ✆☞❧✆☎❧☞t�❞ ♣✡☞✉� ❞✌☞❡✂☞☛ ❬✏✼✑✱ ✠✌t✡ ☞ ✉✌✁❡❧�t ③✞✁� ☞t

✉☛☞❧❧ ☛☞❡✁�t✌✆ ✎�❧❞✱ ☞✁❞ ☞ t✂✌♣❧�t ✞✁� ☞t ✡✌❡✡�✂ ✎�❧❞ ✭☞✁❞ ✉☛☞❧❧

t�☛♣�✂☞t☎✂�✒✟ ❚✡� ♣✂�✆✌✉✌✞✁ ✡☞✉ ❜��✁ ❢☞✂ ✌✁✆✂�☞✉�❞✱ ✉✞ t✡☞t ✠�

✆✞☎❧❞ ❞�t�✂☛✌✁☞t� t✡� ✁☞t☎✂� ✞❢ t✡� t✂☞✁✉✌t✌✞✁ ❜�t✠��✁ ✉✌✁❡❧�t ☞✁❞

t✂✌♣❧�t ③✞✁�✉✱ ✠✡✌✆✡ ✌✉ ✎✂✉t ✞✂❞�✂ ✠✡�✁ ✓ ✌✉ ✎♠�❞✱ ❜☎t ✉�✆✞✁❞ ✞✂❞�✂

✠✡�✁ ✔ ✌✉ ✎♠�❞✟

❲� ✠✌❧❧ ❜✂✌�✕✄ ✂�✆☞❧❧ t✡� ☛✞❞�❧✱ ❜�❢✞✂� �♠♣❧☞✌✁✌✁❡ t✡� ❢✂��

�✁�✂❡✄ ✆☞❧✆☎❧☞t✌✞✁ ☞✁❞✱ �✈�✁t☎☞❧❧✄✱ ♣✂�✉�✁t✌✁❡ ✞☎✂ ✂�✉☎❧t✉✟

▼✖✗✘✙✍ ❲� ☎✉� t✡� t✠✞✚❜☞✁❞ ❍☎❜❜☞✂❞ ☛✞❞�❧✱ ✠✌t✡ ❍☞☛✌❧t✞✚

✁✌☞✁ ✛➻✛❦✜✢ þ ✛✜✢✐ ❬✏✼✑✱ ✠✡✌✆✡ ✠� ❞�✈�❧✞♣ ☎✉✌✁❡ ☞ ☛�☞✁✚✎�❧❞

☞♣♣✂✞♠✌☛☞t✌✞✁

✛❦✜✢ ➻ ✣
s ✤ ✥✶❂✷

✣
✦✧
✦★ ✩ ✵❀✪

ð✫✬✮ ð✯Þ✰✲✳✴✔Þ❘
❺
✬✮✸s

ð✹✺Þ❘✬✮✸sð✹✺Þ

♥

þð✫✬✮ ð✯Þ✰✲✳✴✔Þ▲
❺
✬✮✸s

ð✹✺Þ▲✬✮✸sð✹✺Þ

♦

✛✜✢✐ ➻ ✣
s ✤ ✥✶❂✷

✲✳ ✣
✦✧
✦★ ✩ ✵❀✪

✻ ✆✞✉ ð✹✽Þ✾✿❘
❺
✬✮✸s

ð✹✺Þ▲
❺
✬✮✸❁s

ð✰✹✺Þ

þ ✆✞✉ ð✹✽Þ✾❃❘
❺
✬✮✸s

ð✹✺Þ▲
❺
✬✮✸s

ð✰✹✺Þ þ ❤❄❝❄

♦

✠✡�✂� ✯ ✌✉ t✡� ✆✞☛♣❧�t� ♣☞✂☞❧❧�❧ ✠☞✈�✚✈�✆t✞✂ ✠✌t✡ ✁✞✂☛ ❥✹✺❥✟ ■t✉

✆✞☛♣❧�t� �♠♣✂�✉✉✌✞✁ ❞�♣�✁❞✉ ✞✁ ✹✽ ☞✁❞ ✞✁ t✡� ❞✌✂�✆t✌✞✁ ✞❢ t✡�

♣☞✂t✌✆❧� ☛✞☛�✁t☎☛ ✭❘ ✉t☞✁❞✉ ❢✞✂ r❅❇❤❈ ❉✖❊❅❋❇ ☞✁❞ ▲ ❢✞✂ ✙✘●❈ ❉✖❊❅❋❇

♣☞✂t✌✆❧�✒✟ ❚✡✌✉ ☛✞❞�❧ ✌✉ ☞✁☞❧✞❡✞☎✉ t✞ ❏❑✟ ✭◆✒ ✞❢ ❖�❢✟ ❬◆P✑✍ t✡� ✞✂❜✌t☞❧

�❢❢�✆t ✂�❞☎✆�✉ t✡� ✆✞☎♣❧✌✁❡ ❜�t✠��✁ ✞✂❜✌t☞❧✉ ✞❢ ✉�♣☞✂☞t� ✆✡☞✌✁✉

☞✁❞ t✡�✂�❢✞✂� �✁✡☞✁✆�✉ t✡� ☞✁✌✉✞t✂✞♣✄ ❜�t✠��✁ ❈❛ ☞✁❞ ❈◗✱ ✠✡✌✆✡ ✌✉

✁✞✠ �✁✆✞❞�❞ ✌✁ t✡� ❞✌❢❢�✂�✁✆� ✹❙ ❯✰✹❙❱✟ ❚✡✌✉ ❑☎☞✁t✌t✄ ❞✞�✉ ✁✞t

�♠♣❧✌✆✌t❧✄ ❞�♣�✁❞ ✞✁ ✔ ❬✏❳✑✟ ❆❧t✡✞☎❡✡ t✡�✂� �♠✌✉t ✉✞☛� ❞✌❢❢�✂�✁✆�✉✱

❢✞✂ ✌✁✉t☞✁✆�✱ t✡� ❡✂✞☎✁❞ ✉t☞t� ✞❢ t✡� ❧☞❞❞�✂ ✉✄✉t�☛ ✌✉ ✉♣✌✁✚❡☞♣♣�❞✱

t✡� ✆✞☛♣☞✂✌✉✞✁ ❜�t✠��✁ t✡� ❧☞❞❞�✂ ☛✞❞�❧ ☞✁❞ t✡� ✆✞☎♣❧�❞ ✆✡☞✌✁

❬✲◆✑ ✞✁� ✉✡✞✠✉ ☛☞✁✄ ❑☎☞❧✌t☞t✌✈� ✉✌☛✌❧☞✂✌t✌�✉ ❬✏✼✑ ☞✁❞ ✠� ✡☞✈�

✆✡✞✉�✁ t✡� ❧☞❞❞�✂ ✉✄✉t�☛✱ ❢✞✂ ✠✡✌✆✡ ✆☞❧✆☎❧☞t✌✞✁✉ ✆☞✁ ❜� ♣�✂❢✞✂☛�❞

☞✁☞❧✄t✌✆☞❧❧✄✟ ❲� ✡☞✈� ✆✡✞✉�✁ ☞✁ ✌✁t�✂✆✡☞✌✁ ✌✁t✂☞❜☞✁❞ ✗✚✉✄☛☛�t✂✄

❢✞✂ t✡� ✉✌✁❡❧�t ♣☞✌✂✌✁❡✱ ☞✁❞ ☞✁ ✌✁t�✂✆✡☞✌✁ ✌✁t✂☞❜☞✁❞ ●①✚✉✄☛☛�t✂✄

❢✞✂ t✡� t✂✌♣❧�t ✞✁�✟ ❲� ✆✡✞✉� ✉✌✁❡❧�t ✗✚✠☞✈� ✌✁✉t�☞❞ ✞❢ ❨✚✠☞✈� ✠✌t✡

✂�✉♣�✆t t✞ t✡� �♠♣�✂✌☛�✁t☞❧ ✂�✉☎❧t✉ ✞❜t☞✌✁�❞ ❜✄ ❩✞✞ �t ☞❧✟ ❬P✏✑✟

❲� ✆✡✞✉� t✂✌♣❧�t ●✚✠☞✈� ✌✁✉t�☞❞ ✞❢ ❭✚✠☞✈� t✞ ❜� ✆✞✁✉✌✉t�✁t ✠✌t✡
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❞✌☞t�❧✄ ✆☞✁✆�❧✉ t✡� ✆✞✂✂�✉♣✞✁❞✌✁❡ ❡☞♣ �❑☎☞t✌✞✁✱ ☞✁❞ t✡� ✞t✡�✂ ✞✁�
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➵➦➧✰➵✢➨➩➫➭➯➸✰

➊ ➺

❱
✗❇➼

P

❇➽✷

➊

✗✹❥✾ ✹ð Þ❥✷

✉✞ t✡� t✡�✂☛✞❞✄✁☞☛✌✆☞❧❧✄ ✉t☞❜❧� ♣✡☞✉� ✌✉ t✡☞t ✠✌t✡ t✡� ✉☛☞❧❧�✉t

❢✂�� �✁�✂❡✄ ❞✌❢❢�✂�✁✆�✟

❼✞✂ t✡� ☛✌♠�❞ ♣✡☞✉�✱ ✞✁� ☛☎✉t ☞❞❞ ✉✌✁❡❧�t ☞✁❞ t✂✌♣❧�t ✆✞✁✚
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coexistence de phase

❲❡ ❛�❡ ♣�❡♣❛�✐♥❣ ♥❡✇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛❞❞❡� s✁st❡♠✱

❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♦�❜✐t❛❧ ❝♦♥t�✐❜✉t✐♦♥ ✆✂✄☎ ❝♦s ❦✝ ✐♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱

✇✐t❤ ✆✂✄☎ ➻ ✷✞✟✈ ✭✞ ❡❧❡❝t�♦♥ ❝❤❛�❣❡✱ ✟ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛✐♥s ❛♥❞

✠ð✡Þ ➻ ✈❦☛✮☞ ❚❤✐s t❡�♠ ❝♦♠❡s ❢�♦♠ t❤❡ ❞✐s❝�❡t❡ ❬✷✼✌ ❋♦✉�✐❡� t�❛♥s✲

❢♦�♠ ♦❢ ✍ ❫✎✏✑✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛�s ✐♥ ❊q☞ ✭✒✮ ♦❢ ❘❡❢☞ ❬✓✒✌✱ ✇✐t❤ ✍ ➻ ✔ ❛♥❞

♦t❤❡� s✐❣♥s ❞❡✕♥❡❞ t❤❡�❡✐♥☞ ❚❤❡�❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧✁ ❛♥♦t❤❡� ❝♦♥st❛♥t

❝♦♥t�✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉�✐❡� t�❛♥s❢♦�♠✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛❧s♦ ♦♠✐t ❛ ♣❤❛s❡

❢❛❝t♦�✱ ❜✉t t❤❡s❡ ❛�❡ ❧❡ss ❧✐✖❡❧✁ t♦ ✐♥✗✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

❛ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♣❤❛s❡☞ ❚❤✐s ♦�❜✐t❛❧ ❝♦♥t�✐❜✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❡①♣❧✐❝✐t❧✁

♦♥ ✘✱ ❝♦♥t�❛�✁ t♦ t❤❡ ❛♥✐s♦t�♦♣✁ ❡❢❢❡❝t ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s❡ ❤❡�❡☞ ❲❡ ❤♦♣❡

t❤❛t t❤✐s ❝♦♥t�✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛�❡ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡t ♣❛✐�✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❛t

t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♣❤❛s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡�♠♦❞✁♥❛♠✐❝❛❧❧✁ st❛❜❧❡☞ ▼♦�❡♦✙❡�✱

t❤❡ ♦�❞❡� ♦❢ ✆✂✄☎ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ ✆❇✱

t❤❡�❡❢♦�❡ ♦♥❡ ♠✉st t❛✖❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ t❡�♠s☞ ■♥

♣❛�t✐❝✉❧❛�✱ t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ❡❢❢❡❝t ✐s st✐❧❧ ♥❡❝❡ss❛�✁ ❢♦� t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥

❛❣❛✐♥st s✐♥❣❧❡t ♣❛✐�✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ♠♦�❡ ❡❢✕❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡

♥❡✇ ♦�❜✐t❛❧ t❡�♠☞ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛�❡ s✐♠✐❧❛�✱ ❜✉t ♠✉❝❤ ♠♦�❡ ❞✐❢✕❝✉❧t☞

■♥ t❤❛t �❡s♣❡❝t✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡�s♣❡❝t✐✙❡ ✐s �❡❧❛t❡❞ t♦ s♦♠❡

✐♠♣♦�t❛♥t s✉❜t❧❡t✁✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✙❡ ♥♦t ❞✐s❝✉ss❡❞ ✁❡t✚ ❛s ✐s

❞❡s❝�✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❘❡❢☞ ❬✷✼✌✱ s✉♣❡�❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♦�❞❡� ♣❛�❛♠❡t❡�s

✛✜ ❛♥❞ ✛✢ ❤❛✙❡ ❛ ✙❡�✁ �✐❝❤ st�✉❝t✉�❡☞ ❊✙❡♥ ✇❤❡♥ ♦♥❡ s♣❡❝✐✕❡s t❤❡

s✁♠♠❡t�✁ ✭✣ ❛♥❞ ✤✥ ❤❡�❡✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦�❞❡� ♣❛�❛♠❡t❡�✱ t❤❡✁ ❞❡♣❡♥❞

❜♦t❤ ♦♥ ❦☛ ❛♥❞ ❦✝☞ ❍❡�❡✱ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛❧❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s☞ ▼♦�❡♦✙❡�✱

t�✐♣❧❡t ♦♥❡s ❛�❡ ✙❡❝t♦�s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✐♥t❡�❡st✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t

t❤❡ ♦�✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♦♣❡� ♣❛✐�s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐�❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠❛❣♥❡t✐❝ ✕❡❧❞☞ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t ✇❛s ❛❧s♦ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❤❡�❡☞

❆❝❝♦�❞✐♥❣ t♦ ❛ ✦✧★✩✣★✪✣ ✦✫✩✬✯✞✧ ✰ ❋❋✳✴ ✰ ✧✪✫✵✯✞✧ s❝❡♥❛�✐♦✱ ❬✶✸✌

♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ ❋❋✳✴ st❛t❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ st❛♥❞❛�❞ s✐♥❣❧❡t ♦♥❡s☞

▼♦�❡ ❣❡♥❡�❛❧❧✁✱ ❈❤❛�❣❡ ❉❡♥s✐t✁ ❲❛✙❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝♦❡①✐st ✇✐t❤

s✉♣❡�❝♦♥❞✉❝t✐✙✐t✁ ❬✷✶✱✷✼✌✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛

t❤�❡❡ ♦�❞❡�✲♣❛�❛♠❡t❡� ♣�♦❜❧❡♠☞

❚❛✖✐♥❣ ❦✝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✁ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♠❛♥✁ ✇❛✁s☞

❲❡ ❤❛✙❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✖❡❡♣ ♦♥❧✁ ✐♥t�❛❜❛♥❞ t❡�♠s ❛♥❞ t♦ ♥❡❣❧❡❝t

✐♥t❡�❜❛♥❞ ♦♥❡s✱ ❢♦� t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t✁ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s☞ ✴t❤❡� ❝❤♦✐❝❡s

✇♦✉❧❞ ❤❛✙❡ ❧❡❞ t♦ ❛♥ ✸✹✸ ♠❛t�✐① ✺✱ ❛t ❧❡❛st☞ ■♥ ❢❛❝t✱ ✖❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧✁

t✇♦ s❝❛❧❛� ♣❛�❛♠❡t❡�s ✐s s♦♠❡❤♦✇ ❛�t✐✕❝✐❛❧✱ ✐♥ t❤❛t �❡s♣❡❝t✱ ❜✉t t❤❡

�❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥✁ ✭❢♦✉� ♦� s✐①✮ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❣❛♣ ❡q✉❛t✐♦♥s s❡❡♠s

q✉✐t❡ ❛❞✙❡♥t✉�♦✉s☞ ❚❤❡ ❦☛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ♣❛�t✐❛❧❧✁ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡

s✁♠♠❡t�✁ ♦❢ ✛✜ ❛♥❞ ✛✢ ☞ ❲❡ ❛❝t✉❛❧❧✁ ❝❤♦s❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡st s✁♠♠❡t�✐❡s✱

✇❤✐❝❤ ❛�❡ ♥♦t ✙❡�✁ �❡❛❧✐st✐❝☞ ✻✉t t❛✖✐♥❣ ❡✙❡♥ s✁♠♠❡t�✁ ❢♦� ✛✢ ❛♥❞

♦❞❞ s✁♠♠❡t�✁ ❢♦� ✛✜ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ✒✷✹✒✷ ♠❛t�✐① ✺ ✭♦� ❡✙❡♥

✷✽✹ ✷✽ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛� ♦�❜✐t❛❧ t❡�♠✱ s✉❣❣❡st❡❞ ❥✉st ❜❡❢♦�❡✮☞

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❛✖✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♣❤❛s❡ ♠❛✁ ❛❧❧♦✇

t❤❡ ❞✐s❝♦✙❡�✁ ♦❢ ♥❡✇ ♣❤❛s❡s☞ ❊✙❡♥ ✐❢ ✐t ♣�♦✙❡❞ ✉♥st❛❜❧❡✱ t❤✐s ✇♦�✖

♦❢❢❡�s ❛ ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤t ✐♥ ♣❤✁s✐❝s☞

✾✿❀✿❁✿❂❃✿❄

❅●❏ ❑▲◆▲ ❖PP◗ ❙▲◆▲ ❯❱❳❨❭❪❴❵◗ r▲❙▲ ②❱❵❵P③◗ ④▲❙▲ ⑤❭❱⑥⑦⑥❵◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ❖P❪❪▲ ❷❸ ❹●❺❺❷❻
❼❽❽❽▲

❅❾❏ ❑▲◆▲ ❖PP◗ ❿▲④▲ ➀❴➁P◗ ❙▲◆▲ ❖P❴❵P◗ ❙▲ ◆ ❯❱❳❨❭❪❴❵◗ ➂⑧❵❪❭▲ ❙P❪▲ ❷➃ ❹●❺❺❽❻ ❷➄❷▲
❅❼❏ ◆▲ ➂❭⑥❵❱❨❱➅❱◗ ➆▲ ➇❳③❴⑨❱⑦⑥◗ ➈▲ ➉❭❱❵❨◗ ⑤▲ ④❱③⑦P③◗ ➂▲➊▲ ➋③❴➅❵◗ ②▲ ◆➌③❴➍P◗

➇▲ ➋P➎❭❨❱❱③➏◗ ◆▲➋▲ ⑤❭③⑥⑨❪P❵⑨P❵◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ❖P❪❪▲ ❺❸ ❹❾➃➃❷❻ ●➄❷➃➃❾▲
❅➄❏ ❿▲r▲ ❖P➐P➏◗ ➇▲ ❙❱➎❭⑥➏❱◗ ❙▲ ➑➒❱⑦⑥◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ➓❾ ❹❾➃➃➃❻ ⑩❷❺❽▲
❅❽❏ ❑▲◆▲ ❖PP◗ ④▲❙▲ ⑤❭❱⑥⑦⑥❵◗ ❙▲◆▲ ❯❱❳❨❭❪❴❵◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ➓❾ ❹❾➃➃➃❻ ⑩●➄➓➓❺➔

❑▲◆▲ ❖PP◗ ➂▲➊▲ ➋③❴➅❵◗ →▲r▲ ⑤➣❱③⑦◗ ❙▲◆▲ ➂❪③❴❳⑨P◗ ❙▲◆▲ ❯❱❳❨❭❪❴❵◗ →▲ ➇❱❵❨◗
④▲❙▲ ⑤❭❱⑥⑦⑥❵◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ❖P❪❪▲ ❸❸ ❹❾➃➃●❻ ➃●❷➃➃➄➔
❑▲◆▲ ❖PP◗ ②▲➂▲ ⑤❭❴➅◗ →▲r▲ ⑤➣❱③⑦◗ ❙▲◆▲ ➂❪③❴❳⑨P◗ ❙▲◆▲ ❯❱❳❨❭❪❴❵◗ ④▲❙▲ ⑤❭❱⑥⑦⑥❵◗
➂▲➊▲ ➋③❴➅❵◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ➓❸ ❹❾➃➃❼❻ ➃❺❾❽●➃▲

❅➓❏ ❑▲◆▲ ❖PP◗ ④▲❙▲ ⑤❭❱⑥⑦⑥❵◗ ❙▲◆▲ ❯❱❳❨❭❪❴❵◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ➓❽ ❹❾➃➃❾❻ ●❸➃❽➃❾▲
❅❷❏ ❙▲ ❙⑥⑧❱⑨❱⑦⑥◗ ➆▲ ➀❱⑨P❨❱➅❱◗ ◆▲ ④❭⑧⑨▲ ➂❴➎▲ ◆➁❵▲ ➓❽ ❹●❺❺➓❻ ❼❾❸❼▲
❅❸❏ ❯▲ ◆❴❴◗ ④▲ ❿❳➐❱❵↔➂P❵➒⑥P③◗ ⑤▲⑩▲ ④❱⑨↕❳⑥P③◗ ➂▲ ➆❴❵P➒❱➅❱◗ ⑩▲ ➀⑥❨❱⑨❭⑥❵❱⑦❱◗ ➆▲ ❙❱P❵❴◗

➂▲ ➀❱➏➏❱➏◗ ➂▲ ⑤❭❱③➙↔➇❱➏➏❴❳③◗ ❙▲ ➀➌③⑥❪⑥P③◗ ➇▲ ➋P➎❭❨❱❱③➏◗ ②▲ ◆➌③❴➍P◗ ➊❳③▲ ④❭⑧⑨▲ ◆▲
➋ ❽❾ ❹❾➃➃➓❻ ❼❼❷▲

❅❺❏ ➛▲ ❑⑨❭⑥❨❳③❴◗ ➇▲ ➆❱➍❱➜⑥◗ r▲ ➂❱⑥❪❴◗ ➑③❨❱❵⑥➎ ➂❳➁P③➎❴❵➏❳➎❪❴③⑨◗ ➂➁③⑥❵❨P③ ➂P③⑥P⑨ ⑥❵
➂❴➣⑥➏ ➂❪❱❪P ➂➎⑥P❵➎P⑨◗ ❶❴➣▲ ❸❸◗ ➂➁③⑥❵❨P③ ➝P③➣❱❨◗ ❯P➅ ➆❴③⑦◗ ●❺❺❸▲

❅●➃❏ ②▲ ◆➌③❴➍P◗ ❿▲ ❙❱➒❱❳➏◗ ❙▲ ⑩⑥➐❱❳➣❪◗ ➇▲ ➋P➎❭❨❱❱③➏◗ ◆▲ ④❭⑧⑨⑥↕❳P ❖P❪❪▲ ➄● ❹●❺❸➃❻ ❺❽▲
❅●●❏ ②▲ ◆➌③❴➍P◗ ➀▲◆▲ ➂➎❭❳➣➒◗ ❿➏❶▲ ④❭⑧⑨▲ ❼● ❹➄❻ ❹●❺❸❾❻ ❾❺❺▲
❅●❾❏ ➇▲ ❿❵➏③P⑨◗ ➈▲ →❳➏➣◗ ②▲➋▲ ❙➎→❭❱❵◗ r▲❿▲ ➛❭❴➍❱⑨◗ ②▲ ❯❱➣P➅❱➜P⑦◗ ❿▲❖▲ ➂❪P❶P❵⑨◗

④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ❖P❪❪▲ ➄❽ ❹●❺❸➃❻ ●➄➄❺▲

❅●❼❏ ◆▲❑▲ ➑❭◗ ❙▲◆▲ ❯❱❳❨❭❪❴❵◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ❖P❪❪▲ ❺❾ ❹❾➃➃➄❻ ➃➓❷➃➃●▲
❅●➄❏ ❯▲ ◆❴❴◗ ④▲ ❿❳➐❱❵↔➂P❵➒⑥P③◗ ⑤▲⑩▲ ④❱⑨↕❳⑥P③◗ ②▲ ◆➌③❴➍P◗ ➇▲ ➋P➎❭❨❱❱③➏◗ ➊❳③❴➁❭⑧⑨▲ ❖P❪❪▲

❷❾ ❹❾➃➃❽❻ ➓➄❽▲
❅●❽❏ ➂▲ ➋P➣⑥❵◗ ➇▲ ➋P❭❵⑥❱◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ❖P❪❪▲ ❷❺ ❹●❺❺❷❻ ❾●❾❽▲
❅●➓❏ ❿▲❙▲ ⑤➣❴❨⑨❪❴❵◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ❖P❪❪▲ ❺ ❹●❺➓❾❻ ❾➓➓▲
❅●❷❏ ❿▲r▲ ❖P➐P➏◗ ➇▲ ➆❱➍❱➜⑥◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ❖P❪❪▲ ❸➃ ❹●❺❺❸❻ ❾➓❺❷▲
❅●❸❏ ⑤▲❿▲⑩▲ ➂➞ ➏P ❙P➣❴◗ ◆▲ ➂❳➁P③➎❴❵➏▲ ●❾ ❹●❺❺❺❻ ➄❽❺▲
❅●❺❏ ❯▲ ②❳➁❳⑥⑨◗ r▲ ❙❴❵❪❱➍➐❱❳➟◗ ⑤▲❿▲⑩▲ ➂➞ ➏P ❙P➣❴◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ❖P❪❪▲ ❷➃ ❹●❺❺❼❻ ❾➓●❼▲
❅❾➃❏ ❙▲ ➇❱❵❴◗ ➀▲ ❙❴③⑥◗ ➛▲ ❯❱⑦❱➍❳③❱◗ ➇▲ ❙❱❪⑨❳➐❱⑧❱⑨❭⑥◗ ❙▲ ➀P➏❴◗ ❙▲ ❑❪❴⑥◗ ➛▲ ❙❳③➁❭⑧◗

➂▲ →▲ ➛❴➒P③◗ ➆▲ ➠➅❱❪❴⑦❴◗ ❱③➡⑥❶➢➃❺●❾▲●❼❺●❅➎❴❵➏↔➍❱❪❏◗ ❾➃➃❺▲
❅❾●❏ ④▲ ➈❳➣➏P◗ ⑩▲❿▲ ➈P③③P➣➣◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ●❼❽ ❹●❺➓➄❻ ❿❽❽➃➔

❿▲❑▲ ❖❱③⑦⑥❵◗ ➆▲❯▲ ➑❶➎❭⑥❵❵⑥⑦❴❶◗ ◆➊➛④ ❾➃ ❹●❺➓❽❻ ❷➓❾➔

❖▲④▲ r❴③➤⑦❴❶◗ ❿▲r▲ ❖P➐P➏➥◗ ◆▲ ④❭⑧⑨⑥↕❳P ❖P❪❪▲ ➄❽ ❹●❺❸➄❻ ➄❼❼▲
❅❾❾❏ ❿▲r▲ ❖P➐P➏◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ❽❺ ❹●❺❺❺❻ ⑩❷❾●▲
❅❾❼❏ ◆▲⑤▲ ❯⑥➎⑦P➣◗ ⑩▲ ②❳➁③❱❪◗ ⑤▲ ➋❴❳③➐❴❵❵❱⑥⑨◗ ❯▲ ②❳➁❳⑥⑨◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ❖P❪❪▲ ❺❽ ❹❾➃➃❽❻

❾➄❷➃➃●➔
◆▲⑤▲ ❯⑥➎⑦P➣◗ ⑩▲ ②❳➁③❱❪◗ ⑤▲ ➋❴❳③➐❴❵❵❱⑥⑨◗ ❯▲ ②❳➁❳⑥⑨◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ❷❼ ❹❾➃➃➓❻ ●➓❽●❾➓▲

❅❾➄❏ ⑩▲→▲ ⑤❭P③❵❨◗ ⑤▲❿▲⑩▲ ➂➦ ➏P ❙P➣❴◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ➓❷ ❹❾➃➃❼❻ ❾●❾❽➃❽➔
➆▲ ➈❳⑨P⑧❱◗ ➆▲ ➂❳➒❳➍❳③❱◗ ◆▲ ④❭⑧⑨▲ ➂❴➎▲ ◆➁❵▲ ❷➄ ❹❾➃➃❽❻ ●❾➓❼➔

➇▲ ➇❳③❴⑦⑥◗ ➆▲ ➛❱❵❱⑦❱◗ ◆▲ ④❭⑧⑨▲ ➂❴➎▲ ◆➁❵▲ ❷➄ ❹❾➃➃❽❻ ●➓❺➄➔
➆▲ ➛❱❵❱⑦❱◗ ➇▲ ➇❳③❴⑦⑥◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ❷➃ ❹❾➃➃➄❻ ➃➓➃❽➃❾▲ ❹⑩❻➔

❖▲④▲ r❴③➤⑦❴❶◗ ④▲②▲ r③⑥❨❴③⑥P❶◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ❷❽ ❹❾➃➃❷❻ ➃❾➃❽➃❷▲ ❹⑩❻➔
➀▲ ❿⑥➒❱➅❱◗ ➇▲ ➇❳③❴⑦⑥◗ ➆▲ ➛❱❵❱⑦❱◗ ④❭⑧⑨⑥➎❱ ➋ ➄➃❼ ❹❾➃➃❸❻ ●●➓❾➔
➋▲◆▲ ④❴➅P➣➣◗ ◆▲ ④❭⑧⑨▲➢ ⑤❴❵➏P❵⑨▲ ❙❱❪❪P③ ❾➃ ❹❾➃➃❸❻ ❼➄❽❾❼➄▲

❅❾❽❏ ❿▲②▲ ➈❴➣❨❳P③❱⑨◗ ➇▲ ❙❱⑦⑥◗ ④❭⑧⑨⑥➎❱ ⑤ ➄➓➃↔➄➓❾ ❹❾➃➃❷❻ ➓➄❼▲
❅❾➓❏ ④▲②▲ r③⑥❨❴③⑥P❶◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ❷❷ ❹❾➃➃❸❻ ❾❾➄❽➃❸▲
❅❾❷❏ r▲ ❿➐③❱➍❴❶⑥➎⑥◗ ◆▲⑤▲ ❯⑥➎⑦P➣◗ ❙▲ ➀➌③⑥❪⑥P③◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ❷❾ ❹❾➃➃❽❻ ➃➄❽●❾➃▲
❅❾❸❏ ➇▲ ➇❱➜⑥➅❱③❱◗ ❙▲ ➛⑨❳➎❭⑥⑥➒❳◗ ➆▲ ➂❳➒❳➍❳③❱◗ ⑤▲ ➋❴❳③➐❴❵❵❱⑥⑨◗ ◆▲ ④❭⑧⑨▲ ➂❴➎▲ ◆➁❵▲ ❷❸

❹❾➃➃❺❻ ●➃➄❷➃❾▲
❅❾❺❏ ❙▲ ❙⑥⑧❱➒❱⑦⑥◗ ➇▲ ➇⑥⑨❭⑥❨⑥◗ ➆▲ ➀❱⑨P❨❱➅❱◗ ◆▲ ④❭⑧⑨▲ ➂❴➎▲ ◆➁❵▲ ➓❸ ❹●❺❺❺❻ ❼❷❺➄▲
❅❼➃❏ ❯▲ ②❳➁❳⑥⑨◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ❽● ❹●❺❺❽❻ ❺➃❷➄▲
❅❼●❏ ❯▲ ②❳➁❳⑥⑨◗ r▲ ❙❴❵❪❱➍➐❱❳➟◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ➄❺ ❹●❺❺➄❻ ❸❺❺❼▲
❅❼❾❏ ➀▲ ➂❭⑥➍❱❭❱③❱◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ❽➃ ❹●❺❺➄❻ ●❾❷➓➃➔

➇▲ ❙❱⑦⑥◗ ➀▲ →❴❵◗ ⑤➒P➎❭▲ ◆▲ ④❭⑧⑨▲ ➄➓ ❹➂❳➁➁➣▲ ➂❾❻ ❹●❺❺➓❻ ●➃❼❽➔
❙▲ ➀➌③⑥❪⑥P③◗ r▲ ❙❴❵❪❱➍➐❱❳➟◗ ④▲ ❖P➏P③P③◗ ◆▲ ④❭⑧⑨⑥↕❳P ❖P❪❪▲ ➄❽ ❹●❺❸➄❻ ❺➄❼➔
➂▲ ➆❴❵P➒❱➅❱◗ ➂▲ ➇❳⑨❱➐❱◗ ➆▲ ❙❱P❵❴◗ ④▲ ❿❳➐❱❵↔➂P❵➒⑥P③◗ ⑤▲ ④❱⑨↕❳⑥P③◗ ②▲ ◆➌③❴➍P◗
◆▲ ④❭⑧⑨▲ ➂❴➎▲ ◆➁❵▲ ❷❷ ❹❾➃➃❸❻ ➃❽➄❷●❾➔
➂▲ ➆❴❵P➒❱➅❱◗ ➂▲ ➇❳⑨❱➐❱◗ ➆▲ ❙❱P❵❴◗ ④▲ ❿❳➐❱❵↔➂P❵➒⑥P③◗ ⑤▲ ④❱⑨↕❳⑥P③◗ ➇▲ ➋P➎❭❨❱❱③➏◗
②▲ ◆➌③❴➍P◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ❖P❪❪▲ ●➃➃ ❹❾➃➃❸❻ ●●❷➃➃❾▲

❅❼❼❏ ➂▲ ➆❴❵P➒❱➅❱◗ ➆▲ ❙❱P❵❴◗ ➇▲ ➋P➎❭❨❱❱③➏◗ ②▲ ◆➌③❴➍P◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ❸❽ ❹❾➃●❾❻ ●➄➃❽➃❾▲
❅❼➄❏ ❙▲ ➂⑥❨③⑥⑨❪◗ ➇▲ ➠P➏❱◗ ⑩P❶▲ ❙❴➏▲ ④❭⑧⑨▲ ➓❼ ❹●❺❺●❻ ❾❼❺▲
❅❼❽❏ ➀▲ ➂❭⑥➍❱❭❱③❱◗ ◆▲ ④❭⑧⑨▲ ➂❴➎▲ ◆➁❵▲ ➓❸ ❹●❺❺❺❻ ❼➃➓❺➔

➀▲ ➂❭⑥➍❱❭❱③❱◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ➓❾ ❹❾➃➃➃❻ ❼❽❾➄➔
➀▲ ➂❭⑥➍❱❭❱③❱◗ ◆▲ ④❭⑧⑨▲ ➂❴➎▲ ◆➁❵▲ ➓❺ ❹❾➃➃➃❻ ●❺➓➓➔
➀▲ →❴❵◗ ➇▲ ❙❱⑦⑥◗ ➂▲ ➀❱❱⑨◗ ❯▲ ➑P⑨➎❭➣P③◗ ➈▲ →P⑥➎⑦P③❪◗ ④▲ rP❨P❵➅❱③❪◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋
➓❺ ❹❾➃➃➄❻ ●❸➃❽➃➄▲ ❹⑩❻➔
❿▲r▲ ❖P➐P➏◗ ➂▲ →❳◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ❸❾ ❹❾➃●➃❻ ●❷❾❽➃➄▲

❅❼➓❏ ❿▲r▲ ❖P➐P➏◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ❖P❪❪▲ ●➃❷ ❹❾➃●●❻ ➃❸❷➃➃➄➔
❿▲r▲ ❖P➐P➏◗ ➂▲ →❳◗ ➛❭P ④❭⑧⑨⑥➎⑨ ❴➧ ❴③❨❱❵⑥➎ ⑨❳➁P③➎❴❵➏❳➎❪❴③⑨ ➎❴❵➏❳➎❪❴③⑨◗ ⑥❵➢
❿▲ ❖P➐P➏ ❹➊➏▲❻◗ ➂➁③⑥❵❨P③ ➂P③⑥P⑨ ⑥❵ ❙❱❪P③⑥❱➣ ➂➎⑥P❵➎P⑨◗ ❶❴➣▲ ●●➃◗ ❾➃➃❸◗ ➁▲ ➓➄❼▲

❅❼❷❏ r▲ ⑩❴❳➟◗ ➂▲⑩▲ →❭⑥❪P◗ ➂▲ ⑤❱➁➁❴❵⑥◗ ②▲ ④❴⑥➣➐➣❱❵➎◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ❖P❪❪▲ ❺❷ ❹❾➃➃➓❻ ➃❸❷❾➃❷➔
r▲ ⑩❴❳➟◗ ➊▲ ➑③⑥❨❵❱➎◗ ④▲ ④❳➜❴➣◗ ②▲ ④❴⑥➣➐➣❱❵➎◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ❷❽ ❹❾➃➃❷❻ ❾➄❽●●❺▲

❅❼❸❏ ⑩▲ ➋P⑧P③◗ ➋▲ ➋P③❨⑦◗ ➂▲ ➆❱⑨⑥❵◗ ◆▲❿▲ ➂➎❭➣❳P❪P③◗ ◆▲ →❴⑨❵⑥❪➒❱◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ❖P❪❪▲ ●➃❺
❹❾➃●❾❻ ➃❾❷➃➃❼▲

❅❼❺❏ ➀▲ ➂❭⑥➍❱❭❱③❱◗ ➂▲ ❙❱❪⑨❳❴◗ ➇▲ ❯❱❨❱⑥◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ❽❼ ❹●❺❺➓❻ ●❾❾❸➄➔
r▲ ❙❴❵❪❱➍➐❱❳➟◗ ❙▲ ➀➌③⑥❪⑥P③◗ ④▲ ❖P➏P③P③◗ ◆▲ ④❭⑧⑨⑥↕❳P ❖P❪❪▲ ➄❽ ❹●❺❸➄❻ ❽❼❼➔
➂▲ ➀❱➏➏❱➏◗ ❙▲ ➀➌③⑥❪⑥P③◗ ⑩▲ ➋P❵❵❱➎P❳③◗ ➊❳③▲ ④❭⑧⑨▲ ◆▲ ➋ ●● ❹●❺❺❺❻ ➄❾❺▲

❅➄➃❏ ❯▲ ➋P➣➍P➎❭③⑥◗ r▲ ❿➐③❱➍❴❶⑥➎⑥◗ ❙▲ ➀➌③⑥❪⑥P③◗ ➊④❖ ❸➃ ❹❾➃➃❷❻ ❼❷➃➃➄▲
❅➄●❏ ➊▲ ➀P➣➧❱❵➏◗ ❯▲❖▲ →P③❪❭❱➍P③◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ●➄❷ ❹●❺➓➓❻ ❾❸❸▲
❅➄❾❏ ④▲ ②❭❱⑦❱➣◗ ➀▲ ➆❴⑨❭⑥❵❴◗ ◆▲❑▲ ➑❭◗ ➇▲ ➇⑥⑦❳➎❭⑥◗ ❙▲◆▲ ❯❱❳❨❭❪❴❵◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ❸❼ ❹❾➃●●❻

➃●➄❽➃❽▲
❅➄❼❏ ➆▲ ➈❳⑨P⑧❱◗ ⑤▲ ➋❴❳③➐❴❵❵❱⑥⑨◗ ➇▲ ❙⑥⑧❱⑦P◗ ➊❳③❴➁❭⑧⑨▲ ❖P❪❪▲ ●➃➃ ❹❾➃●❾❻ ❽❷➃➃❸▲
❅➄➄❏ ➈❴③ ⑥❵⑨❪❱❵➎P◗ ⑨PP ❪❭P ➏⑥➧➧P③P❵➎P ➐P❪➅PP❵ ❪❭P ➏P❪P③➍⑥❵❱❪⑥❴❵ ❴➧ ➨➩➫ ➧③❴➍

⑨➁P➎⑥➙➎ ❭P❱❪ ➍P❱⑨❳③P➍P❵❪⑨◗ ➏❴❵P ➐⑧ ⑩P➧⑨▲ ❅❼❼◗❼❸❏▲
❅➄❽❏ ➛❭P ➅❱⑧ ➅P ⑥❵➎➣❳➏P ❴③➐⑥❪❱➣ P➧➧P➎❪ ⑥⑨ ❶P③⑧ ➁❴❴③◗ ➅P ⑨❳❨❨P⑨❪ ⑥❵ ❪❭P ➎❴❵➎➣❳➏⑥❵❨

③P➍❱③⑦⑨ ❪❴ ❱➏➏ ❱ ❪P③➍ ⑥❵ ❪❭P ➀❱➍⑥➣❪❴❵⑥❱❵◗ ➅❭⑥➎❭ ➏P➁P❵➏⑨ ➣⑥❵P❱③➣⑧ ❴❵ ➨▲
➀❴➅P❶P③◗ ❪❭⑥⑨ ❵PP➏⑨ ❱ ➎❴❵⑨⑥➏P③❱➐➣P ❱➍❴❳❵❪ ❴➧ ❵P➅ ➎❱➣➎❳➣❱❪⑥❴❵⑨◗ ➅❭⑥➎❭
P➟➎PP➏⑨ ❪❭P ➁❳③➁❴⑨P ❴➧ ❪❭⑥⑨ ➁❱➁P③▲

❅➄➓❏ ➇▲ ➇❱➜⑥➅❱③❱◗ ❙▲ ➛⑨❳➎❭⑥⑥➒❳◗ ➆▲ ➂❳➒❳➍❳③❱◗ ⑤▲ ➋❴❳③➐❴❵❵❱⑥⑨◗ ◆▲ ④❭⑧⑨▲ ➂❴➎▲ ◆➁❵▲ ❷❸
❹❾➃➃❺❻ ●➃➄❷➃❾➔
❿▲ ❿➁P③⑥⑨◗ r▲ ➝❱③P➣❴❨⑥❱❵❵⑥⑨◗ ④▲➋▲ ❖⑥❪❪➣P➅❴❴➏◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ❖P❪❪▲ ●➃➄ ❹❾➃●➃❻ ❾●➓➄➃❼➔
❿▲ ❿➁P③⑥⑨◗ r▲ ➝❱③P➣❴❨⑥❱❵❵⑥⑨◗ ④▲➋▲ ❖⑥❪❪➣P➅❴❴➏◗ ➋▲②▲ ➂⑥➍❴❵⑨◗ ◆▲ ④❭⑧⑨▲➢ ⑤❴❵➏P❵⑨▲
❙❱❪❪P③ ❾➃ ❹❾➃➃❸❻ ➄❼➄❾❼❽➔
➀▲ ❿⑥➒❱➅❱◗ ➇▲ ➇❳③❴⑦⑥◗ ➛▲ ➆❴⑦❴⑧❱➍❱◗ ➆▲ ➛❱❵❱⑦❱◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ❖P❪❪▲ ●➃❾ ❹❾➃➃❺❻
➃●➓➄➃❼➔
❿▲ ⑩❴➍❱❵❴◗ ❙▲ ⑤❳❴➎❴◗ ⑤▲ ❯❴➎P◗ ④▲ rP❵❪⑥➣P◗ r▲ ❿❵❵❳❵➒⑥❱❪❱◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ❸● ❹❾➃●➃❻
➃➓➄❽●❼▲

❅➄❷❏ r▲ ❿➐③❱➍❴❶⑥➎⑥◗ ❯▲ ➋P➣➍P➎❭③⑥◗ ❙▲ ➀➌③⑥❪⑥P③◗ ➂❴➣⑥➏ ➂❪❱❪P ➂➎⑥▲ ●➃ ❹❾➃➃❸❻ ●❷❺➃▲
❅➄❸❏ ❖▲④▲ r❴③➤⑦❴❶◗ ➉❭▲ ➊⑦⑨➁▲ ➛P❴③▲ ➈⑥➒▲ ❹➂❴❶▲ ④❭⑧⑨▲➭◆➊➛④❻ ❼➄ ❹●❺❽❸❻ ❷❼❽▲
❅➄❺❏ ❿▲❖▲ ➈P❪❪P③◗ ◆▲②▲ →❱➣P➎⑦❱◗ ➯❳❱❵❪❳➍ ➛❭P❴③⑧ ❴➧ ❙❱❵⑧↔➁❱③❪⑥➎➣P ➂⑧⑨❪P➍⑨◗ ❙➎r③❱➅↔

➀⑥➣➣◗ ●❺❷●➔

❿▲❿▲ ❿➐③⑥⑦❴⑨❴❶◗ ❖▲④▲ r❴③➤⑦❴❶◗ ➂❴❶▲ ④❭⑧⑨▲➭◆➊➛④ ●❾ ❹●❺➓●❻ ●❾➄❼▲
❅❽➃❏ →❭P❵ ➲➳ ➣⑥P⑨ ❳❵➏P③ ❪❭P ⑥❵❪P③❶❱➣◗ ❪❭P ➵➸➺➼ ➸➽ ➾ ➎❳③❶P⑨ ➎❴⑥❵➎⑥➏P ➅⑥❪❭ ❪❭❱❪ ❴➧

❱❵ ❴③➏⑥❵❱③⑧ ⑨⑥❵❨➣P❪ ⑨❪❱❪P▲
❅❽●❏ ❯▲ ②❳➁❳⑥⑨◗ ④❭⑧⑨▲ ⑩P❶▲ ➋ ❽➃ ❹❾➃➃➃❻ ❺➓➃❷▲
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barrière de Coulomb à 1d

■�✁ ✁❯✂✄☎✆✝☎✞✟ ❏❖❯✠✞❆✄ ❖❋ ✁✝❍✆☎✡✆ ☛☞ ▼❆❚✝✌✍❆❚☎✡❆✄ ❆✞✎ ✏✝✌❖✠✌❚☎✡❆✄

❏✑ ✁P✒✓✑ ☛☞ ▼❛✔P✑ ✏P❤✕✖✑ ✹✗ ✭✘✙✙✚✛ ✘✷✜✢✙✘ ✭✘✚✣✣✛ ❞✤✥✦✧★✩✧★✪✪✫✧✬✮✧✯✪✧✧✰✫✱✲✫✲✪✫✲✪✮✰★✲

✳✴✵ ♦♥✵✶✸✺✻✵♥✼✺♦♥✽✾ ❈♦✿✾♦✻❀ ♣r♦❀✾✵✻

● ❁❜❂❃❄❅✈✐❇✐❉ ❃❊❑ ❨ ❁✈✐▲◆❃✐✘◗✢

❘ ❙❛❱✕✖❛✔✕❲✖❤ ❳❤ ✁P✒✓❲❩❬❤ ❳❤✓ ❭✕❪❲❳❤✓◗ ❫❴❲❵✑ ✁❛✖❲✓ ❭❬❳◗ ❝❡❢❭◗ ❫▼❢ ✷✜✙✘◗ ❣❥✚❉❦✙✜ �✖✓❛✒
❝❤❳❤①◗ ❣✖❛❴❧❤
♠ q❤✣❛✖✔s❤❴✔ ✕t ✁P✒✓❲❧✓ ❛❴❳ ■❪✓❤ ✉❛✔✇ ❝❤❴✔❤✖ t✕✖ ❡❛❴✕✔❤❧P❴✕❪✕②✒◗ ③❤❴❥④✕❬✖❲✕❴ ❫❴❲❵❤✖✓❲✔✒◗
③❤❤✖❥❭P❲❵❛ ✷❦❉✙✜◗ ■✓✖❛❤❪
⑤ ⑥✕❴② ✉✕❴② ❫❴❲❵❤✖✓❲✔✒ ✕t ❭❧❲❤❴❧❤ ❛❴❳ ✏❤❧P❴✕❪✕②✒◗ ❝❪❤❛✖ ⑦❛✔❤✖ ③❛✒◗ ✉❛⑧❪✕✕❴◗ ⑥✕❴② ✉✕❴②

⑨❥s❛❲❪☞ ❛❱✖❛s✕❵❲❧❲⑩❪✣✓✑❬❥✣✓❬❳✑t✖ ❛❴❳ ✒✓P❛❲⑩❱②❬✑❛❧✑❲❪

❶❷❸❷❹❺❷❻ ❼ ❽❷❾❿➀➁❿➂ ❼➃➃➄➅ ❹➆ Þ➆➁➇ ➈➉❿➊ ➋ ❽❷❾❿➀➁❿➂ ❼➃➃➄
➌➀❾➇❹➍➎❷❻ ➏➄ ➐➀➆❷ ❼➃➃➄
➑➆➇❹➆❷ ➁➒ ➍➒➁❸➓➍➔❹➉→➔➉❿➣↔➐➌➎➂➍↕↔➙❼↔❼➛➜➋➃❼

❁❜▲➝❂❃❇➝
➑➆❷➞❻❹➊❷➆➍❹➉➆➁➇ ➍❸➁➒➒❷❿❹➆➣ ❾➂ ➁ ➟➉➀➇➉➊❾ →➉➒❷➆➒❹➁➇ ➠ ➡➢➤ ➥ ➦

➧➨➧ ❹➍ ➍➒➀❻❹❷❻
➈➉❿ ❾➉➒➎ ❿❷→➀➇➍❹❺❷ ➡➩ ➫ ➃➤ ➁➆❻ ➁➒➒❿➁❸➒❹❺❷ ➡➩ ➭ ➃➤ ❸➁➍❷➍➔ ➯➲➉ ➊❷➒➎➉❻➍ ➉➈
❿❷➣➀➇➁❿❹➳❹➆➣ ➒➎❷ ➍❹➆➣➀➇➁❿❹➒➂ ➁➒ ➢ ➥ ➃ ➁❿❷ ➀➍❷❻➅ ➂❹❷➇❻❹➆➣ ➒➎❷ ➍➁➊❷ ❸➉➆❸➇➀➍❹➉➆➅
➆➁➊❷➇➂➅ ➒➎➁➒ ➒➎❷ ➒❿➁➆➍➊❹➍➍❹➉➆ ❺➁➆❹➍➎❷➍➔ ❽➉❿ ➁➆ ➁➒➒❿➁❸➒❹❺❷ →➉➒❷➆➒❹➁➇ ➡➩ ➭ ➃➤➅
➒➲➉ ➣❿➉➀→➍ ➉➈ ❾➉➀➆❻ ➍➒➁➒❷➍ ➁❿❷ ➈➉➀➆❻➔ ➯➎❷ Þ❿➍➒ ➉➆❷ ❸➉➆➍❹➍➒➍ ➉➈ ➵➸➺➻➼➽➵
➾❶➂❻❾❷❿➣➚ ❾➉➀➆❻ ➍➒➁➒❷➍➅ ➈➉➇➇➉➲❹➆➣ ➍➒➁➆❻➁❿❻ ➉❿➒➎➉➣➉➆➁➇❹➒➂ ❿❷➇➁➒❹➉➆➍➔ ➯➎❷ ➍❷❸➉➆❻
➍❷➒ ❸➉➆➍❹➍➒➍ ➉➈ ➽➪➶➹➽➼➶➻➘ ❾➉➀➆❻ ➍➒➁➒❷➍ ➾❹➆ ➁ ➍❷➆➍❷ ➒➉ ❾❷ ❸➇➁❿❹Þ❷❻➚➅ ➲➎❹❸➎ ➁➇➲➁➂➍
❿❷➇➁➴ ➁➍ ❸➉➎❷❿❷➆➒ ➍➒➁➒❷➍➔

➌↕➟➷ ➆➀➊❾❷❿➍➬ ➃➋➔➮➜➔➱❷➅ ➃➋➔➮➜➔✃➓➅ ➏➏➔➜➜➔❐❒➅ ➏➏➔➜➜➔❮➍➅ ❰➋➔❼➏➔❽➣➅ ❰➋➔❼❼➔❮Ï

➾➷➉➊❷ Þ➣➀❿❷➍ ❹➆ ➒➎❹➍ ➁❿➒❹❸➇❷ ➁❿❷ ❹➆ ❸➉➇➉➀❿ ➉➆➇➂ ❹➆ ➒➎❷ ❷➇❷❸➒❿➉➆❹❸ ❺❷❿➍❹➉➆➚

ÐÑ Ò❊➝❂❅❑Ó❇➝✐❅❊

➑➆❷➞❻❹➊❷➆➍❹➉➆➁➇ ❒➀➁➆➒➀➊ Ô➁➊❹➇➒➉➆❹➁➆➍ ➁❿❷ ❺❷❿➂ ➀➍❷➈➀➇ ❹➆ ➊➉❻❷➇❹➆➣ ➍❹➊→➇❷ ❒➀➁➆➒➀➊ ➍➂➍➒❷➊➍➔
❐❷➍❹❻❷ ➒➎❷❹❿ ➀❾❹❒➀❹➒➉➀➍ ❹➊→➉❿➒➁➆❸❷ ❹➆ ➒➎❷ ➍➒➀❻➂ ➉➈ ➒❿➁➆➍➊❹➍➍❹➉➆ ➁➆❻ ➒➀➆➆❷➇❹➆➣ ❷➴→❷❿❹➊❷➆➒➍➅
➆➀➊❷❿➉➀➍ ❒➀➁➆➒➀➊ ➍➂➍➒❷➊➍ ❹➆ ➎❹➣➎❷❿ ❻❹➊❷➆➍❹➉➆➍ ❸➁➆ ❾❷ ❿❷❻➀❸❷❻ ➒➉ ➉➆❷➞❻❹➊❷➆➍❹➉➆➁➇ ➉➆❷➍➅
❻➀❷ ➒➉ ➍➂➊➊❷➒❿➂ ➾➈➉❿ ❹➆➍➒➁➆❸❷ ❿➁❻❹➁➇ ➲➁❺❷➈➀➆❸➒❹➉➆➍ ❹➆ ➁ ❸❷➆➒❿➁➇ →➉➒❷➆➒❹➁➇➚ ➉❿ ➍→❷❸❹Þ❸ →➎➂➍❹❸➁➇
→❿➉→❷❿➒❹❷➍ ➾➐➉➍❷→➎➍➉➆ Ï➀➆❸➒❹➉➆➍ ➉❿ ❷❻➣❷ ➍➒➁➒❷➍ ❹➆ ➒➎❷ ❒➀➁➆➒➀➊ Ô➁➇➇ ❷➈➈❷❸➒ ➁❿❷ Ï➀➍➒ ➒➲➉ ❷➴➁➊→➇❷➍➚➔

➯➎❷ ➁❹➊ ➉➈ ➒➎❷ →❿❷➍❷➆➒ ➲➉❿➓ ❹➍ ➒➉ ❷➴➁➊❹➆❷ ➉➆❷➞❻❹➊❷➆➍❹➉➆➁➇ ➍❸➁➒➒❷❿❹➆➣ ❾➂ ➁ ➒➎❿❷❷➞
❻❹➊❷➆➍❹➉➆➁➇ ➟➉➀➇➉➊❾ →➉➒❷➆➒❹➁➇ ➠ ➡➢➤ ➥ ÕÕÖ

×ØÙÚ➧➨➧ ➅ ➍➒➁❿➒❹➆➣ ➈❿➉➊ ➒➎❷ ➷❸➎❿Û➉❻❹➆➣❷❿ ❷❒➀➁➒❹➉➆ ➲❹➒➎

➒➎❷ Ô➁➊❹➇➒➉➆❹➁➆ Ü ➥ Ýß
àá â ➠ ➅ ➈➉❿ ➁➆ ❷❹➣❷➆➍➒➁➒❷ ã➡➢➤➅ ➲❹➒➎ ➢ ä åæ ç å è é➃ê➅

ë
❻àã

❻➢à ➡➢➤ â
ì

í➢í
ã➡➢➤ ➥ îã➡➢➤ï ➾➏➚
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barrière de Coulomb à 1d

❏� P✁✂✄� ❆✿ ▼❛☎✁� ❚✁❤✆✝� ✹✞ ✭✟✠✠✡☛ ✟✷☞✌✠✟ ● ❆❜✝❛✍✆✈✐✎✐ ❛✏✑ ❨ ❆✈✐✄✁❛✐

✇✒✓✔ ✕ ❂
✖♠✗✗✘

✙✚✛♦ø✜
✢ ✣✤✥ ❡ ❂

✖♠✦
ø✜✢

✇✔✧★✧ ❊ ✒✩ ✓✔✧ ✧✤✧★❣✪✳ ✕ ✫ ✵ ❝✬★★✧✩✮✬✤✥✩ ✓✬ ✓✔✧ ★✧✮✯✰✩✒✱✧

✮✬✓✧✤✓✒✣✰♣ ✕ ✲ ✵ ✓✬ ✓✔✧ ✣✓✓★✣❝✓✒✱✧ ✬✤✧✳ ✴✔✧ ✶✬✯✤✥✣★✪ ❝✬✤✥✒✓✒✬✤✩ ✇✒✰✰ ✶✧ ✩✮✧❝✒s✧✥ ✰✣✓✧★ ✬✤✳ ✴✔✒✩

✒✩ ★✧r✧★★✧✥ ✓✬ ✣✩ ✓✔✧ ✸✺✻✼✽✾❀✻✺❁✾✸✺❃❄ ❈✸❅❄✸❀❇ ❉✸❋✻✺❋✾❃❄ ❉❍✸❇❄✻❀✳ ■✰✓✔✬✯❣✔ ✒✓ ✔✣✩ ★✧❝✧✤✓✰✪

✶✧✧✤ ✩✓✯✥✒✧✥ ❬❑❪♣ ✇✧ s✤✥ ✒✓ ✤✧❝✧✩✩✣★✪ ✓✬ ✣✤✣✰✪▲✧ ✒✓ ✯✩✒✤❣ ✣ ✩✬◆✧✇✔✣✓ ✥✒rr✧★✧✤✓ ✣✮✮★✬✣❝✔✳ ■✩

✒✓ ✓✯★✤✩ ✬✯✓♣ ✓✔✧★✧ ✣★✧ ✩✬◆✧ ✩✯✶✓✰✧✓✒✧✩ ✒✤✱✬✰✱✧✥♣ ✇✔✒❝✔ ◆✒❣✔✓ ✣rr✧❝✓ ✩✬◆✧ ✬r ✓✔✧ ❝✬✤❝✰✯✩✒✬✤✩

★✧✣❝✔✧✥ ✒✤ ❬❑❪✳

❖✤✧ ✬r ✓✔✧ ◆✣✒✤ ✣✥✱✣✤✓✣❣✧✩ ✧✤❝✬✯✤✓✧★✧✥ ✒✤ ✓✔✧ q✯✣✤✓✯◆ ◗✬✯✰✬◆✶ ✮★✬✶✰✧◆ ✒✩ ✓✔✣✓ ✓✔✧

✧①✣❝✓ ✇✣✱✧r✯✤❝✓✒✬✤✩ ✣★✧ ❝✬◆✮✯✓✣✶✰✧✳ ❘✤ ✓✔★✧✧ ✥✒◆✧✤✩✒✬✤✩♣ ✒✓ ✇✣✩ ✩✔✬✇✤ ❙✵ ✪✧✣★✩ ✣❣✬ ❬❯❪ ✓✔✣✓

✓✔✧ ✣✩✪◆✮✓✬✓✒❝ ✶✧✔✣✱✒✬★ ✬r ✓✔✧ ✇✣✱✧r✯✤❝✓✒✬✤✩ ✒✩ ✩✬◆✧✇✔✣✓ ✥✒✩✓✒✤❝✓ r★✬◆ ✓✔✣✓ ✬r ✮✰✣✤✧ ✇✣✱✧✩✳

✴✔✒✩ ✮★✬✮✧★✓✪ ✔✣✩ ✶✧✧✤ ✩✔✬✇✤ ✓✬ ✶✧ ✱✣✰✒✥ ✣✰✩✬ ✒✤ ✬✤✧ ✥✒◆✧✤✩✒✬✤ ❬❱❪✳

❘✓ ✮★✬✱✧✩ ✯✩✧r✯✰ ✓✬ r✬✰✰✬✇♣ s★✩✓♣ ✓✔✧ ✩✓✣✤✥✣★✥ ★✧✥✯❝✓✒✬✤ ✬r ✓✔✧ ◗✬✯✰✬◆✶ ✮★✬✶✰✧◆ ✒✤ ✓✔★✧✧

✥✒◆✧✤✩✒✬✤✩ ✒✤✓✬ ✣ ★✣✥✒✣✰ ✬✤✧❲✥✒◆✧✤✩✒✬✤✣✰ ✧q✯✣✓✒✬✤♣ ✣✤✥ ✓✬ ✮✬✒✤✓ ✬✯✓ ✓✔✧ ✥✒rr✧★✧✤❝✧✩ ✶✧✓✇✧✧✤

✓✔✒✩ ✧q✯✣✓✒✬✤ ✣✤✥ ✧q✯✣✓✒✬✤ ❳❑❩✳ ❭✓✣★✓✒✤❣ r★✬◆ ✓✔✧ ✓✔★✧✧❲✥✒◆✧✤✩✒✬✤✣✰ ❭❝✔★➡✬✥✒✤❣✧★ ✧q✯✣✓✒✬✤♣

❝✣★★✪✒✤❣ ✬✯✓ ✓✔✧ ✮✣★✓✒✣✰ ✇✣✱✧ ✧①✮✣✤✩✒✬✤ ❫❴❵❞ ❂
❢❥

❧❦♥❴❯t ✉ ❑❞②❧❴③❞④❧❴❝✬✩ ⑤❞ ✣✤✥ ✇★✒✓✒✤❣ ✓✔✧

★✣✥✒✣✰ ✇✣✱✧r✯✤❝✓✒✬✤ ✣✩ ②❧❴③❞ ❂ ③
❾⑥
⑦❧❴③❞♣ ✬✤✧ ✬✶✓✣✒✤✩ ✓✔✧ ★✣✥✒✣✰ ❭❝✔★➡✬✥✒✤❣✧★ ✧q✯✣✓✒✬✤ r✬★

⑦❧❴③❞♣ ✇✒✓✔ ✵ ✲ ③ ✲ ⑧♣
⑨

⑩
✥
✖

✥③✖
✉
t❴t ✉ ❑❞

③✖
✉
✕

③

❶

⑦❧❴③❞ ❂ ❡⑦❧❴③❞❷ ❳❯❩

❸✬★ t ❂ ✵ ❳❁ ✇✣✱✧ ✩❝✣✓✓✧★✒✤❣❩♣ ✧q✯✣✓✒✬✤ ❳❯❩ ✔✣✩ ✓✔✧ ✩✣◆✧ r✬★◆ ✣✩ ✧q✯✣✓✒✬✤ ❳❑❩✳ ✴✔✧ ✓✇✬

✶✣✩✒❝ ✩✬✰✯✓✒✬✤✩ ✬r ✧q✯✣✓✒✬✤ ❳❯❩ ✣★✧ ✓✔✧ ★✧❣✯✰✣★ ✬✤✧♣ ✩✣✓✒✩r✪✒✤❣ ⑦❧❴✵❞ ❂ ✵♣ ✣✤✥ ✓✔✧ ✩✒✤❣✯✰✣★

✬✤✧♣ ✩✣✓✒✩r✪✒✤❣ ⑦❧❴✵❞ ❹❂ ✵✳ ✴✔✧ ✩✒✤❣✯✰✣★ ✩✬✰✯✓✒✬✤ ✩✔✬✯✰✥ ✶✧ ✥✒✩❝✣★✥✧✥❺ ✒r ✤✬✓♣ r✬★ t ✫ ✵♣ ✓✔✧

✮★✬✶✣✶✒✰✒✓✪ ✬r s✤✥✒✤❣ ✓✔✧ ✮✣★✓✒❝✰✧ ✒✤ ✣ ✩✮✔✧★✧ ✬r ★✣✥✒✯✩ ❻❼ ④❧❴❻❞ ❂
❽ ❿

♥ ➀❧❴③❞❯➁③
✖
✥③ ✶✧❝✬◆✧✩

✒✤s✤✒✓✧ r✬★ ✣✤✪ ➂➃ r✬★ t ❂ ✵♣ ✓✔✧ ✩✒✓✯✣✓✒✬✤ ✒✩ ◆✬★✧ ✩✯✶✓✰✧♣ ④♥❴❻❞ ★✧◆✣✒✤✩ s✤✒✓✧♣ ✶✯✓ ✓✔✧ ★✣✥✒✣✰

❝✯★★✧✤✓ ➄♥❴❻❞ ❂
❽ ❿

♥
➅♥❴③❞❯➁③

✖
✥③ ✫ ✵ ✶✧❝✬◆✧✩ ✤✬✤▲✧★✬♣ ✇✔✒❝✔ ✒✩ ✒◆✮✬✩✩✒✶✰✧ r✬★ ✣✤ ❁ ✩✓✣✓✧

❬➆♣ ➇❪✳

■ ❝✬✯✮✰✧ ✬r ✥✒rs❝✯✰✓✒✧✩ ✣★✒✩✧ ✇✔✧✤ ✧q✯✣✓✒✬✤ ❳❑❩ ✒✩ ❝✬✤✩✒✥✧★✧✥ ✣✩ ❝✬◆✮✣★✧✥ ✇✒✓✔

✧q✯✣✓✒✬✤ ❳❯❩❺

❳✒❩ ✴✔✧ ✩✬✰✯✓✒✬✤✩ ✬r ✧q✯✣✓✒✬✤ ❳❑❩ ✣★✧ ★✧q✯✒★✧✥ ✬✤ ➈
➉
♣ ✣✤✥ ✤✬✓ ✬✤✰✪ ✬✤ ✒✓✩ ✮✬✩✒✓✒✱✧ ✮✣★✓ ➈

➉
➊✳

➋✬✓✧ ✓✔✣✓ ➌ ✒✩ ✒✤✱✣★✒✣✤✓ ✯✤✥✧★ ✩✮✣❝✧ ✒✤✱✧★✩✒✬✤✳

❳✒✒❩ ✴✔✧ ✣★❣✯◆✧✤✓✩ ✯✩✧✥ ✒✤ ✓✔✧ ✓✔★✧✧❲✥✒◆✧✤✩✒✬✤✣✰ ❝✣✩✧ ✓✬ ✥✒✩❝✣★✥ ✩✒✤❣✯✰✣★ ✩✬✰✯✓✒✬✤✩ ✬r

✧q✯✣✓✒✬✤ ❳❯❩ ✣★✧ ✤✬✓ ✱✣✰✒✥ ❬➍❪ r✬★ ✓✔✧ ✬★✒❣✒✤✣✰ ✮★✬✶✰✧◆ ✩✮✧❝✒s✧✥ ✶✪ ✧q✯✣✓✒✬✤ ❳❑❩♣ ✣✤✥

✓✔✧ ✒◆✮✬✩✒✓✒✬✤ ✬r ✩❝✣✓✓✧★✒✤❣ ✶✬✯✤✥✣★✪ ❝✬✤✥✒✓✒✬✤✩ ★✧q✯✒★✧✩ ✓✔✧◆ ✓✬ ✶✧ ✒✤❝✰✯✥✧✥ ✣✩ ✇✧✰✰✳

✴✔✧ ✩✓✣✤✥✣★✥ ✓✧❝✔✤✒q✯✧✩ ✯✩✧✥ r✬★ ◆✣✓❝✔✒✤❣ ✓✔✧ ✇✣✱✧r✯✤❝✓✒✬✤ ✣✓ ➎ ❂ ✵ ★✧q✯✒★✧ ✧✒✓✔✧★ ✓✔✧

❝✣✰❝✯✰✣✓✒✬✤ ✬r ②
➏
❴➐❞ ✬★ ✬r

❽ ➑

❾➑
➒ ❴➎❞ ✥➎ ✣✤✥ ✶✬✓✔ q✯✣✤✓✒✓✒✧✩ ✥✒✱✧★❣✧ ✰✬❣✣★✒✓✔◆✒❝✣✰✰✪ ✇✔✧✤

➐ ➓ ✵✳ ❖✤✧ ◆✯✩✓ ✓✔✧✤ ❝✬✮✧ ✇✒✓✔ ✯✰✓★✣✱✒✬✰✧✓ ✥✒✱✧★❣✧✤❝✧✩♣ ✇✔✒❝✔ ✤✧✧✥ ✓✬ ✶✧ ★✧❣✯✰✣★✒▲✧✥✳

✴✔✧✩✧ ✥✒rs❝✯✰✓✒✧✩ ✰✧✣✥ ✯✩ ✓✬ ✓✔✧ ➔✸✺✺✻➔❋✾✸✺ ❉❍✸❇❄✻❀♣ ✇✔✒❝✔ ❝✣✤ ✶✧ ✥✧s✤✧✥ ✣✩ r✬✰✰✬✇✩❺ ✰✧✓

✯✩ ✥✧❝✬◆✮✬✩✧ ✧q✯✣✓✒✬✤ ❳❑❩ ✒✤✓✬ ✓✇✬ ✧q✯✒✱✣✰✧✤✓ ❝✬✯✮✰✧✥ ✧q✯✣✓✒✬✤✩♣ ✬✤✧ ✥✧s✤✧✥ ✬✤ ➈
➉
➊ ✇✒✓✔

÷➒ ❴➎❞ ❂
→
➣
♣ ✓✔✧ ❣✧✤✧★✣✰ ✩✬✰✯✓✒✬✤✩ ✬r ✇✔✒❝✔ ★✧✣✥

②➊❴➎❞ ❂ ↔↕ ❴➙➎❞ ✉ ➛➜❴➙➎❞❼ ❳❱➝❩

✣✤✥ ✓✔✧ ✩✧❝✬✤✥ ✥✧s✤✧✥ ✬✤ ➈
➉
❾ ✇✒✓✔ ÷➒ ❴➎❞ ❂ ⑩

→
➣ ♣ ✓✔✧ ❣✧✤✧★✣✰ ✩✬✰✯✓✒✬✤✩ ✬

r ✇✔✒❝✔ ★✧✣✥

②❾❴➎❞ ❂ ➝ ➞↕ ❴➙➎❞ ✉ ➟ ➞➜❴➙➎❞❷ ❳❱➟❩

➠✧★✧♣ ↕ ❴➎ ✫ ✵❞ ✣✤✥ ➞↕ ❴➎ ✲ ✵❞ ✣★✧ ★✧❣✯✰✣★ ✩✬✰✯✓✒✬✤✩♣ ✇✔✒✰✧ ➜❴➎ ✫ ✵❞ ✣✤✥ ➞➜❴➎ ✲ ✵❞ ✣★✧ ✩✒✤❣✯✰✣★

✩✬✰✯✓✒✬✤✩♣ ✥✧s✤✧✥ ✬✤ ✓✔✧ ✣✮✮★✬✮★✒✣✓✧ ✥✬◆✣✒✤✩➃ ✓✔✧ ★✧✰✣✓✒✬✤✩ ✶✧✓✇✧✧✤ ↕❼ ➜ ✣✤✥ ➞↕ ❼ ➞➜ ✇✒✰✰ ✶✧

❝✰✣★✒s✧✥ ✰✣✓✧★ ✬✤✳ ✴✔✧ ❝✬✤✤✧❝✓✒✬✤ ✮★✬✶✰✧◆ ❝✬✤✩✒✩✓✩ ✒✤ ✓✔✧ ❝✣✰❝✯✰✣✓✒✬✤ ✬r ✓✔✧ ❯ × ❯ ◆✣✓★✒①

✧①✮★✧✩✩✒✤❣ ❴↔❼➛❞ ✒✤ ✓✧★◆✩ ✬r ❴➝❼ ➟❞✳ ❭✒✤❝✧ ✓✔✧ ✥✧★✒✱✣✓✒✱✧ ✬r ✓✔✧ ✩✒✤❣✯✰✣★ ✩✬✰✯✓✒✬✤ ✥✒✱✧★❣✧✩ ✣✓

➎ ❂ ✵♣ ✒✓ ✒✩ ✒◆✮✬✩✩✒✶✰✧ ✓✬ ◆✣✓❝✔ ✶✬✓✔ ② ✣✤✥ ②
➏
✣✓ ➎ ❂ ✵✳ ❘✓ ✒✩ ✣✰✩✬ ✤✬✓ ✮✬✩✩✒✶✰✧ ✓✬ ✯✩✧ ✓✔✧

✟
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barrière de Coulomb à 1d

❏� P✁✂✄� ❆✿ ▼❛☎✁� ❚✁❤✆✝� ✹✞ ✭✟✠✠✡☛ ✟✷☞✌✠✟ ● ❆❜✝❛✍✆✈✐✎✐ ❛✏✑ ❨ ❆✈✐✄✁❛✐

♠✒✓✔✕✖ ❬✼✱ ✽❪ ✒♠✗✘✕②✒✖ ✙✚ ✛ ✗r✕✜✘✒♠ ✕♦ s✢✛✓✓✒r✙✚✣ ✜② ✛ ✗✕✓✒✚✓✙✛✘ ❱ ✤①✮ ❂ ✥✦✤①✮ s✙✚✢✒ ✓✔✒

✘✛✓✓✒r ✗✕✓✒✚✓✙✛✘ ✙s ✙✚✓✒✣r✛✜✘✒ ✛✓ ① ❂ ✵✧
★ ✩

❾✩ ❱ ✤①✮ ✖① ❂ ✥✱ ✇✔✒r✒✛s ✓✔✒ ❈✕✪✘✕♠✜ ✗✕✓✒✚✓✙✛✘ ✙s

✚✕✓♥ ✫✗✗✛r✒✚✓✘②✱ ✓✔✒ ✢✕✚✚✒✢✓✙✕✚ ✗r✕✜✘✒♠ ✢✛✚✚✕✓ ✜✒ s✕✘✬✒✖ ✙✚ ✓✒r♠s ✕♦ s✙♠✗✘✒ ✘✙✚✒✛r r✒✘✛✓✙✕✚s✱

✛✚✖ ✕✚✒ ✚✒✒✖s ✓✕ ✢✕✚s✙✖✒r ✜✙✘✙✚✒✛r ✢✕✚s✓r✛✙✚✓s ✯✛✚ ✒✰✛♠✗✘✒ ✕♦ s✪✢✔ ✛ ✢✕✚s✓r✛✙✚✓ ✙s ✓✔✒ ✢✪rr✒✚✓

✢✕✚s✒r✬✛✓✙✕✚ ✲ ✤✵
❾
✮ ❂ ✲ ✤❖

✳
✮ ✛r✕✪✚✖ ① ❂ ✵✴♥

✶✪r Þrs✓ ✓✛s✸ ✙s ✓✕ ✗r✕✗✒r✘② ♦✕r♠✪✘✛✓✒ ✛✚✖ s✕✘✬✒ ✓✔✒ s✢✛✓✓✒r✙✚✣ ✗r✕✜✘✒♠✱ ✢✕rr✒s✗✕✚✖✙✚✣

✓✕ ❡ ✺ ✵♥ ✻✕ ✢✛rr② ✓✔✙s ✕✪✓✱ ✇✒ ✪s✒ ✓✇✕ ✙✚✖✒✗✒✚✖✒✚✓ r✒✣✪✘✛r✙❣✛✓✙✕✚ ♠✒✓✔✕✖s♥ ✶✚✒ ✙s ✜✛s✒✖

✕✚ ✜✙✘✙✚✒✛r ✢✕✚s✓r✛✙✚✓s✱ ✇✔✙✢✔ ✢✛✚ ✜✒ ♦✕r♠✪✘✛✓✒✖ ✙✚ s✪✢✔ ✛ ✇✛② ✓✔✛✓ ✪✘✓r✛✬✙✕✘✒✓ ✖✙✬✒r✣✒✚✢✒s

✛r✒ ✢✛✚✢✒✘✒✖♥ ✻✔✒ ✕✓✔✒r ♠✒✓✔✕✖ ✢✕✚s✙s✓s ✙✚ ✢✛✘✢✪✘✛✓✙✚✣ ✓✔✒ ✒✰✛✢✓ ✓r✛✚s♠✙ss✙✕✚ ♦✕r ✛ ✓r✪✚✢✛✓✒✖

❈✕✪✘✕♠✜ ✗✕✓✒✚✓✙✛✘ ❱✩✱ ✇✙✓✔ ❱✩✤①✮ ❂ ✵ ♦✕r ⑤①⑤ ❁ ✾✧ ❱✩✤①✮ ❂ ✥❀⑤①⑤ ♦✕r ⑤①⑤ ✺ ✾ ✛✚✖ ✘✒✓✓✙✚✣

✾ ❃ ✵♥ ❲✙✓✔ ✜✕✓✔ ♠✒✓✔✕✖s✱ ✇✒ ✛rr✙✬✒ ✛✓ ✓✔✒ ✢✕✚✢✘✪s✙✕✚ ✓✔✛✓ ✓✔✒ ✓r✛✚s♠✙ss✙✕✚ ✢✕✒♦Þ✢✙✒✚✓

✬✛✚✙s✔✒s✱ ❄ ❂ ✵♥ ✻✔✒ ✗✕✓✒✚✓✙✛✘ ✙s ✗✒r♦✒✢✓✘② r✒❅✒✢✓✙✬✒♥ ❇✕r✒✕✬✒r✱ ✓✔✙s ✗r✕✗✒r✓② ✕♦ ✓✕✓✛✘

r✒❅✒✢✓✙✕✚ ✛✘s✕ ✔✕✘✖s ♦✕r ✓✔✒ ✛✓✓r✛✢✓✙✬✒ ✗✕✓✒✚✓✙✛✘ ✤✥ ❁ ✵✮✱ ✇✔✒r✒✛s ✢✘✛ss✙✢✛✘✘② ✓✔✒ r✒❅✒✢✓✙✕✚

✬✛✚✙s✔✒s❉ ✙✓ ✙s ✛ ✚✕✬✒✘ ♠✛✚✙♦✒s✓✛✓✙✕✚ ✕♦ ✗✒r♦✒✢✓ q❊❋❍■❊❑ ▲◆◗◆❘■❙❯❍ ♦r✕♠ ✛✚ ✛✓✓r✛✢✓✙✬✒ ✗✕✓✒✚✓✙✛✘♥

❳✓ ✙s ✖✙s✓✙✚✢✓ ♦r✕♠ ✓✔✒ s✓✛✚✖✛r✖ ✒✰✛♠✗✘✒ ✕♦ ❩✪✛✚✓✪♠ r✒❅✒✢✓✙✕✚ ♦r✕♠ ✛✚ ✙✚Þ✚✙✓✒ ✛✓✓r✛✢✓✙✬✒

s❩✪✛r✒ ✇✒✘✘❭ ✙✚ ✓✔✒ ✘✛✓✓✒r ✢✛s✒✱ ✓✔✒ ✖✙✬✒r✣✒✚✢✒ ✕♦
★
❱ ✤①✮ ✖① ✙s ♦✛s✓✒r ✓✔✛✚ ✘✕✣✛r✙✓✔♠✙✢✱ ✛✚✖ ✓✔✒

✢✕rr✒s✗✕✚✖✙✚✣ s✗✒✢✓r✪♠ ✙s ✚✕✓ ✜✕✪✚✖✒✖ ♦r✕♠ ✜✒✘✕✇♥

✶✪r s✒✢✕✚✖ ✣✕✛✘ ✙s ✓✕ ✢✛✘✢✪✘✛✓✒ ✜✕✪✚✖ s✓✛✓✒ ✒✚✒r✣✙✒s ✛✚✖ ✇✛✬✒♦✪✚✢✓✙✕✚s ♦✕r ✛✚ ✛✓✓r✛✢✓✙✬✒

✗✕✓✒✚✓✙✛✘ ✤✥ ❁ ✵✮ ✯✓✔✒ ✕✚✒❫✖✙♠✒✚s✙✕✚✛✘ Ô✔②✖r✕✣✒✚ ✛✓✕♠❴ ✗r✕✜✘✒♠✴♥ ✻✔✒ ✒✚s✪✙✚✣ ✖✙s✢r✒✓✒ ✗✛r✓

✕♦ ✓✔✒ s✗✒✢✓r✪♠ ✤❡ ❁ ✵✮ ✛✗✗✒✛rs ✓✕ ✜✒ r✛✓✔✒r ✙✚✓r✙✣✪✙✚✣✱ ✛s ✙✓ ✙s ✢✕♠✗✕s✒✖ ✕♦ ✓✇✕ ✙✚✓✒r✘✛✢✙✚✣

s✗✒✢✓r✛♥ ✻✔✒ Þrs✓ ✕✚✒ ✯r✒✗✕r✓✒✖ ✛✘s✕ ✙✚ ❬❵❪
❝
✴ ✙s ✓✔✒ ✪s✪✛✘ ❞②✖✜✒r✣ s✗✒✢✓r✪♠✱ ✇✙✓✔ ✒✚✒r✣✙✒s

❢❥ ❂ ❦
❧♣
❥t
✱ ✇✙✓✔ ✉ ❂ ❵✧ ③✧ ④ ④ ④ ✻✔✒ ✢✕rr✒s✗✕✚✖✙✚✣ ✇✛✬✒♦✪✚✢✓✙✕✚s ✛r✒ ✓✔✒ ▲◆⑥❊⑦❋▲ s✕✘✪✓✙✕✚s ✕♦

✓✔✒ ✖✙♦♦✒r✒✚✓✙✛✘ ✒❩✪✛✓✙✕✚ ✯❵✴♥ ✻✔✒ ✒✚✒r✣✙✒s ✕♦ ✓✔✒ s✒✢✕✚✖ ✗✛r✓ ✕♦ ✓✔✒ s✗✒✢✓r✪♠ ✛r✒ s✔✙♦✓✒✖ ♦r✕♠

✓✔✒ Þrs✓ ✕✚✒ ✓✔r✕✪✣✔ ✉ ❃ ✉⑧❵❀③✱ ✓✔✛✓ ✙s✱ ÷❢❥ ❂ ❦
❧♣

⑨❥✳ ⑩t ❶
t ✱ ✇✙✓✔ ✉ ❂ ✵✧ ❵✧ ④ ④ ④ ✻✔✒ ✢✕rr✒s✗✕✚✖✙✚✣

✇✛✬✒♦✪✚✢✓✙✕✚s ✇✙✘✘ ✜✒ r✒♦✒rr✒✖ ✓✕ ✛s ❋❍❯❑❋⑦❯❊❷ s✓✛✓✒s✱ ✛✚✖ ✛r✒ ✢✕✚s✓r✪✢✓✒✖ ✙✚ ✓✒r♠s ✕♦ ✓✔✒

s✙✚✣✪✘✛r s✕✘✪✓✙✕✚s ✕♦ ✒❩✪✛✓✙✕✚ ✯❵✴♥ ✻✔✒s✒ s✕✘✪✓✙✕✚s ✛r✒ s❩✪✛r✒ ✙✚✓✒✣r✛✜✘✒ ✜✪✓ ✚✕✓ ✕r✓✔✕✣✕✚✛✘♥

✫ ✗r✕✗✒r ✙✚✢✕r✗✕r✛✓✙✕✚ ✕♦ s✪✢✔ s✓✛✓✒s ♠✙✣✔✓ r✒❩✪✙r✒ ♦✪r✓✔✒r ✙✚s✙✣✔✓ ✙✚✓✕ ✓✔✒ ✜✛s✙✢ ✗r✙✚✢✙✗✘✒s ✕♦

❩✪✛✚✓✪♠ ♠✒✢✔✛✚✙✢s♥

❲✒ ✕r✣✛✚✙❣✒ ✓✔✒ r✒s✓ ✕♦ ✓✔✒ ✗✛✗✒r ✛s ♦✕✘✘✕✇s❭ ❳✚ s✒✢✓✙✕✚ ③✱ ✇✒ ✇✙✘✘ Þrs✓ s✓✪✖② ✓✔✒

s✢✛✓✓✒r✙✚✣ ✗r✕✜✘✒♠✱ ✛✚✖ ✓✔✒✚ ✒✰✗✘✛✙✚✱ ✙✚ s✒✢✓✙✕✚ ❸✱ ✓✔✒ ✓✇✕ r✒✣✪✘✛r✙❣✛✓✙✕✚ ♠✒✓✔✕✖s ✪s✒✖ ✓✕

s✕✘✬✒ ✓✔✒ ✢✕✚✚✒✢✓✙✕✚ ✗r✕✜✘✒♠♥ ✻✔✒ ✜✕✪✚✖ s✓✛✓✒ ✗r✕✜✘✒♠ ✇✙✘✘ ✜✒ ✛✚✛✘②❣✒✖ ✙✚ s✒✢✓✙✕✚ ❹✱ ✇✔✒r✒

r✒✣✪✘✛r ✛✚✖ ✛✚✕♠✛✘✕✪s s✓✛✓✒s ✛r✒ ✙✚✓r✕✖✪✢✒✖♥ ❺✙✚✛✘✘②✱ ✛ s✔✕r✓ ✖✙s✢✪ss✙✕✚ ✕♦ ✕✪r r✒s✪✘✓s ✙s

✢✛rr✙✒✖ ✕✪✓ ✙✚ s✒✢✓✙✕✚ ❻♥ ❈✛✘✢✪✘✛✓✙✕✚s r✒❩✪✙r✙✚✣ ✓✒✢✔✚✙✢✛✘ ♠✛✚✙✗✪✘✛✓✙✕✚s ✛r✒ ✢✕✘✘✒✢✓✒✖ ✙✚ ✓✔✒

✛✗✗✒✚✖✙✢✒s♥

❼❽ ❿➀➁ ➂➃➄➅➅➁➆➇➈➉ ➊➆➋➌➍➁➎

➏➐➑➐ ➒❘❋■■◆▲❙❍⑥ ❷■❋■◆❷

➏➐➑➐➑➐ ➓❋❷❙❘ ❷❯⑦❊■❙❯❍❷➐ ❺✕r ✓✔✒ s✢✛✓✓✒r✙✚✣ ✗r✕✜✘✒♠✱ ✇✒ ✔✛✬✒ ❡ ✺ ✵ ✙✚ ✒❩✪✛✓✙✕✚ ✯❵✴♥ ❳✓ ✙s

✢✕✚✬✒✚✙✒✚✓ ✓✕ r✒✢✛s✓ ✒❩✪✛✓✙✕✚ ✯❵✴ s✕ ✓✔✛✓ ✛✘✘ ❩✪✛✚✓✙✓✙✒s ✛r✒ ✖✙♠✒✚s✙✕✚✘✒ss♥ ➔✒✓ → ❂
➣
❡✧ ↔ ❂ →①✧

↕ ❂ ✥❀✤③→✮ ❂
➙➙➛

❝➜➝➞ø➟

➠
➡
➢❧

✛✚✖ ➤✤↔✮ ❂ ➥
➦
➧
➨

➩
♥ ✻✔✒✚ ✓✔✒ ✒❩✪✛✓✙✕✚ ♦✕r ➤ ✙s

❦
✖
➢
➤

✖↔➢
✤↔✮ ⑧ ③

↕

⑤↔⑤
➤✤↔✮ ❂ ➤✤↔✮✧ ↔ ➫ ➭

➯
✧ ✯❹✴

✇✙✓✔ r✒✣✪✘✛r ✛✚✖ s✙✚✣✪✘✛r s✕✘✪✓✙✕✚s ➲➳✤↔✮ ✛✚✖ ➵➳✤↔✮♥ ➸❩✪✛✓✙✕✚ ✯❹✴ ✙s ✒❩✪✙✬✛✘✒✚✓ ✓✕ ✓✔✒ ♦✕✘✘✕✇✙✚✣

✢✕✪✗✘✒ ✕♦ ✒❩✪✛✓✙✕✚s❭

➺ ➻☎ ✐✄ ✏✆☎ ✎➼❤❛✝ ➽✁✂ ☎✁❤ ❛✏❛➼✂☎✐✎ ✎✆✏☎✐✏➾❛☎✐✆✏ ❛✈✆✐✑✐✏➚ ➪❤✝✆ ✑✐✑ ✏✆☎ ➚✐✈❤ ❛➼➼ ✄✆➼➾☎✐✆✏✄�

✌
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barrière de Coulomb à 1d

❏� P✁✂✄� ❆✿ ▼❛☎✁� ❚✁❤✆✝� ✹✞ ✭✟✠✠✡☛ ✟✷☞✌✠✟ ● ❆❜✝❛✍✆✈✐✎✐ ❛✏✑ ❨ ❆✈✐✄✁❛✐

❾
❞
✒
✓

❞✉✒
✔✉✕ ✰ ✖

✗

✉
✓✔✉✕ ❂ ✓✔✉✕ ❢✘✙ ✉ ✚ ✵❀ ✛✜✢✮

❾
❞
✒
✓

❞✉✒
✔✉✕ ❾ ✖

✗

✉
✓✔✉✕ ❂ ✓✔✉✕ ❢✘✙ ✉ ✣ ✵✳ ✛✜✤✮

✥✦✧ s✘♦★✩✪✘✫s ✘❢ ✧❡★✬✩✪✘✫ ✛✜✢✮ ✬✙✧ ❦✫✘✇✫ ✬s ❈✘★♦✘✯✱ ✲ ✇✬✴✧❢★✫✶✩✪✘✫s ❬✖✸ ✾❪ ✇✪✩✦ ▲ ❂ ✵✺ ❲✧

✇✪♦♦ ✇✙✪✩✧ ❋✻✔✉✕ ❢✘✙ ✩✦✧ ✙✧❣★♦✬✙ s✘♦★✩✪✘✫ ✬✫❞ ✼✻✔✉✕ ❢✘✙ ✩✦✧ s✪✫❣★♦✬✙ ✛♦✘❣✬✙✪✩✦✯✪✶✮ ✘✫✧✽

❋✻✔✉✕ ❂ ❁✻✉ ✧
❃úõõ❄

❅✔❇ ❾ ❉❊❊✗❍ ✖❍ ✖❉❊❊✉✕❀ ✛■✢✮

✼✻✔✉✕ ❂ ❘✧

❑

✖✗
✉ ✧
❃úõõ❄

◆✔❾❉❊❊✗✕

❁✻

❯✔❇ ❾ ❉❊❊✗❍ ✖❍ ✖❉❊❊✉✕

❖

❂ ✖✗
✉ ✧
❃úõõ❄

◆✔❾❉❊❊✗✕

❁✻
❯✔❇ ❾ ❉❊❊✗❍ ✖❍ ✖❉❊❊✉✕ ❾ ❉❊❊✔❾❇ ✰ ◗✗ ✰ ✖❙✻✕❋✻✔✉✕

❱
❁
✒
✻❍ ✛■✤✮

✇✦✧✙✧

❁✻ ❂ ✧
❃ ❳❩❭

❫
◗✗

s✪✫✦✔◗✗✕
✬✫❞ ❙✻ ❂ ✗ ❴✯✔◆✔❇ ❾ ❉❊❊✗✕✕✳

❴✫ ✩✦✧s✧ ✧❡★✬✩✪✘✫s✸ ❵ ✪s ✩✦✧ ✙✧❣★♦✬✙ ✶✘✫❝★✧✫✩ ✦②❥✧✙❣✧✘✯✧✩✙✪✶ ❢★✫✶✩✪✘✫✸ ✬♦s✘ ✇✙✪✩✩✧✫ ✬s ❧❋❧✸

✬✫❞ ♠ ✪s ✩✦✧ ♦✘❣✬✙✪✩✦✯✪✶ ✛✬♦s✘ ✶✬♦♦✧❞ ✪✙✙✧❣★♦✬✙✮ ✶✘✫❝★✧✫✩ ✦②❥✧✙❣✧✘✯✧✩✙✪✶ ❢★✫✶✩✪✘✫
♥
✺ ♣✘✩✦

❋✻ ✬✫❞ ✼✻ ✬✙✧ rqt①✺ ✥✦★s✸ ✩✦✧ s✘♦★✩✪✘✫s ✘❢ ✧❡★✬✩✪✘✫ ✛③✮ ❢✘✙ ✉ ✚ ✵ ✬✙✧ ④✻✔✉✕ ❂ ❋✻✔✉✕ ✬✫❞

⑤✻✔✉✕ ❂ ✼✻✔✉✕❍ ⑥ ✗✺

❈✘✫s✪❞✧✙ ✫✘✇ ✩✦✧ ❞✘✯✬✪✫ ✉ ✣ ✵✺ ❴✫ ❥✙✪✫✶✪❥♦✧✸ Þ✫❞✪✫❣ ✩✦✧ s✘♦★✩✪✘✫s ✘❢ ✧❡★✬✩✪✘✫ ✛✜✤✮ ✶✬✫

✱✧ ✬✶✦✪✧✴✧❞ ✱② ❞✪✙✧✶✩ ✶✘✫✩✪✫★✬✩✪✘✫ ✘❢ ❋✻✔✉✕ ✬✫❞ ✼✻✔✉✕✺ ⑦✙✬✶✩✪✶✬♦♦②✸ ✩✦✪s ✙✧❡★✪✙✧s s✘✯✧ ✶✬✙✧✸

✧s❥✧✶✪✬♦♦② ❢✘✙ ✼✻✺ ❋✻ ✶✬✫ ✱✧ ✶✘✫✩✪✫★✧❞ ✬✫✬♦②✩✪✶✬♦♦② s✪✫✶✧ ✪✩ ✪s ✙✧❣★♦✬✙ ✬✩ ✉ ❂ ✵✸ ✇✦✪♦✧ ❢✘✙

✼✻✔✉✕ ✘✫✧ ✦✬s ✩✘ ✬✴✘✪❞ ✩✦✧ ❞✪✴✧✙❣✧✫✶✧ ✘❢ ✼
⑧
✻ ✬✩ ✉ ❂ ✵✺ ⑨✪✫✶✧ ✛✜✢✮ ✪s ✴✬♦✪❞ ❢✘✙ ✬✫② s✪❣✫ ✘❢ ✗✸ ✇✧

s✪✯❥♦② ✫✧✧❞ ✩✘ ✶✦✬✫❣✧ ✗ ⑩ ❾✗ ✪✫ ✩✦✧ ❥✙✧✴✪✘★s ✧❶❥✙✧ss✪✘✫s✸ ✩✘ ❣✧✩ ✩✦✧ s✘♦★✩✪✘✫s ✘❢ ✛✜✤✮✸ ✩✦★s

✇✧ ❣✧✩ ④✻✔✉✕ ❂ ❋❃✻✔✉✕ ✬✫❞ ⑤✻✔✉✕ ❂ ✼❃✻✔✉✕ ⑥✉ ✣ ✵ ✬✫❞ ⑥✗✺ ❴✩ s✦✘★♦❞ ✱✧ ❥✘✪✫✩✧❞ ✘★✩ ✩✦✬✩ ✪✫

✩✦✧ ✪✯✬❣✪✫✬✙② ❥✬✙✩ ✘❢ ✛■✤✮✸ ✩✦✧ ❢✬✶✩✘✙ ✱✧❢✘✙✧ ❋✻ ❞✘✧s ✫✘✩ ❢✘♦♦✘✇ ✩✦✧ ✗ ⑩ ❾✗ ✩✙✬✫s❢✘✙✯✬✩✪✘✫
❷
✺

✥✦✧ ✙✪❣✦✩ ✧❶❥✙✧ss✪✘✫ ✪s ✛✫✘✩✧ ✩✦✬✩ ❁❃✻ ❂ ✧❸✻❁✻✮✸ ⑥ ✉ ✣ ✵❍

⑤✻✔✉✕ ❂ ❾✖✗
✉ ✧
❃úõõ❄

◆✔❉❊❊✗✕

❁❃✻

❯✔❇ ✰ ❉❊❊✗❍ ✖❍ ✖❉❊❊✉✕ ❾ ❉❊❊✔❾❇ ✰ ◗✗ ✰ ✖❙✻✕❋❃✻✔✉✕
❱
❁
✒
❃✻✳ ✛■❹✮

❺✫✧ s✦✘★♦❞ ✬♦s✘ ✫✘✩✧ ✩✦✬✩ ✙✧♦✬✩✪✘✫s ✛❇③✺❇✺❇③✮❻✛❇③✺❇✺✖✵✮ ✘❢ ❬✾❪ ✧❶✩✧✫❞ ❢✘✙ ❼ ✣ ✵ ✬s s✘✘✫ ✬s ✘✫✧

✙✧❥♦✬✶✧s ♦✘❣✔✖❼✕ ✱② ♦✘❣✔❾✖❼✕ ✪✫ ✛❇③✺❇✺❇③✮✺

♣✬s✪✶ s✘♦★✩✪✘✫s ④✻✔✉✕ ✬✫❞ ⑤✻✔✉✕ ✬✙✧ ❞✧Þ✫✧❞ ✘✫ ❽
❿
✬✫❞ s✦✘✇✫ ✪✫ Þ❣★✙✧ ❇✺ ✥✦✧s✧ s✘♦★✩✪✘✫s

✬✙✧ ✶✘✫s✩✙★✶✩✧❞ s✘ ✩✦✬✩ ✧❡★✬✩✪✘✫s ✛✜✢✮ ✬✫❞ ✛✜✤✮ ✬✙✧ s✬✩✪sÞ✧❞ ❢✘✙ ✱✘✩✦ ✉ ✚ ✵ ✬✫❞ ✉ ✣ ✵✸ ②✧✩

✩✦✧ ✯✬✩✶✦✪✫❣ ✶✘✫❞✪✩✪✘✫ ✬✩ ✉ ❂ ✵ ✪s ✫✘✩ ✬❞❞✙✧ss✧❞✺ ✥✦✪s ✇✪♦♦ ✱✧ ✶✬✙✙✪✧❞ ✘★✩ ✇✦✧✫ ✇✧ s✘♦✴✧ ✩✦✧

✶✘✫✫✧✶✩✪✘✫ ❥✙✘✱♦✧✯✺

➀➁➂➁➀➁ ➃➄q ➅q➆qrt① ✲➇①➈➉➊➇➆➁ ➋✬✴✪✫❣ ❞✧Þ✫✧❞ ✩✦✧ ➌t✲➊➍ ✲➇①➈➉➊➇➆✲✸ ✇✧ ✶✬✫ ✫✘✇ ❢✘✙✯ ✩✦✧

➅q➆qrt① ✲➇①➈➉➊➇➆ ✬s ✬ ♦✪✫✧✬✙ ✶✘✯✱✪✫✬✩✪✘✫ ✘❢ ④✻✔✉✕ ✬✫❞ ⑤✻✔✉✕✸ ✘✫ ✧✬✶✦ s✪❞✧ ✘❢ ✉ ❂ ✵✺ ❲✧ ★s✧

✧❶❥✙✧ss✪✘✫s ✛➎✢✮ ❢✘✙ ✉ ✚ ✵ ✬✫❞ ✛➎✤✮ ❢✘✙ ✉ ✣ ✵✺ ➏✘✇✸ ✩✦✧ ✙✧♦✬✩✪✘✫ ✱✧✩✇✧✧✫ ④ ✬✫❞ ø④ ✬✫❞ ✩✦✬✩

✱✧✩✇✧✧✫ ⑤ ✬✫❞ ø⑤ ✬✙✧ ✇✧♦♦ ✧s✩✬✱♦✪s✦✧❞✸ s✘ ✩✦✬✩ ✩✦✧ ✱✬✙ ✶✬✫ ✱✧ ✘✯✪✩✩✧❞✺ ❲✪✩✦ ✩✦✧s✧ ✫✘✩✬✩✪✘✫s✸ ✩✦✧

❣✧✫✧✙✬♦ s✘♦★✩✪✘✫ ✪s ✇✙✪✩✩✧✫

✓✔✉❍ ✗✕ ❂

➐
➑④✻✔✉✕ ✰ ➒⑤✻✔✉✕ ❢✘✙ ✉ ✚ ✵❀

✢④✻✔✉✕ ✰ ✤⑤✻✔✉✕ ❢✘✙ ✉ ✣ ✵✳
✛➓✮

➔ →✆☎❤ ☎✁❛☎ ✝❤➣❛☎✐✆✏ ✭↔✌�↔�✌☛ ✐✏ ↕✡➙ ➛❛✐➣✄ ✁❤✝❤ ✄✆ ✆✏❤ ✄✁✆➜➣✑ ➜✄❤ ✐✏✄☎❤❛✑ ✭↔✌�↔�➝☛�
➞ ❚✁❤ ✆✝✐➟✐✏ ✆➛ ➠✁✐✎✁ ➠❤ ✑✐✑ ✏✆☎ ❤➣➜✎✐✑❛☎❤�

➡
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❾ ✶✒ ❾ ✺ ✺ ✶✒

❾ ✓

❾ ✶

✶

✓

❋✔✕✖✗❡ ✘✙ ❢✚ ✭✛✜✢✢ ✢✐✏❤☛ ❛✏✑ ❣✚ ✭✑❛✄✁❤✑ ✢✐✏❤☛ ✛✆✝ ✣ ❂ ✤✴☞�

✥✦✧ ❧★✩✧✪✫★✬✮ ♦✯ ✬✦✧ ❙✰✦✫➡♦✱★✩✲✧✫ ✧✳✵✪✬★♦✩ ★♠✸❧★✧✻ ✬✦✪✬ ✬✦✧ ✰♦✩✩✧✰✬★♦✩ ✸✫♦r❧✧♠ ✧✼✧✩✬✵✪❧❧✮

✫✧✱✵✰✧✻ ✬♦ Þ✩✱★✩✲ ✬✦✧ ✽ × ✽ ♠✪✬✫★① ❉✾ ✇✦★✰✦ ♦r✧✮✻
❀
❁

❇

❃

❄ ❅

❀
❈

❊

❃

✇★✬✦ ✱✧✬❍❅■ ❑❄ ▲◆ ❖◗❘

❯❱❲❱❳❱ ❩❬❭ t❪❫❴❵❝❭❪ ❞❫t❪❥❦❱ ♥✬ ✻✦♦✵❧✱ r✧ ✻✬✫✧✻✻✧✱ ✬✦✪✬ ❉ ★✻ ❴♣t ✬✦✧ ✬✫✪✩✻✯✧✫ ♠✪✬✫★① q r✧✰✪✵✻✧

q ✬✫✪✩✻✯♦✫♠✻ ★✩✰♦♠★✩✲ ✪✩✱ ♦✵✬✲♦★✩✲ ❖✱★✻✬♦✫✬✧✱❘ ✸❧✪✩✧ ✇✪✼✧✻ ✪✬ ✉ s ②③ ✬♦ ✬✦♦✻✧ ✪✬ ✉ s ③④

♥✩ ♦✫✱✧✫ ✬♦ ★✱✧✩✬★✯✮ ✬✦✧✻✧ ✪✻✮♠✸✬♦✬★✰ ✇✪✼✧✻✾ ✇✧ ✩✧✧✱ Þ✫✻✬ ✬♦ ✧①✪♠★✩✧ ✬✦✧ ✪✻✮♠✸✬♦✬★✰ r✧✦✪✼★♦✫

♦✯ ✬✦✧ ✯✵✩✰✬★♦✩ ⑤❍✉⑥ ⑦■ ✇✦✧✩ ✉ s ⑧③④

✥✦✧ ✪✻✮♠✸✬♦✬★✰ r✧✦✪✼★♦✫✻ ♦✯ ⑨⑩❍✉■ ✪✩✱ ❶⑩❍✉■ ✯♦✫ ✉ s ❷③✇✧✫✧ ✧✻✬✪r❧★✻✦✧✱ ✪ ❧♦✩✲ ✬★♠✧

✪✲♦ ★✩ ❸✽❹❺

⑨⑩❍✉■ ❄

❀

❻ ❷
⑦

✽✉
❷
❼⑦❽ ② ⑦❿

◗✉❽
❷ ➲ ➲ ➲

❃

✻★✩❍✉ ② ➀⑩❍✉■■

❷

❀
⑦❽

✽✉
②
✽⑦ ② ➁⑦➂

◗✉❽
➲ ➲ ➲

❃

✰♦✻❍✉ ② ➀⑩❍✉■■➃➄➅➆
✻★✩❍✉ ②➀⑩❍✉■■➇ ❖➈❈❘

❶⑩❍✉■ ❄

❀

❻ ❷
⑦

✽✉
❷
❼⑦❽ ② ⑦❿

◗✉❽
❷ ➲ ➲ ➲

❃

✰♦✻❍✉ ② ➀⑩❍✉■■

②

❀
⑦❽

✽✉
②
✽⑦ ② ➁⑦➂

◗✉❽
❷ ➲ ➲ ➲

❃

✻★✩❍✉ ② ➀⑩❍✉■■➃➄➅➆
✰♦✻❍✉ ② ➀⑩❍✉■■➇ ❖➈❊❘

✇★✬✦

➀⑩❍✉■ ❄ ⑦ ❧♦✲❍✽✉■ ② ✪✫✲❸➉❍❻ ❷ úõõ⑦■❹◆ ❖❻▲❘

➊✧✫★✼✪✬★♦✩ ♦✯ ✬✦✧ ✪✻✮♠✸✬♦✬★✰ r✧✦✪✼★♦✫✻ ♦✯ ⑨⑩❍✉■ ✪✩✱ ❶⑩❍✉■ ✯♦✫ ✉ s ②③ ★✻ ♠♦✫✧ ✻✵r✬❧✧④

✥✦✧★✫ ✱✧✬✧✫♠★✩✪✬★♦✩ ★✩ ❖➋➌❘ ✪✩✱ ❖➋➍❘ ♦✯ ❸❻❹ ★✻ ✬♦ r✧ ✫✧✰♦✩✻★✱✧✫✧✱➎④ ♥✩ ✪✸✸✧✩✱★① ➏✾ ✇✧ Þ✩✱

⑨⑩❍✉■ ❄ ✧➐➑⑩
❀

❻ ❷
⑦

✽✉
❷
❼⑦❽ ② ⑦❿

◗✉❽
❷ ➲ ➲ ➲

❃

✻★✩❍✉ ②➀⑩❍✉■■

❷ ✧➐➑⑩
❀
⑦❽

✽✉
②
✽⑦ ② ➁⑦➂

◗✉❽
❷ ➲ ➲ ➲

❃

✰♦✻❍✉ ② ➀⑩❍✉■■➒➄➅➐➆
✧➐➑⑩ ✻★✩❍✉ ② ➀⑩❍✉■■➇ ❖❻❻❈❘

➓ ➔❤ ❜❤✢✐❤✈❤ ☎✁❤✝❤ ✐✄ ❛ ✍✐✄☎❛→❤ ✐✏ ☎✁❤ ❛✏❛✢✂✄✐✄ ✐✏ ✄❤✎☎✐✆✏ ❛✛☎❤✝ ✝❤✢❛☎✐✆✏ ✭❆✤✷☛ ✆✛ ➣✤↔�

☞
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✒✓✔✕✖ ❂ ❡✗✓
✘

✶ ✙
✚

✛✕
✙

✺✚✜ ❾ ✚✢

✽✕✜
✙ ➲ ➲ ➲

✣

❝✤✥✔✕ ❾ ✦✓✔✕✖✖

❾ ❡✗✓
✘

✚✜

✛✕
❾

✛✚ ❾ ✧✚✸

✽✕✜
✙ ➲ ➲ ➲

✣

✥s★✔✕ ❾ ✦✓✔✕✖✖ ✩✉✪✫✬
❡✗✓ ❝✤✥✔✕ ❾ ✦✓✔✕✖✖✮ ✯✶✶✰✱

✲✳✴✥✵ t✳❡ ✻✥✼✾❀t✤ts❝ ❢✤❁✾ ✤❢ t✳❡ ✥✤♦✴ts✤★ ❃✔✕❄ ✚✖ s✥

❃✔✕❄ ✚✖
❅✉✪✬

❇✥s★✔✕ ❾ ✦✓✔✕✖✖ ✙ ❈ ❝✤✥✔✕ ❾ ✦✓✔✕✖✖

❂
❈ ❾ úõõ❇

✛
❡
❉õõ❊✉✫❋❍❊✉■■ ✙

❈ ✙ úõõ❇

✛
❡
❉õõ❊❋❍❊✉■✫✉■❑ ✯✶✛▲✱

❃✔✕❄ ✚✖
✩✉✪✫✬

▲ ❡✗✓ ✥s★✔✕ ✙ ✦✓✔✕✖✖ ✙ ✰ ❡✫✗✓ ❝✤✥✔✕ ✙ ✦✓✔✕✖✖

❂
✰ ❡✫✗✓ ❾ úõõ▲ ❡✗✓

✛
❡
❉õõ❊✉◆❋❍❊✉■■ ✙

✰ ❡✫✗✓ ✙ úõõ▲ ❡✗✓

✛
❡✫❉❖❖❊❋❍❊✉■◆✉■✮ ✯✶✛✰✱

✲✳❡ t❁✻★✥❢❡❁ ✾✻t❁s◗ ❘ ❁❡♦✻t❡✥ t✳❡ ❝✤❡❢Þ❝s❡★t✥ ✤❢ t✳❡ ❞s✥t✤❁t❡❞ ❀♦✻★❡ ✇✻❙❡✥ ✻t ✕ ❯ ❱ ✇st✳

t✳✤✥❡ ✻t ✕ ❯ ❾❱❲
✘
❈ ❾ úõõ❇

❈ ✙ úõõ❇

✣

❂ ❘

✘
✰ ❡✫✗✓ ❾ úõõ▲ ❡✗✓

✰ ❡✫✗✓ ✙ úõõ▲ ❡✗✓

✣

✮ ✯✶❳✱

✲✳❡ ✥✤♦✴ts✤★ ✤❢ t✳❡ ✥❝✻tt❡❁s★❩ ❀❁✤♣♦❡✾ s✥ ❡❬✴s❙✻♦❡★t t✤ t✳❡ ❡♦✴❝s❞✻ts✤★ ✤❢ t✳❡ t❁✻★✥❢❡❁ ✾✻t❁s◗❭

❪❫❪❫ ❴❵❣❥❥❦❧♠♥q

❪❫❪❫r❫ ①❧❣♥②③♠②②♠④♥ ❣♥⑤ ❧❦⑥❦❵❥♠④♥ ❣③⑦⑧♠❥⑨⑤❦②❫ ⑩♦t❡❁★✻ts❙❡♦✼✵ ✇❡ ❞❡Þ★❡ t❁✻★✥✾s✥✥s✤★ ❥ ✻★❞

❁❡❶❡❝ts✤★ ❧ ✻✾❀♦st✴❞❡✥ s★ t❡❁✾✥ ✤❢ ✻ ✇✻❙❡ ❃❷ ❀❁✤❀✻❩✻ts★❩ ❢❁✤✾ ❾❱✔❸ ❂ ❹✖✵ ✤❁ ❢❁✤✾

❱✔❸ ❂ ❺✖❭ ❻◗❀♦s❝st♦✼✵

❃❼✔✕❄ ✚✖

❽

✩✉✪✫✬
❡
❉õõ❊✉◆❋❍❊✉■■ ✙ ❿❼ ❡✫❉❖❖❊✉◆❋❍❊✉■■❑

❅✉✪✬
➀❼ ❡

❉õõ❊✉✫❋❍❊✉■■❑

✻★❞

❃➁✔✕❄ ✚✖

❽

❅✉✪✬
❡✫❉❖❖❊✉✫❋❍❊✉■■ ✙ ❿➁ ❡

❉õõ❊✉✫❋❍❊✉■■❑

✩✉✪✫✬
➀➁ ❡✫❉❖❖❊✉◆❋❍❊✉■■✮

✲s✾❡ ❁❡❙❡❁✥✻♦ s★❙✻❁s✻★❝❡ s✾❀♦s❡✥ ➀➁ ❂ ➀❼ ➂ ➀ ✻★❞ ❁❡❶❡❝ts✤★ ✥✼✾✾❡t❁✼ ➃✔❾➄✖ ❂ ➃✔➄✖

s✾❀♦s❡✥ ❿➁ ❂ ❿❼ ➂ ❿ ✯t✤ ❞❡✾✤★✥t❁✻t❡ st ❀❁✤❀❡❁♦✼✵ ✤★❡ ✾✴✥t ★✤t❡ t✳✻t✵ s❢ ❃✔✕❄ ✚✖ s✥ ✻ ✥✤♦✴ts✤★✵

❃✔❾✕❄ ✚✖ s✥ ✻★✤t✳❡❁ ✥✤♦✴ts✤★✵ ❣ ⑦❧♠④❧♠ s★❞❡❀❡★❞❡★t ✤❢ t✳❡ Þ❁✥t ✤★❡✱❭ ➅✤✾❡ ✴✥❡❢✴♦ ❁❡♦✻ts✤★✥

❡◗❀❁❡✥✥s★❩ ❇❄❈❄ ▲❄ ✰ s★ t❡❁✾✥ ✤❢ ➀❄ ❿ ✻❁❡ ❩s❙❡★ s★ ✻❀❀❡★❞s◗ ➆❭
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t✓✔t ❲✶✗✻✶✱ ✻✙✮ ❶
❷❸❦
❷❸♠

✱ ❲✙✗✻✶✱ ✻✙✮ ❶
❷❸♠
❷❸❦

✔✦❞ ❲❹✗✻✶✱ ✻✙✮ ❶
✶

❷❸❦❷❸♠
✔r❡ ✩✦❞❡♣❡✦❞❡✦t t✇✒❺✬✔r✩✔✲✫❡

❢★✦❝t✩✒✦s③ ■✦❞❡❡❞✪ ✫❡t ✔s ✔ss★✯❡ ✔ ✫✩✦❡✔r ❝✒✯✲✩✦✔t✩✒✦

❻✶❲✶ ✰ ❻✙❲✙ ✰ ❻❹❲❹ ❂ ✵✳ ✢✣❼✥

❙✩✦❝❡

❽
❿

➀➁➂➃➄❿➅
✔✦❞

❽
➀➁➂➃➄❿➅

❿ ✔r❡ ✒✦❡❺✬✔r✩✔✲✫❡ ✩✦❞❡♣❡✦❞❡✦t ❢★✦❝t✩✒✦s✪ ✩❢ ✒✦❡ ➆❡❡♣s ✻✙ ❝✒✦st✔✦t

✔✦❞ ❝✒✦s✩❞❡rs ❡✧★✔t✩✒✦ ✢✣❼✥ ✔s ✔✦ ❡✧★✔t✩✒✦ ✒❢ ✬✔r✩✔✲✫❡ ✻✶✪ ✒✦❡ ❣❡ts ❻✶ ❂ ✵➇ ✩❢ ✒✦❡ ➆❡❡♣s ✻✶

❝✒✦st✔✦t ✔✦❞ ❝✒✦s✩❞❡rs ❡✧★✔t✩✒✦ ✢✣❼✥ ✔s ✔✦ ❡✧★✔t✩✒✦ ✒❢ ✬✔r✩✔✲✫❡ ✻✙✪ ✒✦❡ ❣❡ts ❻✙ ❂ ✵➇ t✓★s✪

❻❹ ❂ ✵ ✔✦❞ t✓❡ ✩✦❞❡♣❡✦❞❡✦❝❡ ✒❢ t✓❡ t✓r❡❡ ❢★✦❝t✩✒✦s ✩s ♣r✒✬❡❞③ ⑩✒✇ ❬✪ ❞❡➈✦❡❞ ✩✦ ✢✣✵✥✪ ❝✔✦

✦❡✬❡r ✬✔✦✩s✓③ ❍❡✦❝❡ ✒✦❡ ✒✲t✔✩✦s

♦✗✻✶✮q ✗✻✙✮ ❂ ✵➉ q ✗✻✶✮♦✗✻✙✮ ❂ ✵➉ q ✗✻✶✮q ✗✻✙✮ ❂ ✵✳

❉✓❡ ➈rst t✇✒ ❡✧★✔t✩✒✦s ✩✯♣✫② q ❂ ✵✱ ✤✪ ✔✦❞ t✓❡ ✫✔st ✒✦❡ s✩✯♣✫② ✩✯♣✫✩❡s q ❂ ✵③ ❉✓✩s ❡✬❡✦t★✔✫✫②

♣r✒✬❡s ✢s❡❡ ❢✒✒t✦✒t❡ ➊✥ t✓✔t✪ ✩✦❞❡❡❞✪ q ✗✻✮ ❂ ✵③

➋➌➍➌ ➎➏➐➑➒➓➔→➣➓↔→↕➙ ➛➜ ↔➔➑➙➝➓↔→↕➙ ↕➞ ↔➟➏ ➠↕↔➏➙↔→➓➒

❍❡r❡ ✇❡ ♣r✒♣✒s❡ ✔✦✒t✓❡r ✔♣♣r✒✔❝✓✪ ✇✓✩❝✓ ❣✩✬❡s t✓❡ s✔✯❡ r❡s★✫t❧ t✓❡ ❞✩✬❡r❣❡✦❝❡s ✔r❡

r❡❣★✫✔r✩❁❡❞ ✲② ✔ tr★✦❝✔t✩✒✦ ✒❢ t✓❡ ♣✒t❡✦t✩✔✫③

➋➌➍➌➡➌ ➢➔➑➙➝➓↔➏➤ ➟➓➒➞➥➠↕↔➏➙↔→➓➒➌ ■✦ ✒r❞❡r t✒ ✔✬✒✩❞ t✓❡ ★s❡ ✒❢ ❈✒★✫✒✯✲ ✇✔✬❡❢★✦❝t✩✒✦s ❢✒r

✦❡❣✔t✩✬❡ ✔r❣★✯❡✦t ✇❡ ❝✔✫❝★✫✔t❡ tr✔✦s✯✩ss✩✒✦ ✔✦❞ r❡➦❡❝t✩✒✦ ✔✯♣✫✩t★❞❡s ❢✒r ✔ r✩❣✓t ✓✔✫❢❺✲✔rr✩❡r✪

❞❡➈✦❡❞ ❢✒r ① ➧ ✵✪ ✔✦❞ t✓❡✦ ★s❡ r❡➦❡❝t✩✒✦ s②✯✯❡tr② t✒ ❝✔✫❝★✫✔t❡ t✓❡✯ ❢✒r ✔ ✯✩rr✒r s②✯✯❡tr✩❝

✡
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✵

✵✒✵✓

✵✒✵✔

✵✒✕✖

✵✒✕✗

✵ ✺ ✕✵ ✕✺ ✖✵ ✖✺ ✸✵ ✸✺ ✓✵

✘
✙
✚✛✜

✛

❡
✢✣✤✥✦✙✧

r❡
✦✢✣✤✥✦✙✧

t ★✶✚✩✛✜

✪

❋✫✬✮✯✰ ✞✱ ❘✐✲✁☎✳✁❛✴✻✳☎✝✼✏✎❛☎❤✑ ♣✆☎❤✏☎✐❛✴ ✭✟✽☛ ❛✏✑ ✇❛✈❤✻✼✏✎☎✐✆✏ ✐✏ ☎✁❤ ☎✇✆ ✝❤✲✐✆✏✄ ✻✆✴✴✆✇✐✏✲
❤✾✼❛☎✐✆✏ ✭✟❀☛�

❁❂❃❃❄❅❃❇ ❞❅❈❉❅❞ ❢❊❃ ① ❍ ■❑ ▲◆❅❉ ❧❅❢❖ ❂❉❞ ❃❄◗◆❖ ❁❂❃❃❄❅❃❙ ❂❃❅ ❝❊❯❁❄❉❅❞ ✉❙❄❉◗ ❂ ❝❊❯❱❊❙❄❖❄❊❉

❢❊❃❯✉❧❂ ❢❊❃ ❖◆❅ ❲ ❯❂❖❃❄♠❇ ❂❙ ❙✉◗◗❅❙❖❅❞ ❢❊❃ ❄❉❙❖❂❉❝❅ ❄❉ ❬❳❩❪❑

▲◆❅ ❖❃✉❉❝❂❖❅❞ ❃❄◗◆❖ ◆❂❧❢❭❱❊❖❅❉❖❄❂❧ ❄❙❇ ❙❅❅ ❈◗✉❃❅ ❩❇

❫❴❵①❣ ❥

❦
♥

♦

■ ❢❊❃ ① q s②

③

①
❢❊❃ ① ④ s⑤

⑥❩⑦⑧

❂❉❞ ❖◆❅ ⑨❝◆❃➡❊❞❄❉◗❅❃ ❅⑩✉❂❖❄❊❉ ❶❄❖◆ ❫❴❵①❣ ❂❧❊❉❅ ❄❙ ❶❃❄❖❖❅❉ ❂❙ ❾
❷❸❹❺❻❼
❷❻❸ ❽ ❫❴❵①❣❿❵①❣ ❥ ➀➁❿❵①❣❑

➂❉ ❊❃❞❅❃ ❖❊ ❂➃❊❄❞ ❖◆❅ ❳➄➅①➅ ❙❄❉◗✉❧❂❃❄❖➆❇ ❖◆❅ ❱❊❖❅❉❖❄❂❧ ❄❙ ❂❙❙✉❯❅❞ ❖❊ ❁❅ ➇❅❃❊ ❢❊❃ ■ ❍ ① ❍ s❇

❁✉❖ ❶❅ ◆❂➃❅ ❂❧❙❊ ❱❅❃❢❊❃❯❅❞ ❊✉❃ ❝❂❧❝✉❧❂❖❄❊❉❙ ❶❄❖◆ ❫❴❵① ❍ s❣ ❥
➈
❴ ❇ ❶❄❖◆ ❉❊ ❙❄◗❉❄❈❝❂❉❖ ❝◆❂❉◗❅❙❑

▲◆❅ ❝✉❖❊❢❢ ❱❂❃❂❯❅❖❅❃ s ④ ■ ❄❙ ❂❙❙✉❯❅❞ ❙❯❂❧❧❇ ❂❉❞ ❅➃❅❉❖✉❂❧❧➆ ❖◆❅ ❧❄❯❄❖ s ➉ ■ ❄❙ ❖❂➊❅❉ ❊❉ ❖◆❅

❙✉❯ ❊❢ ❧❅❢❖ ❂❉❞ ❃❄◗◆❖ ❁❂❃❃❄❅❃❙❇ ❶◆❄❝◆ ❝❊❃❃❅❙❱❊❉❞❙ ❖❊ ❖◆❅ ❝❊❯❱❧❅❖❅ ➋❊✉❧❊❯❁ ❱❊❖❅❉❖❄❂❧❇ ❙❄❉❝❅

❩➌

ø➍
➁ ❫ ❵①❣ ❥ ❧❄❯

❴➎➏
❫❴❵①❣ ❽ ❫❴❵❾①❣➐ ⑥❩➑⑧

▲❊ ❝❂❧❝✉❧❂❖❅ ❖❃❂❉❙❯❄❙❙❄❊❉ ❂❉❞ ❃❅➒❅❝❖❄❊❉ ❂❯❱❧❄❖✉❞❅❙ ❢❊❃ ❖◆❅ ❃❄◗◆❖ ❁❂❃❃❄❅❃ ❝❊❉❙❄❞❅❃ ❂ ❱❧❂❉❅

❶❂➃❅ ❂❱❱❃❊❂❝◆❄❉◗ ❖◆❅ ❱❊❖❅❉❖❄❂❧ ❫❴ ❢❃❊❯ ❾➓❑ ➂❖ ❄❙ ❱❂❃❖❄❂❧❧➆ ❃❅➒❅❝❖❅❞ ❁➆ ❖◆❅ ❁❂❃❃❄❅❃ ❂❖ ① ❥ s❇

❂❉❞ ❖◆❅ ❖❃❂❉❙❯❄❖❖❅❞ ❶❂➃❅ ❄❙ ❂ ➋❊✉❧❊❯❁ ❶❂➃❅ ➔→➣❇ ❶❄❖◆ →↔❵↕❣ ❥ ➙↔❵↕❣ ❽ úõõ➛↔❵↕❣❑ ➂❖❙

❂❙➆❯❱❖❊❖❄❝ ❁❅◆❂➃❄❊❃ ❄❙

→↔❵↕❣
➜➝➎➞

❅
➟õõ❺➝➠➢➤❺➝❼❼➐

▲◆❅ ❙❝❂❖❖❅❃❄❉◗ ❁❊✉❉❞❂❃➆ ❝❊❉❞❄❖❄❊❉❙ ❢❊❃ ❖◆❅ ❶❂➃❅ ❢✉❉❝❖❄❊❉ ❂❃❅ ⑥❙❅❅ ❈◗✉❃❅ ❩⑧

❿❵①❣ ❥

➥
❅
➟õõ➦❺❻➠❴❼ ❽ ➧ ❅➠

➟õõ➦❺❻➠❴❼ ❢❊❃ ① q s⑤

➔→↔❵➀①❣ ❢❊❃ ① ④ s➐
⑥❩➨⑧

➩❅ ❶❂❉❖ ❖❊ ❝❂❧❝✉❧❂❖❅ ❃❅➒❅❝❖❄❊❉ ❂❉❞ ❖❃❂❉❙❯❄❙❙❄❊❉ ❂❯❱❧❄❖✉❞❅❙ ➫ ❂❉❞ ➭ ❢❊❃ ❖◆❄❙ ❃❄◗◆❖❭◆❂❧❢

❖❃✉❉❝❂❖❅❞ ➋❊✉❧❊❯❁ ❁❂❃❃❄❅❃ ❫❴❵①❣❑ ➯❂❖❝◆❄❉◗ ❂❖ ① ❥ s ➆❄❅❧❞❙

❳ ❽ ➧ ❥ ➔→↔❵➀s❣⑤ ❳ ❾ ➧ ❥ ❾úõõ➔ ú→↔❵➀s❣⑤

❶◆❅❃❅ ú→ ❙❖❂❉❞❙ ❢❊❃ ❞→➄❞↕❇ ❂❉❞ ❖◆✉❙

➔ ❥
❩

→↔❵➀s❣ ❾ úõõ ú→↔❵➀s❣
② ➧ ❥

→↔❵➀s❣ ❽ úõõ ú→↔❵➀s❣

→↔❵➀s❣ ❾ úõõ ú→↔❵➀s❣
➐ ⑥❩➲⑧

➳✠
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❾ ✸ ❾ ✒ ❾ ✶ ✶ ✒ ✸

✶✓✔

✶✓✕

✒✓✔

❋✖✗✘✙❡ ✚✛ ❚✝✉✏✎❛☎❤✑ ♣✆☎❤✏☎✐❛✜ ❢✆✝ ✢ ❂ ✣✱ ✤ ❂ ✣ ❛✏✑ ✥ ❂ ✣�

■✦ t✧★ ❧✩✪✩t ✫ ✬ ✵✮ t✧✩✯ ✩✪✰❧✩★✯

✲ ✬ ✵✳ ✴ ✬ ✺✻✼

❍✽✇★✾★r✮ t✧★ ❧✩✪✩t ✫ ✬ ✵ ✇✩❧❧ ✦✽t ❀★ t❁❃★✦ ✧★r★✮ ❀❄t r❁t✧★r✮ ❁t ❁ ❧❁t★r ✯t★✰❅

❙✽ ❇❁r✮ ✇★ ✧❁✾★ ❝✽✦✯✩❈★r★❈ tr❁✦✯✪✩✯✯✩✽✦ ❁✦❈ r★❉★❝t✩✽✦ ❇r✽✪ t✧★ ✰✽t★✦t✩❁❧ ❱❊❑▲◆ ✇✧★r★

t✧★ ✩✦❝✽✪✩✦♥ ✇❁✾★ ❁✰✰r✽❁❝✧★✯ t✧★ ❀❁rr✩★r ❇r✽✪ t✧★ ❧★❇t r★♥✩✽✦❅ ■❇ t✧★ ✇❁✾★ ✇★r★ t✽ ✧❁✾★
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✓✛ ✫ ❇ ✱❈❫❑✤➌✯✫✰ ➍❁❲s ✼❁✽ ➍✾➎❲❳❩❲ ✓✛ ✫ ❇ ❈♦ ❉✚t✜t❢✕✜t✢ ✕✒t ✪✓✗ ❝✕✒✛✘✥t✜ ✓ ✪✘①t✥

✛✕✔✉✙✘✕✒ ➏✣✤➌ ➐ ➑❑✤➌ ❢✕✜ ✫ ◆ ✵ ✓✒✥ ❅✣❾✤➌ ❢✕✜ ✫ ❖ ✵♦ ➒✕✇t❃t✜✢ ✓✛ ✇t ✛✚✓✔✔ ✛tt ✘✪✪t✥✘✓✙t✔✗
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➣ ✓✙ ↔ ❂ ✵ ✘✪♣✔✘t✛ ✚t✜t ↕➑↕ ❂ ✵✢ ✇✚✘❝✚ ♣✜✕❃t✛ ✙✚✓✙ ✓ ❝✕✪r✘✒✓✙✘✕✒ ✕❢ ✜t✖✉✔✓✜ ✓✒✥ ✛✘✒✖✉✔✓✜

✛✕✔✉✙✘✕✒✛ ✘✛ ✒✕✙ ✓✒ t✘✖t✒✛✙✓✙t♦
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barrière de Coulomb à 1d
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♦❢ t✘✙ ✚✙❝♦s✢ ❫✒s✢✻ ⑧t ✓✒❣✘t ✶✙ ✕✖❣✛✙✢ t✘✕t t✘✙✚✙ ✒st✙❣✖✕✔✚ ✇✙✖✙ ❝✕✔❝✛✔✕t✙✢ ♦s t✘✙ ✚✙✓✒✸✕✺✒✚

❘✴✜ ✇✘✒✔✙ t✘✙ ❵✙✖✓✒t✒✕s ✣✖♦✢✛❝t ✚✘♦✛✔✢ ✶✙ ❝✕✔❝✛✔✕t✙✢ ♦s ❘ ✕s✢ ✓✒❣✘t ✤✕s✒✚✘ ✶✗ ✚✗✓✓✙t✖✗

❝✕s❝✙✔✔✕t✒♦s ⑨✒s t✘✙ ❝✕✚✙ ♦❢ ♦✢✢ ✣✕✖✒t✗✜ ✒st✙❣✖✕✔✚ ♦s❘✴ ✕s✢ ♦s❘⑩ ✘✕✤✙ ♦✣✣♦✚✒t✙ ✚✒❣s❶✻ ❵♦✇✙✤✙✖✜

✚✒s❝✙ ✇✙ ✘✕✤✙ ✕✔✖✙✕✢✗ ✣✖♦✤✙✢ t✘✕t ✕✔✔ ✕s♦✓✕✔♦✛✚ ✇✕✤✙ ❢✛s❝t✒♦s✚ ✕✖✙ ✙✒t✘✙✖ ✙✤✙s ♦✖ ♦✢✢✜ t✘✙s

♦✛t ♦❢ t✘✙ t✘✖✙✙ ✚t✕t✙✚ ✦★❀✱ ★✵✱ ★✬✮✜ t✇♦ ✘✕✤✙ s✙❝✙✚✚✕✖✒✔✗ t✘✙ ✚✕✓✙ ✣✕✖✒t✗❷ t✘✛✚✜ t✘✙ ❝♦✖✖✙✚✣♦s✢✒s❣

✚❝✕✔✕✖ ✣✖♦✢✛❝t ✒✚ s♦s♥✙✖♦✜ ✕s✢ t✘✙✚✙ ✚♦✔✛t✒♦s✚ ✕✖✙ s♦t ♦✖t✘♦❣♦s✕✔ t♦ ✙✕❝✘ ♦t✘✙✖✻

✼✘✒✚ ✒✚ ✕ ✚✛✖✣✖✒✚✒s❣ ✖✙✚✛✔t t✘✕t ✖✙❸✛✒✖✙✚ ✓♦✖✙ ✒s✚✒❣✘t ✒st♦ t✘✙ ✣✖♦✣✙✖t✒✙✚ ♦❢ ✇✕✤✙❢✛s❝t✒♦s✚

✒s ❸✛✕st✛✓ ✓✙❝✘✕s✒❝✚✜ ✇✘✒❝✘ ✇✙ ✇✒✔✔ ✢✒✚❝✛✚✚ ✶✖✒✙❹✗ ✕❢t✙✖✇✕✖✢✻

❺❻❼❻❽❻ ❿➀➁➂➃➄➃➅➆➇➈➁➉ ➊➋➁➌➋➋➅ ➀➋➄➍➇➆➀ ➆➅➎ ➆➅➃➏➆➇➃➍➐ ➐➃➇➍➁➈➃➅➐❻ ➑✙❣✛✔✕✖ ✕s✢ ✕s♦✓✕✔♦✛✚

✚♦✔✛t✒♦s✚ ✘✕✤✙ ✢✒❢❢✙✖✙st ✙s✙✖❣✒✙✚ ✚♦ t✘✙✗ ✕✖✙ ✙✺✣✙❝t✙✢ t♦ ✶✙ ✓✛t✛✕✔✔✗ ♦✖t✘♦❣♦s✕✔ ✕✚ ✇✙✔✔ ⑨✚✙✙

✕✔✚♦ t✘✙ ✢✒✚❝✛✚✚✒♦s ✶✙✔♦✇❶✻
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barrière de Coulomb à 1d

❏� P✁✂✄� ❆✿ ▼❛☎✁� ❚✁❤✆✝� ✹✞ ✭✟✠✠✡☛ ✟✷☞✌✠✟ ● ❆❜✝❛✍✆✈✐✎✐ ❛✏✑ ❨ ❆✈✐✄✁❛✐

✶✒ ✺ ✺ ✶✒

✒✵✓

✒✵✔

✒✵✶

✒✵✶

✒✵✔

✒✵✓

❋✕✖✗✘❡ ✙✚ ✛✜ ✭✝❤✑✢ ❢✣✤✤ ✤✐✏❤☛✢ ✛✸ ✭✥✣✝✥✤❤✢ ✑❛✄✁❤✑ ✤✐✏❤☛✢ ✦✧ ✭❜✤✣❤✢ ✑✆☎☎❤✑ ✤✐✏❤☛ ❛✏✑ ✦★ ✭✩✝❤❤✏✢ ✑✆☎❞✑❛✄✁❤✑

✤✐✏❤☛�

✪✫✬✮✯✬✰✱✲✳ t✴✫ ❍✫✬✰✱t✱✻✲ ♣✬✯r✼✽t ✯✲ t✴✫ s✫✰✱✾✻❀✱s ❘❁ ✯✮ ❂❃①❄ ❊♥❅ ❇ ❈♥

❉
⑤■⑤❑
▲♥

◆
✇✱t✴

❂❃①❄ ÷❊❖❅ ❇ ◗❖

❉ ⑤■⑤❑
▲❖❁❙

◆
②✱✫❯rs ✻ ✲✯✲❱✫✬✯ ✬✫s✼❯t❲ ❳✯✬ ✱✲st✻✲✽✫❩

❬ ❭

❪

r①❂❃①❄ ÷❊❪❅❂❃①❄ ❊❙❅ ❇

❬ ❭

❪

r①◗❪❃❫❴❫①❅❈❙

❵
❫❴❫①

❝

❣

❇
❝

❥
❦

❧❫❴❫
♠

s✱✰✱❯✻✬ ✫❀♣✬✫ss✱✯✲s ✽✻✲ ♦✫ ✯♦t✻✱✲✫r ✮✯✬ ✻❯❯ q ✉ ③
④
✻✲r ⑥ ✉ ③❩ t✴✫② ✽✻✲ ✻❯❯ ♦✫ ✇✬✱tt✫✲ ✻s

⑦⑧❃⑨
❦

❧❫❴❫❅❩ ✇✱t✴ ✱✲t✫✳✫✬s ⑩ ✻✲r ❶ r✫♣✫✲r✱✲✳ ✯✲ ❷ ✻✲r ❸❲ ❹✴✼s❩ ✯✬t✴✯✳✯✲✻❯✱t② ♦✫t✇✫✫✲ ✬✫✳✼❯✻✬

✻✲r ✻✲✯✰✻❯✯✼s ✇✻❺✫✮✼✲✽t✱✯✲s ✽✻✲ ♦✫ ✻ss✼✬✫r ✯✲❯② ♦② ❻❼❽❽❾❿⑩❼ ➀➁❸➀❾➂➂➁❿➃➄❸ ✯✮ t✴✫ ✬✱✳✴t ♣✻✬t

✯✮ t✴✫ ❍✫✬✰✱t✱✻✲ ♣✬✯r✼✽t ➅✯✲ ❘❁➆ ✇✱t✴ ✱ts ❯✫✮t ♣✻✬t ➅✯✲ ❘➇➆❲

❹✴✱s ❯✫✻rs t✯ t✴✫ ✮✯❯❯✯✇✱✲✳ ✽✯✲st✬✻✱✲ts➈ Þ✬st❩ ❯✱➉✫ t✴✫ ✻✲✯✰✻❯✯✼s s✯❯✼t✱✯✲s❩ ✻❯❯ ✬✫✳✼❯✻✬

s✯❯✼t✱✯✲s ✰✼st ✴✻❺✫ ✻ r✫Þ✲✱t✫ ♣✻✬✱t②❲ ❹✴✱s ✱s s✻t✱sÞ✫r ✮✯✬ ➭ ❇ ➊➋❲ ➌✫✽✯✲r❩ ✻❯❯ ✬✫✳✼❯✻✬

s✯❯✼t✱✯✲s ✰✼st ✴✻❺✫ t✴✫ s✻✰✫ ♣✻✬✱t②❩ ✻✲r ✻❯❯ ✻✲✯✰✻❯✯✼s s✯❯✼t✱✯✲s ✰✼st ✴✻❺✫ t✴✫ ✯t✴✫✬

♣✻✬✱t②❲ ❹✴✱s ✰✫✻✲s ➭ ❇ ➍ ✱s Þ❀✫r❲ ❹✴✫✬✫ ✬✫✰✻✱✲s ✻ ✳❯✯♦✻❯ ✽✴✯✱✽✫ ✯✮ s✱✳✲➎ ✫✱t✴✫✬ ✯✲✫

✽✴✯✯s✫s ✻❯❯ ✬✫✳✼❯✻✬ s✯❯✼t✱✯✲s t✯ ♦✫ ✯rr ✻✲r ✻❯❯ ✻✲✯✰✻❯✯✼s s✯❯✼t✱✯✲s t✯ ♦✫ ✫❺✫✲ ✯✬ ❺✱✽✫

❺✫✬s✻❲

➏✴✱❯✫ ✇✫ ✴✻❺✫ ✲✯ ✬✱✳✯✬✯✼s ✻✬✳✼✰✫✲t ✮✯✬ ✫✱t✴✫✬ ✽✻s✫❩ ✯✲✫ ✲✯t✫s t✴✻t t✴✫ ✽✴✯✱✽✫ ➭ ❇ ➍ ❇ ➋

✱✰♣❯✱✫s t✴✻t ❈♥❄ ❈
➐
♥ ✻✲r ◗♥ ✻✬✫ ✽✯✲t✱✲✼✯✼s❲ ❹✴✱s s✫✫✰s t✯ ✼s t✴✫ ✲✻t✼✬✻❯ ✽✴✯✱✽✫❲ ➑✯✲s✫➒✼✫✲t❯②❩

✬✫✳✼❯✻✬ s✯❯✼t✱✯✲s ❈♥ ✻✬✫ ✯rr ✻✲r ✻✲✯✰✻❯✯✼s s✯❯✼t✱✯✲s ◗♥ ✻✬✫ ✫❺✫✲❲ ❹✴✫ Þ✬st ✮✫✇ s✯❯✼t✱✯✲s

✻✬✫ s✴✯✇✲ ✱✲ Þ✳✼✬✫ ➓❲ ➏✱t✴ t✴✱s ✽✴✯✱✽✫❩ ✻❯❯ s✯❯✼t✱✯✲s ✻✬✫ ✽✯✲t✱✲✼✯✼s ✻t ➔ ❇ →❩ ✇✴✫✬✫✻s t✴✫

Þ✬st ✻✲r s✫✽✯✲r r✫✬✱❺✻t✱❺✫ ✯✮ ◗♥ ✻✬✫ ✱✲Þ✲✱t✫ ✻t ➔ ❇ → ➅t✴✱s ♣✯✱✲t ✱s ✻✽t✼✻❯❯② ✻ ✬✻✰✱Þ✽✻t✱✯✲

♣✯✱✲t➆❲

➣↔ ↕➙➛➜➝➛➛➙➞➟

➠✫s♣✱t✫ ✱ts ✻♣♣✻✬✫✲t s✱✰♣❯✱✽✱t②❩ t✴✱s ✯✲✫✾r✱✰✫✲s✱✯✲✻❯ ♣✬✯♦❯✫✰ ❯✫✻rs t✯ ✰✻✲② ✱✲t✫✬✫st✱✲✳ ✬✫s✼❯ts❩

s✯✰✫ ✯✮ t✴✫✰ ✻✬✫ ✼✲✫❀♣✫✽t✫r❲ ➑✯✲✽✫✬✲✱✲✳ ✻✲✯✰✻❯✯✼s ♦✯✼✲r st✻t✫s❩ ✱t ✬✫➒✼✱✬✫s ✮✼✬t✴✫✬ ✱✲s✱✳✴t

✱✲t✯ t✴✫ ✱✲t✫✬♣✬✫t✻t✱✯✲ ✯✮ ➒✼✻✲t✼✰ ✰✫✽✴✻✲✱✽s❩ ✻s ✇✱❯❯ ♦✫ ♦✬✱✫➡② r✱s✽✼ss✫r ♦✫❯✯✇❲

➢➤➥➤ ➦❾⑩➄ ❿⑩➁❸❻❽➃❻❻➃➄❸ ❿➧⑩➄➨➩➧ ❿➧❾ ➫➁⑩⑩➃❾⑩

❹✴✫ ✮✻✽t t✴✻t ➯ ❇ → ✮✯✬ ✻ ✬✫♣✼❯s✱❺✫ ✱✲Þ✲✱t✫ ♣✯t✫✲t✱✻❯ ✱s ✱✲ ✻✳✬✫✫✰✫✲t ✇✱t✴ ✽❯✻ss✱✽✻❯ ✰✫✽✴✻✲✱✽s❲

➲✲ ✽✯✲t✬✻st❩ ✮✯✬ ✻✲ ✻tt✬✻✽t✱❺✫ ♣✯t✫✲t✱✻❯❩ ✱t ✽✯✲t✬✻r✱✽ts ✽❯✻ss✱✽✻❯ ✰✫✽✴✻✲✱✽s❲ ➳✲ ✫❀✻✰♣❯✫ ✯✮
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barrière de Coulomb à 1d

❏� P✁✂✄� ❆✿ ▼❛☎✁� ❚✁❤✆✝� ✹✞ ✭✟✠✠✡☛ ✟✷☞✌✠✟ ● ❆❜✝❛✍✆✈✐✎✐ ❛✏✑ ❨ ❆✈✐✄✁❛✐

♣✒✓✔ ✓✔❡✔✕✖✗✘✙✚ ✇✛✗✕✛ ✗s ✕❝✜✜✔✢ q✒❝✙✖✒✣ ✓✔❡✔✕✖✗✘✙✚ ✗s ♣✓✘✤✗✢✔✢ ✥✦ ✖✛✔ ✗✙♥✙✗✖✔ sq✒❝✓✔ ✇✔✜✜

♣✘✖✔✙✖✗❝✜✧

❱ ★①✮ ❂ ❱♦ ×

✩
✶ ✪✘✓ ⑤①⑤ ✫ ✬✯

✵ ✪✘✓ ⑤①⑤ ❃ ✬✯
❱♦ ✰ ✱✲✯

✇✛✔✓✔ ✳✬ ✗s ✖✛✔ ✇✗✢✖✛ ✘✪ ✖✛✔ ✇✔✜✜✴ ✸✛✔ ❈✘✒✜✘✣✥ ♣✘✖✔✙✖✗❝✜ ♣✓✘✤✗✢✔s ✒s ✇✗✖✛ ❝ ✙✔✇ ✔✺❝✣♣✜✔

✘✪ ♣✒✓✔ ✓✔❡✔✕✖✗✘✙✴ ■✖ ✢✗✪✪✔✓s ✪✓✘✣ ✖✛✔ ✗✙♥✙✗✖✔ sq✒❝✓✔ ✇✔✜✜ ✕❝s✔ ✥✦ ✖✛✔ ✇✗✢✖✛✚ ✇✛✗✕✛ ✥✔✕✘✣✔s

✙❝✓✓✘✇✔✓ ❝s ✘✙✔ ❣✘✔s ✢✘✇✙ ✗✙ ✔✙✔✓❣✦✚ ❝✙✢ ✥✦ ✖✛✔ ✢✗✤✔✓❣✔✙✕✔ ✘✪
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barrière de Coulomb à 1d
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➇❄❲❈❊ ♦■ ❅❄❊❄❇❅❝❃ ■♦❅ t❃❄ ■❧t❧❅❄❵

➈➉ ➊➋➌➍➎➏➐➑➋➌

➒❍s❫❲❄ ➓❧❇❂t❧s s❄❝❃❇❂❍❝❊ ❝❇❂ ❇❲❱❇❑❊ ❴❅❍❂❣ ❂❄❱ ❇❂❈ ❊❧❅❫❅❍❊❍❂❣ ❅❄❊❧❲t❊❵ ➃❂❈❄❄❈❉ ❱❄ ❃❇❯❄

■♦❧❂❈ t❃❇t t❃❄ ➄❄❅s❍t❍❝❍t❑ ♦■ t❃❄ ➔♦❧❲♦s❴ ➄❇s❍❲t♦❂❍❇❂ s❇❑ ❴❅❄❇➀ ❄①❝❲❧❊❍❯❄❲❑ ■♦❅ ❇ ❝❲♦❊❄❈
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❢✒♠✓✔✕ ♦❢ ✖♦✗✘✙ s✚✒✚✛s✜ ✇✢✓✣✢ ✇✛ ✚✢✛t✛❢♦t✛ ✣✒✔✔✛✙ ✒✘♦♠✒✔♦✗s s✚✒✚✛s✤ ✥✢✛s✛ s✚✒✚✛s ✒t✛ ✘♦✚

s✚✒✖✔✛✜ ✒✘✙ ♦✘✛ ✣✒✘ ♦✘✔✕ ♦✖s✛t✦✛✜ ✓✘s✚✛✒✙✜ ✣♦✢✛t✛✘✚ s✚✒✚✛s✤ ❲✛ ✢✒✦✛ ✒✔s♦ ❢♦✗✘✙ ✒ ✘✛✇ ✣✒s✛ ♦❢

q✗✒✘✚✗♠ t✛r✛✣✚✓♦✘✜ ✖✕ s♦✔✦✓✘✧ ✚✢✛ ♦✘✛★✙✓♠✛✘s✓♦✘✒✔ ❈♦✗✔♦♠✖ ♣t♦✖✔✛♠✤

✩✪✫✬✮✯✰✱✲✳✴✱✬✵✶

❲✛ ✇♦✗✔✙ ✔✓❧✛ ✚♦ ✚✢✒✘❧ ✸★✺ ▲✗✣❧ ✒✘✙ ❘ ❇✒✔✓✒✘ ❢♦t ✓✘✦✒✔✗✒✖✔✛ ✢✛✔♣ ✒✘✙ s✗✧✧✛s✚✓♦✘s✤

✩✻✻✱✬✲✼✽ ✩✾ ✩✶❀✴✻✵✮✵✼✪ ❁✱❂❃❄✼✮❅ ✮❉ ❋❊ ❃✬✲ ❍❊ ✯❂✱✬ ✉ ■ ❑◆

❖✛t✛ ✇✛ ✒✘✒✔✕◗✛ ✚✢✛ ✒s✕♠♣✚♦✚✓✣ ✖✛✢✒✦✓♦t ♦❢ ❙❯❱❳❩ ✒✘✙ ❬❯❱❳❩ ❢♦t ❳ ❭ ❪❫✤ ❴✗t t✛s✗✔✚s ✒t✛

✙✓❢❢✛t✛✘✚ ❢t♦♠ ✚✢♦s✛ ✓✘ ✛q✗✒✚✓♦✘s ❵❝❞❡ ✒✘✙ ❵❝✙❡ ✓✘ ❣❥❦✜ ❵s✛✛ ❢♦♦✚✘♦✚✛ ♥❡✤

▲✛✚ ✗s Þts✚ ✙✛♠♦✘s✚t✒✚✛ ❵❥❥①❡✤ ②✓ts✚ ✘♦✚✛ ✚✢✒✚

③ ✛
úõõ④⑤❱❥ ⑥ ⑦õõ⑧⑨ ⑩⑨❪⑩⑦õõ❳❩ ❶ ③ ✛❾ú❷❷④⑤❱❥ ❪ ⑦õõ⑧⑨ ⑩⑨ ⑩⑦õõ❳❩⑨ ❵❸❹❥❡

✖✗✚✜ s✓✘✣✛ ✓✚ ✓s t✛✒✔✜ ♦✘✛ ✣✒✘ ♦♠✓✚ ✚✢✛ ✣♦✘❺✗✧✒✚✓♦✘✤ ②♦t ❳ ❻ ❼✜ ✇t✓✚✓✘✧ ❳ ❶ ❽❳❽ ✒✘✙ ✗s✓✘✧ ❵❿①❡✜

♦✘✛ ♦✖✚✒✓✘s

❽❳❽ ✛❾ú❷❷➀➁➀⑤❱❥ ❪ ⑦õõ⑧⑨ ⑩⑨ ⑩⑦õõ❽❳❽❩
➂➀➁➀➃➄➅

✛
➆➇
➈ ➉❯ s✓✘❱❽❳❽ ❪ ➊❯❱❳❩❩❹

②♦t ❳ ➋ ❼✜ ✇t✓✚✓✘✧ ❳ ❶ ❪❽❳❽ ✒✘✙ ✗s✓✘✧ ❵❸❹❥❡✜ ♦✘✛ ♦✖✚✒✓✘s

❽❳❽ ✛
úõõ➀➁➀⑤❱❥ ⑥ ⑦õõ⑧⑨ ⑩⑨ ❪⑩⑦õõ❽❳❽❩

➂➀➁➀➃➄➅
✛
➆➇
➈ ➉❯ s✓✘❱❽❳❽ ❪ ➊❯❱❳❩❩

➌ ➍➎ ➏
➐❾➑➒➓➔➁➄→➇➔➁➣➣

↔

✓❢ ♦✘✛ ♠✒❧✛s ⑧ ❭ ❪⑧ ✓✘ ✚✢✛ ✔✒s✚ t✛✔✒✚✓♦✘✜ ✒✘✙ ♠✗✔✚✓♣✔✓✛s ✖✕ ❪❥✜ ♦✘✛ ♦✖✚✒✓✘s

❪❽❳❽ ✛
úõõ➀➁➀⑤❱❥ ❪ ⑦õõ⑧⑨ ⑩⑨ ❪⑩⑦õõ❽❳❽❩

➂➀➁➀➃➄➅
✛❾
➆➇
➈ ➉❯ s✓✘❱❳ ❪➊❯❱❳❩❩⑨

✇✢✓✣✢ ✓s ✛↕✒✣✚✔✕ ✚✢✛ ✛↕♣✛✣✚✛✙ t✛✔✒✚✓♦✘

❙❯❱❪❽❳❽❩➂➀➁➀➃➄➅
✛❾➙❯ s✓✘❱❳ ❪➊❯❱❳❩❩❹

❲✛ ♦✘✔✕✇t✓✚✛ ✢✛t✛ ✚✢✛ ✔✛✒✙✓✘✧ ♦t✙✛t ♦❢ ❵❥❥①❡✜ ✇✛♠✗s✚ ✖✛ ✦✛t✕ ✣✒t✛❢✗✔ ♦❢ ✒✔✔ s✓✧✘ ✣♦♠♣✛✘s✒✚✓♦✘s

❢♦t ✚✢✛ ✘✛↕✚ ♦t✙✛ts✤ ➛✦✛✘✚✗✒✔✔✕✜ ✓❢ ♦✘✛ ♠✒❧✛s ✒✧✒✓✘ ⑧ ❭ ❪⑧ ✓✘ ✚✢✛ ✔✒s✚ t✛✔✒✚✓♦✘✜ ♦✘✛ ♦✖✚✒✓✘s

✙✓t✛✣✚✔✕

❙❾❯❱❪❽❳❽❩➂➀➁➀➃➄➅
✛➙❯ s✓✘❱❳ ⑥ ➊❯❱❳❩❩⑨

✇✢✓✣✢ ✓s ✚✢✛ ✖✛✢✒✦✓♦t ♦❢ ➜❯❱❳❩ ❢♦t ❳ ➝ ❪❫✤

✥✢✛ ✙✛♠♦✘s✚t✒✚✓♦✘ ✓s ✦✛t✕ s✓♠✓✔✒t ❢♦t ❵❥❥➞❡✤ ②✓ts✚ ✘♦✚✛ ✚✢✒✚

③ ✛
úõõ④➟❱❥ ⑥ ⑦õõ⑧⑨ ⑩⑨ ❪⑩⑦õõ❳❩ ❶ ③ ✛❾ú❷❷④➟❱❥ ❪ ⑦õõ⑧⑨ ⑩⑨ ⑩⑦õõ❳❩↔ ❵❸❹⑩❡

✢✛t✛✜ ✣♦✘❺✗✧✒✚✓♦✘ ✣✒✘✘♦✚ ✖✛ ♦♠✓✚✚✛✙✤ ②♦t ❳ ❻ ❼✜ ✇t✓✚✓✘✧ ❳ ❶ ❽❳❽✜ ✗s✓✘✧ ❵❿➞❡ ✒✘✙ ❧✛✛♣✓✘✧ ♦✘✔✕

✚✢✛ t✛✒✔ ♣✒t✚✜ ♦✘✛ ♦✖✚✒✓✘s

❘✛❱❽❳❽ ✛❾ú❷❷➀➁➀➟❱❥ ❪ ⑦õõ⑧⑨ ⑩⑨ ⑩⑦õõ❽❳❽❩❩
➂➀➁➀➃➄➅

✛❾
➆➇
➈

⑩⑧ ❘✛❱➠❱❪⑦õõ⑧❩❩

✣♦s❱❽❳❽ ❪ ➊❯❱❳❩❩

➉❯
❹

②♦t ❳ ➋ ❼✜ ✇t✓✚✓✘✧ ❳ ❶ ❪❽❳❽✜ ✗s✓✘✧ ❵❸❹⑩❡ ✒✘✙ s✚✓✔✔ ❧✛✛♣✓✘✧ ♦✘✔✕ ✚✢✛ t✛✒✔ ♣✒t✚✜ ♦✘✛ ♦✖✚✒✓✘s

❘✛❱❽❳❽ ✛
úõõ➀➁➀➟❱❥ ⑥ ⑦õõ⑧⑨ ⑩⑨ ❪⑩⑦õõ❽❳❽❩❩

➂➀➁➀➃➄➅

✛❾
➆➇
➈

⑩⑧ ❘✛❱➠❱⑦õõ⑧❩❩

❥

➉❯
✣♦s❱❽❳❽ ❪ ➊❯❱❳❩❩
➌ ➍➎ ➏
➐➡➢➑➔➁➄→➇➔➁➣➣

↔

✟✠
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✒✓ ♦✔✕ ♠✖✗✕s ✘ ✙ ✚✘ ✒✔ t✛✕ ❧✖st r✕❧✖t✒♦✔❡ ✖✔✜ ♠✢❧t✒✣❧✤ ✥✤ ✚✶❡ ♦✔✕ ♦✥t✖✒✔s

❘✕✦✚❾✉❾ ✕
úõõ⑤✧⑤❯✦✶ ✚ ★õõ✘✩ ✪✩✚✪★õõ❾✉❾✮✮

✫⑤✧⑤✬✰✯

✕
✱✲
✳

✪✘ ❘✕✦✴✦✚★õõ✘✮✮

❝♦s✦✉ ✚✵✸✦✉✮✮

✺✸
✩

✇✛✒❝✛ ✒s ✕①✖❝t❧✤

✻✸✦✚❾✉❾✮
✫⑤✧⑤✬✰✯

✕✼✸ ❝♦s✦✉ ✚✵✸✦✉✮✮✽

❊✾✕✔t✢✖❧❧✤❡ ✒✓ ♦✔✕ ♠✖✗✕s ✖❣✖✒✔ ✘ ✙ ✚✘ ✒✔ t✛✕ ❧✖st r✕❧✖t✒♦✔❡ ♦✔✕ ♦✥t✖✒✔s ✜✒r✕❝t❧✤

✻❀✸✦✚❾✉❾✮
✫⑤✧⑤✬✰✯

✕❀✼✸ ❝♦s✦✉ ❁ ✵✸✦✉✮✮✩

✇✛✒❝✛ ✒s t✛✕ ✥✕✛✖✾✒♦r ♦✓ ❂✘✦✉✮ ✓♦r ✉ ❃ ✚❄❅

❇♣♣❈❉❋❍■ ❑▲ ◆■♣❖❈◗◗❍❙❉ ❙❱ ❲ ❳◗ ❳ ❱❩❉❬❭❍❙❉ ❙❱ ❪

❫✒rst❡ ✇✕ ❣✕t s✒♠✣❧✕ r✕❧✖t✒♦✔s ✥✕t✇✕✕✔ ✦❴❵✩ ❞❵✮ ✖✔✜ ✦❢❵✩❥❵✩ ❦❵✩ ♥❵✮ ✦q ② ③✩④✮⑥

❢⑦ ② ★õõ❴⑦⑧ ⑨⑩✽✶❦❶

❥⑦ ② ❴⑦⑧ ⑨⑩✽✶♥❶

❦⑦ ② ★õõ ✕❀✼✸✦✶ ✚ ❞⑦✮⑧ ⑨⑩✽✶❷❶

♥⑦ ② ✕✼✸✦✶ ❁ ❞⑦✮⑧ ⑨⑩✽✶❸❶

❢❹ ② ✚★õõ✦✶ ✚ ❞❹✮⑧ ⑨⑩✽✶❺❶

❥❹ ② ✶ ❁ ❞❹⑧ ⑨⑩✽✶❻ ❶

❦❹ ② ✚★õõ ✕❀✼✸❴❹⑧ ⑨⑩✽✶❂❶

♥❹ ② ✕✼✸❴❹✽ ⑨⑩✽✶❼❶

❽✛✕ ✢✔✒t✖r✒t✤ ♦✓ ❿ ✒s ✇r✒tt✕✔ ✖s

❾❞❾➀ ❁ ❾❴❾➀ ② ✶⑧ ⑨⑩✽✪❦❶

❴❞ ❁ ❞❴ ② ➁✽ ⑨⑩✽✪♥❶

❫r♦♠ ⑨⑩✽✪♥❶ ♦✔✕ ✜✕✜✢❝✕s

❴

❾❴❾
② ★õõ➂

❞

❾❞❾
✩ ⑨⑩✽➃❶

✇✛✕r✕ ➂ ② ➄✶❅ ❫r♦♠ r✕❧✖t✒♦✔s ⑨⑩✽✶♥❶ ✖✔✜ ⑨⑩✽✶❸❶❡ ♦✔✕ ♦✥t✖✒✔s

♥⑦ ✕
❀✼✸

❥⑦
②

✶ ❁ ❞

❴
✽

⑩✤ ✢s✕ ♦✓ r✕❧✖t✒♦✔s ⑨⑩✽✪❦❶ ✖✔✜ ⑨⑩✽✪♥❶❡ t✛✒s ✒s ✇r✒tt✕✔ ✖s

♥⑦ ✕
❀✼✸

❥⑦
②

✶ ❁ ★õõ➂❴

➅
➆❀➇
➇

❴
✩

✥✢t ✕➈✢✖t✒♦✔ ⑨✶➉❦❶ ✒♠✣❧✒✕s t✛✕ ✕①✒st✕✔❝✕ ♦✓ ➊ ➋ ➌ s✢❝✛ t✛✖t

♥⑦ ✕
❀✼✸

❥⑦
② ✕

úõõ➍ ✩

✟➎
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états liés dans la barrière de Coulomb
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■✻✼✽✾✿❀❁❂❃❄❅ ❈✽♦❄✽✾❃ ❤❀✾❂❄❁✽✻❂❀✻

❅❡❁❅✻❆❂✽✻❆
●❇ ❉❊❋❍❏❑▲▼◆▼
❲❖ P❖✈◗❚◗❯ ❯❱❖ P❖❚❳❨❩❯◗❳❬ ❳❭ ❯❱❖ ❳❬❖❪❫◗❴❖❬❚◗❳❬❵❨ ❛❜❱P❝❫◗❬❞❖P ❱❵❴◗❨❯❳❬◗❵❬ ❢◗❯❱ ❵ ❣❳❩❨❳❴✐ ❥❦❧①❧
♣❳❯❖❬❯◗❵❨♠ ❲❖ ❖q❵❴◗❬❖ ❵❴❳❬❞ ◗❯❚ ❚❖❨❭❪❵❫r❳◗❬❯ ❖q❯❖❬❚◗❳❬❚ ❯❱❳❚❖ ❢❱◗❜❱ ❵P❖ ❜❳❴♣❵❯◗✐❨❖ ❢◗❯❱ ♣❱s❚◗❜❵❨
t✉②③④⑤⑥⑦⑧⑨✉② ⑩⑦❶③❷ ❸② ⑧❹④ ✉②④❺❻⑨❼④②③⑨✉②⑦⑩ ③④❼⑨❺⑨②❽②⑨⑧④ t⑦③④❾ ❶④ ③❹✉❶ ⑧❹⑦⑧ ⑧❹④❿ ⑦⑤④ t⑩⑦③③⑨❽④❻ ✉② ⑦ ➀➁➂➃
❜◗P❜❨❖ ◗❬ ❯❱❖ ❵❯❯P❵❜❯◗✈❖ ❜❵❚❖ ❵❬❫ ❳❬ ➄➅ ➆➇ ➈➉ ⑨② ⑧❹④ ⑤④➊➋⑩③⑨⑥④ ✉②④❷ ❸② ⑧❹④ ✉②④❺❻⑨❼④②③⑨✉②⑦⑩ ⑨②❽②⑨⑧④ t⑦③④❾ ❶④
❽②❻ ⑦ ③➊④t⑨❽t ⑦②❻ ✉⑤⑨➌⑨②⑦⑩ t⑩⑦③③⑨❽t⑦⑧⑨✉② ➍❿ ③⑧➋❻❿⑨②➌ ⑧❹④ t✉②⑧⑨②➋⑨⑧❿ ✉➎ ④⑨➌④②➎➋②t⑧⑨✉②③❷ ❸② ⑦⑩⑩ t⑦③④③❾
❻⑨➏④⑤④②⑧ ④➐⑧④②③⑨✉②③ ⑦⑤④ ⑨②t✉❼➊⑦⑧⑨➍⑩④ ✉②④ ❶⑨⑧❹ ⑧❹④ ✉⑧❹④⑤❷ ➑✉⑤ ⑦② ⑦t⑧➋⑦⑩ ④➐➊④⑤⑨❼④②⑧ ❶⑨⑧❹ ⑦② ⑦⑧⑧⑤⑦t⑧⑨⑥④
➊✉⑧④②⑧⑨⑦⑩❾ ⑧❹④ ➍✉➋②❻ ③➊④t⑧⑤➋❼ t⑦② ➍④ ➋③④❻ ⑧✉ ❻⑨③t⑤⑨❼⑨②⑦⑧④ ❶❹⑨t❹ ④➐⑧④②③⑨✉② ⑨③ ⑧❹④ t✉⑤⑤④t⑧ ✉②④❷

➒➓ ➔→➣↔→↕➙ ➛➜→➙↔➓↕ ➝➞➞➜➓➟➟➓➟ ➠➡➓ ➢→➢➤➜➓↔➝➠➥➦➥➟➠➥➧ ➨➧➡➜ö➞➥➢➩➓➜ ➓➫➣➝➠➥→➢ ➭➥➠➡ ➝ ➯➤➞➥↕➓➢➟➥→➢➝↔ ➔→➣↔→↕➙
➛→➠➓➢➠➥➝↔➲ ➜➓➟➠➜➥➧➠➓➞ ➠→ →➢➓ ➞➥↕➓➢➟➥→➢➳ ➥➠ ➡➝➟ ➥➢➟➛➥➜➓➞ ➝ ➦➝➟➠ ➧→➜➛➣➟ →➵ ➟➧➥➓➢➠➥➸➧ ↔➥➠➓➜➝➠➣➜➓ ➵→➜ ➠➡➓ ↔➝➟➠ ➟➓➦➓➢➠➺
➺➓➝➜➟➻➼➻➻➽ ➨→↕➓ ➜➓➟➣↔➠➟ ➡➝➦➓ ➙➓➓➢ ↕➣➧➡ ➞➓➙➝➠➓➞➽ ➾➝➠➡➓↕➝➠➥➧➝↔ ➝➟➛➓➧➠➟ ➝➜➓ ➢→➭ ➵➣↔↔➺ ➣➢➞➓➜➟➠→→➞➲ ➙➣➠ ➛➡➺➟➥➧➝↔
→➢➓➟ ➭➝➢➠ ➵→➜ ↕→➜➓ ➓↔➝➙→➜➝➠➓➞ ➝➢➞ ➜→➙➣➟➠ ➥➢➠➓➜➛➜➓➠➝➠➥→➢➲ ➭➡➥➧➡ ➭➓ ➛➜→➦➥➞➓ ➥➢ ➞➓➠➝➥↔➟ ➡➓➜➓➽

➚➢ ➠➡➥➟ ➝➜➠➥➧↔➓➲ ➭➓ ➟➠➣➞➺ ➠➡➓ ➔→➣↔→↕➙ ➛→➠➓➢➠➥➝↔➲ ➓➥➠➡➓➜ ➜➓➟➠➜➥➧➠➓➞ ➠→ ➝ ➟➓↕➥➤➥➢➸➢➥➠➓ ↔➥➢➓➲ →➜ ➓↔➟➓ ➠→ ➝ ➵➣↔↔ ➥➢➸➢➥➠➓
↔➥➢➓➽ ➪➓ ➭➥↔↔ ➵→➜↕➝↔↔➺ ➭➜➥➠➓ ➠➡➓ ➧→➜➜➓➟➛→➢➞➥➢➩ ➡➝↕➥↔➠→➢➥➝➢ ➶ ➹ ➘➴➷➬➴➮➷ ➱ ✃ ➥➢ ➞➥↕➓➢➟➥→➢↔➓➟➟ ➣➢➥➠➟ ➝➢➞ ❐ ➭➥↔↔
➜➓➛➜➓➟➓➢➠ ➠➡➓ ➞→↕➝➥➢ →➢ ➭➡➥➧➡ ➭➝➦➓➵➣➢➧➠➥→➢➟ ➝➜➓ ➞➓➸➢➓➞➲ ➟→ ➠➡➓ ➸➜➟➠ ➧➝➟➓ ➧→➜➜➓➟➛→➢➞➟ ➠→ ❒ ❮❰Ï Ð ➲ ➭➡➥↔➓ ➠➡➓
➟➓➧→➢➞ ➠→ ❒Ï Ð➽ ➪➡➓➢ ➢➓➧➓➟➟➝➜➺➲ ➭➓ ➭➥↔↔ ➭➜➥➠➓ ❐ÑÒ Ó ➥➢➟➠➓➝➞ →➵ ➶➽ Ô➢➓ ↕➝➺ ➢→➠➓ ➠➡➝➠ ➠➡➓ ➨➧➡➜ö➞➥➢➩➓➜ ➓➫➣➝➠➥→➢
➵→➜ Ï Ð❒ ❮❰ ➥➟ ➓➫➣➥➦➝↔➓➢➠➲ ➠➡➜→➣➩➡ ➝ ➟➥↕➛↔➓ ↕➝➛➛➥➢➩➲ ➠→ ➠➡➓ ➜➝➞➥➝↔ →➢➓ ➵→➜ Õ❒Ï Ð ➥➢ ➯➤➞➥↕➓➢➟➥→➢ ➭➥➠➡ Ö➓➜→
→➜➙➥➠➝↔ ↕→↕➓➢➠➣↕➲ × ➹ Ø➽

➒➥➟ ➭→➜Ù ↔➥➓➟ ➝➠ ➠➡➓ ➵➜→➢➠➥➓➜ ➙➓➠➭➓➓➢ ➛➡➺➟➥➧➟ ➝➢➞ ↕➝➠➡➓↕➝➠➥➧➟➲ ➙➓➧➝➣➟➓ ➔→➣↔→↕➙ ➡➝↕➥↔➠→➢➥➝➢➟ ❮❰➄ÑÒ Ó ➝➢➞
ÑÒ Ó➄ ➲ ➝↔➠➡→➣➩➡ ➞➓➸➢➓➞ →➢ ➝ ➛➡➺➟➥➧➝↔ ➙➝➟➥➟➲ ➜➓➦➓➝↔ ÚÛÚ ÜÝÞßàáâãÛäÚå➽ ➚➢ ➟➣➧➡ ➝ ➧➝➟➓➲ →➢➓ ➣➟➣➝↔↔➺ ➢➓➓➞➟ ➠→ ➟➠➣➞➺ ➠➡➓
➟➓↔➵➤➝➞æ→➥➢➠ ÝçåÝÚÜäÛÚÜ è →➵ ➠➡➓ ➡➝↕➥↔➠→➢➥➝➢➽ é➣➠➲ ➥➢ ➠➡➥➟ ➦➓➜➺ ➧➝➟➓➲ ➠➡➓ ➟➥➠➣➝➠➥→➢ ➥➟ ➓➦➓➢ ➭→➜➟➓➲ ➙➓➧➝➣➟➓ ➶ ➥➟ ➢→➠
➓➦➓➢ ÜêëëÝåìäíîï➻➻ ð➠➡➝➠ ➥➟➲ →➢➓ ➧➝➢ ➸➢➞ ➠➭→ ➟➠➝➠➓➟ ñ ➝➢➞ ò ➟➣➧➡ ➠➡➝➠ ó ô ô óõ÷ ø ø ù ÷ ø ø ùÑ Ñ ú➽ ➚➢ ➟➣➧➡ ➝ ➟➥➠➣➝➤
➠➥→➢➲ →➢➓ ↕➣➟➠ ìÝÜåìäíå ➠➡➓ û➥↔➙➓➜➠ ➟➛➝➧➓ →➢ ➭➡➥➧➡ ➓➥➩➓➢➟➠➝➠➓➟ ➝➜➓ ➞➓➸➢➓➞➲ ➥➢ →➜➞➓➜ ➠→ ➩➓➠ ➝ ➟➺↕↕➓➠➜➥➧ →➛➓➜➝➠→➜➲
➠➡➓ ➟➓↔➵➤➝➞æ→➥➢➠ ➓ü➠➓➢➟➥→➢➟ è →➵ ➭➡➥➧➡ ➝➜➓ ➭➓↔↔➤➞➓➸➢➓➞➽ ➪➓ ➧➝↔↔ ý ➠➡➥➟ ➜➓➟➠➜➥➧➠➓➞ û➥↔➙➓➜➠ ➟➛➝➧➓➽

➪➡➓➢ ➠➡➓ ➟➓↔➵➤➝➞æ→➥➢➠ ➓ü➠➓➢➟➥→➢ →➵ ➝➢ →➛➓➜➝➠→➜ ➥➟ ➣➢➥➫➣➓➲ ➠➡➓➟➓ ↕➝➠➡➓↕➝➠➥➧➝↔ ↕➝➢➥➛➣↔➝➠➥→➢➟ ➝➜➓ ➠➜➝➢➟➛➝➜➓➢➠
➙➓➧➝➣➟➓ ➠➡➓ ➟➛➓➧➠➜➝↔ ➠➡➓→➜➓↕ ➝➛➛↔➥➓➟➲ ➟→ ➠➡➓ ➝➧➠➥→➢ →➵ ➠➡➓ →➛➓➜➝➠→➜ ➥➟ ➞➓➸➢➓➞ ➣➢➝↕➙➥➩➣→➣➟↔➺ →➢ ➝➢➺ ➵➣➢➧➠➥→➢ →➵
ý➽ ➒➥➟ ➥➟ ➠➡➓ ➧➝➟➓ ➵→➜ ➝↔↕→➟➠ ➝↔↔ ➟➠➝➢➞➝➜➞ ➡➝↕➥↔➠→➢➥➝➢➟ ➵→➣➢➞ ➥➢ ➟➧➥➓➢➠➥➸➧ ↔➥➠➓➜➝➠➣➜➓➲ ➭➡➥➧➡ ➝➜➓ ↕→➜➓→➦➓➜ ➩➓➢➓➜➤
➝↔↔➺ ➭➓↔↔ ➞➓➸➢➓➞ ➭➥➠➡→➣➠ ➝➢➺ ➜➓➟➠➜➥➧➠➥→➢ ð➠➡➝➠ ➥➟ ý þ Ò Óÿ❒ ❐ ú➲ ➟→ →➢➓ ➞→➓➟ ➢→➠ ➢➓➓➞ ➠→ ➧➝➜➓ ➝➙→➣➠ ➝↔↔ ➠➡➓➟➓ ↕➝➠➡➓➤
↕➝➠➥➧➝↔ ➟➣➙➠↔➓➠➥➓➟➽

û→➭➓➦➓➜➲ ➄❮❰Ñ Ò Ó ➝➢➞ ➄ÑÒ Ó ➙➓↔→➢➩ ➠→ ➠➡➓ ➧↔➝➟➟ →➵ →➛➓➜➝➠→➜➟➲ ➭➡➥➧➡ ➝➞↕➥➠ ÜÝ✈ÝìáÞ ➟➓↔➵➤➝➞æ→➥➢➠ ➓ü➠➓➢➟➥→➢➟➽ s➝➧➡
➓ü➠➓➢➟➥→➢ ➥➟ äÚíÛë♣áåä✐ÞÝ ➭➥➠➡ ➠➡➓ →➠➡➓➜➲ ➟→ →➢➓ ↕➣➟➠ í❝ÛÛÜÝ →➢↔➺ →➢➓ ➓ü➠➓➢➟➥→➢ ➝➠ ➝ ➠➥↕➓➲ ➭➡➓➜➓ ➠→ ➞➓➸➢➓ ➝
➧→↕➛↔➓➠➓ ➟➓➠ →➵ ➓➥➩➓➢➟➠➝➠➓➟➽ ❡➜→↕ ➝ ➛➡➺➟➥➧➝↔ ➛→➥➢➠ →➵ ➦➥➓➭➲ ➠➡➓ ➥➢➠➓➜➛➜➓➠➝➠➥→➢ →➵ ➠➡➓ →➛➓➜➝➠→➜ ➝➧➠➥→➢ →➢ ➝ ➭➝➦➓➵➣➢➧➤
➠➥→➢ ➥➟ ➝↕➙➥➩➣→➣➟➲ ➟➥➢➧➓ ➥➠➟ ➞➓➸➢➥➠➥→➢ âÝ♣ÝÚâÜ →➢ ➠➡➓ ➓ü➠➓➢➟➥→➢ ➭➡➥➧➡ ➥➟ ➧➡→➟➓➢➽ ❉�✁✂✄�☎✂② ✂♦�✆✂✄�☎t✝ ➝➜➓
➞➓➸➢➓➞➲ ➭➡➥➧➡ ➥➢➞➥➧➝➠➓ ➠➡➓ ➢➣↕➙➓➜ →➵ ➞➓➩➜➓➓➟ →➵ ➵➜➓➓➞→↕➲ ➵→➜ ➠➡➥➟ ➧➡→➥➧➓➽ ❡→➜ ➄❮❰ÑÒ Ó➲ ➝➣➠➡→➜➟ ➡➝➦➓ ➵→➣➢➞➻➷➼➻✶ →➢➓
➧→➢➠➥➢➣→➣➟ ➞➓➩➜➓➓ →➵ ➵➜➓➓➞→↕➽
▼✞✟✠✡☛✟✠✞☞
➒➓ ➥➢➠➓➜➓➟➠ →➵ ➠➡➓ ➔→➣↔→↕➙ ➛➜→➙↔➓↕ ↔➥➓➟ ➥➢ ➥➠➟ ➣➢➣➟➣➝↔ ➛➜→➛➓➜➠➥➓➟✌ ➠➡➓ ➵➝➧➠ ➠➡➝➠ ➡➝↕➥↔➠→➢➥➝➢ ❮❰➄ÑÒ Ó ➝➢➞ ÑÒ Ó➄ ➝➜➓
➢→➠ ➟➓↔➵➤➝➞æ→➥➢➠ ➝➢➞ ➢→➠ ➓➦➓➢ ➟➺↕↕➓➠➜➥➧➲ ➟→ ➠➡➝➠ →➢➓ ↕➣➟➠ ➧→➢➟➠➜➣➧➠ ↕➝ü➥↕➝↔ ➜➓➟➠➜➥➧➠➥→➢➟ ý ➝➢➞ ➟➠➣➞➺ ➠➡➓➥➜
➟➓↔➵➤➝➞æ→➥➢➠ ➓ü➠➓➢➟➥→➢➟ è➽ Ô➣➜ ➝➥↕ ➥➟ ➠→ ➸➢➞ ➝ ♣❝êÜäíáÞ ➥➢➠➓➜➛➜➓➠➝➠➥→➢ →➵ ➠➡➓➟➓ ➓ü➠➓➢➟➥→➢➟➲ ➥➢ →➜➞➓➜ ➠→ ➥➞➓➢➠➥➵➺
➠➡→➟➓ ➭➡➥➧➡ ➝➜➓ ➧→↕➛➝➠➥➙↔➓ ➭➥➠➡ ➟➠➝➢➞➝➜➞ ➛➡➺➟➥➧➝↔ ↔➝➭➟ ➝➢➞ ➠➡→➟➓ ➭➡➥➧➡ ➝➜➓ ➢→➠➽

➒➓ ➙→➣➢➞➝➜➺ ➠➜➥➛↔➓➟ ➠➡➓→➜➺➲ ➭➡➥➧➡ ➥➟ ➛➜→➦➓➞ ➵→➜ ➠➡➓ ➔→➣↔→↕➙ ➛➜→➙↔➓↕➻➷➲ ➓➟➠➝➙↔➥➟➡➓➟ ➠➡➝➠ ➝➢➺ ➓➥➩➓➢➵➣➢➧➠➥→➢ ✢
→➵ è ➥➟ ➝➢ ➓➥➩➓➢➵➣➢➧➠➥→➢ →➵ ➶ ➭➥➠➡ ➟➛➓➧➥➸➧ ✐Û✉Úâáìê ➧→➢➞➥➠➥→➢➟➽ ➒➥➟ ➜➓➟➣↔➠➲ ➠→ ➭➡➥➧➡ ➭➓ ➭➥↔↔ ➜➓➵➓➜ ➝➟ ➠➡➓ ❜♦✍☎➴✲
❛r② tr✄✎✏�✝ t❤�♦r�♠➲ ➛➜→➦➥➞➓➟ ➝ ➛➡➺➟➥➧➝↔ ➥➢➠➓➜➛➜➓➠➝➠➥→➢ →➵ ➝↔↔ ➠➡➓ ➟➓↔➵➤➝➞æ→➥➢➠ ➓ü➠➓➢➟➥→➢➟ ➠→ ➙➓ ➵→➣➢➞➽ ➪➓ ➭➥↔↔ ➝↔➟→
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états liés dans la barrière de Coulomb
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❜❡❋❡●t ❍❢ ■❧❧ ❏r❡✈✐❍✉s ❑❧■ss✐●❑■t✐❍❋s ❍❢ t❤❡s❡ ❡▲t❡❋s✐❍❋s▼◆➊▼❖ ■❋❞ r❡❏❡■t s❍♠❡ ❍❢ t❤❡s❡ ❑■❧❑✉❧■t✐❍❋sP t■❦✐❋❣ ✐❋t❍

■❑❑❍✉❋t ❏❤②s✐❑■❧ ❑❍❋s✐❞❡r■t✐❍❋s◗

❚❋ ❯❤■t ❑❍❋❑❡r❋s t❤❡ s❡♠✐❱✐❋●❋✐t❡ ❧✐❋❡P ■❧❧ s❡❧❢❱■❞❥❍✐❋t ❡▲t❡❋s✐❍❋s ❍❢ ❲
❳

❨❩❬ ❭ r❡✈❡■❧ ❑❍♠❏■t✐❜❧❡ ❯✐t❤ ❏❤②s✐❑■❧

❑❍❋s❡r✈■t✐❍❋ ❧■❯sP s❍ t❤❡ ♠■✐❋ ❑❍❋tr✐❜✉t✐❍❋ ❍❢ t❤✐s st✉❞② ❍❋ ❲
❳

❨❩❬ ❭ ❑❍❋s✐sts ♠■✐❋❧② ✐❋ ■ ♠❍r❡ ❏❤②s✐❑■❧ ■❋❞ ❏❡❞■❱

❣❍❣✐❑■❧ ❯■② t❍ ❑❍❋str✉❑t t❤❡♠◗ ❪❍❯❡✈❡rP ❯❡ ❏r❍✈✐❞❡ ■❋ ❍r✐❣✐❋■❧ ❞❡s❑r✐❏t✐❍❋ ❍❢ t❤❡ s❏■❑❡ ❏■r■♠❡t❡r ❍❢ t❤❡s❡

❡▲t❡❋s✐❍❋sP ❯❤✐❑❤ ✐s t❍❏❍❧❍❣✐❑■❧❧② ❡q✉✐✈■❧❡❋t t❍ ❫❴❵❛ ✐❋ t❤❡ ■ttr■❑t✐✈❡ ❑■s❡ ■❋❞ t❍ ❝❨❬ ♦ ❭ ✐❋ t❤❡ r❡❏✉❧s✐✈❡ ❍❋❡◗

♣❋ t❤❡ ❑❍❋tr■r②P s❡❧❢❱■❞❥❍✐❋t ❡▲t❡❋s✐❍❋s ❍❢ ❨❩❬ ❭ ■r❡ ❋❍t ■❧❧ ❑❍♠❏■t✐❜❧❡ ❯✐t❤ ❏❤②s✐❑■❧ ❑❍❋s❡r✈■t✐❍❋ ❧■❯s◗

❚❋❞❡❡❞P t❤❡✐r st✉❞② ❜r✐❋❣s ■ s❏❡❑✐●❑ ❞✐①❑✉❧t②③ t❤❡ ❑❍❋❋❡❑t✐❍❋ ❍❢ t❤❡ s❍❧✉t✐❍❋ ❞❡●❋❡❞ ❍❋ ❨❲
❳ ❯✐t❤ t❤■t ❞❡●❋❡❞ ❍❋

④
❳

❨ P s✐❋❑❡ t❤❡ ❑❍❋t✐❋✉✐t② ❍❢ ❡✐❣❡❋❢✉❋❑t✐❍❋s ■t ⑤ ⑥ ⑦ ✐s ❋❍t ❣✉■r■❋t❡❡❞◗ ⑧✐s ❤■s ❜❡❡❋ ✈❡r② ❞❡❜■t❡❞ ■❋❞ ❯❡ ❏r❍❏❍s❡

■❋ ❍r✐❣✐❋■❧ ❑❍❋❋❡❑t✐❍❋ ❏r❍❑❡ssP ❯❤✐❑❤ ✐s ❢❍✉❋❞❡❞ ❍❋ ❏❤②s✐❑■❧ ❑❍❋s❡r✈■t✐❍❋ ❧■❯s ■❋❞ ❣✐✈❡s ⑨⑩❶P ■❧t❤❍✉❣❤ ❑❍♠❏■t❱

✐❜❧❡P r❡s✉❧ts◗

❷❧t❍❣❡t❤❡rP ❯❡ ❏r❍✈❡ ■ ❋❡❯ ❑❧■ss✐●❑■t✐❍❋ ❍❢ t❤❡ s❡❧❢❱■❞❥❍✐❋t ❡▲t❡❋s✐❍❋s ❍❢ ❩❬ ❭❨ P ⑩❸❹❺❻❼❽⑨❾ t❤❍s❡ ❯❤✐❑❤ ■r❡ ❋❍t

❑❍♠❏■t✐❜❧❡ ❯✐t❤ ❏❤②s✐❑■❧ ❑❍❋s❡r✈■t✐❍❋ ❧■❯s◗ ❷❑❑❍r❞✐❋❣❧②P t❤✐s ❑❧■ss✐●❑■t✐❍❋ ♠■❏s ❍❋ ■ s❏■❑❡ ❍❢ ❡▲t❡❋s✐❍❋ ❏■r■♠❱

❡t❡rP ❯❤✐❑❤ ✐s ❿⑩❼❻❹⑩❼ ❑❍♠❏■r❡❞ t❍ t❤■t ❍❢ ❏r❡✈✐❍✉s ❑❧■ss✐●❑■t✐❍❋s▼❖P ❜✉t t❤❡ ❞❡●❑✐❡❋❑② ❑❍❡①❑✐❡❋t r❡♠■✐❋s ❡q✉■❧

t❍ ➀◗ ⑧❡ ❏■r■♠❡t❡r s❏■❑❡ ❍❢ ❍✉r ❑❧■ss✐●❑■t✐❍❋ ✐s t❤❡ ❏r❍❞✉❑t ❍❢ ■ ❍❋❡❱❞✐♠❡❋s✐❍❋■❧ ❑❧❍s❡❞ ❧✐❋❡ ❜② ■ ❏❤■s❡ s✐♠✐❧■r

t❍ ■ ❣■✉❣❡ ❞❡❣r❡❡ ❍❢ ❢r❡❡❞❍♠◗

❚❋ ❯❤■t ❑❍❋❑❡r❋s t❤❡ ➁❱❞✐♠❡❋s✐❍❋ s❏■❑❡P ✐❋ s❏✐t❡ ❍❢ t❤❡ ♠■❏❏✐❋❣ ❜❡t❯❡❡❋ ✐ts ➂❑❤rö❞✐❋❣❡r ❡q✉■t✐❍❋ ❯✐t❤ t❤■t
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❳
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➄
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➌✐r✐❑❤❧❡t ❍r ➍❡✉♠■❋❋ ❡▲t❡❋s✐❍❋s◗ ⑧❡❋P ❯❡ st✉❞② ✐❋ ❞❡t■✐❧s t❤❡ ❑❍❋t✐❋✉■t✐❍❋ ❏r❍❜❧❡♠ ✐❋ t❤❡ ➋➈ ➉ ❑■s❡◗ ➍❡▲tP
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➄
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états liés dans la barrière de Coulomb
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❚✐❏❝❡◗ ✐❏ t❤❛t ✈❡●② ❝❛❚❡ î ❲ ïð◗ â ❡ü✉➸❳❹ ïð◗ ▼◗ ▼â❨ ✐❚ ♣●❑♣❑●t✐❑❏❛❧ t❑ â ❡ü✉➻❳❹ ïð◗ ▼◗ ▼â❨⑩

❶❑● è ❷ ❸ ❚❑ ⑧⑧ ê⑨ ✔ ❛❏❞ t❤❡ ♣❑t❡❏t✐❛❧ ✐❚ ●❡♣✉❧❚✐✈❡◗ t❤❡ ❚♣❡❝t●✉❍ ❑① ❛❏② ❚❡❧①ë❛❞ì❑✐❏t ❡➘t❡❏❚✐❑❏ ❋✐❧❧ ●❡✈❡❛❧ ❞✐❚ë

❝●❡t❡◗ ❋✐t❤ ❛ ✉❏✐q✉❡ ▲❑✉❏❞ ❚t❛t❡ ❑① ❚t●✐❝t❧② ❏❡❣❛t✐✈❡ ❡❏❡●❣②◗ ▲✉t ✐❏ ❛ ❚♣❡❝✐❬❝ ❝❛❚❡ t❤❛t ❋❡ ❋✐❧❧ ❡➘♣❧❛✐❏ ①✉●t❤❡● ❑❏⑩

❊①✁✂✄☎✆❝☎ ✥❢ ✂☎❧❢✲❛❞❥✥✁✆✄ ☎①✄☎✆✂✁✥✆✳ ➹❡ ❡➘✐❚t❡❏❝❡ ❑① ❚❡❧①ë❛❞ì❑✐❏t ❡➘t❡❏❚✐❑❏❚ ①❑● t❤❡ ❡❑✉❧❑❍▲ ♣❑t❡❏ë

t✐❛❧ ❤❛❚ ▲❡❡❏ ①✉❧❧② ❡❚t❛▲❧✐❚❤❡❞ ✐❏ ❚❡✈❡●❛❧ ●❡①❡●❡❏❝❡❚➼P➊➼✶ ❛❏❞ ❏❡❡❞❚ ❏❑t t❑ ▲❡ ❞✐❚❝✉❚❚❡❞ ❤❡●❡ ❛❣❛✐❏⑩ ✐❏❞❡❡❞◗ t❤❡

❞❡❬❝✐❡❏❝② ❝❑❡✝❝✐❡❏t❚ ♠✞ ❛●❡ ①❑✉❏❞ ❡q✉❛❧ t❑ ❹◗ ❛❧t❤❑✉❣❤ ❏❑t ❡➘♣❧✐❝✐t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐❏ ●❡①⑩ ➼✟⑩ å❡ ❋✐❧❧ ❝❑❏❚t●✉❝t ❛❧❧

❚❡❧①ë❛❞ì❑✐❏t ❡➘t❡❏❚✐❑❏❚ ❛❚ ①❑❧❧❑❋❚⑩

å❡ ❋✐❧❧ ❋●✐t❡ ✗ Ü
Ý

Ú❍ ❿ ➀ t❤❡ ❚❡❧①ë❛❞ì❑✐❏t ❡➘t❡❏❚✐❑❏❚ ❑① Ü
Ý

Ú❍❿ ➀◗ ♣❛●❛❍❡t●✐➷❡❞ ▲② ✠◗ ❛ ❚②❍▲❑❧✐❝ ✐❏❞❡➘◗ t❤❡ ❍❡❛❏✐❏❣

❑① ❋❤✐❝❤ ❋✐❧❧ ▲❡ ❡➘♣❧❛✐❏❡❞ ❧❛t❡● ❑❏⑩ ➹❡ ▲❑✉❏❞❛●② t●✐♣❧❡❚ t❤❡❑●❡❍ ✐❍♣❧✐❡❚ t❤❛t Ú✗ Ü
Ý

❍ ❿ ➀ ✐❚ t❤❡ ●❡❚t●✐❝t✐❑❏ ❑① Ü
Ý

❍❿ ➀Ú

❑❏ ❚❑❍❡ ❞❑❍❛✐❏▲ ❑① ❡✐❣❡❏①✉❏❝t✐❑❏❚◗ ❋❤✐❝❤ ❋❡ ❋●✐t❡ ➔ ✗▲ ❉ ⑩ å❡ ❋✐❧❧ ❬●❚t ❝❑❏❚t●✉❝t ❛❧❧ ♣❑❚❚✐▲❧❡ ❚②❍❍❡t●✐❝

❡➘t❡❏❚✐❑❏❚ ❑① Ü
Ý

Ú❍❿ ➀ ❋✐t❤ ❞✐❤❡●❡❏t ▲❑✉❏❞❛●② ❝❑❏❞✐t✐❑❏❚ ❛❏❞ ❬❏❞ ❚❡❧①ë❛❞ì❑✐❏t ❑❏❡❚ ✗ Ü
Ý

Ú❍ ❿ ➀ ❛❚♠✡☛☞♠✡✌ ❚②❍❍❡t●✐❝

❡➘t❡❏❚✐❑❏❚➼✶⑩

✍☎✂❝✎✁✏✄✁✥✆ ✥❢ ❛ ✂☎❧❢✲❛❞❥✥✁✆✄ ☎①✄☎✆✂✁✥✆✳ ✐❏ t❤✐❚ ♣❛●t◗ ❋❡ ❝❑❏❚✐❞❡● t❤❡ ❛tt●❛❝t✐✈❡ ❝❛❚❡⑩ ú❡t ❯✑ ➮ ❸ ▲❡ ✐❏ t❤❡

❚♣❡❝t●✉❍ ❑① ✗ Ü
Ý

Ú❍ ❿ ➀◗ t❤❛t ✐❚ ➏❐
✒
◗ ❋✐t❤ ❍❑❍❡❏t✉❍ ➔ ➤✗ ✗❼ ❾ ◗ ✐❚ ❛❏ ❡✐❣❡❏①✉❏❝t✐❑❏ ❑① ✗ Ü

Ý
Ú❍ ❿ ➀ ❛❏❞ ▲❡❧❑❏❣❚ t❑ ✗❉ ⑩

➹❡●❡ ✐❚ ❚✉❝❤ ❯✑◗ ❑t❤❡●❋✐❚❡ t❤❡ ❚♣❡❝t●✉❍ ❑① ✗ Ü
Ý

Ú❍ ❿ ➀ ❋❑✉❧❞ ▲❡ ✐❏❝❧✉❞❡❞ ✐❏ ÜÚ ◗ ❋❤✐❝❤ ❝❛❚❡ ❋❡ ❡➘❝❧✉❞❡ ❧❛t❡● ❑❏⑩

➏❐
✒

✐❚ ♣●❑♣❑●t✐❑❏❛❧ t❑ ✓ ➣ ✗
✒

❺ ➱ ❼ ❺❿ ➀ ❳❋●✐t✐❏❣ î✑ ❲ è◆❳▼❦✑❨❨ ▲❡❝❛✉❚❡ ❑① ❳✸❨❩ ✐❏❞❡❡❞◗ ÚÛ➣ Ü
Ý

✒
➱ Þ ❿ ➀

❦ ◗ ❚❑ ❞❑❡❚ ➏❐
✒

▲②

❞❡❬❏✐t✐❑❏◗ ❋❤✐❧❡
➣✒

✃ ❞✐✈❡●❣❡❚◗ ❧❡tt✐❏❣ ê➏❮ ➔
✒

⑩ ➹❡ ❑t❤❡● ①❛❝t❑● ●❡❛❞❚ t❤❡❏ ↕
➈➏❒ ➔
✕

✒
✒ ◗ ❛ ❝❑❏❚t❛❏t ♣❤❛❚❡ ①❛❝t❑●

❋❤✐❝❤ ❝❛❏ ▲❡ ❬➘❡❞ ❛●▲✐t●❛●✐❧②⑩

Ù❏❡ ❑▲❚❡●✈❡❚ t❤❛t ❏❑t ❛❧❧ ①✉❏❝t✐❑❏❚ ✤✖ ▲❡❧❑❏❣ t❑ ✗❉ ◗ ▲❡❝❛✉❚❡ t❤❡ ❚❝❛❧❛● ♣●❑❞✉❝t ➣ ➣✘ ✙ ✢❻ ❻
✚ s

◗❋❤✐❝❤ ❋❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡

✐❏ í♣♣❡❏❞✐➘ ❳❚❡❡ ■✉♣♣❧❡❍❡❏t❛●② ✐❏①❑●❍❛t✐❑❏❨◗ ❋✐t❤ ❛●▲✐t●❛●② ❍❑❍❡❏t❛ ❦✛ ❲ è◆❳▼î✛❨◗ ✐❚ ❏❑t ❛❧❋❛②❚ ➷❡●❑⑩ ú❡t ✉❚

❡❚t❛▲❧✐❚❤ t❤✐❚ ●❡❚✉❧tt ❋❡ ❏❑t❡ ✜✣ t❤❡ ✦✉❧❡● ❝❑❏❚t❛❏t ❛❏❞ ❞❡❬❏❡ ①✉❏❝t✐❑❏ ❣✧t
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états liés dans la barrière de Coulomb

✹❙�✁✂✄☎✁✆✁� ❘✂✝✞❘☎❙ ✥ ✟✠✡✠✡☛ ☞✡✌✍✠✎✡ ✥ ✏✑✑✒✓✔✕✕✖✗✘✙✗✚✛✕✜✢✙✜✢✣✤✕✓✦✜✧★✤✩✢✪✢✩✫✪✜✦✦✩✪

✇✇✇✳✬✭✮✯✰✱✳✲✴✵✶✷✲✸✱✬✮✸♥✸✲✰✱✺✴✰✮✷✻✻✻✼✽✾✿❀❁❂✼❃❄❅❆❇❃❈❂✽✿❈❉❈❃❁❂❊❄❁✿❇❆

❋● ❍■ ❏ ❑ ❑ ❏▲ ▲❣ ▼ ▼ ①◆ ▼
▼

❖ P ❖◗ P ◗
❚

❚ ❯❜ ❞ ❱ ❲

t❤❡❳❨ t❤❡ ❩❝❛❧❛r ❬r♦❭✉❝t❩ r❡❛❭❩

❪ ▲ ❫
❴ ❵ ❵

❵ ❵
❢

❑
✐ ❑

❥ ❏ ❥ ❏❦ ❦
❦ ❦♠ ♠

♣ ♣
q q

❣ ❣❖ P ❖ P
❖◗ P ❖◗ P

❯
❖sP

❜ ❜
✈

②✈ ✈✈
✈ ②

② ✈③ ④
③ ④

⑤t❤⑥❩ ❡⑦❬r❡❩❩⑥♦❳ ⑥❩ ⑧❛❧⑥❭ ⑨❤❡❳ ⑩❶ ❷ ⑩❸ ❛❳❭ t❤❡ ❧⑥❹⑥t ⑥❩ ❺❻❼ t❤❡r❡❽♦r❡ ❛❳ ♦❬❡r❛t♦r ❛❭❹⑥tt⑥❳❾ ❛❧❧ ❩✉❝❤ ❡⑥❾❡❳❽✉❳❝t⑥♦❳❩
⑨♦✉❧❭ ❳♦t ❿❡ ❩➀❹❹❡tr⑥❝➁➂❶❶➃ ➄

➅❡t ➆ ➆■ ➇ ❢➈ ➈➉➊ ➉➋➌ ❪ ▲ ❫ ➍➎ ➏ ➏➐ ➑ ➒➓ ➐ ➓➔ → ➃ ➣❡ ⑨⑥❧❧ ❬r♦⑧❡ t❤❛t t❤❡ ❩❡t ♦❽ ❿♦✉❳❭ ❩t❛t❡❩ ♦❽ ➌➈ ↔➊↕ ❖ P ❝♦rr❡❩❬♦❳❭❩
t♦ ❽✉❳❝t⑥♦❳❩ ❾❡❳❡r❛t❡❭ ❿➀ ➌➙ ➎➛ q➐ ❖ P➑ ➓➔ ✈ ✈➆■ ➇ ❑ ➇➈ ➈↔➊ ❨ ❩♦ t❤❡ ❩❬❡❝tr✉❹ ♦❽ ➌↕ ❖ P➈ ↔➊ ⑨⑥❧❧ ❡⑦❛❝t❧➀ ❿❡ ➈ ↔➌➎ ➍ ➃
➅❡t ✉❩ ❝❤❛r❛❝t❡r⑥➜❡ ➈➎ ➃ ➝❡ ❝♦❳❭⑥t⑥♦❳ ➒➔ ➔③ ④➆ ➆ ❢❪ ❫ r❡❭✉❝❡❩ t♦

❵ ❵❢❣ ❣❖ P ❖ P ❖➞P❜ ❜② ✈
❩♦ ❵❢ ❢➈ ➟

➈➉➎ ➠ ➡➢ ➤➏ ❣ ❣➑ ❖ P❜ → ❜✈ ➃ ➣❡ ❩t✉❭➀ t❤❡ ➜❡r♦❩ ♦❽ ➥➦⑤⑩❻ ➧➥➦⑤⑩➨❻ ❽✉rt❤❡r ♦❳➃ ⑤➩❻ ⑥❹❬❧⑥❡❩ t❤❛t ❛❳➀ ❽✉❳❝t⑥♦❳
➫➭ ♦rt❤♦❾♦❳❛❧ t♦ ➔➆ ➋ ♦❿❡➀❩ ➥➦⑤⑩❻ ➯ ➥➦⑤⑩➨❻ ❩♦ ❛❧❧ ❽✉❳❝t⑥♦❳❩ ⑥❳ ➈➙ ❛r❡ ❡⑥t❤❡r ❬r♦❬♦rt⑥♦❳❛❧ ♦r ♦rt❤♦❾♦❳❛❧ t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r➃ ➲➀ ❝♦❳❩tr✉❝t⑥♦❳❨ ➈➙ ⑥❩ ❹❛⑦⑥❹❛❧❨ ❿❡❝❛✉❩❡ ❛❳➀ ❽✉❳❝t⑥♦❳ ♦rt❤♦❾♦❳❛❧ t♦ ➆ ➋➔ ❿❡❧♦❳❾❩ t♦ ⑥t❼ t❤❡r❡ ❝❛❳❳♦t ❿❡ ❛❳➀
♦t❤❡r ❡⑥❾❡❳❽✉❳❝t⑥♦❳ ⑥❳ ➳➈ ❝♦rr❡❩❬♦❳❭⑥❳❾ t♦ ❛ ❿♦✉❳❭ ❩t❛t❡❨ ❩♦ ➵ ➇ ➇ ➸➈ ➈ ➈➳ ➎ ➙➏➐ ➑ ➓→ ➃ ➺♦⑨❡⑧❡r❨ ⑨❡ ❝❛❳❳♦t ❝❧❛⑥❹
➀❡t t❤❛t t❤⑥❩ ⑥❳❝❧✉❩⑥♦❳ ⑥❩ ❛❳ ❡➻✉❛❧⑥t➀❨ ❿❡❝❛✉❩❡ t❤❡ ❩❝❛❧❛r ❬r♦❭✉❝t ♦❽ ❛ ❿♦✉❳❭ ❩t❛t❡ ⑨⑥t❤ ❛ ❽r❡❡ ♦❳❡ ❝♦✉❧❭ ❿❡ ❭⑥➼❡r❡❳t
❽r♦❹ ➜❡r♦➃

➅❡t ✉❩ ❭⑥❩❝❛r❭ t❤⑥❩ ❬♦❩❩⑥❿⑥❧⑥t➀ ❛❳❭ t❤✉❩ ❬r♦⑧❡ ➏➐ ➑ ➓→➵ ➇ ➇ ❢➈ ➈ ➈➳ ➎ ➙ ➃ ➅❡t ✉❩ ❡⑦❛❹⑥❳❡ ❽r❡❡ ❩t❛t❡❩➃ ➅❡t ➽➈ ❿❡
t❤❡ ❩❡t ♦❽ ❽✉❳❝t⑥♦❳❩ ➾➚ ➯ ➪➭❨ ⑨⑥t❤ ➶ ➹ ➘ ❛❳❭ ❹♦❹❡❳t✉❹ ❢q ➏❨ ❩✉❝❤ t❤❛t

➒ ❖➴P➔ ➔➆ ➷ ❢ ➬➋❪ ❫

➮❛❝❤ ➵ ➇ ➈→ ➽ r❡❛❭❩ ▼ ➱ q ▼ ✃ q ▼❖ P ❖ P ❖ P→➵ ❐ ❒❢ ❏❦➈ ❦ ❦➈ ❦ ✉❩⑥❳❾ ⑤❮❻➃ ➅❡t ✉❩ ❭❡❰❳❡ ➥ÏÐ
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états liés dans la barrière de Coulomb
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états liés dans la barrière de Coulomb
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✇✇✇✳✬✭✮✯✰✱✳✲✴✵✶✷✲✸✱✬✮✸♥✸✲✰✱✹✴✰✮✷✺✺✺✻✼✾✿❀❁❂✻❃❄❅❆❇❃❈❂✼✿❈❉❈❃❁❂❊❄❁✿❇❆

❋①●st❍■❝❍ ❏❢ ❑ ▲❏✉■❞ st❑t❍▼ ◆❡ ❖❧❛PP◗❚❖❛❯◗✐❱ ✐❲ P❡❧❲❳❛❨❥✐◗❱❯ ❡❩❯❡❱P◗✐❱P ✐❲ ❬❭❪❫❴ ❵ ◗P ❛❖❤◗❡✈❡❨❜ ❡❩❖❡❣❯ ❯❤❛❯
❦❡ ❨◗❨ ❱✐❯ ❣r✐✈❡ ❯❤❡ ❡❩◗P❯❡❱❖❡ ✐❲ ❛ ♠✐♦❱❨ ❡◗♣❡❱P❯❛❯❡ q ②③④ ⑤ ✐❲ ❬❫ ❴ ❵⑥ ❭❪ ❛PP✐❖◗❛❯❡❨ ❯✐ ❯❤❡ ❡◗♣❡❱✈❛❧♦❡ ⑦⑧ ⑨ ⑩ ◗❱ ♠✐❯❤
❛❯❯r❛❖❯◗✈❡ ❛❱❨ r❡❣♦❧P◗✈❡ ❖❛P❡P❶

❷❡ P♦❣❣✐P❡ ❛❨ ❛♠P♦r❨♦❸ ❯❤❛❯ ❯❤❡ P❣❡❖❯r♦❸ ◗P ◗❱❖❧♦❨❡❨ ◗❱ ❬❭❶ ❷❡ ❖✐❱P◗❨❡r ❯❦✐ ❡◗♣❡❱❲♦❱❖❯◗✐❱P ③❹❺ ❛❱❨ ❺③❻❶
❷❡ ❖❛❱ ❖❤✐✐P❡ ❸✐❸❡❱❯❛ ❼❽ ❾ ❼❿❜ ✐❯❤❡r❦◗P❡ ⑥ ❭

❪❬❫ ❴ ❵ ❦✐♦❧❨ ✐❱❧➀ ❛❖❯ ✐❱ ❲♦❱❖❯◗✐❱P ➁ ❹➂ ❛❱❨ ➃ ❹➂ ❜ ❦❤◗❖❤ ❱✐r❸ ❛r❡
◗❱❚❱◗❯❡➄ ❱✐ ◗❱❯❡♣r❛♠❧❡ ❲♦❱❖❯◗✐❱ ❖✐♦❧❨ ♠❡ ❖✐❱P❯r♦❖❯❡❨ ❛❱❨ ❯❤◗P ❡❩❯❡❱P◗✐❱ ❦✐♦❧❨ ❱✐❯ ♠❡ ❣❤➀P◗❖❛❧❶ ◆❡ P❛❸❡ ❛r♣♦❳
❸❡❱❯ ❤✐❧❨P ◗❲ ❯❤❡r❡ ◗P ✐❱❧➀ ✐❱❡ ❡◗♣❡❱❲♦❱❖❯◗✐❱❶

➅P◗❱♣ ➆➇➈ ❛❱❨ ➆➉➈❜ ✐❱❡ ♣❡❯P

➊ ➋ ➌
➍

➋ ➌
➍
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➍ ➍❺ ❺ ➎

➏

➐

➑
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➏ ➓ ➓ ➏

➔

→

➣➣➣➣➣➣
➎ ↔➂

➂
➂

➂ ➂ ➂
↕ q ②

➙ ➙
➛

➛
➛

➛ ➛ ➛
➜ ➜

➝ ➝
❴ ❴ ❵ ❴ ❵❵ ➞③ ③

③ ③ ③ ③ ③ ③
➟ ➟➠➡ ➡

➡
➠ ➡

➠ ➡❹ ❻
❹ ❹ ❻

❻
❻ ❻ ❹

❹
❹ ❻
❹ ❻

➢❲ ➞③❹➌ ➎ ❛❱❨ ➌ ➤ ➞③❻ ❜ ✐❱❡ ♣❡❯P ➞③❹➋ ➎ ❜ ❦❤◗❖❤ ◗P ◗❸❣✐PP◗♠❧❡ P◗❱❖❡ ❺ ➤ ➞③❹ ❶ ➥✐❜ ❡◗❯❤❡r ♠✐❯❤ ➦➌③ ❛r❡ ➧❡r✐❜ ✐r ♠✐❯❤
❛r❡ ❨◗➨❡r❡❱❯ ❲r✐❸ ➧❡r✐❶ ➢❱ ❯❤❡ ❚rP❯ ❖❛P❡❜ ❯❤◗P ❣r✐❣❡r❯➀ ❡❩❯❡❱❨P ❯✐ ❛❧❧ ❲r❡❡ P❯❛❯❡P❜ ❦❤◗❖❤ ❛r❡ ❯❤❡r❡❲✐r❡ ❛❧❧ ➩➀❨♠❡r♣ ❲r❡❡
✐❱❡P➄ ❯❤♦P❜ ❬⑥ ❭

❪❫ ❴ ❵ ❖❛❱ ❡❩❯❡❱❨ ✐❱ ❛❧❧ P❯❛❱❨❛r❨ ➩➀❨♠❡r♣ P✐❧♦❯◗✐❱P❜ ◗❱❖❧♦❨◗❱♣ ♠✐♦❱❨ ✐❱❡P❜ ❦❤◗❖❤ ❖✐❱❯r❛❨◗❖❯P ✐♦r
❤➀❣✐❯❤❡P◗P❶

◆❡ r❡❸❛◗❱◗❱♣ ❖❛P❡ ❧❡❛❨P ❯✐ ➦➌ ➤ ➞③ ➫➭ ➯ ➲❜ ➇❜ ❦❤◗❖❤ ❸❡❛❱P ❯❤❛❯ ❸✐❸❡❱❯❛ ❼➳ ❖✐rr❡P❣✐❱❨ ❯✐ ❱✐❱ ➩➀❨♠❡r♣
P❯❛❯❡P❶ ➵♦❧❯◗❣❧➀◗❱♣ ♠➀ ➸ ➸

➺ ➺➻ ➻
➼ ➼
❹ ❻
❹ ❻

❜ ✐❱❡ ♣❡❯P

➽
➍

➽
➍

➍ ➍➏ ➓ ➓ ➏ ➎ ↔
➂ ➂➛ ➛

➜ ➜
➝ ➝

❴ ❵ ❴ ❵ ➞
❴➾➞❵

③ ③
➟ ➟

➡

➠

➡

➡
➠ ➡

❹ ❹ ❻ ❻

➚❱❡ ❖❛❱ ❛PP♦❸❡ ③➪➌ r❡❛❧❜ ❦◗❯❤✐♦❯ ❧✐PP ✐❲ ♣❡❱❡r❛❧◗❯➀❶ ➶❡❯ ♦P ❨❡❚❱❡ ❯❤❡ r❡❛❧ ❛❱❨ ❣♦r❡❧➀ ◗❸❛♣◗❱❛r➀ ❣❛r❯P ✐❲ ❡◗♣❡❱❳
P❯❛❯❡P ③➪❺ ❜ ➹❺ ➎ ❺❴ ❵③➘ ③➪ ➪ ❛❱❨ ➦ ➴❺ ➎ ❺❴ ❵③➷ ③➪ ❶ ➥◗❱❖❡ ➆➲➈ ◗P r❡❛❧❜ ♠✐❯❤ ③➘ ➪❺ ❛❱❨ ③➷ ➪❺ ❛r❡ ❡◗♣❡❱❲♦❱❖❯◗✐❱P ❛PP✐❖◗❛❯❡❨ ❯✐ ❯❤❡
P❛❸❡ ❸✐❸❡❱❯♦❸ ❼➳❶ ➬➀ ❖✐❱P❯r♦❖❯◗✐❱ ➆➌③➪ r❡❛❧➈❜ ❺ ➮ ➂➁③➷ ➪ ➪❜ ❦❤◗❖❤ ❖✐rr❡P❣✐❱❨P ❯✐ ❛ ➩➀❨♠❡r♣ P❯❛❯❡ ➆♠❡❖❛♦P❡

➱ ✃➜❐ ③➡ ➎ ❒❮ ❜ ❖❲❶ P❡❖❯◗✐❱ ❰Ï❧❛PP◗❚❖❛❯◗✐❱ ◗❱ ❯❤❡ ❛❯❯r❛❖❯◗✈❡ ❖❛P❡Ð❜ ◗❱ ❦❤◗❖❤ ❯❤◗P ◗❯❡❸ ❤✐❧❨P ♠✐❯❤ ❲✐r r❡❣♦❧P◗✈❡ ✐r ❛❯❯r❛❖❳
❯◗✈❡ ❖❛P❡➈ ❛❱❨ ◗P ❖✐❱❯r❛❨◗❖❯✐r➀❜ ♦❱❧❡PP ❺ ➎ ➞③➷ ➪ ❶ Ñ❧❯✐♣❡❯❤❡r❜ ❯❤◗P ◗❸❣❧◗❡P ❯❤❛❯ ③➪➽ ◗P r❡❛❧ ➫➭ ➯ ➲❜ ➇❶ Ò✈❡❱❯♦❛❧❧➀❜ ✐❱❡ ♣❡❯P
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❹ ❹ ❻ ❻➽
➍

➍
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➍
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➂ ➂

P✐ ➜ ❴ ❵➻
➟➡

➼❻
➍➏Ô

➂
➺ ◗P ❛ r❡❛❧ ❖✐❱P❯❛❱❯❜ ❦❤◗❖❤ ❦❡ ❦r◗❯❡ ÕÖ❶ ×r✐❸ ❯❤❡ ❖❧❛PP◗❚❖❛❯◗✐❱P ❛♠✐✈❡❜ ✐❱❡ ✐♠P❡r✈❡P ❯❤❛❯ ❛❧❧ ❲♦❱❖❯◗✐❱P

ØÙ ❛r❡ ❡◗♣❡❱❲♦❱❖❯◗✐❱P ✐❲ ⑥ ❭❪Ú ❬❫ ❴ ❵❜ ❦❤◗❖❤ ❣r✐✈❡P ❛❱ ❡❩❯❡❱P◗✐❱ ✐❲ ⑥ ❭❪❬❫ ❴ ❵ ❛❱❨ ❯❤❡r❡❲✐r❡ ❖✐❱❯❛◗❱P ♠✐♦❱❨ ❡◗♣❡❱P❯❛❯❡P❶
❷❡ ❤❛✈❡ r❡❛❖❤❡❨ ❛ ❖✐❱❯r❛❨◗❖❯◗✐❱❶ ➢❱ ❛❧❧ ❖❛P❡P❜ ❦❡ ❤❛✈❡ P❤✐❦❱ ❯❤❛❯ ❯❤❡r❡ ◗P ❛❯ ❧❡❛P❯ ✐❱❡ ♠✐♦❱❨ P❯❛❯❡❶ Û

➢❱ ❯❤❡ r❡❣♦❧P◗✈❡ ❖❛P❡❜ ◗❯ ◗P ❯❤❡ ✐❱❧➀ ✐❱❡❶ ➢❱ ❯❤❡ ❛❯❯r❛❖❯◗✈❡ ❖❛P❡❜ ❯❤❡➀ ❛r❡ ◗❱❚❱◗❯❡❧➀ ❸❛❱➀➄ ❧❡❯ ♦P P❯♦❨➀ ❯❤❛❯ ✐❲
❤◗♣❤❡P❯ ❡❱❡r♣➀❶

Ü❑①●Ý✉Ý ❏❢ Þßß ▼ ×✐r ❯❤❡ ❛❯❯r❛❖❯◗✈❡ ❖❛P❡❜ à á ⑩❜ P✐ ✐❱❡ ◗P ◗❱❯❡r❡P❯❡❨ ◗❱ ❯❤❡ ❸❛❩◗❸❛❧ ✈❛❧♦❡ à⑧ âãä ❖✐rr❡P❣✐❱❨❳
◗❱♣ ❯✐ ❯❤❡ ❸❛❩◗❸♦❸ ✐❲ ⑥å ❶ ◆❡r❡ ❡❩◗P❯P P♦❖❤ ❛ ❸❛❩◗❸♦❸❜ ❯❤◗P ◗P ✈◗P◗♠❧❡ ✐❱ ×◗♣❶ æ❜ ❦❤◗❖❤ ◗P ❛ ❖❧✐P❡ ❲✐❖♦P ✐❲ ×◗♣❶ ➲
◗❱ ❯❤❡ ◗❱❯❡r✈❛❧ ç

èé➏
ê
ëìÓ ➞➠

➡ ❶ í✐ ♠❡ ❸✐r❡ ❣r❡❖◗P❡❜ ❯❤❡ P❧✐❣❡ ✐❲ ❖♦r✈❡ î➍ ④ ④ï ïð ð➺↕ q ②ñ❻ ❻ ❛❯ à ➯ ⑩ r❡❛❨P ò ó
➡
ô õ ❦❤◗❖❤ ◗❱❨◗❖❛❯❡P

❯❤❛❯ ❯❤❡ ❖♦r✈❡P ❖✐rr❡P❣✐❱❨◗❱♣ ❯✐ ➩➀❨♠❡r♣ ❡◗♣❡❱P❯❛❯❡P❜ ➏ ö ❪÷ø ❜ ❛r❡ ù❛❯❜ ❦❤◗❧❡ ❯❤❡ P◗♣❱ ✐❲ ❯❤❡ P❧✐❣❡ ✐❲ ❯❤❡ ✐❯❤❡r
❖♦r✈❡P ◗P ❣✐P◗❯◗✈❡ ❲✐r úûüý ❡✈❡❱ ❛❱❨ ❱❡♣❛❯◗✈❡ ❲✐r úûüý ✐❨❨❶ ◆❡r❡❲✐r❡❜ ❯❤❡ ❸❛❩◗❸❛❧ à á ⑩❜ r❡❧❛❯❡❨ ❯✐ ❛❱ ❡❱❡r♣➀

åö ⑥þ ◗P ❯❤❡ ❚rP❯ ➧❡r✐ ❲r✐❸ ❯❤❡ r◗♣❤❯❶ ◆❡ ✐❱❧➀ ❨◗ÿ❖♦❧❯ ❖❛P❡ ❦✐♦❧❨ ♠❡ ❯❤❛❯ ✐❲ ❯❤❡ ù❛❯ ❖♦r✈❡P➄ ❯❤❡P❡ ❤✐❦❡✈❡r ❖✐r❳
r❡P❣✐❱❨ ❯✐ ❯❤❡ P❯❛❱❨❛r❨ ➩➀❨♠❡r♣ P✐❧♦❯◗✐❱P ö ➏ ❪÷ø ❜ ❯❤❡ ❸❛❩◗❸❛❧ ✈❛❧♦❡ ✐❲ ❦❤◗❖❤ ◗P ◗❱❨❡❡❨ ✣➲❶ Û

❋✐�✉✁❡ ✂✳ ✗ ✈❡rP♦P à ◗❱ ❯❤❡ r❡❣♦❧P◗✈❡ ❖❛P❡❶ ◆❡ ❛P➀❸❣❯✐❯❡ ✗ ➯ ➇✍❊ ◗P ❨r❛❦❱ ❦◗❯❤ ❛ ❨❛P❤❡❨ ❧◗❱❡❶
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états liés dans la barrière de Coulomb
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✐❯❥ t❢ ♦❢✉❯❞ ❳t❛t❡❳ r❡❛❞❳ ♠♣qs✈ ❭ ❡①②③ ♦✉t ✉❳✐❯❥ r❡❳❝❛❧❡❞ ④⑤q⑥✈ ❭ ♠⑦q⑧⑥✈ ❛❯❞ r❡❯❢r❵❛❧✐⑨✐❯❥ ♦⑩ ❶⑦③ ❢❯❡ ❥❡t❳
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➄
➅➆➇

➈
➉

➊

❣❢r ❛❧❧ ➋➄ ➌ ➍
➎

♦✉t ❯❢t ❣❢r ⑥ ❭ ❪ q ➏ ❭ ➐ ✐❯ t❤❡ r❡❲✉❧❳✐❩❡ ❝❛❳❡③ ➏ ❭ ➑ ✐❯ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐❩❡ ❢❯❡✈❫ ➒❡ ❳❢ ❝❛❧❧❡❞ ✐❯➓❯✐t❡

❡❯❡r❥⑩ ➑➔ ❱❢✉❧❞ ❝❢rr❡❳❲❢❯❞ t❢ ❛ ❳✐❯❥✉❧❛r ❞✐❳tr✐♦✉t✐❢❯ ❱✐t❤ →❪➣ ❳✉❲❲❢rt❫ ❴❢❢↔✐❯❥ ❣❢r ❳✉❝❤ ❛ ❳❢❧✉t✐❢❯③ ❢❯❡ ❳✉♦❦

❳t✐t✉t❡❳ ↕➙ ➙
➙

➊ ➊
➛ ➜

➝ ➞❿ ➟ ➠
➡ ✐❯ q➢✈❫ ❚❯ t❤❡ ❬ ❭ ❪ ❧✐❵✐t③ ❛❧❧ ❝❢❡➤❝✐❡❯t❳ ➥➦ ❛r❡ ❣❢✉❯❞ ⑨❡r❢③ ❱❤✐❝❤ ❞❡➓❯✐t❡❧⑩ ❞✐❳❝❛r❞❳ ❳✉❝❤

❳❢❧✉t✐❢❯❫

➒❡ ❧✐❵✐t ❬ ❜ ❪ ❢❣ ❡✐❥❡❯❣✉❯❝t✐❢❯❳ ❝❢rr❡❳❲❢❯❞✐❯❥ t❢ ❣r❡❡ ❳t❛t❡❳ r❡❛❞❳ ➧ ➄ ➄➨ ➩ ➫➆➭➨ ➩➊ ❿ ❛❯❞ ➯ ➄ ➄➨ ➩ ➲➳➫➨ ➩➊ ❿ ❫ ➵❳✐❯❥

r❡❳❝❛❧❡❞ ➸♣q⑥✈ ❭ ➺♣➻♣q⑧⑥✈ ➐ ➼♣➽♣q⑧⑥✈ q♦✉t ❯❢ r❡❯❢r❵❛❧✐⑨❛t✐❢❯ ✐❳ ❯❡❡❞❡❞③ ❳✐❯❝❡ t❤❡ ❧✐❵✐t ❢❣ ➾⑦ ✐❳ ➢✈③ ❢❯❡ ❥❡t❳
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➄
➯

➄
➅➆➇

➈
➉ ➶➭➹ ➅➆➇

➈
➘

➒❡ ➓r❳t ✐❳ ⑨❡r❢ ❳❢ t❤❡ ❧✐❵✐t ❢❣ ❡✐❥❡❯❣✉❯❝t✐❢❯❳ ❱❤❡❯ ➴ ❜ ➐➔ ✐❳ t❤❡ ❝❢❯❳t❛❯t ❣✉❯❝t✐❢❯ ➷q⑥✈ ❭ ➢❫

➬❩❡❯t✉❛❧❧⑩③ ❱❡ ❳❤❢✉❧❞ ❝❢❵❲❛r❡ t❤❡❳❡ ❧✐❵✐t❳ t❢ t❤❡ ❳❢❧✉t✐❢❯❳ ❢❣ q➢✈③ ❱❤❡r❡ ❬ ✐❳ r❡❲❧❛❝❡❞ ♦⑩ ❪❫ ➮❤❡⑩ r❡❛❞

➱✃q⑥✈ ❭ ➥⑥ ➐ ❐③ ♦✉t ➥ ❒ ❪ ❥✐❩❡❳ ❞✐❩❡r❥❡❯t ❯❢❯ ❲❤⑩❳✐❝❛❧ ❣✉❯❝t✐❢❯❳③ ❳❢③ ✉❲ t❢ ❛❯ ❛r♦✐tr❛r⑩ ❲❤❛❳❡③ ❢❯❡ ➓❯❞❳ ❐ ❭ ➢③

❱❤✐❝❤ ✐❳ t❤❡ ➴ ❭ ➐➔ ❧✐❵✐t❫ ❮

❚❯❝✐❞❡❯t❛❧❧⑩③ ❱❡ ❛r❡ ✐❯ ❲❢❳✐t✐❢❯ t❢ ❞✐❳❝✉❳❳ t❤❡ ❧❢❯❥❦❳t❛❯❞✐❯❥ ❝❧❛✐❵❰ ❢❣ ❛ ❳❢❧✉t✐❢❯ Ï ÐÑÒ➡ ❱✐t❤ ❡❯❡r❥⑩ ➑➔Ó ❱❡

❳❡❡ t❤❛t t❤✐❳ ❳❢❧✉t✐❢❯ ❞❢❡❳ ❯❢t ❡❨✐❳t③ ❲✉tt✐❯❥ ❛❯ ❡❯❞ t❢ t❤✐❳ ❢❧❞ ❳t❢r⑩❫

ÔÕÖ×ØÖÖÕÙÚ ÙÛ ÖÙÜÝ ÞßàáÕ×Øâßà ×ßÖÝÖã ❶äåäæçè➴é êëèséäëìê❫ í❡ ❝❢❯❳✐❞❡r t❤❡ ❛ttr❛❝t✐❩❡ ❝❛❳❡❫ í❤❡❯

î ❜ ➏➔③ ❢❯❡ ❥❡t❳ t❤❡ ï✐r✐❝❤❧❡t ❝❢❯❞✐t✐❢❯ ➱ðq❪✈ ❭ ❪❫ ñ❢r ♦❢✉❯❞ ❳t❛t❡❳③ t❤✐❳ ❝❛❯ ♦❡ ❳❤❢❱❯ ♦⑩ ❡❨❛❵✐❯✐❯❥ t❤❡ ❧✐❵✐t

④⑤q❪ò✈ ❭ ❶⑦óôq➢ ➐ ❬✈③ ❱❤✐❝❤ ❱❡ ❥✐❩❡ ✐❯ ❳❡❝t✐❢❯ õö❧❛❳❳✐➓❝❛t✐❢❯ ✐❯ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐❩❡ ❝❛❳❡÷ ❛❯❞ ❱❤✐❝❤ ✐❳ ❛❧❳❢ ❩❛❧✐❞ ✐❯ t❤❡

r❡❲✉❧❳✐❩❡ ❝❛❳❡❫ ñ❢r ❣r❡❡ ❳t❛t❡❳③ t❤✐❳ ❣❢❧❧❢❱❳③ ➓r❳t❧⑩③ ❣r❢❵ t❤❡ ❣❛❝t t❤❛t ø⑤ ❜➔③ ❛❳ ❳❤❢❱❯ ✐❯ t❤❡ ❳❛❵❡ ❳❡❝t✐❢❯③ ❱❤✐❝❤

✐❵❲❧✐❡❳ ➼⑤ ❜ ❪ ❳❢ ➱ð ù ➻⑦③ ❳❡❝❢❯❞❧⑩ ❣r❢❵ t❤❡ ❧✐❵✐t ➻⑦q❪ò✈ ❭ ❪③ ❳t✐❧❧ ❲r❢❩❡❞ ✐❯ t❤❛t ❳❡❝t✐❢❯❫ ➒❡❯③ t❤❡ ❝❢rr❡❳❲❢❯❞✐❯❥

❩❛❧✉❡❳ ❢❣ ➡ú ❛r❡ ❡❨❛❝t❧⑩ ➑ûüóqýìü✈③ ❣❢r ❛❧❧ þ➌
➎

ÿ ③ ❱❤✐❝❤ ✐❳ t❤❡ ❳t❛❯❞❛r❞ ❞⑩❞♦❡r❥ ❳❲❡❝tr✉❵ q✐❯ ❞✐❵❡❯❳✐❢❯❧❡❳❳

✉❯✐t✈❫ t❢r❡❢❩❡r③ t❤❡ ❣✉❯❝t✐❢❯ ❬ ✘ îq❬✈ ❭ ➑❣❜q❬✈ r❡❳❲❡❝t❳ îq❬ ➐ ➢✈ ❭ îq❬✈ ❣❢r ❛❧❧ ❬ ❭ ➑ì ❱✐t❤ ÿ ➌
➎

þ ❛❯❞ ❢❯❧⑩

❣❢r t❤❡❳❡ ❩❛❧✉❡❳❫

❚❯ t❤❡ r❡❲✉❧❳✐❩❡ ❝❛❳❡③ ❢❯❡ ❵✉❳t r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡r❡ ✐❳ ❯❢ ❞⑩❞♦❡r❥ ❳t❛t❡③ ❡❩❡❯ ✐❯ t❤❡ ❧✐❵✐t î ❜ ➑➔③ ❳❢ t❤✐❳ ❞✐❳❝✉❳❦

❳✐❢❯ ✐❳ ❯❢t r❡❧❡❩❛❯t ❣❢r t❤✐❳ ❝❛❳❡❫

◆➴s♠➥ìì êëèséäëìê♥ ➒❡ ❝❛❳❡ î ❭ ❪ ❱✐❧❧ ♦❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡❡✉❵❛❯❯ ❳❢❧✉t✐❢❯❳③ ♦❡❝❛✉❳❡ t❤❡ ➓❯✐t❡ ❲❛rt❰✶ ❢❣ Ñ ➌✔ ❉� ➊③

❱❤❡r❡ t❤❡ ❡❳❳❡❯t✐❛❧ ❞✐❩❡r❥❡❯t ❣✉❯❝t✐❢❯ ❧ÿ ✁ ➄➨ ➩ ✐❳ ❧❡s ❛❳✐❞❡③ ✐❳ ❡❨❛❝t❧⑩ ⑨❡r❢ ❛t ⑥ ❭ ❪❫ ➒❡❳❡ ❣✉❯❝t✐❢❯❳ ❛r❡ ❩❡r⑩ ❝❧❢❳❡

t❢ t❤❡ ❛❯❢❵❛❧❢✉❳ ❳❢❧✉t✐❢❯❳ ❢❣ r❡❣❫ ❰❰③ ❤❢❱❡❩❡r t❤❢❳❡ ❞❢ ❯❢t ♦❡❧❢❯❥ t❢ ❛ ❳✐❯❥❧❡ ❡❨t❡❯❳✐❢❯Ó t❤❡⑩ ❛r❡ ❲r❢❲❢rt✐❢❯❛❧ t❢

➽⑦ ✐❯ t❤❡ ❣r❡❡ ❳❲❡❝tr✉❵ ❛❯❞ ❝❢rr❡❳❲❢❯❞ t❢ ø⑤ ❭ ❪❫ í❡ ❤❛❩❡ ❳❤❢❱❯ ❲r❡❩✐❢✉❳❧⑩ t❤❛t ✌ ❸ ❸❿ ✤
➀

✂
✄ ✄➨ ➨ ➩ ➨ ➩➩❦ ❈ ❢ ☎

✷
✆ ③ ❱❤✐❝❤

⑨❡r❢❳ ❛r❡ ❯❢t ❡❨❛❝t❧⑩ ❲❡r✐❢❞✐❝③ ❢❯ t❤❡ ❝❢❯tr❛r⑩③ ❡❛❝❤ ❢❯❡ ♦❡❧❢❯❥❳ t❢ ❛ ❞✐✝❡r❡❯t ❡❨t❡❯❳✐❢❯❫ ➒❡ ❩❡r⑩ ❳❵❛❧❧ ❞✐✝❡r❡❯❝❡

♦❡t❱❡❡❯ ❛❯⑩ ❳✉❝❤ ❛❯❢❵❛❧❢✉❳ ❳t❛t❡ ❛❯❞ t❤❡ ❝❧❢❳❡❳t ❡❡✉❵❛❯❯ ❢❯❡ ❡❨❲❧❛✐❯❳ t❤❡ ❳❵❛❧❧ ❩✐❢❧❛t✐❢❯ ❢❣ ❢rt❤❢❥❢❯❛❧✐t⑩ t❤❛t

❋✐✞✉✟✠ ✡✳ ❍❡r❡ ✐❳ ❛ ⑨❢❢❵ ❢❣ ñ✐❥❫ ➢ ✐❯ t❤❡ ✐❯t❡r❩❛❧ ✱ ➉
☛

✷
❷
❸❹
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états liés dans la barrière de Coulomb
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✇✇✇✳✭✮✯✰✱✲✳✴✵✷✸✹✴✺✲✭✯✺♥✺✴✱✲✻✵✱✯✹✼✼✼✽✾✿❀❁❂❃✽❄❅❆❇❈❄❉❃✾❀❉❊❉❄❂❃❋❅❂❀❈❇

●❍s ■❍❧■✉❧❍t❡❞❏❏ ❑●❤❡▲ ▼ ◆❖P t❤❡ ❞◗❚❡❯❡▲■❡ ❝❡t●❡❡▲ ❱❡✉❲❍▲▲ ❍▲❞ ❍▲♦❲❍❧♦✉s s♦❧✉t◗♦▲s t❡▲❞s t♦ ❳❡❯♦P ❍s ●❡❧❧

❍s t❤❡ s■❍❧❍❯ r❯♦❞✉■ts ❝❡t●❡❡▲ ❍▲♦❲❍❧♦✉s s♦❧✉t◗♦▲s❨❩

❬s ◗s ●❡❧❧ ✉▲❞❡❯st♦♦❞ ▲♦●P t❤❡ ■♦❯❯❡■t ■❤♦◗■❡ ◗s t♦ ■♦▲s◗❞❡❯ ❭✉▲■t◗♦▲s ◗▲ ❪❫❩ ❴▲ t❤❡ ■♦▲t❯❍❯②P ◗t ◗s ▲♦t r❤②s◗■❍❧

t♦ ■♦▲s◗❞❡❯ ❍▲② t●♦ ❍▲♦❲❍❧♦✉s st❍t❡s t♦❵❡t❤❡❯❏❛P ❝❡■❍✉s❡ t❤❡② ❞♦ ▲♦t ❝❡❧♦▲❵ t♦ t❤❡ s❍❲❡ s❡❧❭❜❍❞❥♦◗▲t ❡❢t❡▲s◗♦▲❩
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❝❡t●❡❡▲ t❤❡ ❞❡❯◗❸❍t◗❸❡ ♦❭ t❤❡ ●❍❸❡❭✉▲■t◗♦▲ ❍▲❞ t❤❡ ●❍❸❡❭✉▲■t◗♦▲ ◗ts❡❧❭ ●❤❡▲ ➅ ◆ ➆P ➇➈➉➊ ➋➌➍➎➊➇➏➎➐➑➒

➎➓➉ ➔➐→➉➊➒➉➑➎ ➎➉➊➣ ↔↕ ❾➀ ➁➙➛ ❑ ➜ ➝ ➞ ●❤❡▲ t❤❡ r♦t❡▲t◗❍❧ ◗s ❍tt❯❍■t◗❸❡P ➜ ➝ ➟ ●❤❡▲ ◗t ◗s ❯❡r✉❧s◗❸❡❨❩
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états liés dans la barrière de Coulomb
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✇✇✇✳✭✮✯✰✱✲✳✴✵✷✸✹✴✺✲✭✯✺♥✺✴✱✲✻✵✱✯✹✼✼✼✽✾✿❀❁❂❃✽❄❅❆❇❈❄❉❃✾❀❉❊❉❄❂❃❋❅❂❀❈❇
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⑧
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❏
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▼
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◆
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❥ ❥ ❥❖P◗ ❚✐❯ ❖ ◗ ❖ ◗
❱
❱

❲ ❳
❲ ❳❨

❩
❬❡❭ ❪s ❫❴❵❭❛❵❪❡ ❭❤❡ ❜r❴❴❢ ❫❴❵❫❡r❵❛❵❣ ❵❴❵ ❝②❞❦❡r❣ ❢r❡❡ s❭❧❭❡s♠ ♦❤❛❫❤ ♦❧s s♣❡❭❫❤❡❞ ❛❵ ❭❤❡ ❜r❡✈❛❴❪s s❡❫❭❛❴❵q t❡ ❫❤❴❴s❡
✉ ③④⑤❨ ❧ ❵❴❵ ❝②❞❦❡r❣ ❦❴❪❵❞ s❭❧❭❡ ❧❵❞ ✉ ③⑤❩④ ❧ ❵❴❵ ❝②❞❦❡r❣ ❢r❡❡ ❴❵❡ ⑥♦❡ ❧ss❪⑦❡ ❭❤❡❛r ❡⑨❛s❭❡❵❫❡⑩ ❴❵❡ ❴❦s❡r✈❡s ❭❤❧❭ ❭❤❡②
❧r❡ ❛❵❞❡❜❡❵❞❡❵❭❶q ❷❴ ④ ❸❍ ❹

❺ ❻❼⑤ ❽❨ ❨ ❨♠
❾❼⑤ ❽❨ ❨ ❨④ ❸❍ ❹

❿ ➀ ♠ ➁ ➂⑤ ❽ ❽❩ ❩ ❩ ❩ ❩④ ➃ ➄❍ ❏❹ ❹❺ ❻ ❻ ❧❵❞ ➁ ➂⑤ ❽ ❽❩ ❩ ❩ ❩ ❩④ ➃ ➄❍ ❏❹ ❹❿ ➀ ➀❾ ❾ ♠ ♦❛❭❤
❸ ❸❍ ➅➀ ❻➆➇❽

➈
❽❨ ❨ ❧❵❞➄ ➄❍ ➅➀ ❻➆➇❽ ➈ ❽❩ ❩q ➉➊➊ ❭❡r⑦s ❛❵ ❭❤❡❜r❡✈❛❴❪s➊❛⑦❛❭ r❡❧❞ ➋ ➃➄❑ ❑ ❑❑ ❏ ➌ ➌➍➎ ❖ ◗➏✐➐❖ ◗ ❖ ➑ ➏✐➐ ➒➓➏◗➔ → → ➣ q

↔❵❡ ❧❜❜➊❛❡s ❧❣❧❛❵ ❭❤❡ ❛❵❞❡❜❡❵❞❡❵❫❡ ❴❢ s❛❵❪s ❧❵❞ ❫❴s❛❵❡♠ ❧❵❞ s♣❛❜s ❢❧❫❭❴r ➋➍➎
➔ q ↕❡ ➙rs❭ ❴r❞❡r ❴❢ ❭❤❡ r❡⑦❧❛❵❛❵❣ ❭❡r⑦

r❡❧❞s
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◆

❧❵❞ ❡⑨❛s❭s ❛❢ ❧❵❞ ❴❵➊② ❛❢ ❸ ➃ ❸ ➃❍❻ ❻ ➀ ➀
❽ ❽ ❽ ❽❨ ❩ ❨ ❩ ♦❤❛❫❤ ❭❤❡r❡❢❴r❡ ❣❛✈❡s ➡➃ ➃❍ ➅➀ ❻➆➇❽ ❽❩ ❩ q ↕❡ s❡❫❴❵❞ ❴r❞❡r r❡❧❞s

➟ ➟
➟ ➟ ➟

❸ ➄ ● ❸ ➄ ●
● ●■

❏
➠ ❏

❏
❏

❹
❹ ▲

▲
▼
▼

❻ ❻ ➀ ➀
◆
◆

➛
➜
❖ ◗

➢ ❖➞ ◗
❚✐❯ ❽ ❽ ❽ ❽❳

❲
❲
❲

❳
❲

❲
❲

❳ ❱
❱

❲ ❳
❳ ❲

❨
❩ ❨

❩

❨ ❩ ❨ ❩

❧❵❞ ❡⑨❛s❭s ❛❢ ❧❵❞ ❴❵➊② ❛❢ ❸ ➄ ❸ ➄❍❻ ❻ ➀ ➀
❽ ❽ ❽ ❽❨ ❩ ❨ ❩ ♦❤❛❫❤ ❭❤❡r❡❢❴r❡ ❣❛✈❡s ➡➇❽ ❽❩ ❩➄ ➄❍ ➅➀ ❻➆ q t❡ ❤❧✈❡ ❜r❴✈❡❞ ❭❤❧❭ ❧➊➊ ❵❴❵

❝②❞❦❡r❣ ❴❦❡② ➤ ➥➦❖ ◗♠ ❧➊❭❤❴❪❣❤ ♦❡ ❤❧✈❡ ❵❴❭ ❞❡❭❡r⑦❛❵❡❞ ❭❤❡ s❡❭ ❭❴ ♦❤❛❫❤ ❦❡➊❴❵❣s ④❺⑤ ♦❤❡❵ ➧ ➨ ➩q ➫
➭❡❢❴r❡ ❭❧♣❛❵❣ ❧❞✈❧❵❭❧❣❡ ❴❢ ❭❤❛s r❡s❪➊❭♠ ➊❡❭ ❪s ❫❴❵❫➊❪❞❡ ❴❵ ❭❤❡ ❫❪rr❡❵❭ ❴❢ ❜r❴❦❧❦❛➊❛❭②q ➯❴r ⑤❨④ ❧❵❞ ⑤❩④ ❵❴❵

❝②❞❦❡r❣♠ ➲ ❛s ❴❞❞ ❧❵❞ ❭❤❡ ➊❛⑦❛❭ ❴❢ ➲⑥➳❶➵➳ ♦❤❡❵ ➳ ➸ ➩ ❦❡❫❴⑦❡s
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❻ ❻

↕❛s ❫❧➊❫❪➊❧❭❛❴❵ ❛s ✈❧➊❛❞ ❛❵ ❦❴❭❤ ❧❭❭r❧❫❭❛✈❡ ❴r r❡❜❪➊s❛✈❡ ❫❧s❡sq ➯❴r ❝②❞❦❡r❣ s❭❧❭❡s♠ ❭❤❡ s❧⑦❡ ❭❤r❡❡ ➊❛⑦❛❭s ❣❛✈❡ ➱❡r❴
⑥❭❤❡ ❫❧s❡ ➧✃ ❐ ➩ ❧❵❞ ➧❒ ❐ ➩ ❡⑨❭❡❵❞s ❡⑨❧❫❭➊②⑩ ❭❤❡ ❫❧s❡ ➧✃ ➨ ➩ ❧❵❞ ➧❒ ❐ ➩ ❧➊s❴ ❡⑨❭❡❵❞s♠ ❦❡❫❧❪s❡ ❭❤❡ ♦r❴❵❣ ❵❴r⑦❧➊❛s❧❮
❭❛❴❵ ✈❧❵❛s❤❡s ❛❵ ❭❤❡ ➱❡r❴ ➊❛⑦❛❭⑩ ❭❤❡ ❫❧s❡ ➧✃ ➨ ➩ ❧❵❞ ➧❒ ➨ ➩ ❛s ❧❜❧r❭❶q ➉➊❭❴❣❡❭❤❡r♠ ⑥❰Ï❶ ❛s r❡s❜❡❫❭❡❞ ❧❭ ❧➊➊ ❫❧s❡sq ➫

ÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛ ÑÜÛÑÚÝÙØÚÝÞ t❡ s❭❛➊➊ ❫❴❵s❛❞❡r s❡➊❢❮❧❞ß❴❛❵❭ ❡⑨❭❡❵s❛❴❵ ➦ àá ❖ ◗q t❡ ❧ss❪⑦❡ ➙rs❭ ❭❤❧❭ ❭❤❡r❡ ❡⑨❛s❭s ❧
❵❴❵ ❝②❞❦❡r❣ ❦❴❪❵❞ ❡❛❣❡❵❢❪❵❫❭❛❴❵ ⑤❨④ q t❡ ❤❧✈❡ s❤❴♦❵ ❭❤❧❭ ❭❤❡r❡ ❧r❡ ❭♦❴ ❜❧r❧⑦❡❭❡rs âã ❧❵❞ äã s❪❫❤ ❭❤❧❭ ❛❭ r❡❧❞s

⑤ ❽❨ ❨④ å❍❺ ❺ ❧❵❞ ➇⑤ ➈ ❽❨ ❨
❾④ å❍ ➅❿ ❺➆ ♦❛❭❤ æ çèé ❽❲ ❨ ê❍ ■ë ➦ ❧❵❞ å ì í❺

➆î❽❨ q ï❵ ❴❭❤❡r ♦❴r❞s♠ ④⑤❨ ❛s ❧ ä❮s②⑦⑦❡❭r❛❫❧➊ ❡❛❣❡❵❮
❢❪❵❫❭❛❴❵ ❴❢ î➦q

❬❡❭ ❪s ❧❫❤❛❡✈❡ ❭❤❡ ❜r❴❴❢ ❫❴❵❫❡r❵❛❵❣ ❵❴❵ ❝②❞❦❡r❣ ❢r❡❡ s❭❧❭❡s⑩ s❴ ♦❡ ❧ss❪⑦❡ ❭❤❡r❡ ❛s s❪❫❤ ❧❵ ❡❛❣❡❵❢❪❵❫❭❛❴❵ ⑤❩④ ♠
♦❛❭❤ ➧❒ ➨ ➩q t❡ ♣❵❴♦ ④⑤❩ ❴❦❡②s ➤❖ ◗➥➦ q ❷❴ ❭❤❡ s❫❧➊❧r ❜r❴❞❪❫❭ ð ✉ ③④ ④⑤ ⑤❨ ❩ r❡❧❞s

ð ✉ ③ ð ✉ ③å ④ ④ ④❍ ❍ ❺ ❺P ➝ ➚⑤ ⑤ ⑤ ⑤❲❨ ❩ ❨
❛❭ ❛s ➱❡r❴ ❦❡❫❧❪s❡ ❭❤❡② ❧r❡ ❦❴❭❤ ❡❛❣❡❵❢❪❵❫❭❛❴❵s ❴❢ ❭❤❡ s❧⑦❡ ❴❜❡r❧❭❴r à➦á ❖ ◗q ñ❴♦♠ ❭❤❡ ❡ò❪❧➊❛❭② ❍ó

í í➆ ➆ô ô ❛⑦❜➊❛❡s
ôõ ö⑤ ⑤ ⑤❨ ❩ ❩✉ ③ ✉ ③④ ④ ④÷ ø ì í❺ ❺ ❺

➆ q ↕❛s ❜r❴✈❡s ❭❤❧❭ ④⑤❩ ❴❦❡②s ➤ ➥➦❖ ◗ ♦❛❭❤ ⑤❩ ô④ ì í❺
➆q ➉➊❭❴❣❡❭❤❡r♠ ❧➊➊ ❵❴❵ ❝②❞❦❡r❣

s❭❧❭❡s ❴❦❡② ➤❖ ◗➥➦ ♦❛❭❤ ④ ì í❺
➆ù⑤ q ➫

❬❡❭ ❪s ❡✈❡❵❭❪❧➊➊② ❫❴❵s❛❞❡r ❧❵② ❝②❞❦❡r❣ ❡❛❣❡❵❢❪❵❫❭❛❴❵ ④⑤ú ❴❢ ❭❤❡ s❧⑦❡ ❴❜❡r❧❭❴r ➦á ❖ ◗à q t❡ ♣❵❴♦ ❭❤❧❭ ❭❤❛s
❢❪❵❫❭❛❴❵ ❛s äã û ü❮s②⑦⑦❡❭r❛❫❧➊q ❝❡✈❡rs❡➊②♠ ❧➊➊ äã û ü❮s②⑦⑦❡❭r❛❫❧➊ ❝②❞❦❡r❣ ❡❛❣❡❵❢❪❵❫❭❛❴❵s ❧r❡ ❴r❭❤❴❣❴❵❧➊ ❭❴ ❧❵②
⑥❤❡r❡ ❵❴❵ ❝②❞❦❡r❣❶ äã❮s②⑦⑦❡❭r❛❫❧➊ ❢❪❵❫❭❛❴❵ ⑥❫❢q ➉❜❜❡❵❞❛⑨ ❛❵ ❷❪❜❜➊❡⑦❡❵❭❧r② ï❵❢❴r⑦❧❭❛❴❵❶♠ s❴ á ❖ ◗➦ à ❫❧❵ ❦❡
❡⑨❭❡❵❞❡❞ ❛❵❭❴ ❧ s②⑦⑦❡❭r❛❫ ❴❜❡r❧❭❴r ⑥❴❵❡ ❫❧❵ ❫❤❴❴s❡ ❧ ❭r❛✈❛❧➊ ❧❫❭❛❴❵ ✉ ③ ✉ ③④ ❍➦ àá ❖ ◗ P⑤ ❶♠ ❧❫❭❛❵❣ ❴❵ ❧➊➊ ❡❛❣❡❵s❭❧❭❡s
ýþ ❴❦❡②❛❵❣ ÿ❖ ◗➥➦ ♦❛❭❤ ④ ì í❺

➆ù⑤ ❧❵❞ ❴❵ ❧➊➊ ❡❛❣❡❵s❭❧❭❡s ýþ ❴❦❡②❛❵❣ ➤ ➥ ✕❏➦❖ ◗ ♦❛❭❤ ④ ì❺
✚ù⑤ q ↕❛s ❡⑨❭❡❵s❛❴❵ ❛s

⑦❧⑨❛⑦❧➊ ❦② ❫❴❵s❭r❪❫❭❛❴❵ ❧❵❞ r❡❧❞s

✕ ✕✝ � ✝➅ í í ➅ ✔❻✜ ➀✜ ❻ ✚ ❻✜ ✚ ➀✜➆ ➆ ➆ ➆á á á á❖ ❖ ◗ ❖ ◗◗ ❖ ❖ ◗ ❖ ◗◗ ✮à à à à
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états liés dans la barrière de Coulomb
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états liés dans la barrière de Coulomb
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❛❴❴❝❵❝♦❞❛❧ ❺♦❝❞❵ ❝❞❵❡❜❛q❵❝♦❞ ✓ ✿ ❵❫❡ ❡❝⑥❡❞❣⑦❞q❵❝♦❞❢ ❣♦❜ Ñ Ò➓ ❛❜❡ ❴❝✈❡❜⑥❡❞❵ ❡❝⑥❡❞❣⑦❞q❵❝♦❞❢ ❛❞❴ ❞♦❵ ❺❫♣❢❝q❛❧⑤

❛❧❵❫♦⑦⑥❫ ❵❫❡♣ r❡❧♦❞⑥ ❵♦ ò ✉ ①
ó ➮❷ ⑤ ❢♦ ❵❫❡♣ ❴♦ ❞♦❵ ❴❡❢q❜❝r❡ ❵❫❡ ❺❫♣❢❝q❛❧ ❈♦⑦❧♦♠r ❝❞❵❡❜❛q❵❝♦❞s ➺♦❢❵ ❛⑦❵❫♦❜❢ ❫❛✈❡

❢❝♠❝❧❛❜❧♣ ❛❢❢⑦♠❡❴ ❵❫❛❵ ❵❫❡ ♦❞❧♣ ❛❴♠❝❢❢❝r❧❡ ❈♦⑦❧♦♠r r♦⑦❞❴ ❢❵❛❵❡❢ ❛❜❡ ❵❫❡ ❡♣❴r❡❜⑥ ♦❞❡❢⑤ ⑥❝✈❡❞ r♣ ❵❫❡ ➣❛⑥⑦❡❜❜❡

❺♦❧♣❞♦♠❝❛❧

Ú
➢ ➬

➭ ➈r
×

ò r✉ ①
➌
� ✉➌ ①
✁
♥➮✸ó

❼❝❵❫ ❛ ❢❺❡q❝→q ❞♦❜♠❛❧❝❰❛❵❝♦❞ ➇❛❢❢⑦♠❝❞⑥ ❵❫❛❵ ❵❫❡ ❢❺❫❡❜❝q❛❧ ❣⑦❞q❵❝♦❞ ❜❡❛❴❢ ➂æ✴ í ❣♦❜ ➨❝❞❡❵❝q ♠♦♠❡❞❵⑦♠ ï ➒ Ó➍s

➛❝❢ ❢♦❧⑦❵❝♦❞ ❡t❛q❵❧♣ q♦❜❜❡❢❺♦❞❴❢ ❵♦ ❵❫❡ ➯ ➒➓ ➆❝❜❝q❫❧❡❵ q❛❢❡⑤ ❼❫❝q❫ ❝❢ ❛❧❢♦ ❵❫❡ Ñ ➒➓ ♦❞❡s

➩q❵⑦❛❧❧♣⑤ ❞♦ ❣⑦❞❴❛♠❡❞❵❛❧ ❺❜❝❞q❝❺❧❡ ♦❣ ñ⑦❛❞❵⑦♠ ♠❡q❫❛❞❝q❢ ❥⑦❢❵❝→❡❢ ❴❝❢q❛❜❴❝❞⑥ ❢♦❧⑦❵❝♦❞❢ ❵❫❛❵ ❴❝✈❡❜⑥❡ ❣♦❜ ❒ ø Ó⑤

❢❝❞q❡ ❵❫❡ ❺❜♦r❛r❝❧❝❵♣ ➅✂✄➇❒➍✂➦❒➦❞❒ ❝❢ →❞❝❵❡ ➇❝❞ ❵❫❡ r❛❢❝q ♠❡❛❞❝❞⑥ ❣❞♦❵ ❝❞→❞❝❵❡➈➍s ➤♦❼❡✈❡❜⑤ ❡t❺❡❜❝♠❡❞❵❛❧ ❡✈❝❴❡❞q❡❢⑤

❣❜♦♠ ❵❫❡ ♦❜❝⑥❝❞❛❧ ❡♣❴r❡❜⑥ ❢❺❡q❵❜⑦♠⑤ ❛❜❡ ❝❞ ❡tq❡❧❧❡❞❵ ❛⑥❜❡❡♠❡❞❵ ❼❝❵❫ ❵❫❝❢ ❛❢❢⑦♠❺❵❝♦❞s ❪❡ →❞❴ ❵❫❛❵ ❡t❺❡❜❝♠❡❞❵❛❧

❴❛❵❛➦✷ ❛❜❡ ♦❞❧♣ q♦♠❺❛❵❝r❧❡ ❼❝❵❫ ✂➯✂ð ➥☎☎☎✆s ❪❡ ❫❛✈❡ ❢❝♠❺❧♣ q♦♠❺❛❜❡❴ ❵❫❡ ❜❛❵❝♦ ❊ ❊
❊ ❊

♠
✝

✞
✞

➭
➭

⑤ ❣♦❜ ❢❡✈❡❜❛❧ ➇✟⑤ ✠➍ q♦⑦❺❧❡❢⑤

❛❢ ❴❡❵❡❜♠❝❞❡❴ ❣❜♦♠ ❵❫❡❢❡ ❴❛❵❛⑤ ❼❝❵❫ ❵❫❛❵ q❛❧q⑦❧❛❵❡❴ ❣❜♦♠ ❵❫❡ ❡t❛q❵ ✈❛❧⑦❡❢ ♦❣ ⑩➵ s ➩q❵⑦❛❧❧♣⑤ ➇✟⑤ ✠➍ ➒ ➇✭⑤ û➍ ⑥❝✈❡❢ ❵❫❡

❫❝⑥❫❡❢❵ ➇r❡❢❵➍ ❧❝♠❝❵ ♦❣ ❺♦❢❢❝r❧❡ ✈❛❧⑦❡❢ ❣♦❜ ➯s

➔❛❢❡❴ ♦❞ ❵❫❡❢❡ ❺❫♣❢❝q❛❧ ⑥❜♦⑦❞❴❢⑤ ❼❡ ❼❝❧❧ ❣♦❧❧♦❼ ❵❫❡ q♦♠♠♦❞ q❫♦❝q❡ ❛❞❴⑤ ❴❡❛❧❝❞⑥ ❼❝❵❫ ❵❫❡ q❛❢❡ ❷➬❉ ➮
⑤ ❴❝❢❤

q❛❜❴ ❛❧❧ ❴❝✈❡❜⑥❡❞❵ ❼❛✈❡❣⑦❞q❵❝♦❞❢⑤ ❵❫❡❜❡❣♦❜❡ ❜❡❴⑦q❝❞⑥ ❵❫❡ ❺❛❜❛♠❡❵❡❜ ❜❛❞⑥❡ ❵♦ ➯ ➒➓⑤ ❵❫❡ ❢❡❧❣❤❛❴❥♦❝❞❵ ❡t❵❡❞❢❝♦❞

q♦❜❜❡❢❺♦❞❴❝❞⑥ ❵♦ ➆❝❜❝q❫❧❡❵ ❢♦❧⑦❵❝♦❞❢s ❪❡ q❛❞ ❥⑦❢❵❝❣♣ ❵❫❝❢ q❫♦❝q❡⑤ ❣❜♦♠ ❛ ♠❛❵❫❡♠❛❵❝q❛❧ ❺♦❝❞❵ ♦❣ ✈❝❡❼⑤ r♣ ❜❡♠❝❞❴❝❞⑥

❵❫❛❵ ❵❫❡ ❴❡→q❝❡❞q♣ q♦❡✡q❝❡❞❵ ♦❣ ❷❸✉ ①
➮ ❝❢ ❰❡❜♦s ❪❡ ❼❝❧❧ ❴❝❢q⑦❢❢ ❵❫❝❢ ❺♦❝❞❵ ❣⑦❜❵❫❡❜ ♦❞s

☛☞✌✍✎✏✎✑ ✔✌✕✏✑✖✗ ✘✙✖ ✗ ✔✕✚✎✛✎✜✢✜✎✑✕ ✍✎✜✕✣ ➛❡ q❛❧q⑦❧❛❵❡❴ ❢❺❡q❵❜❛ ⑩ ➫
✤

❷➵ ✉ ① ✈❛❜♣ ❢❝⑥❞❝→q❛❞❵❧♣⑤ ❣♦❜ ❴❝➘❡❜❡❞❵

✈❛❧⑦❡❢ ♦❣ ➯s ❪❡ ❢❫♦❼ ❵❫❜❡❡ ♦❣ ❵❫❡♠ ❝❞ ➅❝⑥s ✻⑤ q♦❜❜❡❢❺♦❞❴❝❞⑥ ❵♦ ➯Ï ➒➓ ➇❡♣❴r❡❜⑥ ❢❺❡q❵❜⑦♠➍⑤ ➯➦ ➒ ➯➇✥ú❮✶➍➆ ➥sû

❛❞❴ ➯✦➒ ➯➇✥ú❮➥➍➆✥Ós➥☎ ➇q❧♦❢❡ ❵♦ ❵❫❡✧❡⑦♠❛❞❞ q❛❢❡➍s ➩❢ ❛❧❜❡❛❴♣ ❺♦❝❞❵❡❴ ♦⑦❵⑤ ❝❞ ❛❞♣ ♦❞❡❤❴❝♠❡❞❢❝♦❞❛❧ ❢♣❢❵❡♠
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états liés dans la barrière de Coulomb

✶ �❙✁✂✄☎✆✂✝✂✁ ❘✄✞✟❘✆❙ ✥ ✠✡☛✡☛☞ ✌☛✍✎✡✏☛ ✥ ✑✒✒✓✔✕✖✖✗✘✙✚✘✛✜✖✢✣✚✢✣✤✦✖✔✧✢★✩✦✪✣✫✣✪✬✫✢✧✧✪✫

✇✇✇✳✭✮✯✰✱✲✳✴✵✷✸✹✴✺✲✭✯✺♥✺✴✱✲✻✵✱✯✹✼✼✼✽✾✿❀❁❂❃✽❄❅❆❇❈❄❉❃✾❀❉❊❉❄❂❃❋❅❂❀❈❇

t❤❡ ❡●❍❡■✐❏❡❑t❛❧ ▲❡t❡■❏✐❑❛t✐▼❑ ▼❢ t❤✐s s❍❡❝t■❛ r▼✉❧▲ ❛❧❧▼r t❤❛t ▼❢ t❤❡ ❧✐❏✐t ◆ ◆❖ P P◗❚ ❯❱ ◗❚ ❯ ✐❑ t❤❡ ❲✐❝✐❑✐t② ▼❢ t❤❡
❝❤❛■❣❡ ▲❡❢❡❝t❳ ❨✉■❑✐❑❣ ❩❛❝❦ t▼ t❤❡ ▼❑❡❬▲✐❏❡❑s✐▼❑❛❧ ❛tt■❛❝t✐❲❡ ❝❛s❡❭ ▲❡❪❑❡▲ ✐❑ ❫ P❴❵ ❜ ❭ ▼❑❡ ▼❩s❡■❲❡s t❤❛t t❤❡
❍■❡❲✐▼✉s ❍❤②s✐❝❛❧ ❛■❣✉❏❡❑ts ✉s❡▲ ✐❑ t❤❡ t❤■❡❡❬▲✐❏❡❑s✐▼❑❛❧ ❝❛s❡ ❝❛❑❑▼t ❛❍❍❧②❭ ❩❡❝❛✉s❡ ❑▼ r❛❲❡❢✉❑❝t✐▼❑ ✐s ❡❲❡■
▲✐❲❡■❣✐❑❣❳ ❞❡■❡❢▼■❡❭ ▼❑❡ ❏✉st ❝▼❑s✐▲❡■ ❛❧❧ ❍❛■❛❏❡t❡■s❭ ❥ ♠ ♦♣ ♣q ✈ ① ✐❑ t❤❡ ❛tt■❛❝t✐❲❡ ❝❛s❡❭ ❥ ③♠ ♦♣q ✈ ④ ①⑤ ✐❑
t❤❡ ■❡❍✉❧s✐❲❡ ▼❑❡❳

❞❡ ▲❡t❡■❏✐❑❛t✐▼❑ ▼❢ ⑥ ✐s ❤✐❣❤❧② s②st❡❏ ▲❡❍❡❑▲❡❑t❳ ⑦❢ ❛❑② ❡●❍❡■✐❏❡❑t❛❧ s❍❡❝t■✉❏❭ ❝❧▼s❡ ❡❑▼✉❣❤ t▼ t❤✐s ❝❛s❡❭
❝❛❑ ❩❡ ❏❡❛s✉■❡▲ ✐❑ t❤❡ ❢✉t✉■❡ r✐t❤ ❤✐❣❤ ❡❑▼✉❣❤ ❍■❡❝✐s✐▼❑❭ ❧✐❦❡ t❤❛t ▼❢ ❛ ▼❑❡❬▲✐❏❡❑s✐▼❑❛❧ ⑧✉❛❑t✉❏ r✐■❡ ⑨❧✐❦❡ ❛
❝❛■❩▼❑ ❑❛❑▼t✉❩❡⑩ r✐t❤ ❛ ❝❤❛■❣❡ ▲❡❢❡❝t ❛t ▼❑❡ ❡●t■❡❏✐t② ▼■ ❛❑ ❤②▲■▼❣❡❑ ❛t▼❏ ✐❑ ❲❡■② ✐❑t❡❑s❡ ❏❛❣❑❡t✐❝ ❪❡❧▲❭ t❤❡❑
r❡ ❛■❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐❏✐t ❝▼❑▲✐t✐▼❑ ◗❚❯❱ ◗❚❯◆ ◆❖ ❭ ❛t t❤❛t ❡●t■❡❏✐t②❭ r✐❧❧ ❩❡ ▲❡t❡■❏✐❑❡▲ ❩② ❡●❛❏✐❑✐❑❣ t❤❡ s❡⑧✉❡❑❝❡ ▼❢
❡❑❡■❣✐❡s ❶❷ ❸ ❶❹ ❸ ❶❺❳❳❳ ❛❑▲ ✐❑ ❍❛■t✐❝✉❧❛■ t❤❡ s❡⑧✉❡❑❝❡ ▼❢ t❤❡✐■ ■❛t✐▼❳

❻❼❽❾❿➀➁➂➃➀➄➂➅➆ ➅➇ ➄➈❼ ➉➅➄❼➆➄➂➀❿➊ ➋❡ ❝▼❑s✐▲❡■ ❤❡■❡ t❤❡ ■❡❣✉❧❛■✐➌❡▲ ❍▼t❡❑t✐❛❧ ➍❫ ➎ ➏➐➑ ➒❱ ❯➓ ➓ ✐❑ t❤❡
❛tt■❛❝t✐❲❡ ❝❛s❡❭ r✐t❤❵ ❜❫ ❳ ❞✐s ✐s ❛ r❛② t▼ ❛▲▲■❡ss t❤❡ ➔ → ➣❬▲✐❏❡❑s✐▼❑❛❧ ❝❛s❡❭ s✐❑❝❡ t❤✐s ❍▼t❡❑t✐❛❧ ▲❡s❝■✐❩❡s t❤❡
s✐t✉❛t✐▼❑ r❤❡■❡ t❤❡ ❝❤❛■❣❡ ✐s ❧✐❣❤t❧② ▲✐s❍❧❛❝❡▲ ❢■▼❏ ❛●✐s ↔ ✐❑ t❤❡ ↕❬▲✐❏❡❑s✐▼❑❛❧ s❍❛❝❡❳ ➋❤❡❑ ➣ ➙ ➛❭ ✐t ❝▼❑❲❡■❣❡s
t▼r❛■▲s t❤❡ ➜▼✉❧▼❏❩ ❍▼t❡❑t✐❛❧❭ ➝➞ ➙ ➝❳ ➋❡ ❢▼❝✉s ▼❑ t❤❡ ❑❡❣❛t✐❲❡ ⑨❩▼✉❑▲⑩ s❍❡❝t■✉❏ ▼❢ t❤❡ ❝▼■■❡s❍▼❑▲✐❑❣
➟❛❏✐❧t▼❑✐❛❑ ↔➠ ◗ ❯➐ ❭ r❤✐❝❤ ✐s s❡❧❢❬❛▲➡▼✐❑t❳

❞✐s s❍❡❝t■✉❏ ✐s ❢▼✉❑▲ ▲✐s❝■❡t❡ ❛❑▲ ❑▼❑ ▲❡❣❡❑❡■❛t❡ ➢ ➣ ➤ ➛❳ ⑦❑ t❤✐s ❝❛s❡❭ ❛❧❧ ❡✐❣❡❑❢✉❑❝t✐▼❑s ❛■❡ ▼■t❤▼❣▼❑❛❧
❛❑▲ ❢▼■❏ ❛ ❝▼❏❍❧❡t❡ ❩❛s✐s❭ ❩❡❝❛✉s❡ t❤❡② ▼❩❡② t▼ ↔➠◗ ❯➥ ❭ r❤✐❝❤ ✐s s❡❧❢❬❛▲➡▼✐❑t❭ ❛s ❡●❍❧❛✐❑❡▲ ❩❡❢▼■❡❳ ❞❡② s❡❍❛■❛t❡
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➐ r✐t❤ ➨➩ ♠ ❴❭ ❛❑▲ ❡❲❡❑ ▼❑❡s ➧➓ ➫➦ P
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❡❑❡■❣② ❡✐❣❡❑❢✉❑❝t✐▼❑❭ ❩✉t ✐t ❲❛❑✐s❤❡s ❛s ➣ ➙ ➛❭ ✐❑ ❝▼❑❢▼■❏✐t② r✐t❤ ▼✉■ ▲✐s❝✉ss✐▼❑ ❛❩▼✉t t❤❡s❡ ❢✉❑❝t✐▼❑s❳
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➋❡ ▲✐s❝✉ss t❤❡ r❛② ▼❑❡ s❤▼✉❧▲ r■✐t❡ t❤❡ s❍❡❝t■❛❧ t❤❡▼■❡❏❭ ✐❑ t❤❡ ❝❛s❡ ▼❢ ✐❑❝▼❏❍❛t✐❩❧❡ s❡❧❢❬❛▲➡▼✐❑t ❡●t❡❑s✐▼❑s❳

á➉❼â➄➁➀❿ ➄➈❼➅➁❼ã ➂➆ ä
åæ ➊ ➳▼■ ❡❛❝❤ ❲❛❧✉❡ ⑥❭ ç P❴↔➠ ◗ ❯ ✐s s❡❧❢❬❛▲➡▼✐❑t❭ s▼ t❤❡ s❍❡❝t■❛❧ t❤❡▼■❡❏ ✐s ❲❛❧✐▲❳ ❞❡■❡❢▼■❡❭

❛❑② ❢✉❑❝t✐▼❑ è ♠ P❴↔é ◗ ❯ê ➓ ❝❛❑ ❩❡ ▲❡❲❡❧▼❍❡▲ ▼❑ t❤❡ ❩❛s✐s ↔ë ìç P❴◗ ❯ ↔íç P❴◗ ❯
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❡❑▲❡⑧❑❛■■❛②✯ ➳▼■ ⑥ ❰Ð ❛❑▲ ➷ ❸ ➛ ⑨❛tt■❛❝t✐❲❡ ❝❛s❡⑩❭ t❤✐s ❢▼■❏✉❧❛ ✐s ❡⑧✉✐❲❛❧❡❑t t▼ ♦⑧❳ ➔✳❳➔➵➔❭ ✐❑ ■❡❢❳ ❹✷ r✐t❤ ❛ ▲✐❢❬
❢❡■❡❑t ❑▼■❏❛❧✐➌❛t✐▼❑ ⑨r❡ ❍■❡❢❡■■❡▲ t▼ ✉s❡ ❦ ❍❛■❛❏❡t❡■❭ ■❛t❤❡■ t❤❛❑ ❶⑩❳ ➋❡ ❤❛❲❡ ❝❤❡❝❦❡▲ t❤✐s ❢▼■❏✉❧❛ ❑✉❏❡■✐❝❛❧❧②
▼❑ s❡❲❡■❛❧ ❡●❛❏❍❧❡s❭ ➒ ❡ ①➲

✆ ➾ ❭ ✆➒ ➒ ❡ ①➲➾ ❭ ❡t❝❳ ❐❑❡ ❝❛❑❭ ✐❑ ❍❛■t✐❝✉❧❛■❭ ❡●❍❛❑▲ ❛ ❢✉❑❝t✐▼❑ ✤✝❭ r✐t❤ ❥ ❥✛➽
✭ ✞✐➓ ➫

▼❑ ì↔ ↔ç çP❴ P❴ë í◗ ❯ ◗ ❯➯ ➯ ❭ r❤✐❝❤ r❡ ❤❛❲❡ ▲▼❑❡ ❢▼■ ❢✉❑❝t✐▼❑s ✢✵ ❰ ✤Ò✟ ⑨s❡tt✐❑❣ ❥ ❥❫ ♦✠ ✡➚ ➫
➓ ⑩ ▼■ ➚ ✸è ð❫ ➾☛ ⑨s❡tt✐❑❣

❥ ❥❫ ♦✠ ✡➚ ➥
➓ ⑩❭ r❤✐❧❡ ❝❤▼▼s✐❑❣ ⑥❷ ❰Ð❳

❋☞✌✉✍✎ ✏✑ ❙❍❡❝t■❛ ❢▼■ ⑥✒ ⑨✓ ❰ ➔❭ ❒❭ ↕⑩ ▲❡❪❑❡▲ ✐❑ t❤❡ t❡●t❳ ❐❑ t❤❡ ❧❡✔❭ r❡ s❤▼r t❤❡ ❛❩s▼❧✉t❡ ❲❛❧✉❡s❭ ▼❑ t❤❡ ■✐❣❤t❭ r❡
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états liés dans la barrière de Coulomb
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❏❲❡❑❛❯❏❑▼ ❞❡❝❛❼s❡ ◆❯ P❏❡s ❚❏❯ ❝❏❑❑❡s❲❏❚P ❯❏ ❯❤❡ s❛❾❡ s❡❧❳➓❛P➔❏◆❚❯ ❡❱❯❡❚s◆❏❚▼ ❳❏❑ ❡❛❝❤ s❯❛❯❡➃

→❡❝❤❚◆❝❛❧❧②▼ ❯❤❡ ❧❛s❯ ❑❡s❼❧❯ ❝❛❚ ❞❡ ❼❚P❡❑s❯❏❏P ❛s ❳❏❧❧❏❖s➣ ➒↔➒↕ P❏❡s ❚❏❯ ❝❏❾❾❼❯❡ ❖◆❯❤ ➙➒➛ ◆❚ ❯❤❡ ❳❏❑❾❡❑ P❡➁❡❧➓
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❛❧❧❏❖ ❒ ❬④ ➩ s◆❾◆❧❛❑❧② ➆❮❰Ï ❡❱❲❛❚Ps ◆❚ Ð ÑÙ Ù⑦ ⑧ ⑦ ⑧❬ ❬Ò ❡❱❛❝❯❧② ❛s ➆❮❰ÏÓ ◆❚ Ù ♦♣ Ù ♦♣Ð Ñ❬ ❬Ò⑦ ⑧ ⑦ ⑧ ❞❼❯ ❳❏❑ ❛ s❼❲❲❧❡➓
❾❡❚❯❛❑② ❳❛❝❯❏❑ÔÕ Ö ➃

➄❯ ❛❲❲❧◆❡s ❛❧s❏ ◆❚ ❯❤❡ ❲❛❑❯◆❝❼❧❛❑ ❝❛s❡ ✃ ❍Ú▼ ❝❤❏❏s◆❚❣ ❛❚② ❛❑❞◆❯❑❛❑② ➷➃ ➄❚ ❯❤◆s ❝❛s❡▼ ❏❚❡ ❝❛❚ ❛❧s❏ ❖❑◆❯❡ Û ❍ ÛÓ ➬ ÛÜ
➌❖❤❡❑❡ ÛÓ ❡❱❯❡❚Ps ◆❚ q♣❬ ❛s Ý❡❑❏ ❛❚P ÛÜ ❡❱❯❡❚Ps ◆❚ ♦♣❬ ❛s Ý❡❑❏➎➃ ÛÓ ❡❱❲❛❚Ps ◆❚ ❬ ❬Ù ♦♣ Ù ♦♣⑦ ⑧ ⑦ ⑧Ð ÑÒ ❛❚P ÛÜ ❡❱❲❛❚Ps ◆❚

❬ ❬Ù q♣ Ù q♣Ò⑦ ⑧ ⑦ ⑧Ð Ñ ➃ ❻◆s ◆s ❯❤❡ ❑◆❣❤❯ ❲❧❛❝❡ ❯❏ ❏❞s❡❑➁❡ ❯❤❛❯ Þ▼ P❡◗❚❡P ◆❚ ◆❚ s❡❝❯◆❏❚ ßà❡s❝❑◆❲❯◆❏❚ ❏❳ ❛ s❡❧❳➓❛P➔❏◆❚❯
❡❱❯❡❚s◆❏❚á▼ ◆s ❚❏❯ P❡❯❡❑❾◆❚❛❯❡ ◆❚ ❯❤◆s ❲❛❑❯◆❝❼❧❛❑ ❝❛s❡➃ ➈❚❡ ❝❛❚ ◆❚P❡❡P ❝❤❏❏s❡ Þ ❍ â ➌◆➃❡➃ Û ❍ ÛÓ➎ ❏❑ Þ ❍Ú ➌◆➃❡➃
Û ❍ ÛÜ➎➃ ã❡ P◆s❝❼ss ❯❤◆s s❼❲❲❧❡❾❡❚❯❛❑② P❡❣❑❡❡ ❏❳ ❳❑❡❡P❏❾ ❳❼❑❯❤❡❑➃

äåæåçåèéêëç êçëììéíêëîéåï åð îñò òóîòïìéåï æëôëõòîòô ìæëêò
➭➵➸ö➳➵ö➸➲ ÷➽➸ øù úû ü ➚➪ ➵➼➲ ➸➲➯ö➻ý➚þ➲ ➳➺ý➲➹ ❻❡ s❯❑❼❝❯❼❑❡ ❏❳ ❯❤❡ ❏❑P❡❑ ❲❛❑❛❾❡❯❡❑ s❡❡❾s ❯❏ ❞❡ ❡ÿ❼◆➁❛❧❡❚❯
❯❏ ❯❤❡ ◆❚❯❡❑➁❛❧ ✍❢✣❬ � Ö ✷❊ ◆❚ ❯❤❡ ❑❡❲❼❧s◆➁❡ ❝❛s❡▼ ❖❤◆❝❤ ◆s ❯❏❲❏❧❏❣◆❝❛❧❧② ❡ÿ❼◆➁❛❧❡❚❯ ❯❏ ◆❚❯❡❑➁❛❧ ❬✁� Ô✷ ➃ ❻◆s ◆s ❚❏❯➓
❖◆❯❤s❯❛❚P◆❚❣ ❯❤❡ s❲❡❝◆❛❧ ❝❛s❡ ❬✈ ⑦ ⑧❷ ✂✄ ♦♣ ▼ ❖❤◆❝❤ ❖❡ ❳❏❼❚P ❳❏❑ ❯❤❡ Ý❡❑❏ ❡❚❡❑❣②➃ ❻◆s ❝❛s❡ ❝❏❑❑❡s❲❏❚Ps ❯❏ ● ❍ ☎✆✝▼
❞❼❯▼ ❖❤❛❯ s❤❏❼❧P ❚❏❖ ❞❡ ❲❏◆❚❯❡P ❏❼❯ ◆s ❯❤❛❯ ❯❤❡ ❑❡❣❼❧❛❑ ❧◆❾◆❯ ● ✟ ☎✆✝▼ ❖❤◆❝❤ ❝❛❚ ❞❡ ❝❏❚s❯❑❼❝❯❡P▼ ❼s◆❚❣ ➐✘▼ P❏❡s
❚❏❯ ❡❱◆s❯➃ ➈❚❡ ◗❚Ps ◆❚P❡❡P ❯❤❛❯ ❡◆❣❡❚❳❼❚❝❯◆❏❚ ➐✘ ❯❡❚Ps ❯❏ ❛ s◆❚❣❼❧❛❑ P◆s❯❑◆❞❼❯◆❏❚ ❖◆❯❤ ✥â⑥ s❼❲❲❏❑❯➃ ✞❏❏➥◆❚❣ ❳❏❑

❋➜✐✉✠➠ ❡✳ ➀◆❑s❯ ❡❚❡❑❣◆❡s ❏❳ ❱
♣

♠❷
❹

✐ ✗ ➌ ✗➉❶❷
▼ ✗➉❶ ▼ ✗➉✸❷

▼ ➉❷✗▼ ✗➉✺❷
❛❚P ➉✸✗ ❳❑❏❾ ❞❏❯❯❏❾ ❯❏ ❯❏❲➎ ➁❡❑s❼s ✡❧♥ ⑦ÔÕ ⑧ ◆❚ P◆❾❡❚s◆❏❚❧❡ss

②➓s❝❛❧❡➃ ❻❡ ❛s②❾❲❯❏❯◆❝ ❧◆❾◆❯ ◆s ◆❚P◆❝❛❯❡P ❞② ❛❚ ❛❑❑❏❖ ❏❚ ❯❤❡ ❑◆❣❤❯▼ ❳❏❑ ❡❛❝❤ ❝❼❑➁❡ ❛❚P ❞② ❯❤❡ ❤❏❑◆Ý❏❚❯❛❧ s❯❑❛◆❣❤❯
❧◆❚❡s➃
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états liés dans la barrière de Coulomb

✶ �❙✁✂✄☎✆✂✝✂✁ ❘✄✞✟❘✆❙ ✥ ✠✡☛✡☛☞ ✌☛✍✎✡✏☛ ✥ ✑✒✒✓✔✕✖✖✗✘✙✚✘✛✜✖✢✣✚✢✣✤✦✖✔✧✢★✩✦✪✣✫✣✪✬✫✢✧✧✪✫

✇✇✇✳✭✮✯✰✱✲✳✴✵✷✸✹✴✺✲✭✯✺♥✺✴✱✲✻✵✱✯✹✼✼✼✽✾✿❀❁❂❃✽❄❅❆❇❈❄❉❃✾❀❉❊❉❄❂❃❋❅❂❀❈❇

s✉●❤ ❍ s♦❧✉t✐♦■❏ ♦■❡ s✉❜st✐t✉t❡s ❍❣❍✐■ ❑ ▲▼ ◆ ❖
P ❛◗ ◗

◗
❚ ❚

❯ ❱ ✐■ ❲❳❨❩ ❬❤❡■ ❭ ❪❫❏ ♦■❡ ❴■❞s t❤❍t ❍❧❧ ●♦❡❵●✐❡■ts ❝❢ ❍r❡
③❡r♦❩

❥✐s ✐■❞✐●❍t❡s t❤❍t t❤❡ r✐❣❤t ❜♦✉■❞❍r② ♦❦ ♠♣q✈ ① ④ ⑤⑥ ✐s ❍⑦❍rt❏ ♦■❡ s❤♦✉❧❞ ⑧r✐t❡❏ ✐■st❡❍❞❏ ♠ ♠♣q ⑨✈ ① ④ ⑤ ⑩④ ❶⑥ ⑥
❍■❞ ❞r❍⑧ t♦ ●❤❍r❍●t❡r✐③❡ t❤✐s s⑦❍●❡❏ ⑧❤✐●❤ ✐s t♦⑦♦❧♦❣✐●❍❧❧② ❡❷✉✐❸❍❧❡■t t♦ ❹ q❺❻ ① ❼❩

❽❾❿➀ ➁➂➃➄➅➂➄➃➆ ➇➈➃ ➉➊ ➋➌ ➍ ➎➏ ➐➑➒ ➓➐➐➔➓→➐➎➣➒ →➓↔➒↕ ➙❡t ✉s ♦❜s❡r❸❡ ♦■ ➛✐❣❩ ➜ t❤❡ ●✉r❸❡ ♦❦ ✐■❞❡➝ ➞❲❭❨ ✐■ t❤❡
❍ttr❍●t✐❸❡ ●❍s❡❩ ➟t ✐s ■♦t ⑦❡r✐♦❞✐●❏ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ❍■ ✐■❴■✐t② ♦❦ ❸❡rt✐●❍❧ ❍s②➠⑦t♦t❡s ❍t ⑦♦s✐t✐♦■s ❭ ➡ ➢➤❏ ➥ ➦➧➨ ❩ ➩■②
✐■t❡r❸❍❧ ➫ ➢➤ ➢❳❏ ➢➤➭❏ ❦♦r ➧➨ ➥ ❏ ●♦❸❡rs ❍❧❧ ✐■❞✐●❡s ➞❩ ➟■ ♦t❤❡r ⑧♦r❞s❏ ❍■② ❡✐❣❡■❦✉■●t✐♦■ ❑ ➥➯ ➲

➦❺➳ ❻ ❼➵ ❏ ⑧✐t❤ ✐■❞❡➝
❭❏ ❜❡❧♦■❣s t♦ t❤❡ ❜♦✉■❞ s⑦❡●tr✉➠ ♦❦ ➸ ➲

➦❺➺ ❻ ❼❏ ⑧❤❡r❡ ➞❲❭❨ ✐s ❞❡t❡r➠✐■❡❞ ❜② t❤✐s ●✉r❸❡❩ ➞ ❪ ➢❫ ❍■❞ ➞ ❪❫ ❍r❡
✐❞❡■t✐❴❡❞ ❲t♦ t❤❡ ➻②❞❜❡r❣ s♦❧✉t✐♦■s❨❏ ⑧❤✐●❤ ⑦r♦❸❡s t❤❍t t❤❡ s❡t ♦❦ ❍❧❧ ❡➝t❡■s✐♦■s ♦❦ ➲

➦➺❻ ❼❺ ✐s ➠❍⑦⑦❡❞ ♦■ ❍ s⑦❍●❡❏
⑧❤✐●❤ ✐s t♦⑦♦❧♦❣✐●❍❧❧② ❡❷✉✐❸❍❧❡■t t♦ t❤❡ ●✐r●❧❡ ➼❲❳❨❩

➽➐➔➾→➐➾➔➒ ➚➪➔ ➶➌ ➍↕ ➟t ✐s ⑧♦rt❤ ⑦♦✐■t✐■❣ ♦✉t t❤❍t❏ ❍❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s⑦❍●❡ ♦❦ ❡➝t❡■s✐♦■ ⑦❍r❍➠❡t❡r ✐s r❡❞✉●❡❞❏ ❍s
❍ ●♦■s❡❷✉❡■●❡ ♦❦ t❤❡ ●♦■t✐■✉✐t② ●♦■❞✐t✐♦■ ❍t ➹ ➡ ➘❏ ⑧❡ ❣❡t t❤❡ s❍➠❡ ❞❡❴●✐❡■●② ●♦❡❵●✐❡■ts ❍s ➴❧✐❸❡✐r❍ ➷➬ ❝➮❩➱✃ ✐■
t❤❍t ❐ ❒▼ ●❍s❡❏ ⑧❤✐●❤ ❍r❡ ❲❮❏ ❮❨❩

❰✐■●❡ t❤❡r❡ ✐s ■♦ ➻②❞❜❡r❣ st❍t❡ ✐■ t❤❡ r❡⑦✉❧s✐❸❡ ●❍s❡❏ t❤❡ str✉●t✉r❡ ❞✉❡ t♦ ⑦❍r❍➠❡t❡rs ❲➞❏ Ï❨ ✐s ❸❡r② s✐➠⑦❧❡❏ ✐t ✐s
❍■ ✐■❴■✐t❡ ●②❧✐■❞❡r Ð❹ q Ñ❺❻ ① ❼ ✈Ò① ④ ⑤ ❏ ⑧✐t❤ ❍ ●❧♦s❡❞ ❜♦✉■❞❍r② ❍t ♦■❡ s✐❞❡❏ ❍s r❡⑦r❡s❡■t❡❞ ✐■ ➛✐❣❩ Ó❩ ❥❡ str✉●Ô
t✉r❡ ✐■ t❤❡ ❍ttr❍●t✐❸❡ ●❍s❡ ✐s ➠♦r❡ ❧✐Õ❡ ❍ t♦r✉s❏ ⑧✐t❤ ❍ str❍■❣❧✐■❣❏ t❤❍t ✐s ❍ s✐■❣✉❧❍r ⑦♦✐■t ♦❦ ✐■❴■✐t❡❧② s➠❍❧❧ ■❍rr♦⑧Ô
■❡ss❏ ●♦rr❡s⑦♦■❞✐■❣ t♦ ➞ ➡ Ö❫❏ ❍s s❡❡■ ♦■ ➛✐❣❩ Ó❩

❥❡ ÏÔs②➠➠❡tr② ✐■tr♦❞✉●❡s ❍ ⑦❤❍s❡ ❦❍●t♦r Ö ❡×Ø ⑧❤❡■ ❍ ⑦❍rt✐●❧❡ ⑦❍ss❡s ➹ ➡ ➘❩ ➛❍●t♦r ❡×Ø ✐s ❍r❜✐tr❍r② ❜✉t ✐❞❡■Ô
t✐●❍❧ ❦♦r ❍❧❧ st❍t❡s ❍ss♦●✐❍t❡❞ t♦ ➺ ❻ ❼❯ Ù ❱➸ Ú ❺ ❏ s✐➠✐❧❍r❧② t♦ st❍■❞❍r❞ ❣❍✉❣❡ s②➠➠❡tr②❩

ÛÜÝÞßàáâÜÝ
❥❡ ♦■❡Ô❞✐➠❡■s✐♦■❍❧ ❰●❤rö❞✐■❣❡r ❡❷✉❍t✐♦■ ⑧✐t❤ ❍ ã♦✉❧♦➠❜ äåæ➹æ ⑦♦t❡■t✐❍❧ ❜r✐■❣s ✉■✉s✉❍❧ ❞✐❵●✉❧t✐❡s❏ ❦♦r t❤❡
⑦❤②s✐●❍❧ ✐■t❡r⑦r❡t❍t✐♦■ ♦❦ ✐ts s♦❧✉t✐♦■s❩ ➟■❞❡❡❞❏ t❤❡ ●♦rr❡s⑦♦■❞✐■❣ ❤❍➠✐❧t♦■✐❍■s ➲

➦❺➺❻ ❼ ❍■❞ ❺➺❻ ❼ ❍❞➠✐t ❍■ ✐■❴■✐t②
♦❦ s❡❧❦Ô❍❞ç♦✐■t ❡➝t❡■s✐♦■s❏ ●❧❍ss✐❴❡❞ ❜② ❍ r❡❍❧ ⑦❍r❍➠❡t❡r ➞❩ ➟■ t❤❡ ●❍s❡ ♦❦ ➲

➦❺➺❻ ❼ ⑧✐t❤ ❍■ ❍ttr❍●t✐❸❡ ã♦✉❧♦➠❜ ⑦♦t❡■Ô
t✐❍❧❏ ➞ ✐s ❞❡❴■❡❞ ✐■ t❤❡ s⑦❍●❡ ❺ ⑧❤❡r❡ ➢❫ ✐s ✐❞❡■t✐❴❡❞ ⑧✐t❤ ❫è t❤✐s s⑦❍●❡ ✐s t♦⑦♦❧♦❣✐●❍❧❧② ❡❷✉✐❸❍❧❡■t t♦ t❤❡ ●✐r●❧❡
➼❲❳❨❩ ➟■ t❤❡ ●❍s❡ ♦❦ ➺❻ ❼➲

➦❺ ⑧✐t❤ ❍ r❡⑦✉❧s✐❸❡ ã♦✉❧♦➠❜ ⑦♦t❡■t✐❍❧❏ ➞ ✐s ❞❡❴■❡❞ ✐■ ✈ ① ④ ⑤⑥♠♣q ❩ ➟■ ❜♦t❤ ●❍s❡s❏ ⑦❍r❍➠Ô
❡t❡r ➞ ➠✉st ❜❡ ●❤♦s❡■ ❍●●♦r❞✐■❣ t♦ t❤❡ ❧✐➠✐t é êëì

í
î

î ï ð➨ ïñ ❻ ❼ ❻ ❼ò
ò

❯ ❱ ⑧❤❡■ ➹ ❪ ➘❏ ⑧❤❡r❡ Ö ✐s t❤❡ s✐❣■ ♦❦ ä❩ ➟■ t❤❡
❍ttr❍●t✐❸❡ ●❍s❡❏ t❤❡ ⑦❍rt✐●✉❧❍r ❸❍❧✉❡ ➞ ➡❫ ❜r✐■❣s t❤❡ ó✐r✐●❤❧❡t s♦❧✉t✐♦■s❏ ⑧❤✐●❤ ♦❜❡② ô❲➘❨ ➡ ➘ ❍■❞ ●♦rr❡s⑦♦■❞ t♦
t❤❡ st❍■❞❍r❞ ➻②❞❜❡r❣ s⑦❡●tr✉➠❏ ⑧❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r s⑦❡●tr❍ ❍r❡ ✉■✉s✉❍❧ ❍■❞ ❤❍❸❡ ■❡❸❡r ❜❡❡■ ♦❜s❡r❸❡❞ ②❡t❩ ➟■ t❤❡
r❡⑦✉❧s✐❸❡ ●❍s❡❏ t❤❡ ⑦❍rt✐●✉❧❍r ❸❍❧✉❡ ➞ ➡ ❮õ÷ ❣✐❸❡s ❍ ●♦■t✐■✉♦✉s s⑦❡●tr✉➠ øù❏ t❤❡ ③❡r♦ ❡■❡r❣② ❡✐❣❡■❦✉■●t✐♦■ ♦❦
⑧❤✐●❤ ✐s ❜♦✉■❞❡❞❩

➟■ t❤❡ ●❍s❡ ♦❦ ➺❻ ❼❺ ❏ ⑦❤②s✐●❍❧ ●♦■str❍✐■ts ②✐❡❧❞ ❍ ⑦❤❍s❡ ❣❍✉❣❡ Ï❏ ⑧❤✐●❤ ❞❡s●r✐❜❡s t❤❡ ❞✐s●♦■t✐■✉✐t② ♦❦ ⑧❍❸❡❦✉■●Ô
t✐♦■s ❍t ➹ ➡ ➘❩ ➟❦ t❤❡ ã♦✉❧♦➠❜ ⑦♦t❡■t✐❍❧ ✐s ❍ttr❍●t✐❸❡❏ t⑧♦ s✐t✉❍t✐♦■s ➠❍② ♦●●✉rú ❡✐t❤❡r ♦■❡ ❴■❞s t⑧♦ s❡⑦❍r❍t❡
s⑦❡●tr❍❏ t❤❡ ❡✐❣❡■st❍t❡s ♦❦ ⑧❤✐●❤ ❍r❡ ♦rt❤♦❣♦■❍❧ ❍■❞ ♦❜❡②❏ r❡s⑦❡●t✐❸❡❧②❏ û ü❻ ❼ ❍■❞ û ü ❹ ý

þ ÿ➵ s②➠➠❡tr②è ♦r t❤❡
s⑦❡●tr✉➠ ✐s t❤❡ st❍■❞❍r❞ ➻②❞❜❡r❣ ♦■❡❏ ⑧✐t❤ ❍■ ❡➝●❡⑦t✐♦■❍❧ ❮Ô❞❡❣❡■❡r❍●② ♦❦ ❍❧❧ ❡✐❣❡■❦✉■●t✐♦■s❩ ❬❡ ❞✐❞ ■♦t st✉❞②
t❤❡ r❡⑦✉❧s✐❸❡ ●❍s❡ ❤❡r❡❏ ❜✉t ⑧❡ ✐■❞✉●❡ t❤❍t t❤❡r❡ ✐s ❍❧s♦ ❍ s✉⑦⑦❧❡➠❡■t❍r② s②➠➠❡tr② û ü❻ ❼❏ ❣✐❸✐■❣ t❤❡ r❡⑦r❡s❡■t❍t✐♦■
sÕ❡t●❤❡❞ ✐■ ➛✐❣❩ Ó ❲❧❡✥❨❩

❥✐s st✉❞② ❜r✐■❣s ✉⑦ ■❡⑧ ●♦■s✐❞❡r❍t✐♦■s ❍❜♦✉t ❷✉❍■t✉➠ ⑦❤②s✐●sú ✐■ ♦r❞❡r t♦ ●♦■●✐❧✐❍t❡ t❤❡ ●❧❍ss✐❴●❍t✐♦■ ♦❦
➺❻ ❼➲

➦❺ ❍■❞ ❺➺❻ ❼✸ ⑧✐t❤ st❍■❞❍r❞ ❡➝⑦❡r✐➠❡■t❍❧ ➠❡❍s✉r❡s ♦❦ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡■ ❡❧❡●tr♦■✐● ❡■❡r❣② ❧❡❸❡❧s❏ ♦■❡ ❤❍s t♦ ❞✐sÔ
●❍r❞ ❍❧❧ ❞�✁❡r✂❡♥t ⑧❍❸❡❦✉■●t✐♦■s❏ ❜✉t ⑧❡ ●♦✉❧❞ ■♦t ç✉st✐❦② t❤✐s ●❤♦✐●❡❩ ❰♦ ⑧❡ s✉❣❣❡st t♦ ❍❞❞ ❍ ⑦♦st✉❧❍t❡ ✐■ ❷✉❍■Ô
t✉➠ ⑦❤②s✐●s❏ st✐⑦✉❧❍t✐■❣ t❤❍t ■♦ ❞✐❸❡r❣❡■t ⑧❍❸❡❦✉■●t✐♦■ ●❍■ ❜❡ ❍❞➠✐tt❡❞❏ ✐■ ♦t❤❡r ⑧♦r❞s ❍❧❧ ⑧❍❸❡❦✉■●t✐♦■s ❍r❡
❜♦✉■❞❡❞❩ ➟■❞❡❡❞❏ t❤✐s ⑧♦✉❧❞ ❣✐❸❡ ❍■ ❡➝⑦❧❍■❍t✐♦■ ⑧❤② ♦■❡ ■❡❸❡r ♦❜s❡r❸❡s ❍■② ⑦❤②s✐●❍❧ st❍t❡s ⑧✐t❤ ➞ ✛❫❩

❥✐s ⑧♦rÕ s❤♦⑧s t❤❍t ♦■❡ ➠✉st ❜❡ ❸❡r② ●❍r❡❦✉❧ ⑧❤❡■ ✉s✐■❣ t❤❡ s⑦❡●tr❍❧ t❤❡♦r❡➠ ❦♦r ❍■ ✉■❜♦✉■❞❡❞ ❤❍➠✐❧Ô
t♦■✐❍■❩ ➩t ❍ t✐➠❡ ⑧❤❡■ t❤❡♦r❡t✐●❍❧ ⑦❤②s✐●s r❡s❡❍r●❤ ✐■●❧✉❞❡s ■❡⑧ ❍■❞ ➠❍t❤❡➠❍t✐●❍❧❧② ✉■❡➝⑦❡●t❡❞ ♦❜ç❡●ts ❲❧✐Õ❡

❋�✂✉r❡ ✄✳ ➞ ❸❡rs✉s ❭ ✐■ t❤❡ ❍ttr❍●t✐❸❡ ●❍s❡❩
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états liés dans la barrière de Coulomb
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✇✇✇✳✭✮✯✰✱✲✳✴✵✷✸✹✴✺✲✭✯✺♥✺✴✱✲✻✵✱✯✹✼✼✼✽✾✿❀❁❂❃✽❄❅❆❇❈❄❉❃✾❀❉❊❉❄❂❃❋❅❂❀❈❇

❝♦♠♣❧❡① ❡✐❣❡●✈❛❧✉❡s ❍♦r ■❛♠✐❧t♦●✐❛●s❏ s❦②r♠✐♦●s❏ ❑❛❥♦r❛●❛ ❍❡r♠✐♦●s▲❏ ❛❞✈❛●❝❡❞ st✉❞✐❡s ♦❍ ●♦● s❡❧❍▼❛❞❥♦✐●t

■❛♠✐❧t♦●✐❛●s ❛r❡ ●❡❝❡ss❛r②❏ ❛●❞❏ ◆■❛t s❡❡♠❡❞ ♦❧❞▼❍❛s■✐♦●❡❞ ♣■②s✐❝s r❡✈❡❛❧s ❛● ❡ss❡●t✐❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❍ ✐●s♣✐r❛t✐♦●

❛●❞ ❝♦♠♣r❡■❡●s✐♦●❏ t♦ ❞❡t❡r♠✐●❛t❡ ◆■❡t■❡r ❛ s❡❧❍▼❛❞❥♦✐●t ❡①t❡●s✐♦● ✐s ✈❛❧✐❞ ♦r ●♦t❖

P◗❚◗❯❱◗❲❳ ❨❩ ❬❭❪◗ ❨❫❴❵❜ ❢❚❚◗❤q◗❲❳ ③ ④⑤⑥❚⑦ ❨❫❨❫❜

⑧❭⑨⑩❯❶⑦◗❲❳ ❷❷ ❷❷ ❷❷❷❷

❸❹❺❹❻❹❼❽❹❾
❿➀ ➁➂➃➄➂➅➆ ➇➀ ➈➅➉➊➋➌➍➉➅➎➌➂➅➏➐ ➑➒➄➓➂➔➉➅ →➣➂➍➀ ↔↕➙ ➛➙ ➜➝➞➟➙ ➠➡➆ ➢➤➥➦➢➧➧ ➨❿➥➧➥➩➀
➫➀ ➑➏➌➅➉➎➆ ➁➀ ➭➀ ➯ ➇➂➲➉➓➣➎➆ ➋➀ ➑➀ ➈➅➉➊➄➌➍➉➅➎➌➂➅➏➐ ➳➒➄➓➂➔➉➅ ➏➣➂➍➀ ↔↕➙ ➛➙ ➜➝➞➟➙ ➵➡➆ ❿❿➤➧➦❿❿➧➤ ➨❿➥➢➥➩➀
➸➀ →➅➄➓➉➺➎➆ ➻➀ ➼➌➅➔➃➐➏➓ ➽➂➣➉➅➣➌➏➐➎ ➌➅ ➂➅➉ ➄➌➍➉➅➎➌➂➅➀ ↔↕➙ ➛➙ ➜➝➞➟➙ ➾➾➆ ❿➚➢➤➦❿➚➢➢ ➨❿➥➪➢➩➀
➤➀ ➶➉➎➹➣➉➎➒➆ ➘➀ ➈➅ ➣➳➉ ➂➅➉➊➄➌➍➉➅➎➌➂➅➏➐ ➴➂➃➐➂➍➲ ➑➏➍➌➐➣➂➅➌➏➅➀ ➛➙ ➜➝➞➟➙ ↔➷ ➬➮➱➝➙ ✃❐❒➙ ❮➵➆ ❰➢➪➦❰➪➧ ➨❿➥❰➚➩➀
➧➀ ➶➂➎➣➉Ï➆ Ð➀ Ñ➀ ➯ ➘➓➉➅Ò➌➅➆ →➀ ➇➀ Ó➃➏➅➣➃➍ ➍➉Ô➳➏➅➌Ô➎ ➂Õ ➂➅➉➊➄➌➍➉➅➎➌➂➅➏➐ ➍➂➣➌➂➅ ➌➅ ➏ Ö➉➐➄ ➺➌➣➳ ➣➳➉ ➎➌➅➔➃➐➏➓➌➣➒ ×ØÙØÚÛ➀ Ü❐ÝÞ➙ ➬➮➱➝➙

➜➝➞➟➀ ➡➾➆ ❿➢❿➦❿➪➚➆ ßà➅➔➐➀ ➣➓➏➅➎➐➀á ➨❿➥❰❰➩➀
➢➀ â➎➃➣➎➃➌➆ ã➀➆ ➘ü➐ä➽➆ â➀ ➯ ➴➳➉➂➅➆ â➀ ➴➂➅➅➉Ô➣➌➂➅ Ô➂➅➄➌➣➌➂➅➎ ➏➅➄ ➣➳➉ ➎➽➉Ô➣➓➏➐ Õ➏➍➌➐➒ ➃➅➄➉➓ ➎➌➅➔➃➐➏➓ ➽➂➣➉➅➣➌➏➐➎➀ ➛➙ ➜➝➞➟➙ ↔➷ ➬➮➱➝➙ ✃❐❒➙ ➵å➆

➫➪➧➦➫❰➪ ➨➫➚➚➸➩➀
➪➀ ➘➌➎Ô➳➉➓➆ æ➀➆ ➁➉➎Ô➳Ò➉➆ ➑➀ ➯ ➻ü➐➐➉➓➆ ç➀ è➉ Õ➃➅Ô➣➌➂➅➏➐➊➏➅➏➐➒➣➌Ô Ï➉➓➎➃➎ ➣➳➉ Õ➃➅Ô➣➌➂➅➏➐➊➌➅➣➉➔➓➏➐ ➏➽➽➓➂➏Ô➳ ➣➂ é➃➏➅➣➃➍ ➑➏➍➌➐➣➂➅➌➏➅➎ê è➉

➂➅➉➊➄➌➍➉➅➎➌➂➅➏➐ ➳➒➄➓➂➔➉➅ ➏➣➂➍➀ ➛➙ ➬➮➱➝➙ ➜➝➞➟➙ ➵å➆ ➫➸❿➸➦➫➸➫➸ ➨❿➥➥➧➩➀
❰➀ ➶➂➓➄➉➒➉Ï➆ →➀ ë➀ ➯ ➴➳➳➏ì➐➏➅➒➆ ➼➀ ➴➀ ➈➅➉➊➄➌➍➉➅➎➌➂➅➏➐ ➳➒➄➓➂➔➉➅ ➏➣➂➍ê ➏ ➎➌➅➔➃➐➏➓ ➽➂➣➉➅➣➌➏➐ ➌➅ é➃➏➅➣➃➍ ➍➉Ô➳➏➅➌Ô➎➀ ➛➙ ➜➝➞➟➙ ↔➷ ➬➮➱➝➙

✃❐❒➙ ➵í➆ ➢❰➥➸➦➢➥➚➥ ➨❿➥➥➪➩➀
➥➀ ➻➌➅➉➉Ï➆ Ð➀ ➼➀ è➉ ç➳➒➎➌Ô➎ ➂Õ ➼➉➐Õ➊→➄ì➂➌➅➣ àî➣➉➅➎➌➂➅➎ê ➈➅➉➊➋➌➍➉➅➎➌➂➅➏➐ ➼Ô➏➣➣➉➓➌➅➔ ç➓➂➲➐➉➍ Õ➂➓ ➣➳➉ ➴➂➃➐➂➍➲ ç➂➣➉➅➣➌➏➐➀ Ü❐ÝÞ➙ ➬➮➱➝➙

➜➝➞➟➙ ❮➾í➆ ➸❿➚➦➸➫❰ ➨➫➚➚➤➩➀
❿➚➀ ëúï➉➹ ðñ➽➉➹➆ ➑➀ ë➀➆ Ð➏➓➔➏➎➆ ➴➀ →➀ ➯ Ñ➓➌➣➂➆ →➀ ➁➀ ➼➃➽➉➓➎➉➐➉Ô➣➌➂➅ ➓➃➐➉ ➌➅ ➣➳➉ ➂➅➉➊➄➌➍➉➅➎➌➂➅➏➐ ➳➒➄➓➂➔➉➅ ➏➣➂➍➀ ➛➙ ➜➝➞➟➙ ↔➷ ➬➮➱➝➙ ✃❐❒➙

➠❮➆ ➁➢➧❿➦➁➢➧➸ ➨❿➥❰❰➩➀
❿❿➀ →➲➓➏➍➂Ï➌Ô➌➆ ➶➀ ➯ →Ï➌➎➳➏➌➆ ð➀ ò➀ è➉ ➂➅➉➊➄➌➍➉➅➎➌➂➅➏➐ ➴➂➃➐➂➍➲ ➽➓➂➲➐➉➍➀ ➜➝➞➟➙ ↔➷ ➬➮➱➝➙ Ü❐ÝÞ➀ ➾➠➆ ➫❰➧➸➚➫➆ ➼➂➍➉ ➅➂➓➍➏➐➌➹➏➣➌➂➅

Õ➏Ô➣➂➓➎ ➌➅ ó➾ ➏➓➉ ➺➓➂➅➔➆ ➄➃➉ ➣➂ ➏ ➎➒➍➲➂➐➌Ô Ô➏➐Ô➃➐➏➣➌➂➅ ➉➓➓➂➓ ➂Õ ➬➮➱➝❐↕➮➱ôõ➮ Ï➀ ➢ ➨➫➚➚➥➩➀
❿➫➀ ➋➉ ➈➐➌Ï➉➌➓➏➆ ➴➀ ➇➀ ➯ Ð➉➓➓➌➆ →➀ →➀ ➼➉➐Õ➊➏➄ì➂➌➅➣ ➉î➣➉➅➎➌➂➅➎ ➂Õ ➴➂➃➐➂➍➲ ➎➒➎➣➉➍➎ ➌➅ ❿➆ ➫ ➏➅➄ ➸ ➄➌➍➉➅➎➌➂➅➎➀ ↔❒❒➙ ➜➝➞➟➙ ➵➠➾➆ ➫➧❿➦➫➢➢

➨➫➚➚➥➩➀
❿➸➀ Ñ➃➐➐➏➆ æ➀ ➯ ➶➉➎➹➣➉➎➒➆ ➘➀ ➋➉ÖÔ➌➉➅Ô➒ ➌➅➄➌Ô➉➎ ➏➅➄ ➎➌➅➔➃➐➏➓ ➲➂➃➅➄➏➓➒ Ô➂➅➄➌➣➌➂➅➎ ➌➅ é➃➏➅➣➃➍ ➍➉Ô➳➏➅➌Ô➎➀ ➛➙ ➬➮➱➝➙ ➜➝➞➟➙ ➠å➆ ➫➧➫➚➦➫➧➫❰

➨❿➥❰➧➩➀
❿➤➀ →➐➲➉Ï➉➓➌➂➆ ➼➀➆ ➶➉➎➹➣➉➎➒➆ ➘➀ ➑ø➉➔➳➊➭➓➂➳➅➆ ➇➀ ➯ ➑➂➐➄➉➅➆ ➑➀ öÝ÷ù➮û÷❐ ➬Ýý❐÷➟ ô❒ þÿ➮❒➱ÿ↕ ➬❐õ➝➮❒ôõ➟➀ ➨➼➽➓➌➅➔➉➓➊Ð➉➓➐➏➔➆ ë➉➺ ð➂➓Ò➆

❿➥❰❰➩➀
❿➧➀ ➶➌➣➍➏➅➆ ➋➀ ➻➀➆ â➒➃➣➌➅➆ ã➀ Ð➀ ➯ Ð➂➓➂➅➂Ï➆ Ñ➀ ➁➀ ö❐÷❢�➮ý❥Ýô❒➱ tÙ➱❐❒➟ôÝ❒ ô❒ þÿ➮❒➱ÿ↕ ➬❐õ➝➮❒ôõ➟➀ ➨Ñ➌➓Ò➳ä➃➎➉➓➆ Ñ➂➎➣➂➅➆ ➫➚❿➫➩➀
❿➢➀ →➲➓➏➍➂➺➌➣➹➆ ➻➀ ➯ ➼➣➉➔➃➅➆ ã➀ →➀ ❍➮❒ýûÝÝ✛ Ý❢ ➬➮➱➝❐↕➮➱ôõ➮÷ ✥ÿ❒õ➱ôÝ❒➟➀ ➨➋➂Ï➉➓➆ ë➉➺ ð➂➓Ò➆ ❿➥➢➧➩➀
❿➪➀ →Ò➳➌➉➹➉➓➆ ë➀ ã➀ ➯ ➶➐➏➹➍➏➅➆ ã➀ ➻➀ Ü❐ÝÞ➞ Ý❢ ÷ô❒❐➮Þ Ý♣❐Þ➮➱ÝÞ➟ ô❒ ❍ô÷û❐Þ➱ ➟♣➮õ❐➆ ß➉➅➔➐➌➎➳ ➣➓➏➅➎➐➏➣➌➂➅á➀ ➼➉➉ ó➧➤➆ ➽➀ ❿➸➫ Õ➂➓ ➣➳➉ ➉î➌➎➣➉➅Ô➉ ➂Õ

➏➅ ➉➌➔➉➅Ï➉Ô➣➂➓➆ ➏➅➄ ✣✁♦➫ ➽➀ ❰➢ Õ➂➓ ➣➳➉ ➓➉➏➐➌➣➒ ➂Õ ➎➒➍➍➉➣➓➌Ô ➂➽➉➓➏➣➂➓➎ ➨➋➂Ï➉➓➆ ë➉➺ ð➂➓Ò➆ ❿➥➥➸➩➀
❿❰➀ ➑➏➄➏➍➏➓➄➆ ò➀ è➉ ➘➌➅➌➣➉ ç➏➓➣ ➂Õ ➏➅ ã➅Ö➅➌➣➉ ➼➌➍➽➐➉ ã➅➣➉➔➓➏➐➀ ã➅ ▲❐õ➱ÿÞ❐➟ Ý❒ ♥➮ÿõ➝➞➆➟ ♣ÞÝû÷❐↕ ô❒ ÷ô❒❐➮Þ ♣➮Þ➱ô➮÷ ýô✚❐Þ❐❒➱ô➮÷ ❐qÿ➮➱ôÝ❒➟

❿➸➸➦❿➤❿ ➨ð➏➐➉❧➅➌Ï➉➓➎➌➣➒ ➽➓➉➎➎➆ ë➉➺ ➑➏Ï➉➅➆ ❿➥➫➸➩➀
❿➥➀ ëúï➉➹➊ðñ➽➉➹➆ ➑➀ ë➀➆ ➼➏➐➏➎➊Ñ➓➌➣➂➆ →➀ ➁➀ ➯ ➼➂➐✂➎➆ ➋➀ →➀ ➴➂➍➍➉➅➣ ➂➅ ✄è➉ ➂➅➉➊➄➌➍➉➅➎➌➂➅➏➐ ➴➂➃➐➂➍➲ ➽➓➂➲➐➉➍☎➀ ➛➙ ➜➝➞➟➙ ↔➷ ➬➮➱➝➙ Ü❐ÝÞ➙

➾å➆ ➫➚❰➚➚➸ ➨➫➚❿➸➩➀
➫➚➀ ➑➌➐➐➆ à➀ ➁➀ → ë➂➣➉ ➂➅ ➣➳➉ ➶➉➅➉➓➏➐ ➼➂➐➃➣➌➂➅ ➂Õ ➼Ô➳➓➂➄➌➅➔➉➓☎➎ àé➃➏➣➌➂➅ ➏➅➄ ➣➳➉❧➅Ô➉➓➣➏➌➅➣➒ ç➓➌➅Ô➌➽➐➉➀ ➜➝➞➟➙ ②❐ù➙ ➵✸➆ ➫❿❿➧➦➫❿➫❿ ➨❿➥➸❿➩➀
➫❿➀ ➻➌➣Ô➳➉➐➐➆ ➭➀ è➉ ➣➳➉➂➓➒ ➂Õ ➣➳➉ ➎➃➓Õ➏Ô➉ ➽➳➂➣➂➉➐➉Ô➣➓➌Ô ➉✐➉Ô➣ ➌➅ ➍➉➣➏➐➎sã➀ ➜ÞÝõ➙ ②➙ öÝõ➙ ▲Ý❒ý➙ ↔ ❮➾å➆ ➤➤➫➦➤➢➤ ➨❿➥➸➤➩➀
➫➫➀ ➁➉➅➣➆ ➴➀ ➼➀ ➯ ➭➌➓Ò➅➉➓➆ ➋➀ ò➀ è➉ é➃➏➅➣➃➍ ➣➓➏➅➎➍➌➣➣➌➅➔ ➲➂➃➅➄➏➓➒ ➍➉➣➳➂➄➀ ➛➙ ↔♣♣÷➙ ➜➝➞➟➙ ➵➡➆ ➢➸➧➸ ➨❿➥➥➚➩➀
➫➸➀ ➻➃Ò➳➉➓ì➌➆ ➋➀ ➯ ë➏➔➆ Ñ➀ ➇➀ Ñ➏➅➄ ➎➣➓➃Ô➣➃➓➉ ➂Õ ➎➉➍➌Ô➂➅➄➃Ô➣➂➓ ➎➃➽➉➓➐➏➣➣➌Ô➉➎➀ ➜➝➞➟➙ ②❐ù➙ ✳ ❮➠➆ ➤➸➸❰➦➤➸➤➧ ➨❿➥➪➧➩➀
➫➤➀ Ñ➏➎➣➏➓➄➆ ➶➀ ➼➃➽➉➓➐➏➣➣➌Ô➉ ➲➏➅➄ ➎➣➓➃Ô➣➃➓➉ ➌➅ ➣➳➉ ➉➅Ï➉➐➂➽➉➊Õ➃➅Ô➣➌➂➅ ➏➽➽➓➂î➌➍➏➣➌➂➅➀ ➜➝➞➟➙ ②❐ù➙ ✳ ➠➾➆ ➧➢➥➸➦➧➢➥➪ ➨❿➥❰❿➩➀
➫➧➀ ð➃➆ ç➀ ð➀ ➯ ➴➏➓➄➂➅➏➆ ➻➀ ➴➂➅Ö➅➉➍➉➅➣ ➂Õ à➅➉➓➔➒ ➁➉Ï➉➐➎ ➂Õ à➐➉Ô➣➓➂➅➎ ➏➅➄ ➑➂➐➉➎➀ ã➅ ✥ÿ❒ý➮↕❐❒➱➮÷➟ Ý❢ ö❐↕ôõÝ❒ýÿõ➱ÝÞ➟ ➤➪➥➦➤❰➥

➨➼➽➓➌➅➔➉➓➊Ð➉➓➐➏➔➆ ➑➉➌➄➉➐➲➉➓➔➆ ➫➚❿➚➩➀
➫➢➀ →➎➐➏➅➔➃➐➆ ➴➀ ➬éõ➮❒ôqÿ❐ qÿ➮❒➱ôqÿ❐ ✆➀ ➨➄➉ Ñ➂➉ÔÒ➆ ➁➂➃Ï➏➌➅➆ ➫➚➚❰➩➀
➫➪➀ ➴➂➳➉➅➊â➏➅➅➂➃➄ì➌➆ ➴➀➆ ➋➌➃➆ Ñ➀ ➏➅➄ ➁➏➐➂ë➆ ➘➀ ➴➂➍➽➂➓➣➉➍➉➅➣ ✝ ➐☎➂➓➌➔➌➅➉ ➄➉➎ ➎➂➐➃➣➌➂➅➎ ➄➉ ➐☎ñé➃➏➣➌➂➅ ➓➏➄➌➏➐➉➀ ➌➅ ➬éõ➮❒ôqÿ❐ qÿ➮❒➱ôqÿ❐

➪➥❿➦➪➥➫ ➨➑➉➓➍➏➅➅➆ ç➏➓➌➎➆ ❿➥➪➪➩➀
➫❰➀ ➑➉➓➹➲➉➓➔➆ ➶➀ ↔➱Ý↕ôõ ö♣❐õ➱Þ➮ ➮❒ý ↔➱Ý↕ôõ ö➱Þÿõ➱ÿÞ❐➀ ❧➅Õ➂➓➣➃➅➏➣➉➐➒➆ ➅➂ ➌➅➄➌Ô➏➣➌➂➅➎ ➂Õ ➃➅Ô➉➓➣➏➌➅➣➌➉➎ ➏➓➉ ➔➌Ï➉➅➆ ➺➉ ➳➏Ï➉ ➃➎➉➄ ➣➳➉ ➄➏➣➏

➏➎ ➔➌Ï➉➅ ➨➋➂Ï➉➓➆ ë➉➺ ð➂➓Ò➆ ❿➥➤➤➩➀

❋✞✟✉✠❡ ✡☛ ❘❡♣r❡s❡●t❛t✐♦● ♦❍ t■❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✐● t■❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❝❛s❡ ☞❧❡✌▲ ♦r ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝❛s❡ ☞r✐❣■t▲❖ ✍❡✌

❛r❡ r❡♣r❡s❡●t❡❞ t■❡ ✗✤ ✢✎❊ ❝❧♦s✐●❣ ❝✐r❝❧❡❏ t■❡ ✗ ❛①✐s ☞◆■✐❝■ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ✈❛r② ❍r♦♠ ✏✑ t♦ ✢✎❊▲ ❛●❞ t■❡ ❣❛✉❣❡

♣❛r❛♠❡t❡r ✕❖ ❘✐❣■t ✐s r❡♣r❡s❡●t❡❞ t■❡ ✗✤✒✑ ♣♦✐●t ❛t t■❡ str❛●❣❧✐●❣ ♣♦✐●t ❛●❞ ❛ ✕▼❝✐r❝❧❡ ✐s ♣♦✐●t❡❞ ♦✉t✓ ❛❧❧

♦rt■♦❣♦●❛❧ ❧✐●❡s t♦ t■✐s ❝✐r❝❧❡ ✈❛r② ◆✐t■ ✗❖
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états liés dans la barrière de Coulomb

✷�❙✁✂✄☎✆✂✝✂✁ ❘✄✞✟❘✆❙ ✥ ✠✡☛✡☛☞ ✌☛✍✎✡✏☛ ✥ ✑✒✒✓✔✕✖✖✗✘✙✚✘✛✜✖✢✣✚✢✣✤✦✖✔✧✢★✩✦✪✣✫✣✪✬✫✢✧✧✪✫

✇✇✇✳✭✮✯✰✱✲✳✴✵✶✸✹✴✺✲✭✯✺♥✺✴✱✲✻✵✱✯✹✼✼✼✽✾✿❀❁❂❃✽❄❅❆❇❈❄❉❃✾❀❉❊❉❄❂❃❋❅❂❀❈❇

●❍■❏❑▲▼◆❖P◆◗◆❏❚❯

❱❡ ❲✉t❤♦r t❤❲❳❦❨ ❩❬ ❭❲❳❦r❲❨❤❦✐❳ ❪♦r ❤✐❨ s❲t❤❡s❲t✐❫❲❧ ❡❴❵❧❲❳❲t✐♦❳❨ ❲❳❞ ❫❧❲r✐❛❫❲t✐♦❳❨❜ ❲❳❞ ❝❬ ❢❲❣❲❳❳❲t❤❲❳ ❲❳❞

❢❬❥♠❬ ♣✉❫❤❨ ❪♦r t❤❡✐r ❲tt❡❳t✐✈❡ r❡❲❞✐❳❣❬

q❑◗①◆❚②❏P ②❏❚◆③◆❯❚❯

❱❡ ❲✉t❤♦r ❞❡❫❧❲r❡❨ ❳♦ ❫♦s❵❡t✐❳❣ ✐❳t❡r❡❨t❨❬

●❖❖②❚②❑❏④▼ ②❏⑤❑③◗④❚②❑❏

⑥⑦⑧⑧⑨⑩❶⑩❷❸❹❺❻ ❼❷❽❾❺❶❹❸❼❾❷ ✐❨ ❲✈❲✐❧❲❿❧❡ ❪♦r t❤✐❨ ❵❲❵❡r ❲t ❤tt❵❨➀➁➁❞♦✐❬♦r❣➁➂➃❬➂➃➄➅➁❨➆➂➇➈➅❥➃➉➃❥➊➉➂➆➆❥➉❬

➋❾❺❺⑩➌⑧❾❷➍⑩❷➎⑩ ❲❳❞ r❡➏✉❡❨t❨ ❪♦r s❲t❡r✐❲❧❨ ❨❤♦✉❧❞ ❿❡ ❲❞❞r❡❨❨❡❞ t♦ ➐❬❝❬

➑⑩⑧❺❼❷❸➌ ❹❷➍ ⑧⑩❺❶❼➌➌❼❾❷➌ ❼❷❽❾❺❶❹❸❼❾❷ ✐❨ ❲✈❲✐❧❲❿❧❡ ❲t ➒➒➒❬❳❲t✉r❡❬❫♦s➁r❡❵r✐❳t❨❬

➓⑦➔⑨❼➌→⑩❺➣➌ ❷❾❸⑩ ↔❵r✐❳❣❡r ♠❲t✉r❡ r❡s❲✐❳❨ ❳❡✉tr❲❧ ➒✐t❤ r❡❣❲r❞ t♦ ↕✉r✐❨❞✐❫t✐♦❳❲❧ ❫❧❲✐s❨ ✐❳ ❵✉❿❧✐❨❤❡❞ s❲❵❨ ❲❳❞

✐❳❨t✐t✉t✐♦❳❲❧ ❲➙❧✐❲t✐♦❳❨❬

➛⑧⑩❷ ➜➎➎⑩➌➌ ➝❤✐❨ ❲rt✐❫❧❡ ✐❨ ❧✐❫❡❳❨❡❞ ✉❳❞❡r ❲ ➞r❡❲t✐✈❡ ➞♦ss♦❳❨ ❝ttr✐❿✉t✐♦❳ ➆❬➃ ➟❳t❡r❳❲t✐♦❳❲❧

➠✐❫❡❳❨❡❜ ➒❤✐❫❤ ❵❡rs✐t❨ ✉❨❡❜ ❨❤❲r✐❳❣❜ ❲❞❲❵t❲t✐♦❳❜ ❞✐❨tr✐❿✉t✐♦❳ ❲❳❞ r❡❵r♦❞✉❫t✐♦❳ ✐❳ ❲❳➡ s❡❞✐✉s ♦r

❪♦rs❲t❜ ❲❨ ❧♦❳❣ ❲❨ ➡♦✉ ❣✐✈❡ ❲❵❵r♦❵r✐❲t❡ ❫r❡❞✐t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐❳❲❧ ❲✉t❤♦r➢❨➤ ❲❳❞ t❤❡ ❨♦✉r❫❡❜ ❵r♦✈✐❞❡ ❲ ❧✐❳❦ t♦ t❤❡ ➞r❡❥

❲t✐✈❡ ➞♦ss♦❳❨ ❧✐❫❡❳❨❡❜ ❲❳❞ ✐❳❞✐❫❲t❡ ✐❪ ❫❤❲❳❣❡❨ ➒❡r❡ s❲❞❡❬ ❱❡ ✐s❲❣❡❨ ♦r ♦t❤❡r t❤✐r❞ ❵❲rt➡ s❲t❡r✐❲❧ ✐❳ t❤✐❨

❲rt✐❫❧❡ ❲r❡ ✐❳❫❧✉❞❡❞ ✐❳ t❤❡ ❲rt✐❫❧❡➥❨ ➞r❡❲t✐✈❡ ➞♦ss♦❳❨ ❧✐❫❡❳❨❡❜ ✉❳❧❡❨❨ ✐❳❞✐❫❲t❡❞ ♦t❤❡r➒✐❨❡ ✐❳ ❲ ❫r❡❞✐t ❧✐❳❡ t♦ t❤❡

s❲t❡r✐❲❧❬ ➟❪ s❲t❡r✐❲❧ ✐❨ ❳♦t ✐❳❫❧✉❞❡❞ ✐❳ t❤❡ ❲rt✐❫❧❡➥❨ ➞r❡❲t✐✈❡ ➞♦ss♦❳❨ ❧✐❫❡❳❨❡ ❲❳❞ ➡♦✉r ✐❳t❡❳❞❡❞ ✉❨❡ ✐❨ ❳♦t ❵❡r❥

s✐tt❡❞ ❿➡ ❨t❲t✉t♦r➡ r❡❣✉❧❲t✐♦❳ ♦r ❡❴❫❡❡❞❨ t❤❡ ❵❡rs✐tt❡❞ ✉❨❡❜ ➡♦✉ ➒✐❧❧ ❳❡❡❞ t♦ ♦❿t❲✐❳ ❵❡rs✐❨❨✐♦❳ ❞✐r❡❫t❧➡ ❪r♦s t❤❡

❫♦❵➡r✐❣❤t ❤♦❧❞❡r❬ ➝♦ ✈✐❡➒ ❲ ❫♦❵➡ ♦❪ t❤✐❨ ❧✐❫❡❳❨❡❜ ✈✐❨✐t ❤tt❵➀➁➁❫r❡❲t✐✈❡❫♦ss♦❳❨❬♦r❣➁❧✐❫❡❳❨❡❨➁❿➡➁➆❬➃➁❬

➦ ❱❡ ❝✉t❤♦r➢❨➤ ➉➃➉➃
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