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A T’origine de ma carriére

Bien que j’ai changé a de nombreuses reprises de domaine de recherche, un
regard rapide sur l’ensemble de ma carriére percevra une certaine continuité : je
me suis presque toujours intéressé a des systémes de trés basse dimension, quasi-
unidimensionnels souvent, voire, trés récemment, strictement unidimensionnel.

C’est, en partie, fortuit ; ma premiére passion, en physique, a toujours été vers ses
aspects statistiques : ’émergence de lois macroscopiques dans les systémes a grand
nombre de corps; c’est donc assez naturellement que je suis arrivé a la physique
des solides, mére de nombreux systéemes a N-corps plus passionnants les uns que les
autres, et réguliérement source de physique nouvelle hors des connaissances établies.

Ensuite, serait-ce une compétence un peu plus affirmée en mathématiques, qui
m’aura guidé vers ces systémes quasi-unidimensionnels, otl une partie des résultats
sont démontrables analytiquement ? je crois aussi au hasard : ma rencontre avec
Serge Aubry.

Pendant mes études, j’ai appris les principes de la démarche scientifique, selon
Popper [1] et Kuhn [2]|. La déontologie scientifique est basée essentiellement sur la
vérification expérimentale (en comparant ou en reproduisant des expériences) et sur
I'interprétation théorique de ces expériences.

Ceci requiert une nécessaire transparence dans la publication des résultats (aussi
bien expérimentaux que théoriques) et explique 'atmosphére de liberté que j’ai im-
médiatement ressentie, venant d’un milieu plus littéraire, lors de mon stage de
D.E.A. chez Martine Hennion, au Laboratoire Léon Brillouin (C.E.A.; C.E.N. Sa-
clay).

Pourtant, dés ma premiéere année de theése, j'ai découvert de nombreux usages
en contradiction avec cet objectif de transparence. J’ai déposé, pour les lecteurs,
certaines de mes réflexions a ce sujet sur ma page personnelle :
https ://www.equipes.lps.u-psud.fr/theorie /abramovici/page-personnelle

Remerciements

Je tiens a remercier les personnes sans lesquelles, par leur conseil, leur aide, leurs
contributions, je n’aurais pu mener mes recherches et les présenter dans ce mémoire :
M. Héritier, C. Nickel, S. Haddad, B. Dougot, N. Dupuis, T. Masson, P. Kalugin,
Y. Avishai, D. Le Bolloc’h, S. Guéron, S. Capponi, E. Orignac, C. Bourbonnais et
D. Chandesris.
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Un idéal de transparence

Pendant mes études, j’ai appris les principes de la démarche scientifique, selon
Popper [1] et Kuhn [2]|. La déontologie scientifique est basée essentiellement sur la
vérification expérimentale (en comparant ou en reproduisant des expériences) et sur
I'interprétation théorique de ces expériences.

Ceci requiert une nécessaire transparence dans la publication des résultats (aussi
bien expérimentaux que théoriques) et explique 'atmosphére de liberté que j’ai im-
médiatement ressentie, venant d'un milieu plus littéraire, lors de mon stage de
D.E.A. chez Martine Hennion, au Laboratoire Léon Brillouin (C.E.A.; C.E.N. Sa-
clay).

Pourtant, dés ma premiére année de thése, j’ai découvert de nombreux usages
en contradiction avec cet objectif de transparence. Je voudrais raconter quelques
unes de ces pratiques auxquelles j’ai été ainsi confronté au long de ces années.

Je vais rassembler ces histoires autour de trois thémes, qui se recouvrent par-
tiellement : opacité et transparence dans la littérature scientifique ; les mécanismes
de vérification des publications; enfin les rapports entre science et communication.
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A De la lisibilité de la littérature
scientifique

1 Les pratiques des chercheurs

Une des choses qui m’a séduite dans le travail de Serge Aubry, c’est que les
calculs étaient intégralement ' publiés [3].

C’est rare dans la littérature de physique théorique. La plupart des travaux
théoriques publiés récemment ne dévoilent qu’une partie des calculs y afférants.

a Des textes incomplets

Certains auteurs désirent éviter les redites ou les détails fastidieux. Le lecteur
est implicitement renvoyé a des travaux de référence. Cela peut rendre la lecture
de leurs articles trés pénible; par exemple, pour bien comprendre I'utilisation du
temps imaginaire de Matsubara, il n’est guére d’autres ressources que de lire les
publications de Matsubara [4] ou de cette époque (les années cinquante) ou de se
le faire expliquer. 2

Jai été personnellement confronté a cet usage, pour le premier article 7] que
j’ai publié aprés avoir quitté I’équipe de Serge Aubry, fraichement embauché dans
celle de Maurice Kléman. Cet article a connu de nombreuses aventures, mais je
n’en citerai qu'une ici : lors de sa soumission, j’ai été contacté directement par M.
Duneau, qui était rapporteur de l'article. 3

« Cest beaucoup trop difficile, et ton texte est trop long. » m’a-t-il dit en sub-
stance. J’ai été amené a supprimer finalement la démonstration (parce qu’elle uti-
lisait des théories de groupe fini) et & étoffer les explications géométriques, plus
intuitives mais moins rigoureuses.

Cet exemple n’est pas trés significatif, dans la mesure ot mes résultats ne consti-
tuaient pas un apport majeur a la science; je reste pourtant amer a l'idée de cette
démonstration désormais enfouie dans mes archives et donc perdue.

Il dénote bien, cependant, que, pour un théoricien aussi rigoureux et précis que
M. Duneau, il va de soi qu’on peut (voire qu’on doit) publier un résultat incomplet.
C’est, il me semble, une chose admise de facon quasi universelle par la communauté.

1. C’est a dire qu’ils sont écrits ex nihilo & part un bagage mathématique minimal.

2. On peut également consulter les références [5,6] qui sont trés complétes a ce sujet.

3. Quoique le rapporteur soit habituellement anonyme, j’ai beaucoup apprécié cette opportunité
malheureusement unique de retravailler un article ensemble, d’autant plus que la réputation et la
valeur de M. Duneau étaient excellentes.
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Chapitre A. De la lisibilité de la littérature scientifique

J'en ai rencontré un autre exemple, récemment : dans 1'épais article [8] sur la
barriére coulombienne a une dimension, lors de I’étude de la transmission, on calcule

la matrice S = <: !

coefficients de réflexion 7z et rp, (définis pour une onde venant, respectivement, de
+00 et —o0), et de méme les coefficients de transmission ¢ et ¢t;,. En particulier, la

. Or, il faut, pour les calculs intermédiaires, distinguer les

. . t .
matrice S s’écrit alors S = <ZR TR ) Cette expression ne se trouve pas dans les
L TL

livres de base, je I’ai redémontrée en suivant la référence [9]. Mais mon co-auteur a
préféré omettre cette précision, bien que je la trouvais utile a la compréhension des
calculs.

Plus préoccupantes a mes yeux sont les pratiques suivantes, qui rendent certains
sujets opaques.

b Les omissions volontaires

J’ai fait a partir de 2001 des calculs de groupe de renormalisation. Il s’agit
d’une méthode maintenant relativement ancienne, élaborée et vulgarisée en matiere
condensée, en particulier par Wilson [10, 11| dans les années cinquante.

Dans ses développements les plus modernes, elle est 'apanage d'un trés petit
nombre de théoriciens, tant elle nécessite de calculs complexes et intriqués, souvent
fastidieux et lourds a mener dans leur réalisation concréte.

C’est J. C. Nickel, qui préparait alors sa thése sous la direction de M. Héritier,
qui m’y a initié. Or, j’ai constaté que la difficulté du sujet et I’appréhension qu’il
peut susciter sont amplifiées par une certaine opacité, qui existe a plusieurs niveaux,
en particulier dans les publications spécialisées.

Je vais en donner trois exemples.

a Les diagrammes tripodes

Parmi les difficultés de ces méthodes, il y a une subtilité qui n’est pas sou-
vent citée (a titre de contre-exemple, voir [12]) : pour calculer le développement
diagrammatique des su- " _sceptibilités, il faut préalablement calculer celui
de diagrammes tripodes -q"‘-< (parfois notés z) ou analogues. Le calcul de leur
développement ne présente pagiée difficulté particuliére, mais I’absence méme d’une
référence claire a ces objets, que 1’on peut caractériser par ’absence d’une notation
conventionnelle, que ce soit en francgais ou en anglais, participe de ce mystére.

B Calcul a température finie ou nulle

Coexistent dans les diverses publications des calculs dits a température nulle, qui
utilisent explicitement le temps de Matsubara, et des calculs dits & température non
nulle 7. On examinera plus tard de facon approfondie I’anomalie connue que 1’on
observe quand on compare ces deux méthodes : dans un cas précis, la limite quand
T — 0 obtenue par la seconde méthode ne coincide pas avec la valeur obtenue par la
premiére. * Or, je n’ai trouvé dans la littérature aucune déontologie précise, aucun

o

4. 1l s’agit du calcul du terme, généralement trivial, _, | ,

12



1. Les pratiques des chercheurs

appareil critique, aucune analyse concernant le choix entre ces deux méthodes, alors
méme que c’est une questions préoccupante.

~ Le manuscrit de thése de C. Honerkamp

C. Honerkamp a travaillé dans ’équipe de M. Salmhofer. Ce groupe allemand
a énormément progressé sur les techniques du groupe de renormalisation : deux
schémas ont été développés, celui dit de 'ordre de Wick et celui dit a une particule
irréductible. ®

N

La thése de Honerkamp [16] est une contribution majeure & ces travaux. La
base et les prémices du schéma de renormalisation a une particule irréductible y
sont présentés de facon détaillée, mais ’essentiel de la thése porte sur les propriétés
et les difficultés; les calculs fondamentaux n’y sont qu’ébauchés, souvent de fagon
éclatée ; il est impossible de les reprendre et de les analyser in extenso ; cette thése

garde tous ses secrets. ©
c L’écriture ésotérique

La spécialisation est inévitable et nécessaire dans tous les domaines de la phy-
sique ; non seulement, un séminaire doit étre adapté a un public donné, mais il est
rare qu’'un article publié dans une revue scientifique spécialisée soit lisible par tout
public; il est nécessaire que le lecteur ait acquis une certaine maitrise du langage
scientifique utilisé dans l'article.

Tout est donc affaire de mesure. Les usages sont par eux-mémes déplorables.
Par exemple, la lettre z désigne souvent le facteur d’échelle des fonctions d’onde,
dans les calculs de renormalisation ; mais, pas seulement, puisqu’elle désigne parfois
les diagrammes tripodes que j’ai déja mentionnés.

Ceci étant admis, il n’en reste pas moins que certains auteurs abusent de no-
tations mal définies; par exemple, ils ne rappellent pas les définitions d’articles
anciens ; ils ne précisent plus certaines hypothéses, pourtant restrictives; certains
utilisent des sigles non explicités (quoique cet abus soit plus rare, on peut citer le
nom des phases supraconductrices, comme C'150, qui n’est pas universel), chaque
auteur s’inscrit dans une Ecole, un systéme de notation, sans expliciter sa référence ;
bref, cet ésotérisme parfaitement maitrisé concourt & rendre certaines publications
encore moins abordables qu’elles ne le seraient naturellement.

Autre exemple : on ne peut reprocher aux publications de Gallavotti & Benfatto
[19] d’étre incomplétes ; pourtant, elles sont d’un abord particuliérement difficile, et,
a dire vrai, ne sont comprises que par un petit groupe de physiciens-mathématiciens,
tant elles sont écrites dans un langue mathématique trés peu abordable.

d La non-originalité des publications

Un autre travers, partagé par I'ensemble des auteurs scientifiques, est ’abus
d’auto-citations; cela consiste & publier plusieurs fois le méme résultat. S’il s’agit
des prémices théoriques, la question se pose souvent de les répéter ou non pour

5. Cette méthode a été notamment développée par Schulz & Zanchi [13,14] et Salmhofer [15];
j’y reviendrai plus loin.

6. On peut consulter plutdt [17] ou la thése de Halboth [18], autre étudiant dirigé par Salmhofer,
qui traite du schéma de 1'ordre de Wick et est un vrai bijou.

13



Chapitre A. De la lisibilité de la littérature scientifique

améliorer la lisibilité de Darticle. ”

Certains auteurs se livrent a de véritables plagiats, a la facon du compositeur
Rossini qui n’hésitait pas a étoffer ses ceuvres de mélodies tirées des précédentes.
Par exemple, l'article de Fabrizio [20], sur lequel nous nous sommes appuyé pour
nos calculs (et notamment les notations) dans le domaine de la supraconductivité
[21, 22|, reprenait intégralement une premiére lettre [23].

e Les bibliographies incomplétes

Quand on analyse les références de nombreuses publications, on constate que
leurs auteurs citent volontiers les travaux des autres collaborateurs, présents ou
passés, mais avec parcimonie ceux des équipes concurrentes, souvent étrangéres, se
contentant de quelques articles pionniers incontournables.

Cette pratique s’inscrit dans une problématique plus générale : elle reléve d'un
communautarisme parfois trés marqué, que je voudrais décrire maintenant.

2 La culture du secret

L’opacité, qu’on observe dans les publications, participe d’une pratique, plus ou
moins assumée, du secret. Dans certains cas, cette pratique se justifie.

a Le communautarisme

Souvent, un groupe d’initiés se partage la connaissance compléte des outils et des
pratiques propres a une méthode scientifique originale. Cela vient parfois du souci
d’épargner aux chercheurs, lors des communications ou dans les articles publiés,
I’ensemble des détails vraiment fastidieux et techniques de ces travaux.®

Cette question s’inscrit dans un contexte de compétition scientifique internatio-
nale, mais peut surprendre : les scientifiques ont une large pratique de la diffusion et
de la communication au dela des frontiéres; les débats publics d’avant-guerre entre
I'Ecole de Copenhague et A. Einstein le prouvent.

On peut comparer deux attitudes : ’équipe allemande que j’ai déja citée, hé-
ritiere du groupe de T. M. Rice, a une production d'une qualité exceptionnelle,
qui lui assure une prédominance indiscutable. L’opacité de certains travaux n’en
apparait que plus injustifiéce. A l'inverse, les travaux de Aubry ont été largement
copiés, notamment par certaines équipes chinoises [24|. En définitive, sa paternité
lui a toujours été reconnue.

7. Se repose la question de publier I'intégrabilité des calculs, cf. la section a.

8. En définitive, il suffit de rencontrer ou de connaitre un chercheur de cette communauté pour
acquérir ces connaissances, il n’y a pas de sectarisme. J. C. Nickel m’a raconté avoir été formé
au groupe de renormalisation par C. J. Halboth et B. Bintz, deux étudiants du groupe de M.
Salmhofer.

14



2. La culture du secret

b La confidentialité

a La pratique dans les groupes expérimentaux

Le secret est également trés pratiqué par les groupes expérimentaux, qui veulent
protéger aussi longtemps que possible la primauté et 'originalité de leurs décou-
vertes. Cela est justifié quand un dispositif a des applications industrielles poten-
tielles : dans ce cas, I’équipe déposera un brevet, qui officialise la confidentialité de
leur travail.

B Les logiciels “boite noire”

Plus étonnant peut-étre, j’ai été également confronté a une stricte exigence de
confidentialité lors d’un travail effectué au Canada ; I’équipe de L. Lewis utilisait le
logiciel VASP, écrit par ’équipe des professeurs Hafner et Kresse a Vienne; or, le
code source avait été transmis au professeur Lewis avec, entre autres, une clause de
stricte confidentialité.

On est dans ce cas-ci trés proche du secret industriel, donc du brevet. L’équipe
de Vienne a cependant choisi une voie intermédiaire, en tempérant en particulier le
secret par la possibilité de confier (sous condition?) son code a d’autres équipes.

¢ Tolérance du milieu scientifique

Toutes les pratiques précédentes visent a protéger, de facon plus ou moins illu-
soire, les méthodes mises au point par un groupe de chercheurs déterminé. Elles
semblent contradictoire avec la déontologie méme de la recherche, que j’ai rappelée
plus haut.

Elles sont cependant assez bien tolérées par la communauté, qui se contente des
avis d’experts en qui elle a confiance : les seuls spécialistes capables de comprendre
et reproduire les calculs. 1

De méme, résultant du conflit entre confidentialité des découvertes et transpa-
rence scientifique, existera toujours une période de latence, pendant laquelle tout
nouveau résultat scientifique restera inaccessible.

Ces pratiques nous interpellent au sujet de la validation des découvertes scien-
tifiques. Auparavant, je voudrais suggérer, de facon plus positive, une autre fagon
de procéder, qui, si elle était adoptée, pourrait nettement améliorer la transmission
des connaissances et la communication scientifique spécialisée.

d Une proposition d’utilisation des publications en ligne

Depuis bientot vingt ans se sont développées les publications en ligne des travaux
scientifiques. Quoique de nombreux chercheurs s’obstinent heureusement a faire
valider en paralléle leurs travaux par la procédure des publications avec comité de
lecture, pour une partie croissante des articles publiés se pose ici le probléme de
leur validation.

9. La condition principale exigée par les deux professeurs de Vienne était alors d’étre co-auteurs
d’un article, elle a heureusement disparue.
10. Cependant, j’ai souvent été surpris, quand j’ai consulté ces fameux spécialistes, de m’en-
tendre répondre « Je n’ai pas refait ces calculs, personnellement j’obtiens le méme résultat de telle
fagon... »

15



Chapitre A. De la lisibilité de la littérature scientifique

Ce n’est pas ce dont je veux discuter ici. Cela fait longtemps que je réfléchis
a la possibilité de publier en ligne, parallélement a un article formaté selon les
standards académiques, des mémoires plus complets, qui présenteraient l'intégralité
des calculs. 1!

On pourrait créer, a ce titre, des sections spéciales in extenso dans arXiv. Ce
mode de publication, tel que je le présente, serait libre et, sachant la surcharge de
travail de tous nos collégues, je ne suis pas certain qu’ils seraient préts a y consacrer
du temps, on peut toutefois imaginer des systémes d’incitation efficaces. 12

Il ne s’agirait pas de supprimer la mise en ligne des articles conventionnels, car
celle-ci répond a d’autres besoins et s’avére trés utile, mais bien de créer une autre
liste (consultable), sur laquelle on serait redirigé par lien.

Contrairement a ce qu’on pourrait penser, cette proposition n’est pas aussi uto-
piste qu’il n’y parait, je connais personnellement plusieurs collegues, qui publient
ainsi, sur leur page personnel, I’ensemble de leurs travaux préparatoires. Mieux,
j’ail récemment eu un article a référer, dans lequel I'auteur renvoyait a une page
personnelle pour le détail des calculs.

Il faudra, pour cela, que d’autres collégues arrétent de cultiver le secret, attaché
a leurs travaux. Il faudra surtout que I'état cesse de rogner sur notre temps de
recherche ; en particulier, a la suite des nouveaux décrets régissant le statut des
enseignants-chercheurs [25], la menace existe qu’il ne soit plus possible de mener
une activité réelle et sérieuse de recherche.

Non seulement un tel systéme lutterait de fagon efficace contre les pratiques de
secret que j'ai précédemment décrites, '® mais il résoudrait également le probléme
de la validation, que je vais maintenant aborder.

11. Pour un théoricien. Pour un expérimentateur, quelque chose d’équivalent devrait également
étre proposé, par exemple, la mise en ligne des données brutes. Pour un numeéricien, on pourrait
lui proposer de publier le code complet qu’il utilise, sans renoncer a ’exigence de confidentialité
que j’ai mentionnée & propos du programme VASP. 13

12. Par exemple, la prise en compte, dans certaines modalités d’évaluation, de ces publications
in extenso. On pourrait imaginer également un systéme moins libéral, qui rendrait obligatoire ce
mode de publication,'® cela dit, chaque chercheur devrait coopérer de bonne volonté et écrire le
document lui-méme, si 'on veut qu’il soit utilisable.

13. On devrait simplement prévoir des temps de carence avant que le document soit réelle-
ment accessible, afin de préserver toutes les exigences de confidentialité qui peuvent émaner des
chercheurs.
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B De la validation des travaux
scientifiques

1 La non-tracabilité des calculs

Je me place volontairement dans une optique de théoricien, mais tout ce que
jlécris ici s’applique mutas mutandis aux travaux expérimentaux.

a Les calculs manquants dans les publications

En raison méme des omissions ou simplifications pratiquées dans les publica-
tions, il est impossible de vérifier intégralement certains calculs. Cela ne concerne
pas tous les cas; par exemple, le temps de Matsubara et la sommation finie des
fréquences, qui lui est associée, sont expliqués dans les articles que j’ai déja cités.
Par contre, mon article de 1993 7] ne peut plus étre controlé in extenso, comme je
I’ai déja expliqué.

b Le cas particulier des travaux numeériques

Une grande majorité des travaux scientifiques utilisent des méthodes numé-
riques, que ce soit des programmes de traitement des données expérimentales ou des
programmes de résolution numérique d’équations différentielles, etc. Cela dépasse,
et de beaucoup, la sphére des chercheurs dits numériciens.

En raison de la lourdeur et de la technicité des codes numériques, et de ’ensemble
des données numériques engagées dans ces travaux, il n’est jamais possible de les
publier, ce qui fait qu'une partie des secrets reste souvent cachée.

Ainsi, Aubry, que j’ai cité en exemple parce qu’il a écrit I'intégralité de ses calculs
sur les chaines unidimensionnelles, a travaillé sur les bifurcations dans des systémes
bidimensionnels, ce qui a nécessité des calculs numériques longs et complexes [26—
28|, dont il n’a, au contraire, pu révéler le détail.

C’est un état de fait que je ne trouve pas sain. Que certains chercheurs dési-
rent garder la confidentialité des codes qu’ils ont écrit, pourquoi pas. Pour autant,
il serait utile et profitable, pour la science et I'humanité en général, que les pro-
grammes, qui ont permis des progres scientifiques, soient conservés et diffusés, quitte
a ce que leur secret soit gardé pendant une certaine période, comme pour les brevets.
Je ne pense pas seulement aux travaux numériques faits par des théoriciens, mais
aussi aux programmes utilisés pour le traitement des données expérimentales, qui
sont parfois trés sophistiqués, que ce soit en physique des particules ou en matiére
condensée.
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Chapitre B. De la validation des travauz scientifiques

La publication de ces codes en ligne, selon un protocole qui resterait a inventer,
comme je ’ai exposé plus haut, me semblerait une solution viable; il est étonnant
que cela n’ait jamais été encore envisagé.

¢ Le recours direct aux auteurs

Si I'on veut comprendre un article, dont certaines parties restent obscures, il
reste une possibilité, qui se pratique couramment dans la communauté scientifique :
c’est de contacter directement un auteur, pour lui demander des précisions sur cet
article.

J’ai personnellement contacté plusieurs auteurs; la plupart des réponses recues
étaient trés breves et difficiles & interpréter. J’ai notamment contacté M. Fabrizio
pour un éclaircissement sur son article [20], mais il m’a fallu des mois pour vraiment
comprendre sa réponse.

On ne peut d’ailleurs étre certain que tous les auteurs répondent a de telles
demandes, mais il faut bien reconnaitre, de toutes fagons, que cette pratique atténue
seulement 'opacité qui résulte de certaines publications; & moins de rencontrer
longuement les auteurs, il reste toujours des parties incomprises dans leurs articles.

d L’exégése des auteurs

Certains chercheurs ont une reconnaissance telle, ce sont des savants si impor-
tants dans I’histoire des sciences, qu'un véritable travail d’exégése se met en place,
afin de comprendre leurs travaux.

On pense naturellement aux sciences sociales, & des auteurs comme Freud, La-
can, Barthes, Bourdieu, etc., mais de tels travaux d’exégése existent aussi dans le
domaine des sciences dures.

Ainsi, avec P. Kalugin, T. Masson, A. Joets et E. Sérié, qui faisait une thése
sous la direction de T. Masson et M. Dubois-Violette, ai-je participé & un séminaire
de mathématiques, dont un des objets d’étude était de travailler sur I'algébre non
commutative fondée par Connes. Il s’agit de travaux passionnants mais peu connus
du grand public, bien que la théorie des cordes, qui utilise des outils assez analogues,
soit quelque peu vulgarisée.

Plus précisément, E. Sérié et T. Masson ont repris I’ensemble des calculs de
Connes, en refaisant toutes les démonstrations.! On se trouve ici dans un cas exem-
plaire de validation d’une théorie.

Cependant, la masse des travaux scientifiques publiés constitue une mine ex-
traordinaire, dont les plus belles pépites restent trop souvent mal connues, et ne
peuvent étre ainsi décortiquées et digérées par la communauté.

1. Cela a constitué I'essentiel de la thése d’E. Sérié [29].
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2 Les limites des procédures de validation des
travaux scientifiques

a Les comités de lecture

Le principe de relecture par un comité de lecture est a mes yeux le meilleur
possible ; pourtant, en raison de la multiplication des publications scientifiques,
tout le monde se rend compte qu’on arrive a une saturation compléte du systéme
et, finalement, une détérioration trés nette du controle.

D’une part, les chercheurs, méme les plus expérimentés, refusent de plus en plus
de relire des articles; les éditeurs doivent insister & de multiples reprises, quand ils
ne renoncent pas, finalement, & une pluralité de jugements. Du coup, les rapporteurs
ne sont souvent plus de vrais spécialistes du domaine et leur analyse est parfois com-
pletement erronée. D’autre part, les rapports sont de plus en plus souvent lapidaires
et succincts, les rapporteurs se contentent d’une lecture sommaire. 2

Il faut ajouter, pour étre complet, que de tout temps, la signature des auteurs a
compté énormément. Méme quand un rapporteur critique ’article d'un chercheur de
reconnaissance internationale, il arrivera souvent que I’éditeur ne tienne pas compte
de son jugement.

b Le cas des articles publiés en ligne

Dans ce contexte, il convient de rappeler que les articles publiés en ligne n’ont
aucune forme de validation. Or, de plus en plus de chercheurs se contentent de pu-
blier leurs travaux en ligne, sans les soumettre a des revues avec comité de lecture. 3

3 Absence d’appareil critique

a Les articles erronés

Le probléme de la validation des travaux scientifiques ne posséde pas, & mes
yeux, 'importance de leur tracabilité.

En effet, la correction et 'exactitude des articles procéde d'un idéal, presque
mythique et rarement atteint. Il reste presque toujours une petite coquille, une
faute stupide, une phrase mal tournée.

Surtout, les théories incomplétes ou fausses participent a part entiére de la
formation des idées. Par exemple, l'article de Frohlich [30,31] de 1954 a fondé toute
la recherche sur les mécanismes propres de supraconductivité a une dimension, bien
qu’il se soit avéré ensuite bien trop simpliste et donc, en toute rigueur, faux.

2. Pour ne citer que les rapports de l'article que j’ai publié avec Y. Avishai [8], aucun ne
dépassait quatre lignes et, par ailleurs, aucun rapporteur n’a détaillé son commentaire.

3. Cette tendance est toutefois limitée par 'importance, dans les procédures de recrutement et
d’évaluation, des articles publiés dans les grandes revues.
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Le véritable probléme tient davantage a la difficulté de distinguer, parmi toutes
les publications, celles qui nous intéresseront réellement, et, en particulier, celles qui
auront un impact scientifique.

b Les approximations mal justifiées

D’une fagon générale, se pose la question des approximations utilisées dans les
calculs qui sont publiés : certes, les auteurs, la plupart des fois, prennent beaucoup
de soin a les justifier, parfois assez longuement. 4

Je trouve qu’elles sont beaucoup trop peu discutées : les scientifiques préférent
parler des résultats, alors que, comme —il me semble— ne 'aurait pas désapprouvé
de Gennes [32], l'essentiel de la physique se situe dans les conditions d’application
de telle ou telle approximation ; on observe une fascination de notre milieu pour les
descriptions.

Je voudrais en donner un petit exemple : dans les sels de Bechgaard, nous pré-
disons l'existence d’une phase triplet a grand champ magnétique [33,34], tandis que
les travaux numériques réalisés par Roux a Toulouse, sous la direction de Poilblanc,
prédisent une phase Fulde-Ferrel-Larkin-Ovchinnikov (FFLO) [35,36].

Des considérations générales ne permettent pas de trancher en faveur de la phase
triplet ou de la phase FFLO, il convient donc de comparer les diverses approxima-
tions de chaque calcul. Dans le calcul de I’équipe de Poilblanc, seul I'effet Zeeman
di aux moments de spin est pris en compte, tandis que nos calculs intégrent égale-
ment l'effet du moment orbital. Par contre, la dépendance en fréquence est négligée
dans nos calculs, et le paramétre d’ordre simplifié et adapté a la symétrie atten-
due (du moins pour un systéme de chaines en interaction, pas pour celui d’une
échelle de spin), alors que les calculs de I’équipe de Poilblanc ne font aucune autre
approximation (ou plutot, elles sont toutes maitrisées).

On peut montrer, par de simples ordres de grandeur, que I'effet du moment orbi-
tal est aussi fort que 'effet Zeeman di au spin. Pour cette raison, nous croyons que
notre résultat est le bon. Toutefois, notre modéle n’exclut I'existence d’une phase
FFLO qu’a certaines conditions; or les contraintes sur le paramétre ¢, (cf. mon
manuscrit d’habilitation) ne peuvent étre satisfaites, si on s’en tient aux valeurs
expérimentales connues, 5 < t. < 10 K, ni pour le mécanisme triplet, ni pour le mé-
canisme FFLO. Finalement, la discussion ne peut étre définitivement tranchée, mais
jespére avoir suffisamment attiré I'attention sur I'importance des approximations
choisies, par cet exemple.

c Faiblesse des critiques

C’est ce qui me frappe le plus, avec le recul. Certaines méthodes sont discutées,
certains groupes contestés dans leur méthodologie, mais chacun continue a publier
tranquillement dans son milieu, sans qu’il y ait de confrontation réelle des points

4. Je ne veux pas m’attarder trop sur celles des approximations qui sont opportunément passées
sous silence, qu’elles soient standard ou pas. Leur justification peut étre floue, difficile, voire
inexistante : les auteurs sont souvent amenés & simplifier les calculs, faute de pouvoir mieux faire.
La pertinence et I'innocuité des approximations est affaire de bon sens, d’habitude, d’intuition,
ou mal controlée, parfois!
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de vue.

C’est bien sir le role des conférences, ot chacun peut discuter et échanger avec
les autres chercheurs de sa spécialité. Mais, dans plusieurs domaines, le nombre de
conférences s’est multiplié, selon un découpage en groupes, j'aurais presque écrit
clans, qui s’ignorent et travaillent chacun de leur coté.

Je voudrais donner plusieurs exemples qui m’ont heurtés, dans mon propre do-
maine.

a Le nombre de boucles dans le développement des équations du groupe
de renormalisation

Dans un travail ou 'on renormalise & la fois les constantes de couplage et la
surface de Fermi [22], j’ai suivi les procédures de 1’école allemande [37, 38|, pour le
développement en boucles : on développe ’énergie propre® a deux boucles et les
couplages & une boucle, et on résout les équations de renormalisation couplées.

Cela peut choquer au premier abord, et d’ailleurs, c’est contraire au travail
pionnier de Solyom [39], qui développe bien I’énergie propre & deux boucles mais
également les couplages a deux boucles.

Et, bien que je n’ai pas eu personnellement de probléme lors de la soumission
de notre article, j’ai rencontré, lors de colloques, des chercheurs m’expliquant que
la démarche de I’école allemande était entiérement fausse.

Or, et c’est en cela que je regrette I'absence de discussion critique approfondie,
ces deux approches sont différentes, et, ne visant pas les mémes objectifs, sont
correctes toutes les deux.

Etudions plus précisément, tout d’abord, les calculs 4 une boucle :

Dans les équations de renormalisation des couplages g, les lignes de propaga-
tion ne sont pas renormalisées.

Ainsi, les couplages seront renormalisés au premier ordre en boucles (et au
deuxiéme ordre en ¢) indépendamment de la renormalisation de I’énergie
propre.

Par contre, dans les équations de renormalisation de l’énergie propre inter-
viennent les couplages renormalisés ¢g; c’est cohérent au deuxiéme ordre en
boucles, puisqu’une insertion d’un couplage renormalisé & une boucle dans
une ligne de propagation avec une boucle de renormalisation donnera bien
un terme a deux boucles, qui entre en concurrence avec les graphes a deux

boucles comme celui dit du soleil levant.
D05
B

Certains graphes ne sont pas irréductibles, comme , et doivent
étre retirés dans le schéma a une particule irréductible. Ils sont redondants
avec les graphes induits quand on remplace, dans le graphe a une

K/

boucle I | K , le couplage g par son développement renormalisé.

Examinons maintenant le développement & deux boucles :

5. Self-energy en anglais.
6. Sunrise en anglais.
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Dans les équations de renormalisation des constantes de couplages, les lignes
de propagation sont renormalisées (cependant, il est notable que seuls les
schémas & une boucle contribueront).

* Ainsi, les constantes de couplages seront renormalisées au deuxiéme ordre, de
fagon cohérente, c’est a dire couplées avec 1’énergie propre.

Par contre, la renormalisation de 1’énergie propre reste inchangée.

B Différences entre les méthodes de renormalisation

Toujours en comparant le travail de Sélyom et celui des équipes allemandes, j’ai
trouvé des différences plus importantes, qui n’ont jamais été notées, autant que je
sache.

J’ai menti (volontairement) quand j’ai écris, plus haut, qu’il est nécessaire de
renormaliser des diagrammes tripodes pour renormaliser les susceptibilités. En fait,
c’est vrai des méthodes modernes de renormalisation, depuis les travaux de Schulz
et Zanchi [14]. Par contre, Sélyom s’appuie sur la formule de Wick (qui donne
les développements divergents), puis sur les équations d’invariance d’échelle, dans
lesquelles il substitue les différents développements recherchés.

Or, il est frappant que les développements obtenus par ces diverses méthodes
sont différents & partir du deuxiéme ordre. Il n’y a pourtant rien la qui devrait
surprendre, puisque les développements obtenus par le schéma de l'ordre de Wick
et ceux obtenus par le schéma a une particule irréductible sont également différents
(voir une discussion trés fouillée sur ce point dans la these de Nickel [40]).7

Mais, il devrait exiter des travaux d’analyse de ces différences. Dans toutes
les disciplines non scientifiques, un travail suscite systématiquement un appareil
critique trés élaboré; or, sous prétexte que les sciences dites dures sont exactes,
la pertinence des modéles proposés, ou celle des méthodes employées, n’est jamais
vraiment examinée, seul semble compter le résultat.

C’est pourtant oublier que nous naviguons généralement entre de multiples ap-
proximations, dont certaines ne sont jamais justifiées. De facon plus générale, il est
impossible de dire qu'une théorie est exacte [2|, méme §'il faut par contre tacher de
mener ses calculs de facon cohérente.

~ Une faute de mathématiques

Aprés la publication de notre travail sur la barriére de Coulomb (8], j’ai éga-
lement soumis un commentaire [41], concernant certains travaux plus anciens, qui
nous ont été indiqués ultérieurement.

Ce qui m’intéresse ici, c’est que I'un d’entre eux, écrit par Haines et al [42] faisait
une erreur grossiére de mathématique, qui n’a pas méme été relevé par Andrews [43],
alors que ce dernier contestait leur travail.

L’erreur consiste & imposer a la fois une condition en —oo et en 400 pour résoudre
une équation différentielle. Certes, les auteurs ne faisaient pas l'erreur de fagon aussi
stupide, puisqu’ils résolvaient le probléme en deux morceaux, puis recollaient les

7. Comme expliqué justement dans [40], le processus de renormalisation selon les schémas de
lordre de Wick et a une particule irréductible n’admettent pas de point fixe, contrairement au
groupe de renormalisation étudié¢ dans [39]. Celui-ci utilise des équations d’invariance d’échelle,
qui n’existent pas pour ces méthodes modernes.
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deux en z = 0. Mais, c¢’était quand méme oublier qu’ils réduisaient la dimension des
solutions partielles de 2 & 1, le raccordement devenant un simple probléme de facteur
d’échelle entre les deux morceaux, alors que les équations de raccordement d’une
équation différentielle du second degré (comme l'est ’équation de Schrodinger) sont
nécessairement des équations matricielles reliant deux systémes de dimension 2.

Dans le fond, il ne serait pas heureux d’exiger de chaque auteur la méme mai-
trise des mathématiques; cet exemple met cependant assez crucialement en lumiére
I’absence d’un appareil critique, qui aurait pu aboutir & une meilleure analyse de
I’article de Haines et al.

d Le temps des spécialistes

Il n’est pas rare de trouver des incohérences également dans les livres. Par
exemple, j'ai rencontré plusieurs fois la méme incohérence, dans des domaines dif-
férents : un auteur pousse un développement en série jusqu’a un ordre quelconque,
alors méme que certaines des approximations auxquelles il fait ses calculs lui inter-
diraient de comparer, mettons, le troisiéme ordre avec les termes qu’il a négligés.

Il ne s’agit d’ailleurs pas vraiment d’une erreur, 'auteur explique de fagon for-
melle comment son développement se continue, il appartient au lecteur de prendre
garde aux hypothéses et d’adapter éventuellement les formules. 8

Ces ouvrages offrent une synthése théorique et pédagogique, mais sont souvent
la seule référence disponible, dés que la matiére en est une spécialité pointue. Autant
les matiéres académiques ont données lieu a un corpus vaste et riche, les auteurs
dialoguant parfois a travers les références [44], autant les ouvrages spécialisés n’ont
donnés qu’une littérature rare et peu commentée. Les spécialités, si je puis écrire,
sont laissées dans les mains des spécialistes.

Ceci m’entraine sur le sujet de la communication, en physique, qui est l'objet
de la partie suivante.

8. Il n’en reste pas moins qu’elles sont souvent inutilisables, car beaucoup trop dures & géné-
raliser quand on tient justement compte de ces termes oubliés; certains théoriciens ont parfois
tendance & se prendre au jeu de leur calcul formel, sans s’interroger sur leur pertinence.
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C  De la communication en sciences

Les diverses facettes du métier de chercheur

Le métier de chercheur n’a de sens et n’est complet, selon moi, que s’il est associé
a la diffusion des connaissances et découvertes que nous y acquérons ou réalisons.
Cette diffusion peut consister en des séminaires entre spécialistes, mais également
se faire par la voie de I’enseignement, la vulgarisation, la rédaction d’ouvrages, etc.

C’est lors d’une rencontre avec Levy-Leblond [45] en 1989, au Congrés National
des Jeunes Physiciens (Physique en Herbe), a Strasbourg, que j’ai pleinement réalisé
I'importance de cette dualité de fonctions et que j’ai personnellement choisi en
conséquence d’étre enseignant-chercheur.

La diffusion est indissociable de la communication : une communication a deux
bouts, le bout de celui qui raconte, qui fait passer un message, qui enseigne, qui
montre, et le bout de celui a qui s’adresse ce message, qui écoute, qui apprend, qui
peut parfois réagir voire nous contredire [46].

Je voudrais m’étendre sur certains problémes inhérents a notre milieu, qui est
loin d’ailleurs, on va le constater, d’étre homogene. Je vais séparer ces deux bouts de
la communication : j’intitulerai la discussion sur le premier « communication scien-
tifique » en soi, pour laquelle j’ai distingué le moins de problémes, et la discussion
sur le second « diffusion des sciences », qui pose davantage de soucis.

1 La communication scientifique

a Enseignement et communication

J’ai déja évoqué mon choix de devenir enseignant-chercheur ; je voudrais encore
dire un mot sur la partie enseignement de mon métier.

a L’enseignement a 'université

L’enseignement est une part essentielle de la diffusion des connaissances. Que ce
soit en licence, ol on ne traite que de sujets académiques, ou en master, ot on aura
fréquemment 1’occasion d’intégrer des sujets nouveaux, issus de la recherche récente,
cela nous permet de parfaire notre culture générale, d’approfondir nos connais-
sances. Les interactions avec la recherche sont nombreuses et riches. Un processus
dynamique de consolidation et de structuration de nos travaux et découvertes se
produit, qui se révéle extrémement fructueux.

25



Chapitre C. De la communication en sciences

B La formation des enseignants

Depuis les années 90 existent des stages de formation pédagogique pour les
moniteurs. Mais tous les enseignants recrutés ne la suivent pas, la seule exigence
lors du recrutement est une expérience préalable.

De méme, I’évaluation des enseignants reste une question difficile [47].

~ Les documents écrits

On peut trouver sur la toile de trés nombreux textes pédagogiques écrits par les
enseignants universitaires de toute la France, dont le niveau pédagogique, la valeur
et la qualité des connaissances y sont d'un trés haut niveau.

Une telle diversité peut éventuellement troubler, tant cela représente d’énergies
parfois redondantes. Pourtant, chaque enseignant, tout en respectant un vaste cor-
pus de notations internationales, construit nécessairement son univers propre de
représentations mathématiques ou physiques, et il est normal, & ce niveau, qu’il
veuille offrir a ses étudiants des textes conformes et cohérents avec ses cours.

Toutefois, il est dommage qu’il n’existe aucune structure capable de rassem-
bler, voire de mutualiser I’ensemble de ces ouvrages pédagogiques; ce serait aussi
I'occasion de connaitre chacun les choix des autres, et, pourquoi pas, de les imiter.

Surtout, je trouve choquante I’absence totale de reconnaissance de cette immense
production, qui occupe une part non négligeable de notre temps d’enseignant :
certains documents administratifs' nous en demandent parfois la liste, mais nulle
sanction ne s’ensuit.

b Les séminaires scientifiques

Je distinguerai ici les séminaires donnés dans des laboratoires et ceux lors de
conférences.

a Le lieu privilégié de la communication

Les séminaires, qu’ils soient informels ou adressés & un plus large public, sont
les lieux de la communication scientifique par excellence. On y expose nos derniéres
découvertes, nos derniers travaux. 2

Ils ne sont généralement pas destinés, sauf peut-étre lors d’Ecoles d’été, a expli-
quer exhaustivement un sujet, mais a éveiller la curiosité, & annoncer un nouveau
résultat, une nouvelle méthode, un nouveau concept, et, de fagon plus ou moins
approfondie, & fournir quelques clés, quelques explications basiques.

Quand un sujet nous a intéressé, on voudrait ’approfondir par des lectures ou
d’autres séminaires. Mais, le manque crucial de temps des enseignants-chercheurs
et la logique absurde d’évaluation comptable de la recherche ignore justement la
nécessité d’accroitre en permanence notre culture générale .

1. Pour la prime d’encadrement, par exemple.

2. On peut y raconter aussi nos échecs, les impasses que nous avons rencontrées, malheureuse-
ment notre milieu subit une fascination pour les découvertes et les succés, et j’ai rarement entendu
de tels exposés, sauf parfois en petit groupe de travail ; pourtant, en médecine, ot on observe la
méme fascination, cela a posé un probléme éthique, lorsqu’on a laissé une équipe tomber dans une
chausse-trappe connue sans I’alerter [48].
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B8 Communication ou publicité ?

Malgré une nette amélioration, depuis que de nombreux masters imposent des
vraies soutenances devant jury, les scientifiques francais restent moins bien formés a
la communication que nos collégues anglais, américains ou allemands, par exemple.

Je souviens d’un séminaire époustouflant de Bancel en 1986, qui avait montré
que les largeurs des pics de diffraction des quasi-cristaux correspondaient exacte-
ment aux raies fines d’un cristal et non a des phases moins cohérentes, comme une
modulation de réseau ou un maclage de grains, qui auraient donné des pics plus
larges. L’importance du message d’alors tient a la date a laquelle il fut délivré :
les quasi-cristaux venaient tout juste d’étre découverts, et ces mesures de largeur
de pic avaient été justement faites pour taire les objections des derniers savants un
peu pointilleux et méfiants, qui doutaient encore de I'existence de tels cristaux non
conventionnels. Bancel fut parfait a cette occasion : il nous a proprement vendu
I’existence des quasi-cristaux !

J’ai rééprouvé la méme sensation de vertige, lors du séminaire de Metzner a la
Conférence internationale en physique théorique, a Paris, en juillet 2002. II nous
a vendu avec une conviction totale et contagicuse la méthode de renormalisation
par le schéma de l'ordre de Wick, comme étant la panacée a toutes les difficultés
jusqu’alors connues dans le domaine. Mais je bouillais intérieurement, car, malgré
toute sa supériorité sur moi dans cette spécialité, je savais, non seulement les sub-
tilités concernant la comparaison entre les différentes méthodes de renormalisation,
qui ne permettent certes pas de conclure & la supériorité de 1'une d’entre elles,?
mais surtout 1’écueil principal de toutes ces méthodes dites fermioniques : le flot est
toujours divergent, malgré tous les raffinements qui ont été, depuis lors, proposés.

~ Les échanges internationaux

Les scientifiques sont amenés a beaucoup voyager a travers le monde, pour ren-
contrer leurs collégues de tous pays, de toutes disciplines. Cette mobilité est indis-
pensable, pour la diffusion des connaissances a 1’échelle internationale.

Certains collégues arrivent a suivre I’ensemble de I'activité internationale dans
leur domaine. Pourtant, les conférences se multiplient, dans des domaines de plus
en plus proches, au point que j’ai parlé précédemment de pratiques claniques. Je
voudrais détailler ceci.

Les conférences se sont historiquement organisées, de facon spontanée et libre,
a travers le monde. Chacune émane d’'un groupe de scientifiques, souvent de trés
grande notoriété, ayant des affinités particuliéres entre eux. Réguliérement, de nou-
velles conférences sont créées, pour tenter de méler, justement, certaines commu-
nautés et de les faire mieux se dialoguer.

Mais, ce brassage est insuffisant et plutot superficiel. J’observe au contraire que
beaucoup de physiciens fréquentent toujours les mémes communautés et que les
publics sont presque séparés, entre deux conférences portant sur le méme domaine
mais organisées par des comités différents.

Certains physiciens de renom, ou plus obscurs, franchissent ces clivages et as-
sistent & plusieurs conférences concurrentes, mais ¢a ne suffit pas & empécher un

3. C’est parce qu’on peut tout écrire algébriquement, y compris la coupure, que Metzner préfére
le schéma de 'ordre de Wick.
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découpage de la communauté internationale en clans, relativement peu perméables.

Lorsqu’on débute et qu’on expose ses premiers travaux, on parlera, tout natu-
rellement, devant un auditoire restreint, de collegues du méme laboratoire et des
laboratoires voisins avec lesquels on collabore sur le méme sujet. Puis, on partira
faire des exposés a différents endroits, dans le monde. Or, quand on analyse atten-
tivement les curriculum vitae qu’on nous donne a lire, on observe que ces jeunes
chercheurs iront, de fagon privilégiée, dans des groupes avec lesquels leur maitres
entretiennent des liens forts. De méme, les conférences choisies seront souvent celles
déja fréquentées par le groupe. Mon expérience ne départ pas de ce schéma.

De méme, les chercheurs plus confirmés continuent souvent a fréquenter les
mémes conférences, les mémes petits groupes, ce que j’appellerais les copains. Bien
str, la nécessité de rencontrer d’autres groupes n’échappe a personne, mais cela
n’est pas assez mis en pratique.

6 Les querelles scientifiques partisanes

De nombreuses controverses se développent dans la communauté scientifique,
qui donnent parfois lieu a des échanges passionnants; le débat, souvent riche, se
conclut alors par de nouvelles avancées en physique.

Mais, de plus en plus, au lieu d’un échange frontal, on assiste & une séparation
de la communauté en sous-groupes, parfois en Ecoles, qui s’ignorent plutét que de
s’affronter. Ainsi, selon que 1’on assiste & une conférence ou une autre, on entendra
des orateurs partisans d’une Ecole ou d’une autre.

J’en donnerai un exemple. J’ai été frappé par la diversité des analyses concernant
le diagramme de phase, et plus précisément la transition sous-dopé/sur-dopé des
phases supraconductrices de type non conventionnel. Certains y voit une transition
douce, qui serait le prolongement d’'une ligne de transition magnétique (apparition
des paires de Copper et du pseudo-gap), prélude elle-méme de la transition vers
la phase antiferromagnétique [49-51]. Certains auteurs ont récemment discuté la
possibilité qu’il s’agisse d’une transition de Mott [52]. Selon une autre école, c¢’est
une transition du premier ordre, liée a 'existence d’un point quantique critique a
température nulle [53]. Cette deuxiéme interprétation est trés a la mode, quoique
non compatible avec la précédente (qui est du deuxiéme ordre). On peut également
consulter un article de revue, plutdt basé sur la premiére interprétation [54].

A la conférence SCES’05, 4 Vienne, en Autriche, en 2005, tous les exposés que j’ai
entendus, relatifs a ces diagrammes, portaient sur le point critique quantique, tandis
qu’a la conférence ISCOM’07, a Peniscola, en Espagne, en 2007, j’ai uniquement
entendu parler de transition de Mott ou du pseudo-gap, sans aucune interprétation
en terme de point critique quantique. On peut conclure qu’il existe une subjectivité
d’opinion.

Il faut nuancer un peu ce jugement ; la situation est moins caricaturale que je
semble I’écrire. Le diagramme de phase des divers supraconducteurs de type non
conventionnel n’est pas toujours complétement connu, mais il semble déja assuré
qu’il existe une grande diversité a ce niveau d’analyse fine, bien qu’au départ ce
soient plutot leurs similitudes qui ont guidé les théoriciens.

De plus, autant les communautés semblent parfois s’ignorer, comme pour I’exemple
des conférences concurrentes, autant beaucoup de physiciens, interrogés individuel-
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lement, connaissent bien les différentes écoles et interprétations qui existent dans
leur domaine. Et, souvent, ils sont moins subjectifs dans leur approche qu’il n’y
parait lors des conférences.

e Les jeunes chercheurs

J’ai discuté en premier lieu des jeunes chercheurs. Malgré ce que j’ai écrit plus
haut, c’est probablement I'une des rares périodes ot ils peuvent se rendre dans des
laboratoires qui n’appartiennent pas a la sphére de copinage de leur groupe. Le
congrés Physique en Herbe est devenu la Rencontre des Jeunes Physiciens (Physi-
ciennes), organisé par la Société Francaise de Physique? ; au niveau de I’Universiteé
Paris XI existe le colloque jeunes chercheurs Bouyssy, qui permet une trés grande
mixité entre laboratoires, ou j’ai été frappé par I'excellente connaissance qu’avaient
les doctorants les uns des autres a travers tout le campus. Cette capacité a jouer de
la mixité me semble malheureusement surtout I'apanage des jeunes chercheurs.

Tout ceci existe au niveau du laboratoire. La direction multiplie les initiatives
(séminaire d’axe, journée du laboratoire en séminaire fermé) pour faire se connaitre
et travailler davantage ensemble les chercheurs. Mais la faible assiduité des cher-
cheurs confirmés au forum thésards annuel montre qu’a ce niveau également, les
jeunes pratiquent mieux la mixité et I'interdisciplinarité.

c Littérature scientifique

En dehors des articles paraissant dans les revues spécialisées, que j’ai largement
traités au chapitre précédent, il existe trois sortes de publications :

les articles de revue, qui paraissent dans ces mémes revues spécialisées mais
répondent & un besoin et des critéres tres différents;

les petits cours, qui paraissent exactement dans les mémes conditions

les ouvrages spécialisés proprement dits, véritable littérature pédagogique,
malheureusement trop rare dés qu’il s’agit de recherche récente.

Tous concourent activement a la communication scientifique, et ainsi a la diffusion
des sciences. Je vais rapidement les traiter successivement.

a Les articles de revue et les petits cours

Ces articles sont uniquement publiés dans les revues internationales. ® Ils peuvent
comporter des résultats nouveaux, mais ce n’est nullement exigé. Ils sont souvent
produits & I'occasion de conférences, ou d’Ecoles d’été, ou autres cours. Ils peuvent
avoir également été commandés par un éditeur. Plus rarement, ils sont écrits a
I'initiative propre d’un auteur.

Une de leur caractéristique, qui pourrait presque étre utilisée comme définition,
est qu’ils sont la plupart du temps écrits par un auteur unique, parfois deux, rare-
ment plus, bien que ce soit des articles longs.

4. Elle se déroulera le 6 novembre de cette année 2013.

5. Les critéres d’évaluation des journaux devraient d’ailleurs étre corrigés quand il s’agit de ces
seuls articles, car, tandis que certains journaux les acceptent facilement, d’autres, plus prestigieux,
les refusent a cause de leur longueur, si bien qu’on trouve de trés bons articles dans Solid State
Physics, ou Journal of Modern Physics pour ne citer que deux exemples.
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Ils ont souvent le mérite d'une certaine neutralité, et rassemblent des opinions
diverses. Cela écrit, il s’agit le plus souvent d’une simple juxtaposition, sans confron-
tation ; au moins, on peut facilement passer d’une théorie a 'autre. Mais, il y manque
une vraie synthése, ou ne serait-ce qu'une vraie discussion sur les compatibilités et
les incompatibilités des divers modéles d’interprétation.

Ils sont essentiels et indispensables, car ce sont souvent les seuls documents
disponibles pour approfondir un sujet. D’ailleurs, il est généralement recommandé
de commencer ’étude d’un domaine particulier par la lecture d’un article de revue,
qui, tout a la fois, balaie I’horizon de la production scientifique, et introduit quelques
notions de base.

Les petits cours, quant a eux, ont I'immense mérite d’exister. Car, pour moi,
ils sont souvent les uniques productions pédagogiques, dans les domaines les plus
pointus, les plus actuels. Ils sont le véritable trait d’union entre les articles spécialisés
et les livres. Ils sont généralement complets, dans leurs notations et dans leurs
démonstrations, et bien écrits.

B Les ouvrages spécialisés

A linverse d’une revue, les ouvrages pédagogiques ne se contentent pas de faire
la somme des connaissances connues sur un sujet donné; au contraire, les auteurs
tentent de les synthétiser, de démonter tous les secrets, de reconstruire une théorie
compléte et cohérente.

[ls peuvent avoir leurs limites. Citons par exemple I’absence de justification sur
le passage du temps réel ¢ au temps imaginaire 17 dans le livre de Negele [55], alors
que le temps de Matsubara apparait deux fois dans le livre, qui renvoie & un article
de Lehmann [56].

Le principal probléme est que ces ouvrages n’apparaissent que lorsqu’un sujet est
ancien, les résultats établis et universellement admis, bref : académiques. Travaillant
sur le groupe de renormalisation selon le schéma a une particule irréductible, j’ai
recensé les ouvrages en traitant. Soit ils sont trop spécialisés (renormalisation dans
les systémes finis adaptée aux travaux numériques [57], pour les polymeéres |58, 59],
en théorie des champs [60-66], en théorie statistique des champs [67,68], appliquée
a la turbulence [5,69,70], en théorie des champs fermioniques [71], dans I’espace
réel [72,73], appliquée aux matrices de densité |74, en mathématiques [19,75-80], en
particulier en algébre [81-84|, on peut citer [85] pour une introduction aux ouvrages
mathématiques). Soit ils sont trop généraux, méme quand ils sont récents ; ils® m’ont
permis de réapprendre les régles de base [6,86-98|. Pour les méthodes modernes que
jutilisais, il n’y a guére que [15,99], qui d’ailleurs ne convenaient pas entiérement
(le premier utilise un schéma mixte, le second l'ordre de Wick).

Concernant la renormalisation par le schéma & une particule irréductible, je n’ai
trouvé aucun ouvrage de ce type, il faut se référer a des articles, comme [95] ou [17].

d La vulgarisation scientifique

Il s’agit d'un aspect transversal & cette réflexion, dont les conclusions sont ce-
pendant trés importantes.

6. J’ai eu recours & une partie seulement de la liste qui suit, mais également & certains des
livres précédents, par exemple le Gross [60], qui analyse trés bien le probléme de la coupure.
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a L’activité de vulgarisation

J’entends, par activité de vulgarisation, tout ce qui concerne la communication
dans des milieux non scientifiques, ou non universitaires, que ce soit en milieu sco-
laire (primaire, secondaire) ou adressé au grand public; j’y inclus les démonstrations
au Palais de la découverte, tous les événements qui sont organisés, aussi bien dans
des lieux publics, comme une salle de RER ou de musée, qu’au sein de notre univer-
sité, comme les journées portes-ouvertes, ou certaines expositions grand-public (il
y a eu une formidable exposition sur les 'observation des particules élémentaires,
voici quelques années, ol j'ai pu découvrir une chambre & brouillard ; plus fréquem-
ment, les phénoménes astronomiques suscitent des rencontres avec les chercheurs,
pour observer des éclipses, ou autres phénomeénes de notre galaxie). Il ne faut pas
oublier les séminaires grand public (il y en a un dans notre propre laboratoire, in-
titulé “petit séminaire de vulgarisation”, plus particuliérement adressé au personnel
non chercheur de I'université”, qui obtient réguliérement des records d’affluence),
ni les émissions a la télévision et a la radio.

Il semble entendu que I'activité de vulgarisation est facultative, le choix est laissé
libre & chaque chercheur de faire de la vulgarisation ou non. Je ne crois pas que cela
soit une bonne chose. Malgré cela, cette activité se porte bien, actuellement. Certes,
Hubert Reeves est canadien, et aucun chercheur francais ne peut rivaliser avec sa
notoriété dans le grand public, mais je crois que la France a bien rattrapé son
retard depuis une dizaine d’années avec des initiatives comme la main a la pate, des
chercheurs comme Hervé This ou Etienne Klein, des événements comme la nuit des
étoiles, 'année de la supraconductivité et les événements qui ont suivi, organisés
par J. Bobroff, etc. Le nombre d’émissions a la télévision a réguliérement augmenté
récemment, aprés des années de quasi absence dans ce média, et révéle, je crois, la
bonne santé de la vulgarisation scientifique dans notre pays.

Je viens de citer certains noms de chercheurs appartenant au C.N.R.S., mais, de
facon générale, sauf lors des journées portes-ouvertes ou les visites du laboratoire, 8
j'observe que ce sont plus souvent des enseignants-chercheurs qui font de la vul-
garisation. La nouvelle possibilité de faire reconnaitre certaines activités liées a la
vulgarisation dans le service d’un enseignant-chercheur [100], que je salue, ne fera
que renforcer cette prédilection.

B L’interaction avec la recherche

L’activité de vulgarisation interagit avec notre métier de chercheur, exactement
comme l'enseignement, en particulier celui délivré aux premiéres années : il per-
met d’approfondir un sujet, d’en découvrir de nouveaux aspects, a l'occasion des
manipulations que l'on prépare, des montages que I’on met au point.

La relativement grande liberté avec laquelle on crée les expériences de vul-
garisation fait qu’on privilégiera souvent des manipulations issues des derniéres
recherches, paradoxalement plus facilement que pour l'enseignement des travaux
pratiques qu’on dispense en premier cycle universitaire, dont les programmes sont
délimités.

7. 1l a été fondé par Philippe Aymard, technicien puis ingénieur parti depuis a la retraite.
8. Ce contexte est plus favorable aux chercheurs, qui sont sur place, tandis que les enseignants-
chercheurs sont plus mobiles.
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~ De I'importance de la vulgarisation

Pour terminer sur ce sujet, je voudrais resituer l'activité de vulgarisation dans
la globalité de notre métier de chercheur.

Pourquoi faisons-nous de la recherche ? pour accroitre les connaissances ? de qui ?
les notres ? ou celles de I’humanité, celles de tout un chacun? Dés que 'on réfléchit
a ces questions, il apparait que diffuser nos connaissances fait non seulement partie
de notre métier, mais en est 1’essence.

Certes, la vulgarisation ne participe pas directement de notre activité de re-
cherche, mais c¢’est un de ses buts ultimes ; de méme que les électrons qui s’échappent
d’un accélérateur circulaire n’appartiennent plus au faisceau, mais en sont la quin-
tessence.

J’aurais pu écrire la méme chose, concernant 1’enseignement universitaire. Il me
semble méme que ces deux activités devraient étre considérées au méme titre, c’est
a dire I'une pouvant remplacer ’autre dans nos obligations, comme cela commence
seulement & étre reconnu.

Il est trés important d’y réfléchir; trop de chercheurs ont tendance & ne se
consacrer qu’a leur recherche, comme s’ils n’étaient que des techniciens en quelque
sorte, des exécutants; ils ne sont aux ordres de personne, mais, en réalité, ils sont
aux ordres d’un objectif de recherche qu’ils se sont préalablement fixé.

Pourtant, la découverte scientifique vient tout aussi bien de la liberté de la ré-
flexion, du hasard ; la fulgurance d’une intuition ne se produit pas toujours sur la
paillasse mais & I'improviste, lors de moments non consacrés a la recherche. Juste-
ment, la vulgarisation, comme I’enseignement, permettent de prendre de la distance,
de réfléchir différemment, de gérer son temps autrement.

De méme, les chercheurs devraient aussi réfléchir aux implications politiques de
ce qu’ils trouvent ; j’ai préféré ne pas aborder cet aspect de I'éthique, et de m’en tenir
a une réflexion sur la déontologie interne & notre métier, mais ce sont évidemment
des aspects trés importants de nos métiers, qui devraient également étre discutés.

2 La culture scientifique

a La spécialisation

La culture d'un chercheur est constituée des enseignements qu’il a retenus des
cours universitaires qu’il a suivis, des lectures d’articles de journaux spécialisés, de
comptes-rendus de conférences et de livres divers, des exposés qu’il a écoutés, et de
toutes les discussions avec d’autres chercheurs qu’il a rencontrés.

C’est un enseignement vivant, continu, on peut dire une formation permanente,
quoique non formatée. Nous ne cessons jamais d’apprendre, ne serait-ce que pour
nous tenir au courant des derniers développements, des derniéres découvertes, des
derniers résultats dans notre spécialité.

Paradoxalement, nous devenons tous, plus ou moins rapidement, des spécialistes
d’un sujet particulier, pour lequel nous acquérons avec le temps une expérience so-
lide. Certains chercheurs ne changent jamais de sujet mais cependant en découvrent
réguliérement de nouveaux aspects, qui peuvent parfois ouvrir de nouveaux champs
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de la physique.? J’ai personnellement connu un parcours plus rare, puisque plus
mouvementé. Aprés avoir étudié longtemps les quasi-cristaux (jusqu’en 1999), j’ai
commencé un tout nouveau travail sur le groupe de renormalisation, & partir de
2001. Et cependant, toute mon expérience concernant les phases incommensurables
m’a alors servi, pour I’étude d’une échelle de spin (cf. mon manuscrit d’habilitation).

Une des caractéristiques d’un chercheur actif et une de ses qualités primordiales
est d’étre justement bien informé. Pour pouvoir le rester de facon permanente, un
de ses outils privilégiés est la veille bibliographique.

b Le travail de veille bibliographique

C’est une des activités les plus admirables des chercheurs. Ils exercent une veille
bibliographique, en dépit de toutes les contraintes qu'’ils subissent (enseignement,
projets A.N.R., réunions, etc.). Beaucoup de mes collégues ont une régle d’or : ils
lisent chaque matin, sur leurs sites préférés, les titres des derniéres publications, et
examinent celles qui les intéressent ou leur semblent importantes.

Un journal-club a été animé pendant deux ans au laboratoire, dans le domaine de
la physique mésoscopique, qui permet de rendre compte, chaque semaine, ensemble,
des publications les plus remarquables ou les plus pertinentes du domaine.

Mais, ce tableau presqu’idyllique doit étre plus que nuancé : il ne tient pas
compte de la prolixité de la presse scientifique. Dans mon laboratoire, la plupart des
chercheurs se contentent, face a I’explosion actuelle d’articles, de lire les publications
quotidiennes dans arXiv-condmat, généralement dans leur seule spécialité, ou encore
celles de Physical Review Letters (alors méme que certaines spécialités n’y sont
jamais représentées).

Ainsi, les chercheurs ne suivent souvent que la presse spécialisée dans leur propre
domaine. Pourtant, certains de leurs collégues peuvent, a I'occasion, publier dans des
revues relevant d’autres domaines. Par exemple, I'article [8] est publié dans Journal
of Physics A. Malgré I'excellente réputation de ce journal, il ne sera pas connu de la
plupart de mes collégues. '* Par ailleurs, je dois préciser que j’ai découvert I'immense
bibliographie afférent a ce sujet tardivement, malgré de vaines et longues heures de
recherche.

Ceci, et la trop grande spécialisation des conférences auxquelles assistent les
chercheurs, explique peut-étre en partie les lacunes que 1’on observe dans la diffusion
scientifique, un probléme assez bien connu sur lequel je voudrais revenir.

¢ La méconnaissance des découvertes récentes

Pendant mes études en D.E.A., G. Ripka nous cita plusieurs fois en exemple
le théoréme de Goldstone!! : « Diz ans aprés sa découverte, on pouvait encore

9. A. Fert a raconté, juste avant de recevoir son prix Nobel, lors de la conférence ISCOM’07,
comment il n’avait fait que poursuivre ses travaux de thése durant toute sa vie. Pourtant, il
a également ouvert la voie a la spintronique, une physique nouvelle, grace a ses travaux sur le
magnétisme.

10. Ou plutét, il n’aurait jamais pu I’étre, sans les publications en ligne, et, plus précisément,
la possibilité offerte, sur arXiv, par les cross-list de montrer son travail a sa propre communauté.
11. Pour faire court : & toute symétrie continue est associé un boson, dit de Goldstone, de masse
nulle (c’est & dire qu’il peut se propager librement, sans coiit énergétique) ; & toute brisure de cette
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trowver des articles, certes corrects, mais qui ignoraient le théoreme de Goldstone
et refaisait lintégralité des démonstrations dans leur cas particulier. » nous disait-il
en substance.

On se rend compte quotidiennement que cet exemple est loin d’étre accidentel et
refléte une véritable plaie de notre milieu. Malgré tous les séminaires, les conférences,
malgré tout notre travail de veille bibliographique, les résultats les plus importants
mettent plus de dix ans a diffuser efficacement dans le milieu. Je pourrais citer de
multiples exemples.

C’est lié a la taille de la communauté scientifique : le nombre de chercheurs dans
le monde est pléthorique, et les découvertes importantes si fréquentes qu’il serait
probablement impossible, méme avec une autre organisation, d’étre au courant de
toutes. 2 A titre de comparaison, la culture littéraire d’un professeur de lettres,
spécialiste du 19°™¢ siécle, ou 'érudition d’un chercheur en histoire, nous surpren-
draient, tant elles sont étendues, complétes, jamais en défaut sur les derniéres pu-
blications dans leur domaine. Cela refléte simplement la taille plus modeste de ces
milieux littéraires, plus humaine oserai-je dire.

a Un exemple personnel

J’ai publié en 1998 un article traitant du calcul des bandes électroniques par la
méthode des liaisons fortes quand on intégre tous les effets dis a la non-orthogonalité
entre les états orbitaux [101].

Certes, je me plagais dans un contexte plus particulier, puisque [101] et [102]
traitent des transferts de charge entre atomes; mais, en réalité, l'article est trés
général et la méthode peut s’appliquer & toutes les situations. '

Or, en discutant récemment avec Francois Crépin, qui a fait sa thése au labora-
toire sous la direction de Pascal Simon, j’ai pu constater que la non-orthogonalité des
états orbitaux reste une préoccupation quand on fait des calculs en liaisons fortes ;
et que 'on utilise des approximations par défaut, alors que la solution développée
dans [101] est techniquement simple.

symeétrie, dans I’état fondamental, correspond une modification du boson, qui acquiert une masse
non nulle.

12. Toutes les découvertes valables n’obtiennent pas d’étre publiées dans Physical Review Let-
ters, si tant est que les auteurs le veuillent, certains préférent Nature, d’autres des revues plus
spécialisées...

13. Je me fonde dans [101] sur la métrique non euclidienne adaptée a la base orbitale choisie.
Il existait, au préalable, une méthode plus lourde, consistant & construire, pour toute suite de
fonction, une suite duale, on pourrait dire réciproque, puisqu’elle épouse la premiére selon des
régles d’orthogonalité. Cette méthode a été, par exemple, suggérée par Haydock [103].
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A Rappels historiques et théoriques

1 Les matériaux supraconducteurs non
conventionnels

a La recherche de nouveaux matériaux

Depuis un papier de London [104], plus tard ceux de Frohlich [30] et de Little
[105], plus tard encore ceux de Langer & Ambegaokar [106], repris par Mc Cumber et
Halperin [107] ou Kramer et Baratoff [108], encore aprés celui de Abrikosov [109], les
théoriciens ont imaginé des mécanismes supraconducteurs spécifiques aux systémes
de basse dimension. Dés a présent, je distinguerai cette supraconductivité, dite non
conventionnelle, et les supraconducteurs conventionnels.

Je reviendrais par la suite sur ces modéles, et voudrais, pour l'instant rappeler
I'incroyable frénésie qui s’est emparée des expérimentateurs, a partir des années
50, dans la recherche de matériaux a la fois supraconducteurs et possédant une
structure quasi-unidimensionnelle ou quasi-bidimensionnelle.

Le premier supraconducteur organique découvert est peryléne-Br, [110]. La
structure A15 que l'on a exhibée dés les années 50 dans divers matériaux, comme
NbsGe [111,112], V357 [113], etc., présente, pour les électrons du niveau 3d, une
structure assez unidimensionnelle. Ces matériaux se sont cependant avérés des su-
praconducteurs plutot conventionnels.

Dans les années 70, on a cru découvrir une phase supraconductrice dans le
composé TTF-TCNQ [114-116] mais cette découverte a été finalement infirmée
[117,118]. Bien que présentant une paraconductivité anormale [119], le composé
TMTSF—-DMTCNQ n’est pas non plus supraconducteur [120].

Une autre famille de matériaux, les chalcogénides, dits phases de Chevrel, a
également beaucoup retenue l'attention, dans ces mémes années 70. Ce sont les
composés M MogSg avec M = Sn, Pb, La [121]!, ou encore M MogSeg [122] ou
encore TRMogSs [123] (ou TR veut dire une terre rare). Ils se sont avérés quelques
années plus tard étre des supraconducteurs non conventionnels [124].

Trois grandes familles de matériaux supraconducteurs ont été découvertes au dé-
but des années 80 : d’abord, les supraconducteurs organiques, comme (TMTSF')o-
PFs [125,126], (TMTSF)y(ClOy4)q [127,128], ou plus tard (TMTSF)s(ReOy)s
sous pression [129]; puis les systémes dits de fermions lourds, CeCusSis [130],

1. Dans cette référence, il s’agit plutét du composé M MogS7 qui est étudié.
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UPt; [131,132], UBeys [133], etc; enfin les cuprates comme LaBaCuO [134-136],
Y BayCU30; [137] ou LaSrCuO [138,139].2

Depuis, on a trouvé de la supraconductivité dans les fullerénes (en particulier
les nanotubes de carbone exhibent une 7, = 15K [140], mais le premier fulleréne
supraconducteur date de 1991 [141,142]) et les Ruthenates, SroRuO, [143], etc.

Bien qu’arrivés plus tard, les cuprates se sont avérés étre les systémes les plus
prometteurs pour la température critique : on a ainsi découvert des matériaux
supraconducteurs a des températures atteignant 7. ~ 105K [144, 145].

Tous ces matériaux exhibent des propriétés contraires aux supraconducteurs or-
dinaires, notamment sous fort champ magnétique. Il s’agit pour la plupart d’entre
eux de matériaux quasi-unidimensionnels. Un matériau organique dérivé du TTF-TCNQ
présente, lui, une phase supraconductrice bidimensionnelle, ¢’est (BEDT—TTF)sCu(NC'S),y
[146].

b Les sels de Bechgaard

Je vais m’intéresser plus particuliérement aux composés comme (T'MTSF),-
ClO4 ou (TMTSF)PFg, dits sels de Bechgaard car ils ont été synthétisés au Da-
nemark dans I’équipe de Bechgaard [147]. On peut remplacer I'anion (I’hexafluo-
rophosphate PFg ou le perchlorate Cl0O,) par des sels trés divers, de méme que
le tétraméthyl-tétraséléna-fulvalene TMT SF par le tétraméthyl-tétrathia-fulvaléne
TMTTF'. Cela dit, il a été montré que le diagramme de phase était universel, a une
translation sur I'axe des pressions prés [148]. Les “sels de Bechgaard” cristallisent
avec un taux de défauts remarquablement bas.

Ces matériaux germent sous forme de cristaux en forme d’aiguilles, ce qui rend
certaines expériences, pourtant cruciales, comme la mesure des composantes du ten-
seur de conductivité oy, ou o, trés difficiles, contrairement a celle de o,,, ol a, b, ¢
représente les trois directions anisotropes, classés selon I'importance décroissante des
interactions (autrement dit, a est la direction du systéme quasi-unidimensionnelle
= celle de plus facile aimantation, etc.). En effet, la direction de croissance des
aiguilles est selon 'axe a.

Le caractére quasi-unidimensionnel de ces sels est bien vérifié expérimentale-
ment. On mesure l'anisotropie par la valeur des intégrales de transfert t,, t,, t.
selon chaque direction, on trouve sensiblement les rapports ¢,/t, ~ 10 et t,/t. ~ 10.
On mesure par ailleurs les rapports de conductibilité électrique o,,/0p ~ 100 et
ow/0ce ~ 100 [147,149,150]. Ces mesures expérimentales, notamment le rapport
oi/o; = (ti/t;)?, sont confirmées de fagon théorique [151].

2. Je ne donne pas la structure exacte des composés, car plusieurs structures sont supra-
conductrices, par exemple Laj_,Ba,CuOs ou Laj_;Sr,CuOs d’une part, et les perovskites
Las_,Ba,CuOy4 ou Las_,Sr,CuO4 d’autre part.
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Voici I'image des molécules TMTSF vues de coté ou de haut :

(0)
f¢ mes.
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oF e
oA o
St &

u

FIGURE 1 — Molécule TMTSF vue de haut (a) ou de profil (b). Sur la premiére
figure, on observe la structure zigzag dans la direction a (la plus conductrice). Sur
la seconde, on observe ’empilement périodique des chaines précédentes, dans les
autres directions du plan (b, c).

2 Approches théoriques

L’état fondamental et les excitations dans ces matériaux ont été analysés a
travers de nombreux modeéles théoriques. Un des mécanismes les plus importants
qu’il faut en retenir est 'instabilité de Peierls, qui a été prédite deés les premiers
modéles a une dimension.

a Modéles unidimensionnels

a Modéle de Frohlich

Le premier modéle prédisant une supraconductivité spécifiquement unidimen-
sionnelle est di a Frohlich [30]. Il se base sur 'apparition d’une distorsion du spectre
au niveau de la surface de Fermi k = +ky, décrite par Peierls [152], elle correspond
a une ouverture de gap, comme montré sur la figure suivante :

E

\ 7\

p

FIGURE 2 — Dispersion avec ouverture de Peierls au niveau de Fermi.
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Le modéle imaginé par Frohlich est facile & se représenter. A Iouverture du
gap correspond une modulation du réseau (Onde de Densité de Charge) de vecteur
d’onde 2ky. Frohlich a imaginé que la période correspondante 7/ky serait incom-
mensurable avec la période a du réseau. Par la suite, on a appelé « systémes incom-
mensurables » les systémes tels que a ky/m € R\Q et « systémes commensurables »
ceux tels que aky/m € Q. Avec cette hypothése d’incommensurabilité, Frohlich a
montré que la modulation pourrait glisser sans énergie, constituant ainsi un mode
supraconducteur de type original.

Cette modulation est un phonon d’un type particulier, appelé soliton. Ce glis-
sement sans frottement pourrait se comprendre, quelques années plus tard, comme
un boson de Goldstone de masse nulle, lié & une invariance translationnelle [153].

Ce modéle semble paradoxal, car le systéme devrait étre semi-conducteur. L’idée
est que le soliton est une excitation dont I’énergie se situe a l'intérieur du gap de
Peierls. Il y a confusion, assimilation, entre ce gap et un gap supraconducteur. Pour
s’assurer de l'existence du mode supraconducteur, Frohlich compare 1’énergie de
distorsion de la surface de Fermi, correspondant a l'ouverture du gap, et 1’énergie
du phonon, correspondant au glissement. L’énergie totale résulte de cette compé-
tition, et donne une condition hwmaxc/(26) < 4732 < 1, ot v est la densité
d’électrons par site atomique, ¢ est la vitesse du son, & ’énergie des électrons libres
dans I'état fondamental et le gap s’écrit A = 8¢ e =37/ (ce qui définit implicitement
le paramétre F').

Ce modéle a été fondateur, il a permis I’éclosion de nouvelles idées, il est en par-
ticulier précurseur pour ce qui concerne la distorsion de Peierls, qui est a rapprocher
des problémes d’emboitement qu’on étudiera plus loin, et pour ce qui concerne les
corrélations entre les excitations de spin (liées a l'ouverture du gap) et ce méca-
nisme de supraconductivité non conventionnel. Malgré cela, son modéle comportait
quelques naivetés, qui le rendent inapplicable en soi :

Tout d’abord, il se trouve que peu de matériaux s’avérent incommensurables.
Certes, il en existe, par exemple 1'oxyde de cuivre Sry4_,Ca,Cug4041, mais ils sont
rares et minoritaires.

Ensuite et surtout se pose le probléme de I’ancrage de la modulation au réseau.
Aubry a certes montré qu’il existait un phénomeéne d’ancrage intrinséque quand le
couplage électron-phonon est suffisamment fort, ce qui signifie qu’il devrait exister
des systémes, avec un couplage électron-phonon faible, ot ’'on observerait le mode
de glissement de Frohlich.

Mais, en pratique, les échantillons ne sont jamais assez propres pour empécher un
autre mécanisme d’ancrage par les défauts de structure, et la transition d’ancrage
intrinséque prédite par Aubry n’a jamais pu étre observée. Il en résulte que la
supraconductivité observée expérimentalement n’est pas explicable par le modéle
de Frohlich, méme s’il a ouvert, je le répéte, la voie a de nouvelles interprétations.

B Modéle de Little

Une dizaine d’année plus tard, Little [105] a proposé un modéle assez similaire. Il
se base sur les équations BCS [154]. Plus précisément, il adapte la condition (34.21)
de [109], correspondant au calcul & température nulle, qu’il adapte & une dimension.
Son calcul est assez approximatif, puisqu’il introduit le gap manuellement, par
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la substitution ¢ — +/¢2 + A? (je modifie la notation) et qu’il suppose (comme
dans [109]) un potentiel constant dans ce calcul.

Little admet d’emblée que 'ouverture du gap génére une compétition entre le
mécanisme de semi-conductivité et celui de supraconductivité lors de 'ouverture
du gap. Il considére le gap supraconducteur des équations BCS, bien qu’il ’associe
—sans se poser de question— a la modulation de Peierls; Schulz [155] a montré les
analogies entre ces deux mécanismes, qui ne sont cependant pas réductibles & un
mécanisme unique.

Cet article a eu un retentissement trés important parce que Little y prévoit une

température de transition supraconductrice T, = 4 /mM » Bcs qui pourrait atteindre
€

2000 K [156]. Ce facteur n’est pourtant pas démontré mais simplement introduit de
facon ad hoc.

~ Modéle de Ginzburg-Landau

Par la suite, Langer et Ambegaokar [106] ont nettement amélioré le travail de
Little. Leur modéle est basé sur une compétition entre les fluctuations thermiques et
le courant supraconducteur. Ils ne différencient plus du tout le gap supraconducteur
et le gap de Peierls, ils étudient directement la stabilité d’un gap lorsqu’on inclut les
fluctuations thermiques, et exhibent un critére d’existence d’un courant électrique
sans résistance.

On peut citer le modele de Mc Cumber & Halperin [107], et surtout celui de
Kramer et Baratoff [108], qui se situent dans la continuation du précédent et repré-
sentent également des avancées considérables par rapport au modéle de Little.

& Modéle d’Abrikosov

Bien qu’assez rapproché dans le temps, le modéle proposé par Abrikosov [109]
se situe dans une philosophie presqu’opposée aux précédents. En effet, Abrikosov,
fidéle aux travaux de Gor’kov, part du principe que la supraconductivité est en
compétition avec le mécanisme d’ouverture de gap et ne peut exister que si celui-ci
est inhibé. Il a par exemple montré qu’'un potentiel aléatoire peut inhiber I'ouverture
de Peierls [157].

Il considére les conditions de suppression de la modulation de Peierls, et vérifie
ensuite la possibilité d'un courant sans résistance. Il utilise, comme Little, un modéle
de champ moyen dans 'approximation BCS, mais emprunte le langage et certains
résultats du groupe de renormalisation. Il suit une approche tridimensionnelle de la
théorie BCS, mais par des astuces qu’il justifie de fagcon pragmatique, calcule a une
dimension d’espace.

b Modéle quasi-unidimensionnel

L’exemple précédent du calcul d’Abrikosov illustre un aspect fondamental : la
théorie BCS est intrinséquement une théorie bi- ou tridimensionnelle. On peut le
comprendre de la fagon suivante.

A une dimension, l'appariement électron-électron de Cooper, qui préside au
mécanisme supraconducteur, respecte la symétrie & — —k, tandis que ’appariement
électron-trou de Peierls, qui préside au mécanisme Onde de Densité de Charge,
respecte la symétrie k — & — 2k;. Les deux sont pareillement instables, ils sont en
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compétition antagoniste (si k — k + dk; favorise un des mécanismes, 'autre sera
favorisé par k — k — 0ky).

FIGURE 3 — Surface de Fermi ouverte d'un quasi-unidimensionnel.

Dans un systéme quasi-unidimensionnel, qui ne peut étre défini qu’en dimension
supérieure ou égale a deux, la surface de Fermi reste ouverte, comme représenté
sur la figure 3. La symétrie d’appariement supraconducteur devient k — —k et
reste parfaite ; la symétrie liée aux modulations Onde de Densité de Charge devient
k — k + kg, ou le vecteur kq est choisi pour optimiser le mécanisme. C’est la
symétrie d’emboitement et kj est le vecteur d’emboitement. On constate qu’a la
différence du cas unidimensionnel, I’emboitement est toujours imparfait, et le choix

2ky Ky
du vecteur d’emboitement, généralement kg = 0 Jouky= |k |, dépend de
0 0

chaque systeme et des choix de parameétres.

En comparant le cas unidimensionnel et le cas quasi-unidimensionnel, on observe
que le mécanisme supraconducteur est favorisé dans ce dernier, ce qui justifie la
spécificité du cas strictement unidimensionnel du point de vue théorique.

D’un point de vue expérimental, les choses sont plus simples : aucun matériau ne
peut étre strictement unidimensionnel. La question est donc : peut-on cependant le
modéliser par un systéme a une dimension ? Pour ce qui concerne les modeles BCS,
la discussion précédente nous conduit a exclure un modéle & une dimension stricte.
Pour ce qui concerne la supraconductivité de Frohlich, la question reste ouverte
mais, malgré son originalité, cette théorie n’a jamais pu s’appliquer a un matériau
réel.

¢ Transition dimensionnelle 1d/3d

Revenons aux sels de Bechgaard, qui nous intéressent plus particuliérement ici.
On a observé expérimentalement une transition entre un régime unidimensionnel
et un régime tridimensionnel, quand on abaisse la température. La température de
transition est 7" de l'ordre de 100 K.

Cette transition illustre assez bien le propos de la section précédente. Aux basses
températures auxquelles on observe la supraconductivité, ces systémes sont tridi-
mensionnels, et il est vain de chercher a appliquer un modéle unidimensionnel,
comme le modéle de Frohlich. Comme on le verra plus loin, sous champ (méme
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pas trop fort, cf. [155] ou [158]), les effets orbitaux sont dominants, ce qui confirme
I’aspect tridimensionnel de la supraconductivité.

Cette tridimensionalité n’exclut pas une forte anisotropie des trajectoires élec-
troniques, en présence d’'un champ magnétique, méme faible. Lebed [159,160| puis
Heéritier [161] ont montré que la trajectoire est une hélice qui s’enroule autour de la
direction du champ magnétique (voir aussi [162]).

3 Echelle fermionique

J’ai plus particulierement travaillé sur une échelle fermionique. C’est le systéme
quasi-unidimensionnel le plus simple, il permet une approche analytique exacte,
qui n’est pas possible pour les autres systémes quasi-unidimensionnels, comme par
exemple des chaines faiblement couplées. En pratique, j’ai réalisé mes premiers
calculs de renormalisation en paralléle avec Christoph Nickel, qui les faisait sur des
chaines couplés, et la comparaison de nos résultats a prouvé la validité de ce choix.

a Description

a Description dans 1’espace réel

Une échelle fermionique est constituée par des liens longitudinaux entre parti-
cules d’'une méme chaine et des liens transversaux entre particules sur deux mon-
tants différents. Les particules sont entiérement caractérisées par leur spin (s = 1/2
et s, = +1/2), comme représenté ici :

t---4

i i

I I

b---d

I I

I I

t1
o711t -~ ~ 1 07,2 ‘b—’
06,17 =~ ~ 106,2
0517~~~ 1 05,2
b I“

0417 -~ ~ 1042
0317~~~ 1 03,2
0211 -~ ~1022
Orir - -~ 1 01,2

FIGURE 4 — Echelle fermionique. Les moments de spin s’écrivent o;; ou ¢ décrit la
position d’un site sur chaque chaine (montant longitudinal) et 7 = 1,2 distingue les
deux montants. La distance interchaines est b et celle intra-chaine a. Les intensités
des liens correspondantes sont ¢ et .
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B Description dans ’espace réciproque

La relation de dispersion d’un systéme quasi-unidimensionnel de chaines faible-
ment couplées, défini a deux dimensions, s’écrit

e(K) = —tcos(aky) —t, cos(bky) (1)

ott on écrit 'impulsion a deux dimensions K = (ky, k1), a et b sont les distances entre
sites définies précédemment. ¢ et ¢, les intensités, caractérisent le recouvrement
entre orbitales voisines (la premiére entre orbitales sur une méme chaine, la seconde
entre orbitales sur les deux montants). On notera partout, pour unifier les notations,
des majuscules pour les vecteurs a deux dimensions; généralement, les minuscules
désigneront les composantes paralléles.

La surface de Fermi est ouverte, comme sur la figure suivante :

FIGURE 5 — Surface de Fermi d’un quasi-unidimensionnel (défini en dimension 2).
On y a représenté la courbe pour k; = 0 (en bleu) et celles pour k; = +7/b (en
rouge), qui correspondent a la surface de Fermi d’une échelle fermionique.

Le cas d’une échelle fermionique correspond aux deux courbes sinusoidales re-
présentées en bleu et rouge car le moment k; prend seulement deux valeurs, k; = 0
et k; = 7/b. Les moments sont définis sur deux bandes de dispersion et la surface
de Fermi est constituée de quatre points. Par contre, le moment k défini le long
des chaines est une variable continue définie sur [0, 27/a].

b Hamiltonien de Hubbard

a Linéarisation de la relation de dispersion
Reprenons les deux bandes sinusoidales d’une échelle fermionique :

E

FIGURE 6 — Relation de dispersion d’une échelle fermionique.

44



3. Echelle fermionique

On appelle bande 0 celle qui croise I’axe des abscisses en kg et —kyo, elle correspond
a ki = 0; on appelle bande 7 celle qui croise 'axe des abscisses en k¢, < ko et
— k¢, elle correspond & k; = m/b. On les linéarise, comme l'a fait Solyom [39] pour
une seule,

8(/€)T

FIGURE 7 — Relation de dispersion linéarisée.

On trouve bien quatre points de Fermi, +k¢y et +k¢,. Les vitesses de Fermi sont
définies pour les k vérifiant e(k) = 0 et valent exactement

vro = 2t sin(akyo) Vpr = 2ty sin(akyr)

avec

2 Arccos(—t)/t.) L 2 Arccos(t)/t1)
fr = ;

a a
soit (kf,0) le milieu des points de Fermi (kgp,0) et (ks 0), on trouve exactement
kf = m/(2a) ainsi que la différence entre niveaux
2 Arcsin(t)/t 1)

- :

Ko

Ak’f = k’fﬂ - k?fo =

Expérimentalement, ¢, /t| ~ 1/10, on peut écrire plus simplement

2,

Ak ~
f CLt” ’

on peut également écrire une vitesse de Fermi unique vy ~ 2tjasin(aky); sur la
figure 7, on vérifie directement la relation

Ak’f’l}f % 4tl .

B Hamiltonien cinétique
Le hamiltonien cinétique s’écrit, en utilisant la relation de dispersion linéarisée

et en notant W, (K, ) = Ry, (k) (resp. ¥, (K, 0) = Los(k)), avec K = (k,0),0 =0, 7
et k > 0 (resp. k < 0) les opérateurs d’annihilation d’un électron se propageant vers
la droite (resp. vers la gauche), et de méme W' = RT (resp. L') pour les opérateurs
de création,

Han = 20 ( D0 = ko) Rbo (K Roo (K) + Y3 (k = by Rl (k) Foo ()
k k

o

= D3+ ko) Ly () Lo (k) = Dk + k) L (6) Lo (B))  (2)

ot on a utilisé e(k) = +(k — kgy) avec + = + pour les termes R)Ry et + = — pour
les termes LZLQ.
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~ Hamiltonien d’interaction
On a choisi le terme d’interaction de Hubbard, qui s’écrit :

1
_ E E i ]
g{int = N <91(K17K27 éaK{)R 101L éUzRK2O'2LK10'1

K1,Kg,K{,Kf) 01,02
K1+K2:K’1+Ké
1o pf i
+92(K17K27 27Kl)RKialLKéagLKzUzRKuTl) (3>

ou G, est le couplage en notation g-ologique.?

3. Gicorrespond & une diffusion arriére, §o une diffusion avant, §3 un terme dit umklapp c’est
4 dire incluant un phonon du réseau qui absorbe une impulsion du réseau réciproque, et G4 un
terme d’auto-interaction, qui ne peut contribuer que dans la renormalisation du niveau de Fermi.
En notation sommaire, §3 gouverne des termes R'RTLL ou LYLTRR et G4 des termes RTRTRR
ou LTLTLL.
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B Renormalisation fonctionnelle
pour une échelle fermionique

Une des approches que j’ai suivie consiste a utiliser le groupe de renormalisation,
qui permet de distinguer les termes d’interaction dominants. L’un des points forts de
cette approche est qu’elle integre des effets a plusieurs particules, tandis que toutes
les autres approches reviennent 4 un hamiltonien & un état (qui ne comprend que
des effets & deux particules au maximum).

1 Groupe de renormalisation

Le terme de groupe est historique. On verra plus loin qu’il ne correspond pas
aux approches modernes que j’ai suivies.

a Approche Wilsonnienne

L’idée initiale est d’appliquer un changement d’échelle a I’ensemble des variables
du hamiltonien, de fagon a préserver les lois physiques. Plus précisément, on ap-
plique une inflation x — x/\, y — y/A, z — z/A, dans U'espace réel, avec A > 1. Les
interactions ne sont alors plus définies & I’échelle microscopique mais a une échelle
plus grande, par conséquent, les états qui les subissent ne sont plus les particules
¢lémentaires caractérisées par leur spin s = 1/2, mais des objets plus grands, qui
possédent un spin global égal & la somme des moments élémentaires. D’autres fac-
teurs d’échelle interviennent, pour assurer la cohérence de la transformation globale.

Dans un papier historique, Wilson [10] utilise un facteur discrétisé. En 'occur-
rence, il étudie un réseau de de dimension deux et regroupe les particules deux par
deux (1 x 1 +4 x i), ce qui tourne le systéme d’un angle 7/2 et lui fait subir une
inflation d’un facteur /2.

On voit clairement dans ce modeéle simple que les nouvelles interactions définies
aprés le changement d’échelle ne décrivent pas exactement le méme systeme; cer-
taines interactions petites y sont négligées, tandis que les interactions dominantes
sont préservées.

Ce processus peut étre réitéré et converge vers un point fixe. Les nouvelles inter-
actions ainsi définies sont les interactions effectives. Dans une approche continue,
on peut montrer que les interactions effectives sont celles qui prennent en compte
les effets d’auto-interaction successifs et que les interactions négligées ne jouent
aucun role. Dans certains cadres, les résultats du groupe de renormalisation sont

47



Chapitre B. Renormalisation fonctionnelle pour une échelle fermionique

exacts; par exemple les coefficients critiques universels qu’on peut déterminer de
cette facon. !

Dans ce méme article [10], Wilson présente la méthode générale de renormalisa-
tion définie dans l'espace réciproque. Elle différe de la renormalisation définie dans
I’espace réel. On exprime la fonction de partition, que ’on doit minimiser, a ’aide
de 'action 8, :

A
2= [ep(-Salohdo  avec Safo] = | 3tlo(b)ar

ou les intégrales? dans 8, admettent une coupure ultra-violette |k| < A. Le proces-
sus de renormalisation s’écrit alors 8y — 8,2, et on utilise la formule

e [ [doei-silo)

A2<|K|<A

ou on note que l'intégration est hors de I'exponentielle.

Soit T 'opérateur de renormalisation. Par exemple, T'(8) est la transformation
précédente. On omet provisoirement l'indice de la coupure A et 8, = T(T'(--- (T'(8) - - -))
est I'action apres ¢ transformation. L’action effective 8, est le ——
point fixe de la transformation et vérifie

¢ termes

T(S,) =8, . (1)

Wilson obtient alors, par un développement perturbatif, des équations différen-
tielles des couplages G exprimées a 1’aide de la fonction analytique ¥ (souvent paire)

d§
= - w(g) .

b Structure de groupe

Dans I'approche initiale de Wilson, qui est héritée de la théorie quantique des
champs, le paramétre de coupure ultra-violet A est utilisé uniquement pour régula-
riser les intégrales divergentes du développement en boucles. Il n’apparait pas dans
les équations de renormalisation. Il y a bien une structure de groupe, que j'ai en
particulier étudiée dans les travaux de Solyom [39]. Cette approche a, notamment,
été développé, au départ, par Kosterlitz [164], puis Nelson et Halperin [165], qui
utilisent cependant un développent en fonction de e=#/(*87) plus spécifique.

Pour prendre un exemple simple, considérons une quantité I', qui dépend de
I'énergie. On écrira ['(E/A,{), ot on a introduit une énergie adimensionnée F/A,
grace a la coupure A, qui est I’énergie nue au commencement de la renormalisation,

1. Ce n’est pas vrai de fagon générale, lire par exemple [163].

2. J’ai écrit un terme générique qui ne dépend des états qu’en un point de I’espace réciproque,
en réalité les intégrales sont plus complexes. Un terme en ¢* s’écrirait, avec une condition de
conservation de I'impulsion, S[_A,A]4 d(k1)p(k2)d(ks)p(ka)d (k1 + k2 + ks + ka)dkidkedksdky. De
plus, j’ai choisi un espace réciproque de dimension 1 pour simplifier I’expression.
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1. Groupe de renormalisation

et ¢ est le parameétre de renormalisation déja défini. On introduit le facteur z qui
décrit la renormalisation de I' pendant un processus :

E . E __E
F(Xag) = Z(Eag)r(xvg>

ou les quantités primées sont celles définies aprés le processus. On notera qu’on
peut utiliser ce formalisme de facon continue, mais on va, au contraire, itérer cette
opération discrete :

E" . E" E
F(T7£) = z(f7£)F<X7€)
E" ) E )
= Z(ﬁag)F(X7£)

£ E A’
d’ou finalement 1% B E

C’est une structure de groupe sur les coefficients z. L’équation (2) est trés contrai-
gnante, parce qu’elle est vraie Y(F, £). Sélyom a utilisé (2) avec des développements
en boucles. Les travaux de Giamarchi et Schulz [166-168] s’ancrent aussi sur I’ap-
proche de Wilson : ils obtiennent les équations de renormalisation en s’appuyant
sur des points fixes du groupe de renormalisation.

Au contraire, le paramétre de coupure A est utilisé comme variable d’échelle
dans les approches que je vais présenter maintenant. L’équation de point fixe (2)
disparait, et on a seulement une structure de semi-groupe, ce qui a révolutionné les
méthodes de renormalisation, qui ne devraient plus s’appeler dorénavant groupe de
renormalisation.

c Travaux pionniers de ’approche moderne

Je ne veux pas donner un historique complet mais plutét montrer comment
s’est batie I'approche moderne du groupe de renormalisation, telle qu’elle existe en
physique des solides.

a Equations de Polchinski

Polchinski [169] est un des précurseurs de 'approche moderne. I utilise la cou-
pure ultra-violette A comme paramétre, au lieu de £. Dés lors, le divorce avec I’équa-
tion de point fixe (1) se produit. De plus, il introduit une coupure infrarouge, tandis
que Wilson ne discute que de A en tant que coupure ultra-violette.

Les équations de renormalisation sont obtenues de fagon dimensionnelle et s’écrivent,
a un ordre tronqué,

d
A% = \I’(gzla Agﬁ)

ou g4 représentent les couplages a deux particules (analogues aux G précédents),
les gg ceux a trois particules. La fonction ¥ généralise celle de Wilson, mais il faut
inclure également les équations pour les gg, etc.
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Chapitre B. Renormalisation fonctionnelle pour une échelle fermionique

Pour une particule massive dans un champ scalaire, Polchinski obtient une fonc-
tion génératrice des équations, qui s’écrit

dZ (., O0R(p*/A\?) J 10242 81t 0N sl _
Ad—A_JdpATJdaﬁ%{@(p)R (p //\)+ma—5)e }—O

ot R est une fonction de coupure et f la transposée d’'une fonction, f(x) = f(—x).

B Article de Zanchi et Schulz

Le travail de Zanchi et Schulz [13,14,170,171]| est véritablement pionnier, ils sont
les premiers & avoir appliqué 1’équation de Polchinski au Hamiltonien de Hubbard.
Ils ont choisi une approche a une particule irréductible, mais il faut prendre garde
qu’en fait, ils utilisent les équations générales en sélectionnant les termes & une
particule irréductible, et non 1’équation de Wetterich.

~ Article de Wetterich

Auparavant, Wetterich [172] a développé un formalisme dont la puissance n’a
pas été immédiatement comprise. L’idée est de renormaliser les termes d’interaction
eux-mémes, en particulier le terme a deux particules I'® et non les constantes G. Ces
objets décrivent les mémes grandeurs physiques, mais la philosophie du processus
en est bouleversée.

L’équation

0

1 0 _
6—AFX1) = §SAotr[ﬁR/\(F5\2) + RA) 1]

s’exprime en fonction de la fonction de coupure R. Elle est exacte.

& Article de Fabrizio

Fabrizio [20] a étudié un systéme de deux échelles fermioniques. Il n’a pas pris
en compte les moments paralléles des particules dans les couplages et j’ai prouvé
qu’a petit couplage U, son diagramme était incomplet.

d Choix des paramétres d’ordre

Si on utilise une approximation quadratique de H;,, on peut résoudre les équa-
tions de Schrodinger, ou plutot les équations de Gor’kov, qui régissent les opérateurs
de création et d’annihilation. On utilise alors une approximation de champ moyen,
qui traite la densité d’état de facon cohérente. D’une part, la densité intervient dans
I’expression du hamiltonien de champ moyen, mais d’une autre, on peut la calculer
a partir des solutions. On étudiera cette méthode de champ moyen, analogue aux
équations BCS, dans la partie sur le magnétisme.

La méthode de renormalisation est plus exacte, puisqu’elle prend en compte les
termes non quadratiques, qu’on néglige dans la méthode de champ moyen. Toutefois,
son essence méme est de calculer les couplages quadratiques effectifs qui résultent
des termes d’ordres supérieurs. C’est a ce titre qu’on peut emboiter les deux ap-
proches : on renormalise les couplages dans un premier temps, puis on étudie le
hamiltonien effectif en champ moyen. J’y reviendrai.

Cette explication permet de mieux comprendre combien le choix des termes qua-
dratiques est essentiel pour les calculs de renormalisation. Il existe une trés grande
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1. Groupe de renormalisation

variété de combinaisons de termes quadratiques, que 'on classe selon leurs symé-
tries. Chaque terme correspond & un parameétre d’ordre différent. Il est important
de connaitre tous les parameétres d’ordre possibles, pour les tester séparément.

On notera O5€ et OPW les différents paramétres d’ordre, o étant un indice
générique ici. Pour les excitations supraconductrices, responsables de la création
de paires d’électrons e—e ou de trous h—h, on écrira conventionnellement O5¢ une
combinaison de termes LR, sachant que les termes LT R sont générés par Of. Pour
les excitations Onde de Densité, qui décrivent des excitations électron-trou, on écrira
conventionnellement OPW une combinaison de termes LR, sachant que les termes
RL' sont générés par OT. De plus nombreux détails sont donnés dans [21], mais j’ai
modifié certaines notations dans cette thése.

Hine peut s’écrire a ’aide de combinaisons précises de certains parameétres d’ordre.
Par exemple, avec des paramétres supraconducteurs,

f}-Cint = Z Z ga(q - k:a k:a kla q— kj/)OiCT(_qv k,)Ogc(qv k) (3&)
a kk'q

ou la somme sur « contient implicitement les composantes 1. Avec des paramétres
Onde de Densité, ’écriture est trés semblable, & quelques différences prés :

Hiwe = Y, D, 9ok — @,k Kk — ) OV (—q, K)O2V (g, k) - (3b)
a kk'q

(3a) et (3b) correspondent aux diagrammes

kpg+a—k kpo+a—k' kpo+k' —q kpg+k—q
et

—kf0+k —kfo+k/ —kfo-f—k —kfo+k/

On peut également introduire explicitement un hamiltonien d’excitation, comme
dans [21], mais les calculs reviennent au méme.

a Parameétres d’ordre supraconducteurs singulet

Le paramétre d’ordre supraconducteur le plus simple que ’on puisse construire
est le parameétre de symétrie singulet s intra-bande. L’argument ¢ = 0 signifie
qu’il est intra-bande. Si on utilise la représentation dans l’espace réciproque,
a I’aide d’une série de Fourier, il vient

03°(0) = 22%’,1ﬂ/}z,1¢ + Vit i2

adp
JL % (LP,OTpr,Oi + LerTR*pyﬂ-l + pr,OTLp,Oi + pryﬂ-Tprﬂ-l)

. - kro K N . )
ol SL signifie, selon les cas, Skf(rg ou Skfﬁfg (I'intégrale sur la partie R découle

de la condition ¢ = 0). Ce paramétre d’ordre correspond au couplage tripode
25C et a la susceptibilité x5¢.
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Chapitre B. Renormalisation fonctionnelle pour une échelle fermionique

Le paramétre de symétrie singulet s interbandes correspond & une excitation
de vecteur d'onde ¢ = +£Aks, c’est & dire & deux dimensions @ = (g, 7).
Pour l'obtenir, il faut multiplier par un facteur de phase e'UmE&kia) oy ¢
est le paramétre de maille ||, et + donne deux couplages similaires. Pour se
convaincre de la justesse de cette phase, il faut utiliser la représentation dans

I’espace réciproque. Il vient finalement

0 (ms) = _2112 em’“fm(w@-,mw@-,u — i tiay)

[ adp
- _nf o (Lp,OTRA’ff(lil)—pnri + Lprt Raky (—121)—p,01
L

+RAkp(—141)-p,0t Lp,r) + RAkf(lil)—p,nTLp,m)-

Le facteur e '91% assure que ce parametre est antisymétrique par parité,
ce qui permet de le distinguer du terme intra-bande. Ce parameétre d’ordre
correspond aux couplages tripodes zssg et aux susceptibilités ng

On peut introduire des paramétres de symétrie singulet s dits étendus, en
multipliant I'intégrande de S ; dans la représentation réciproque par un facteur
cos(mpa), avec m € N. Comme il y en a un nombre infini, je ne peux tous les
écrire, mais il est raisonnable de se limiter a m = 1. Par exemple, le paramétre
singulet s étendu intra-bande (¢ = 0) s’écrit :

05°00) = > (Wittiergy + Yijrio11)

étendu i—1.N
j=1,2

adp
= o cos(ap) <Lp,0TR—p70l + LymtRpry + RpotLpo, + R—pﬂrTLpﬂrl>-
L

Le parameétre de symétrie singulet d intra-bande, avec g = 0, s’écrit :

0;°(0) = 22¢i,1¢¢i,2¢ + Yi2riny

ad
JL 2—: <Lp,0Tpr,0i — Ly R pxy + RporLpoy — pranLpnrl> )
ce parameétre est impair selon la symétrie d,2_,2 (c’est a dire C, cf. Pétude des
symétries).

On trouve deux parameétres de symétrie singulet ¢ interbandes, d’excitation
q = /b, qui s’écrivent :

O;°(ms) = =20y PNy i) — Gisthigny)
Ak [ ad Ak
— ian aap . — ke T f

o sin(a(p — kro F = )) X

(Lp-aksmt Beak —poy + Beak—potLp-ak izl = Lpot Bak(141)-prl — Bakax1)—patLpol)

ces parameétres d’ordre sont impairs pour les symétries d,, (c’est a dire p, et p,)
et d,2_,2 ; attention que sous l'action de d,2_,2 le facteur sin(a(p — ko + %))

devient sin(a(—p — kpo + %)), mais tout concorde finalement.
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1. Groupe de renormalisation

En résumé, les paires supraconductrices correspondant aux excitations s, d et g sont
représentées sur la figure suivante :

by W

FIGURE 1 — Paires supraconductrices de symétrie s (a), d (b) and g (c).

B Paramétres d’ordre supraconducteurs triplet

Le paramétre de symétrie triplet p, intra-bande, avec ¢ = 0, s’écrit :

OSS(O) = - Z 20(Vi10Vis110 + Vi2oWis1,20)

. [ ad .
— i [ S (Lo B+ Ly-stgno Bty sin(al ~ b))
L T

ce parameétre est invariant par la symétrie p,.
Les paramétres de symétrie triplet p, interbandes, d’excitation ¢ = /b,
s’écrivent :

O;S;’xc(ﬂ'i) = ]'12 e$ﬂAkfm20<1/}i,lowi+l,1o — Vi20Vi+1,20) oo
i0o

i [ adp
= e 2 T 2‘7 (Lp00 Bk (1:£1)—pmo + Lp— by mo B aky—p,00) X
L

ez

. Ak
sin(a(p — ko ¥ =) ;

ces paramétres sont invariants par parité P & cause du facteur e 1@1ib,

Tous les paramétres de symétrie p, (intra-bande ou interbandes) sont intra-
chaine, a contrario des autres parameétres supraconducteurs.

Le paramétre de symétrie triplet f, intra-bande, avec ¢ = 0, s’écrit :

O?f(O) = - ZU(%JJ@/&‘H,QU + Vi 20Wit1,10)

. [ ad .
_ —nf 9 N o(Lysty o Rty pines — Lo Bepo) sin(a(p — hyo))
L T

ez

2, avec la modifica-

ce parametre est invariant par rapport a la symétrie d,2_,2,

tion du facteur sinus, comme pour le cas singulet g.
Les parameétres de symétrie triplet f, interbandes, d’excitation ¢ = =/b,
s’écrivent :

Oi,c(ﬁi) = 2 eﬁAkfmU(?/Ji,lai/%,Qa — Ui 20%i10)
adp
= - - L O'R —7TO'_L7I'O'R — —p,00) >
L - ZU( p,00 LVA ks (141)—p, D, Ak (—1£1) p,o)

g
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Chapitre B. Renormalisation fonctionnelle pour une échelle fermionique

ces parameétres d’ordre sont impairs pour la symétrie p,. Le facteur exponentiel
n’y est ici pour rien.

En résumé, les paires supraconductrices correspondant aux excitations p,, f, et f,
sont représentées sur la figure suivante :

FIGURE 2 — Paires supraconductrices de symétrie p, (a), f, (b) and f, (c).

~ Parameétres d’ordre Onde de Densité sur site

On peut distinguer, selon la classification expliquée dans [99], des paramétres
Onde de Densité sur site et sur lien. Les premiers s’écrivent ), <2/JQ O_Q/JQJ> iR
pour les parameétres intra-chaine et Zw,<z/1Q70wQ +G,a'>7<m' pour les paramétres in-
terchaines. La matrice 7 vaut 7¢ = I pour une Onde de Densité de Charge, 75 = o,
™ = g, et 7% = 0, (les matrices de Pauli) pour les Ondes de Densité de Spin.
G =nl,,avec n € Z et 1, = (0,1). On ne représente ces paramétres que dans
I’espace réciproque.

Leurs vecteurs d’onde s’écrivent, a deux dimension, ) = (—2ky,0), @ = (—2k¢,, 0)
et @ = (—kpo — kg, §) = (=2ky, ).

On écrit les deux composantes du vecteur () en argument et on trouve pour les
parameétres intra-bande intra-chaine :

DW adp o
OSIte( Qkf07 - J Z < p,00 pOJ’ + R p+ Ak, 7T0'Lp Akg,mo’ >T !

DW adp
Osn:e ( 2kf“” = J‘ Z < p—Akg,00 p+Akf 0o’ + R;;,WULPJU’)T‘?U/
oo’
et pour les parameétres interbandes intra-chaine

DW . a’dp «a
051te ( 2kf’ b J 2 ( p,00 p7ra’ + RT , O pOO’ >TJJ’ :

6 Parameétres d’ordre Onde de Densité sur lien
Les parameétres Onde de Densité sur lien s’écrivent ZUU,@D(TQ +Vq 11 o) To, pour

les paramétres intra-chaine et ZUU,@/Japr LG,/ Taw DOUT les parameétres inter-
chaines. G = 1)+ nl, avec n € Z et 1) = (1,0) Les définitions de 7 et 1, sont
inchangées, G = 1) + nl, avec n € Z et 1, = (0,1). On ne représentera ces pa-
rametres que dans l'espace réciproque. On écrit encore les deux composantes du
vecteur () en argument. On trouve pour les parameétres intra-bande intra-chaine :

adp

DW . ik f
Olien (—2]{3]1‘0, 0) = 1 . ? Sln(a’p) s Z <RP,OULP,OU’ + R p+Aky, 7T0Lp Akp,mo’ )Tga’
oo’
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. [ adp ke o
Ohen ( 2kf”’ O) = 1 g Sln(ap) e Z (R;;—Akf,OULerAkf,OU’ + R; WoLp wo! )Too’

[oxon
et pour les paramétres interbandes intra-chaine :

m adp ia . Ak
0D (2l 5) = = | G e sinfap = S (R oLy + Rty oLy o)

e Schéma de renormalisation

a Couplages

J’ai adopté les notations de Fabrizio, en les étendant de facon naturelle. Tous
les couplages a deux particules ont un indice 1 (diffusion arriére) ou 2 (diffusion
avant) implicite. gy correspond aux interactions intra-bande de la bande 0, g, aux
interactions intra-bande de la bande 7. Les autres couplages correspondent a des
interactions interbandes. Dans les équations de renormalisation, on aura besoin
de définir des couplages g adimensionnés, qui sont définis par § = ga/(mwvy). Ils
correspondent aux schémas suivants :

kpo+ky —kpo+kb kpntky —kpntkb
Jo - Ir

—kpo+ka kpo+kq —kfptka Ktk

ko +ky —kp otk kp ok —kpo+kh
gro - Gfr

—kpntko kpo+k] —kpo+ko kg +k]

kpo+ky —kpntk kpntky —kpo+kh
gro - Gin

—kfo+ka K +kY —kfptka kpo+kq

ko +ky —kpo+kb kp otk —kp otk
w0 - Gor

—kptko kpq+k] —kpotka kpo+k]

FIGURE 3 — Définitions des couplages g.

Visualisons ces interactions sur les bandes de dispersions & une dimension :

FIGURE 4 — Représentation des interactions a une dimension, dans l'ordre go1, gos,
gro1, gfo2, Gio1, Jio2, Gvo1 €t Gooo-
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Chapitre B. Renormalisation fonctionnelle pour une échelle fermionique

et & deux dimensions :

FIGURE 5 — Comme la figure 4 mais sur la surface de Fermi bidimensionnelle.

Intéressons-nous maintenant aux couplages tripodes z. On distinguera les cou-
plages 25¢ pour le calcul des paramétres d’ordre supraconducteurs (singulet ou
triplet) et 2PV pour celui des paramétres d’ordre Onde de Densité de Spin ou de
Charge. Plus précisément, 25¢ et s5¢ correspondent a des paires intra-bande, tan-
dis que zic et s5C correspondent & des paires interbandes. On représente ici les

SC ,SC ,SC sc ot A -
couplages supraconducteurs 25,27, 27 et 2>~ sans distinguer leur symétrie :
ke +ko k. +ko kfo+ka
, Skotke (L s oo | T/ ! 4 ro
25C P 0 VWA = VW
o - VWW X X X
\ — —kfo+k1 —kpo+ky —kp k1
FIGURE 6 — Couplages tripodes supraconducteurs.
et ici les couplages Ondes de densité 25V, 2PW, z_]fw et 2PV .
k k k k k k
ok g NOTE o a2k ft 2 by 42k fthe w92k fo+re
a—2kso ) : )
W SRR A e SR
0 - VW \ N N
\ 7kfo+k1 —kf0+k1 —kfo+k1 —kfﬂ.+k1

F1GURE 7 — Couplages tripodes Ondes de Densité.

Enfin, on peut définir les diagrammes des susceptibilités, qui correspondant sim-
plement & une excitation. On définit trois susceptibilités supraconductrices x5¢, 3¢
et x5, la premiére correspond & une excitation d’une paire intra-bande, les deux
autres a des paires interbandes. On ne distingue pas leur symétrie exacte :

Ak _Ak
7 sc A sc 1= 2%

X6 NEEERTY VI NEERRTYVI

FIGURE 8 — Susceptibilités supraconductrices.
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1. Groupe de renormalisation

et on définit trois susceptibilités Onde de Densité x5, xon© et xPW, les deux

premiéres correspondent a des modes intra-bande, la derniére & un mode inter-
bandes :

—9k ok —ok
=250 pw . 1w pw .

Xo o - \WWWA Xt & VMWW Xao & W

FIGURE 9 — Susceptibilités Onde de Densité.

B8 Développement perturbatif des graphes

Je ne m’intéresse pour l'instant qu’au développement des diagrammes d’interac-
tion a deux particules, noté I'®. On peut le présenter sous forme diagrammatique.
On utilisera une représentation élémentaire des diagrammes de Feynman, ot les
couplages d’interaction (a deux particules ou entre une particule et une excitation)
sont représentés par un point. On appellera branche les lignes qui relient deux points
et correspondent & une intégrale. On appellera branche extérieure les lignes ouvertes
qui partent d'un point et indiquent la valeur des moments des particules (c’est a
dire les moments non intégrés). Commengons par un développement formel, que
I’on particularisera plus loin en fonction des couplages :

Py P Py P|
P P
P, P} P, P} 2 P|+Py—K 2
P —Py+K P —Py+K
X — >< + + K 1—P+K K 1— P2+
Py Pl Py P{ P K 4
! ! ! 1 Pl P, P} Py

Dans le terme de gauche est représenté un diagramme renormalisé. Il est égal au
développement de droite, qu’on classe provisoirement en fonction du nombre de
boucles. Le premier terme est le diagramme nu, sans boucle, le second le canal de
Cooper, le troisiéme celui de Peierls. Le dernier canal est celui de Landau, mais
on le négligera dorénavant car il ne donne aucune contribution divergente dans ce
genre de développement, tandis que les autres divergent de facon logarithmique.
On néglige les diagrammes & deux boucles ici, car ils correspondent & des ordres de
perturbation plus grands (j’y reviendrai plus loin).

On notera Pp, P, les impulsions des électrons arrivants et P, Pj celles des
électrons sortants. Le diagramme de Cooper s’interpréte comme une interaction
électron-électron, celui de Peierls s’interpréte comme une interaction électron-trou,
I'impulsion du trou entrant étant donc P| et celle du trou sortant P;.

Pour gy, je note les pattes extérieurs Py = kpo + 1, Po = —kpo + ¢, P = kpo + ¢+
[+ pet Py = —kpo — p. La conservation de la quantité de mouvement est incluse

implicitement. Comme il y a deux bandes, il y a deux canaux de Cooper et deux
canaux de Peierls et le développement diagrammatique devient :
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“Hfote _kpgte—d “Rr0TP

Ko+ —kpo—p kpo+l ~kpo—p
kpo+d
—kgote kpotet+i+p —kgot+e kpg+ctltp kgo+1 . kpo+c+i+p
kf0+l —kfo—p kfo-{—l —kfo—p
“Efote ke te—d THOTP
n + kf0+d —k)fo—l—p-l—d + kf7r+d —kfﬂ—l—pﬁ-d
kar+d
kf0+l kf0+c+l+p kf0+c+l+p 7kfo+c kf0+¢:+l+p 7kfo+c

ou d est la différence k — kg ou k — k¢, selon les cas, k é¢tant I'impulsion dans une
des branches internes des diagrammes de Cooper ou de Peierls.

Le développement diagrammatique des couplages tripodes est analogue. Pour le
couplage z§¢ supraconducteur, on note les pattes extérieures —kfo+d et kg +c—d.
Il se produit une excitation d’impulsion ¢ et on obtient finalement :

. 4 kfo—d/+c kfﬁ—d/-l-c
+c— _ _
c / 7o c kro+d c kro+d
W - +
N\ —ksotd N kpote—d Nhpote—d
' —k:f()-l-d —kfﬂ.-f—d

FIGURE 10 — Développement de z5€.

Pour le couplage z5¢ Onde de Densité, on note les pattes extérieures —kfo +d
et ko + p — d. Il se produit une excitation d’impulsion p et on obtient :

A kpo+d’ Kfntd’
P—Qkfo f0 P p_Qk/:fO —kfo-f—d p_Qk/:fO —kfo-f—d
= +
N\ —kfo+d 7 NRpotd—p 7 Nkpotd—p
—kpo+d +p —kpp+d +p

FIGURE 11 — Développement de z"W.

Le développement diagrammatique des susceptibilités est analogue. On note ¢
I'impulsion de I'excitation. Pour x5¢ supraconducteur, on obtient finalement :

kfo—d+q kfﬂ.—d‘f'q
q q q q q
Way = +
—k:f()-l-d —kfﬂ.-f—d

FIGURE 12 — Développement de x5°.
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1. Groupe de renormalisation

et pour PV Onde de Densité :

kf,,r+d—q kf,n.-l—d—q
q—kro—ksr q—kpo—ksr q—kro—krr  q—kro—kpr q—kpo—ksr
W = +
—kfo+d —kfo+d

FIGURE 13 — Développement de yPW.

~ Coupure ultra-violette ou infrarouge

La coupure A qui limite le domaine d’intégration est interprétée, dans les sché-
mas que 'on va maintenant détailler, comme une coupure infrarouge. En effet,
I’action effective est celle qui reste aprés avoir intégré tous les degrés de liberté non
pertinents, & savoir ici les impulsions de norme < A. Les termes qui restent dans
I’action effective dépendent a fortiori des impulsions & > A. Notons ¢_la projection
d’un état dans le domaine ou |k| < A (on le représente dans 'espace réciproque),
défini pas ¢ (k) = (1 — O(|k] — A))d(k), avec © la fonction de Heaviside, O(z) = 1
siz >0 et O(x) = 0 sinon; et ¢ la projection d’'un état dans le domaine |k > A

(cest ¢ (k) = O(Ik| - A)(k)), on a

2= Jdgf) oSkl — Jd¢< J dg e 509 = J de e San< (7S |

L’intégration des <;5> dans S., donne une constante, qui a été omise, et dans Sjy
s'interpréte comme une valeur moyenne. Le développement de I’exponentielle s’écrit,
au deuxiéme ordre,

<efsint — ef<Sint>> 7%(<Si2nt > 7<Sint>2> )
>

et donne des termes contenant deux, quatre, six ou huit opérateurs de création
(R ou L") ou d’annihilation (R ou L). On apparie les opérateurs élémentaires, en
respectant bien 'ordre chronologique. Chaque paire correspond aux différents pro-
pagateurs que 'on retrouve dans le développement diagrammatique (incluant des
termes a deux boucles si on veut trouver des termes a 6 ou 8 opérateurs élémen-
taires). Ces opérateurs élémentaires sont fermioniques et anticommutent tous, ce
qui permet de déterminer de facon stire le signe de chaque diagramme.

L’interprétation de la coupure A découle de ce qu’on la choisit comme paramétre
de renormalisation, c’est & dire comme le paramétre qui évolue pendant le flot. A
I'inverse, dans les équations de Wilson, la coupure est fixe et indépendante du
parameétre de flot /. Dans les équations développées par Wetterich, on pose au
contraire

A=Aye . (4)

§ Calcul des diagrammes

Pour traduire le développement de Feynman analytiquement, on utilise ici les
fonctions de Green définies a température nulle. Dans les diagrammes nus appa-
raissent les fonctions de Green [12] d’une particule libre (w — (k) + in)~! avec
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Chapitre B. Renormalisation fonctionnelle pour une échelle fermionique

n — 0T et £ = + si la particule va vers la droite (R), + = — si elle va vers la
gauche (L).

A priori, on intégre sur la valeur de k£ (noté d dans la section précédente); la
traduction formelle du précédent développement en diagramme de Feynman de g
s’écrit :

A
. gO(kal7p)g(](c_ k7l7p)
ol l,p) = golc,l,p) + lim Jdkdw — .
go et (¢, 1, p) = go(c, 1, p) nHOJr{ Y (w — vk F in)(w — vp(c — k) + in)

+JAdkdw gr(k,LD)grlc— ki Lp) JAdkdw golc, 1, K)golc, 1, k — p)
A (w—vek Fin)(w—ve(c—k)+in)  J_x (w— vk F in)(w — vp(k — p) + in)
) JAdkdw ge(esl, k) ga(e, 1k — p) } 5
a o (wevkFin)(w—v(k—p) £n)

2

nez

ol on a convenu, dés a présent, que la coupure A est relative au niveau de Fermi &y
ou k¢ selon les cas, qui correspondent a + = —F = + ou —. Etudions la premiére
intégrale. On écrit

1 i

(6)

li d = lim ———— .

nE(IJ1+ w(w — vk Fin)(w —vp(c — k) £1n) ni%l+ v(2k—c) £
Si on néglige (provisoirement) la dépendance en k des couplages, cette intégrale
donne un facteur divergent

A 7 1 ‘1 —¢/(20)

l dk -
o0 | @k — o) i 2y 2|1+ c/(2h)

C
Axc QUfA '

Toutes ces intégrales donnent des contributions similaires en log(A/c) ou log(A/p),
qui ne se simplifient pas. Cette divergence ultra-violette nécessite une procédure de
renormalisation J’ai suivi les schémas de Wick ou a une-particule-irréductible. Les
intégrales § dk portent sur un intervalle infinitésimal et deviennent triviales.

Pour g, on procéde de méme, et on obtient un résultat similaire (et méme iden-
tique, cf. I'étude des symétries). Pour gy, et les autres, la démarche est similaire, &
condition de modifier les couplages qui apparaissent dans les diagrammes de Co-
oper et de Peierls. Une étude exhaustive en sera faite dans les sections suivantes, y
compris pour les couplages g, qui nécessitent une attention particuliére.

Pour les couplages tripodes et les susceptibilités, il n’y a pas de novation non
plus, et on donnera directement les équations de renormalisation.

e Calcul a température non nulle

A part une subtilité lors de la renormalisation de la surface de Fermi, le forma-
lisme & température 7' non nulle donne les mémes résultats, quand on fait tendre
T — 0. Le propagateur libre s’écrit (iw — ¢(k))™!, ot on somme les fréquences de
Matsubara w,, = 7T'(2n + 1), pour n € Z. On trouve

1

1 1 1
(lwy, — vpk)(—1w, — vf(c — k)) N vr(k — (c—k)) Z <f1wn — vk * —iw, — vr(c — k)

neZ

_ 1 3 8 1
T @0 e = y@k—q O =R =6k )
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On réalise qu’on a oublié¢ un facteur 1/(77) dans le calcul & température nulle. La
suite est équivalente et se devinent ici les discussions laborieuses quand on croise
les fonctions © de ce calcul avec les O(|k| — A) (schéma & une particule irréductible)
ou O(A — |k|) (schéma de I'ordre de Wick) dans les calculs de renormalisation.

¢ Schéma de 'ordre de Wick

On se place dans le formalisme de Wetterich. Salmhofer a développé un schéma
de renormalisation, dit de l'ordre de Wick, avec un choix explicite de coupure.
Le propagateur est multiplié par une fonction O(e(k) — vyA) ou par un équivalent
analytique dépendant d’un parameétre réel, qui redonne la marche discontinue quand
ce paramétre atteint une limite prédéfinie.

L’idée est d’éliminer les parametres k tels que A—0A < |k| < A, pour obtenir une
action effective de plus basse énergie. Sans entrer dans le détail des calculs [15], on
retrouve les équations qui en découlent a partir de (5). On intégre les impulsions sous
la coupure infrarouge A, a partir d’'une coupure initiale A,. Toutefois, on choisit sur
chaque diagramme une branche, que I’on n’intégre que sur une longueur (de I’espace
réciproque) dA. On ne choisit pas cette branche de fagon arbitraire, mais on choisit
successivement toutes les branches possibles en sommant les différents diagrammes
(il ne s’agit pas d’un choix conventionnel, c’est le résultat de la différentiation du
développement diagrammatique). Souvent, les contributions sont égales, et on doit
juste prendre en compte une multiplicité ; par exemple, pour les canaux de Cooper
et Peierls, on obtient un facteur 2.

A une dimension, les domaines sur lesquels on intégre sont représentés sur la
figure suivante :

w N A

FIGURE 14 — Sur la figure de gauche, les bandes larges forment le domaine d’inté-
gration selon le schéma de Wick. Sur la figure de droite est précisé le petit domaine
de taille dA sur lequel une des branches est intégrée.

A deux dimensions, pour un systéme de chaines couplées, les domaines sont
représentés sur la figure suivante :
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Chapitre B. Renormalisation fonctionnelle pour une échelle fermionique

FIGURE 15 — Comme la figure précédente, & deux dimensions avec des hachures.

Grace au 0A, on a défini une transformation de renormalisation infinitésimale,
qu’on itére en diminuant A selon la formule (4). On intégre sur une branche de
A —OA a A de sorte que l'itération de la transformation élémentaire de ¢ = 0 a
¢ = oo correspond & une intégrale de A =0 a A,.

Dans le formalisme exact de Salmhofer, on vérifie qu’il ne faut pas imposer
d’autres conditions que |k| < A, sur les autres branches & intégrer. Pour les dia-
grammes a une boucle, I'impulsion sur I'autre branche est imposée par la conser-
vation de la quantité de mouvement et il n’y a aucun degré de liberté a intégrer.
Par contre, on retrouve un tel degré de liberté a intégrer sur les diagrammes a deux
boucles.

Examinons plus en détail la premiére boucle de Cooper. On peut choisir k = +A
et il faut s’assurer que —A < ¢ — k < A. Si on choisit £k = A, il vient 0 < ¢ < 2A et
alors le préfacteur dans (6) ou (7) s’écrit 1/(2A — ¢). Si on choisit k = —A, il vient
—2A < ¢ < 0 et le préfacteur devient 1/(—2A — ¢). En définitive, avec les signes
corrects, qui se compensent aprés un calcul fastidieux, on obtient un préfacteur
1/(2A —|c|). Il peut devenir divergent mais cela arrive pour des valeurs de ¢ = +2A
qui ne contribuent pas du tout au flot de renormalisation, de sorte que tout se passe
bien.

Afin de faire ces calculs pour les autres termes et tous les couplages, il est
nécessaire de définir plus proprement les variables (¢, [, p). On note toujours k =
Py — kyo si une particule est dans la bande 0, k = P — ky, si elle est dans la bande
7. Alors, pour les couplages g, on pose ¢ = ky + ko, | = k1 — k7 et p = ky — K.
Pour tous les couplages a l'exception de gy et gipr, on a également ¢ = k] + k),
l = ki —ky et p = k] — k. On trouve ¢ = Kk} + ki T 2Akp, | = kY — ky F 2Aky et
p = Kk} — ko F 2Aks avec T = — pour le couplage gy et + = + pour le couplage gp.
L’apparition du terme Ak sera expliquée plus loin. Pour les couplages z, on pose
¢ = ky1+kg et p = k; — k. Dans ces couplages, on note k; plus simplement & (de sorte
que le k des pattes intérieures s’écrit ici k'). Pour les susceptibilités, il n’y a qu'une
seule variable, ¢ 'impulsion transmise par I'excitation. L’équation (5) devient une
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équation différentielle, similaire & une équation du groupe de renormalisation :
dgo
¢l
g ebp) =

8A+54|c\<290( A+\C\) l+p +(A+Ic|)+l+p>g0<c+(A+|c|)+7p (AJ’_%)_FTP)

+tho(c+A+‘C‘> +152 F A+ 552) gor (e F(A+ 5D+ Twm%)ﬂ))

2

(8a)

2

_8A+A64|p|<§go($([‘+5)+C2“7+(A+'§') p)go(FA+Zh+ et F(avlzh)- H,p))

AN _ Ip+2Ak| el lp+2Ak| et
8A+e4|p+2Akf|(Zgbo(+(/\+72 )+ S Ak, 4 (A 2y et AR p)

H

+2Ak _ +2Ak o—
gbn($(A+WHCT’+Akf,¢(A+W)fTWAkf,pmAkf))
ol € = —1 partout, y compris dans toutes les équations de renormalisation suivantes.
Pour les autres couplages, on obtient :
dgro
dg (C7 l7 p) =

8A+Ae4\cl(zgf0(c+(’”lcl) L F(A+1gh)+52) gro (e 7 (A+15h)+ 52 ”,+(A+'C')J_p))

="
A le+2ake| _ le+2akel | 14
T SR edlcr oAk, <Zgb0(cvi(/‘+42 )+ 52— Aky F (At ) + 2~ Ay )
§ (8b)

|c+2Akf|

+2Ak _
gbﬂ(c+2Akf,$(A+ )+ 52+ Aky, +(A+7IC f') ’Tp+Akf)>

78A+A54|p|<29f0(+(/\+ )+ (A+ 2D+ p) gro(F(A+ 2l + 55t (a2 -5t p)
+ > gro(F(a+12h+ ;l,i(A+%>+%’,p)gm(x(m%n%’,¢(A+%>—%p)>
+

dgio _
dg ( l p) -

A (& —_ c —_ (& —
A cdld] Zgo<c7i<A+'7>+”T"v+<A+%> 52) gio(eF(a+h+52 Fa+lh-52)

+tho<c+<A+'C'> 2 F A+ 2 ) g (e F(A+IE)+ 52 (A

+
vl
|
o[l
S|
~—
N————
—~
(0.9)
o
~—

8A+64\,,\<tho( A1)t b A+ 21t p) gpn (F(A+ 12 + 5L 7 (A4 2l <51 p)

+ngo( (At By et 4 Bl et p)gyo (F(A+ 12+ %;(Mgﬂ)f%l,p))

;‘0(67 l7p) =

8/\+64\CI<Z o (e (At )+ 52 4+ Ay 7 (A ) lﬂ’+A’ff)9b0(c,i(AJr%)+I‘T"7Akf,$(/\+%)J—TP7Akf))
+

\c+2Ak | _ lc+2Ake| 4
+8A+e4\c+2Akf| (ggbo + ) e g (A )+ )
_ le+20Fke| 1y [e+2AkKg| _
gfﬂ(c+2Akfv+(A+¥—)lpr+(A+c—2L)—lTp)) (8d)

A _ _ _ _ _
T BA+edlp| ( 2 go(+(A+%)+07“+Akf7i(/\+%)+07“+Akf,p)gbo(+(A+%)+%—Akf,+(A+%)—ch—Akf,p))
+

AN e TN N 28k
8A+ed|p+2Aks| <;gb0<+(/\+f)+7,i( +f)+c2 ,p)

|p+2Ak|

G (FA+T 00 el 3 (A4

|p+2Akf|

) & ap+2Aﬁy)>.
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Les équations pour les couplages 7 correspondants seront implicitement données,
en appliquant les symétries. Les indices de spin ont été omis et peuvent s’écrire de
facon générique;;

dga
= 298 (€0 + P g, (9)
By

ou les matrices C et P représentent les canaux de Cooper et de Peierls, qui valent,
dans la représentation g-ologique [18,40,171],

elz—(? é) @:—(é ?) (10a)
?1:(_21 _01> %:(8 _01> (10b)

On peut changer de représentation. Dans [18,40] sont définies les représenta-
tions supraconductivité singulet /triplet avec un indice @ = s, ¢, ou Onde de Densité
Charge/Spin avec un indice a = C, S. Pour passer des représentations g-ologique a
supraconductivité, on écrit

gs = —g1— 92 (11>
9t = 91— 92;

pour passer de la représentation g-ologique & Onde de Densité, on écrit

gc = g2_2g1 (12)
gs = 92 .

Les équations de renormalisation des couplages z, avec des variables (k, ¢, p), ont
également un indice de spin. Si on écrit les couplages supraconducteurs z5¢ dans la
représentation singulet /triplet a = s,t, et les couplages Onde de Densité 2PV dans
la représentation Charge/Spin o = C, S, l'indice de spin s’écrit de fagon générique :

dz,

d—ﬂ = (Jara - (13)

Dans ce cas, on peut omettre 'indice de spin dans les équations de renormalisation,
qui s’écrivent, toujours avec € = —1,

szC ~
d% (c,k) = m<Zgo(c,i(A+%)+gw;(m%)%fk)zgc(c,i(m%ng)
e (14a)
+ 3] f]to(c,i(AJr%)+§fk,$(A+§)+§fk)Z7Src(c,i(AJr%)Jr%))
=
dz3° A = lel SC
y7, (¢.k) = e ;gfo(c,i(A+%)+gfk;(mgngfk),@ (ex(a+ih+e)
+ rraieraan 2 900 (et (A5 o Ak F(A+ P £ Ay 1) (14b)
+

=+2Ak
x 25C (cronky, £ (A+ 12220 4 ey Ak, )
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DW
dz

(P }) = v 2 Go(ss B en s --ka)2g™ (prar5)-8)

drl
| A
vtz D (0 P st s P i) (140)
x 2PW (pronky £ (a+ B2 e Ak
dZDW

(0, k) = gt ( 2 Gro(0+ 2+ Bk a2 -2 —kp) 2PV (px(a+12)-2)
dr 4A+€2|p| - (]_4d)

+ 2 Gen (F A+ 24 2k (A2 2k p) 2PV (p a4 121 2) ).

+

La dépendance en spin des susceptibilités x est la méme que celle des couplages z.
On l'omet et les équations de renormalisation des susceptibilités s’écrivent (toujours
avec € = —1) :

dXSC
d—Z(Q) = _4A+A52|q| Z (ch(qvi(AJr‘zﬂ)Jr%)Q + 27Src(q7i(/\+%)+%>2) (15&)
£
dxic
(0) = — ey 225 (e a+lg)+4)?
at 4[1\/\+ i gc 2 2\ +24k;| 2 (15b)
—mgk (a+28ky £ (A+52E) 4 44 Aky)
dXDW
D= —mag L et hey)’ (159
T C
_4A+Ez|2+2Akf| ; _4A+52|2_2Mf‘ ; 2PW(gronky 2 A+ 220 pa A, )2
dXEW A DW 2 DW 2
al (q) = ~Ihteaq] ; (Z+ (—gx(a+1)+2)? + 22 (g x(a+1gh+2) ) (15d)

n Schéma a une particule irréductible

Le schéma a une particule irréductible a été utilisé sur ces systémes d’abord par
Zanchi et Schulz [13,14], puis par Honerkamp [173], Binz [174], Katanin [38], etc.
Il ne découle pas du choix de la coupure mais d'un calcul des diagrammes & une
particule irréductible, c’est a dire des diagrammes de Feynman qui reste connexe
quand on coupe une branche. On définit encore une intégration sur un intervalle
élémentaire [A — 0A, A] de sorte qu’en itérant la transformation élémentaire, on
décrit tout U'intervalle [0, A,] que I'on veut éliminer dans l'action effective.

Cependant, Zanchi et al [14] ont montré que les intégrales, dans les autres
branches, doivent vérifier |k| > A, a contrario du schéma de l'ordre de Wick. Les
propagateurs de Green sont également modifiés. Par exemple, si on examine le pre-
mier terme de Cooper comme on l'a fait pour le schéma de I'ordre de Wick, on
trouve des inégalités inversées, de sorte que le préfacteur dans (6) ou (7) s’écrit en
deéfinitive 1/(2A + |c|) et on doit changer e = —1 en € = +1 dans (8a) et les suivantes
pour tous les couplages g.

De méme, pour les couplages z, toujours avec les variables (k, ¢, p), on obtient
les mémes équations (14a) et suivantes en changeant € = —1 en € = +1. Enfin, les
équations (15a) et suivantes pour les susceptibilités x sont modifiées de la méme
facon.
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f Dépendance fonctionnelle des couplages

Mon premier apport dans ce domaine a été de prendre en compte de fagon
rigoureuse la valeur des moments dans les branches extérieures, autrement dit la
dépendance en (¢, [, p). On parle de renormalisation fonctionnelle, mais, d’une part
ce terme est parfois galvaudé, d’autre part, la seule innovation concerne 'introduc-
tion de kj : dans [20], &, est déja pris en compte par I'indice § = 0, 7 des couplages.

a Approximation des couplages constants

Dans la quasi totalité des articles ou ’on utilise la technique de renormalisation
fermionique, on néglige la dépendance en (¢, [, p). La plupart des auteurs expliquent
qu’on peut supposer que les couplages g sont constants, bien qu’en réalité, on devrait
plutot écrire que g ~ 0 dés qu'on a |c| » A, |l] » A. ou [p| » A, avec A, ~
max (7T, Aky).

En réalité, les auteurs devraient plus correctement expliquer qu’on ne s’intéres-
se vraiment qu’aux couplages ¢(0,0,0), autrement dit, en notation traditionnelle,
G(ks, —ks, kr, —Fky), ot j’ai omis de préciser la bande sur laquelle on choisit le point
de Fermi. Cependant, certains couplages ne peuvent étre définis sur cette surface
et couplent, au contraire, des couplages a différents moments. Ces processus sont
souvent négligeables, ce qui fournit une meilleure justification de I'approximation
utilisée couramment. Il existe cependant des situations ou ces couplages ne peuvent
étre oubliés, comme je vais I'expliquer maintenant.

B8 Incohérence pour le couplage g,

Sur les figures 5 et 4, on a représenté des interactions entre particules situées a la
surface de Fermi. Ces interactions existent pourtant quand les impulsions s’écartent
de la surface de Fermi (voir plus loin la figure 18) et on aurait pu les représenter ainsi,
en gardant en mémoire, cependant, que, lorsque les particules sont trop éloignées
de la surface de Fermi, I'interaction décroit fortement et devient négligeable.

Mieux, pour le cas des couplages gy, les figures 5 et 4 sont fausses. Par exemple,

la figure ‘ viole la conservation de la quantité de mouvement.
Pour retrouver cette loi de conservation, il faut décaler les impulsions, comme sur
la figure modifiée

FIGURE 16 — Représentation sur la surface de Fermi & une dimension d’un couplage
g, modifiée pour respecter la conservation de I'impulsion.

On peut calculer I’écart d’impulsion qu’il faut introduire de facon exacte :

Zpi_p; = (Pl—k’fo+P2+kfﬂ—P2,—kf0—P{+kfﬂ)
i=1,2

= 2(]€f0 — kfﬂ) = 2Al€f 3
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c’est la différence entre les deux niveaux de Fermi, qui est oc t;. Ce paramétre
jalonne les calculs que j’ai menés pour prendre en compte I'écart des impulsions
relatif aux niveaux de Fermi.

Dés lors que l'on écrit proprement le couplage g, on doit également prendre en
compte des valeurs non nulles de ¢, [ ou p pour les autre couplages. Par exemple,

) d . .
le développement de “%¢ comprend le terme de Peierls suivant :
k:fo —kfo+2Akf
90

A g

v. 'fO A

FEIN vp THfo
kf‘rr 760 7kf7'r

qui fait apparaitre un couplage SGo(kso,—kpo+24Aks,—kro+2Aks kso), avec ¢ = 20k, | = 0
et p = 0. On vérifie cependant aprés coup que les couplages g, restent toujours
trés faibles et que ce processus devrait rester négligeable. Mais un autre mécanisme
concurrent assure la promotion de ces couplages dont les pattes sont éloignés de la
surface de Fermi : c’est le couplage des g, avec les couplages divergents.

Si le flot pouvait se poursuivre jusqu'a ¢ = oo sans divergence, un argument
simple permettrait pourtant de s’assurer de ’absence d’influence des g, : les équa-
tions de point fixe des couplages renormalisés ne font intervenir que les couplages
dits pertinents, et ne devraient pas dépendre des g,. Mais, comme le flot diverge
et s’'interrompt avant d’atteindre I'infini, cet argument ne peut étre retenu, et fina-
lement, rien n’interdit une influence effective des couplages g, et en particulier de
leur dépendance fonctionnelle en kj.

~ Discrétisation des impulsions

J’ai fait I’approximation suivante, qui consiste & discrétiser toutes les valeurs
des impulsions selon les multiples de 2Ak;, c’est a dire assimiler tous les couplages
g(b, 1, p) avec [b—2mAks| < Aky, [[—2nAks| < Aky et |p—2pAky| < Akp,oum,n,pe
Z aux couplages g(2mAks, 2nAkg, 2pAky), que 'on notera g™ (en déclinant pour
tous les couplages g0, etc.). Précisons que ces couplages apparaissent uniquement
dans les branches fermées, ou la distance de I'impulsion a la surface de Fermi est
donnée par k et varie, selon les schémas de renormalisation de I'ordre de Wick et a
une particule irréductible, entre A — 0A et A.

En pratique, on a donc £ = A et le signe < est & prendre au sens strict, on
remplace k par 2qAky, avec ¢ = [ﬁ + 1| et |z] est la partie enticre de  par
défaut. Dans les cas d’égalité, on prend la valeur inférieure, puisqu’en fait k = A~
(on a dA > 0).

Si A, « Aky, cette discrétisation est toujours bien justifiée. Par contre, pour
Ao > Aky, on distinguera deux régimes pendant le flot de renormalisation : pendant
une premiére phase, les branches internes produisent des nouveaux couplages, de
fagon plus efficace que les couplages gy, et assurent, en retour, une relative promotion
de ces couplages g,. Pendant la seconde phase, on se retrouve dans le premier cas
étudié avec A « Ak et les comportements se figent.

J’avais initialement projeté d’étudier également une discrétisation deux fois plus
fine, mais nous nous sommes finalement convaincus que les résultats ne seraient pas
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qualitativement différents, et que le gain quantitatif ne méritait pas d’y consacrer
du temps, plus utile & d’autres analyses.

Chaque couplage g%, ¢'%, ¢%9 %1 etc., vérifie une équation différentielle
différente. La valeur maximale des nombres m, n, p, est toujours plus grande d’une
unité dans le terme de droite de I’équation différentielle. Autrement dit, méme avec
cette approximation, il faudrait inclure un nombre infini de couplages. On limite le
nombre de couplages; on note nyay €t, pour m > Nyax, M > Nmax OU P > Npax, les
couplages ne sont plus renormalisés mais constants (on distingue toujours, bien sur,
entre go, go, etc., on constate qu’en pratique on ne distinguera pas ici les couplages
go €t gr, i gyo €t Gir, €te).

Cette procédure de troncature admet deux variantes. Soit on impose que les
couplages sont nuls pour les écarts a la surface de Fermi suffisamment grands. Soit
on impose qu’ils sont constants, dans ce cas, on a simplement choisi la valeur nue
non renormalisée. La premiére variante est justifice quand Aky » A,. La seconde
Pest dans 'hypothése inverse. Cependant, comme A décroit au fur et & mesure du
flot de renormalisation, il faudrait, en toute rigueur, passer d’'une variante a l'autre
en fonction de £. En pratique, on n’a pas constaté de différence trés marquée entre
les deux variantes, et je n’ai pas modifié la procédure pendant le flot.

Méme en tronquant le nombre de couplages de cette facon, il reste beaucoup
trop grand, mais on n’a pas pris en compte les symétries du systéme. En effet, en
appliquant les différentes symétries du systéme, on identifie un trés grand nombre
de couplages. L’ensemble des couplages identifiés s’appelle une orbite, et il suffit
de résoudre les différentes équations différentielles entre orbites (il suffit de choisir
n’importe quel couplage d’une orbite pour la représenter dans ’équation). Si on
choisit n,,x = 3, on trouve 390 orbites différentes. Si on choisit n,,x = 4, on en
trouve 806.

g Symeétries

On va étudier les différentes symétries qui sont la conjugaison, 1’échange (anti-
symeétrique) entre particules entrantes, I’échange (antisymétrique) entre particules
sortantes, la parité, la rotation d’un demi-tour dans ’espace de spin et les symétries
miroir selon les axes || ou L. S’y ajoute la symétrie d,2_,2, qui mérite une section
particuliére. Concernant cette section, on trouvera de plus amples détails dans [21].

a Symétries ordinaires

La conjugaison C' correspond a une transformationr - r, p - —p et 0 — —o.
L’échange antisymétrique A entre particules entrantes consiste & échanger P; et P,
I’échange antisymétrique A’ & échanger P; et P;. La parité correspond & une trans-
formation r - —r, p — —p et 0 — 0. La rotation S dans l’espace de spin s’écrit
o — —o. Enfin, p, la symétrie miroir selon I'axe || agit sur les impulsions d'une
bande donnée tandis que p, échange les bandes. On a P = p,p, et il y a parfois une
confusion entre P et p,. On peut également identifier C'P & une inversion du temps,
qui est commode a utiliser, puisqu’on transforme (Py, P, P|, Py) — (Py, P|, Py, Py).

On ne s’intéresse pas a toutes les transformations par symétrie. Si on s’en tient
aux seuls couplages '™, on ne doit pas garder les transformations RTLTRL —
LTRTRL par exemple. De ce fait, on utilise seulement la conservation par les deux
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symétries suivantes : PAA’, qui donne

gi(calvp) gi(_calap) 1= Oaﬂ-atoatﬂ-
gfn(C,l,p) = gfo(_cv lap) (16&)
gr(c,1,p) = gro(—c,l —2Akp, p — 2Aky)
et PC, qui donne
gi(c,l,p) = gile,~1 p) i =0,m, f0, fr
gtﬂ(calap) = O(Ca ) (16b)
gor(c,l,p) = gbo(c — ZAkf, —l,p — 2Aky).

Pour les couplages tripodes supraconducteurs, on utilise finalement la symétrie
PA (équivalente & PA’) d’ou :

Eg( Cvk - C)
ztsf( Cy k — C)
+25¢(—c, k —¢)
+27¢(—c, k —¢)

0=0,7
~ (17)

avec + = + pour les symétries s et p,, et £ = — pour les symétries d, g, f, et
fy- Pour les couplages tripodes Onde de Densité, on utilise la symétrie CA et on

trouve :
W(p, k)
PW(p, k)

+20%(p,p — k)

0=0,7m (18)

ol + = + pour les couplages site et + = — pour les couplages lien.

B Symétrie spéciale d,2_,»

On remarque qu’aucune relation ne
lie gy et g.. C’est une question trés in-
téressante parce qu’ils sont égaux au dé-
part du flot : & £ =0 go(0) = g.(0) = U,
le couplage du hamiltonien de Hubbard ;
que leurs équations de renormalisation
sont égales, et, plus généralement, ces
deux couplages ont un role symétrique
dans toutes les équations; de sorte qu’ils
sont égaux a tout ordre de perturbation.

Cela vient d’une symétrie supplé-
mentaire d,2_,2. Ce point a été décrit par
de nombreux auteurs (par exemple [175])
mais ceux-ci ne discutent jamais 1'ori-
gine de cette symétrie. Or, en raison
de la structure particuliére de la sur-
face de Fermi (a deux bandes), la sy-
métrie dy2_,2 qui existe a deux dimen-
sions n’est pas définie pour ce systéme.

M’ ‘\ Ky

Ko+ Kire

FIGURE 17 - Symétrie d,2_,» pour
une échelle fermionique. On trouve deux
symétries possible, soit C' I'inversion au-
tour du point au bout du vecteur ky, qui
fait correspondre les points M et M’, soit
la translation par le vecteur Aky, qui en-
voie le point M sur le symétrique de M’
par rapport a kg, (non représenté ici).
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On peut trouver deux symeétries, qui prolongent de fagon correcte d,2_,» dans
I'espace de phase d’une échelle fermionique (elles sont notées C' et C' dans [21]). T
s’agit de I'inversion autour de points spéciaux +k; (ot 'on comprend les vecteurs
bidimensionnels avec ’addition vectorielle, + = + pour les particules allant & droite
R et + = — pour celles allant & gauche L) et de la translation par le vecteur +Aky
(avec la méme convention vectoriel et le méme signe +), représentées sur la figure
17 ci-avant.

Cependant, la translation ne convient pas parce qu’elle n’est pas conservée par
les couplages g5, 2, et z_, alors que g, et Hy conserve C. On identifiera des
lors cette symétrie avec d,2_,2 tout en se rappelant qu’il s’agit d’'une identification
conventionnelle, & vocation pédagogique, qui permet notamment de mieux faire
le paralléle entre ce systéme d’une échelle fermionique et le systéme de chaines
faiblement couplées.

En particulier, si on I'examine de fagon plus détaillée sur un schéma & une
dimension, on est frappé par le caractére non canonique de cette symétrie, pour une
échelle fermionique, alors qu’elle est canonique pour un systéme unidimensionnel :

ke —p % P k= —p 7 P
J/ Ky +p /7 kjo +p
(a) (b)
FIGURE 18 — Symétrie d,2_,2 autour des points de Fermi : (a) pour un systéme &
une bande; (b) pour un systéme a deux bandes.

Les équations qui découlent de cette symétrie supplémentaire s’écrivent

gw(cal7p> gO(_Cv _la _p>
gfﬂ(cul7p> = gf0<—C7 _la _p> (19)
gtﬂ(cu l7p> = gtO(_C7 _la _p>
gbﬂ'(ca lap) gbO(_Ca _la _p)
pour les couplages g;. Pour ce qui concerne les couplages 27¢; on trouve
27Src(cv k) = iz§0<_c7 _k> (20)
25, k) = £259(—c,—k)
ou + = + pour les symétries s et p, et + = — pour les symétries d, g, f, et f,.
Pour ce qui concerne les couplages zPW, on trouve
z£W<p7 k) = izg)jw(_p7_k> (21)
ol + = + pour les couplages site et + = — pour les couplages lien.
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h Modulation de la diffusion arriére interchaines

Dans les systémes supraconducteurs classiques, on attend ’apparition de paires
de Cooper de symétrie singulet et d’Ondes de Densité de Spin. Pourtant, sous champ
magnétique, il est possible d’observer des paires de symétrie triplet, ainsi que des
Ondes de Densité de Charge. On étudiera ces mécanismes dans le chapitre C, mais
je dois les citer ici car, sous 'impulsion de C. Bourbonnais, nous les avons également
étudiés par le groupe de renormalisation.

En effet, on peut introduire une modulation de certains couplages, qui modélise
exactement 'effet du champ magnétique. Plus précisément, on introduit la modu-
lation dans les parameétres nus a ¢ = 0, en choisissant comme conditions initiales les
Couplages Y go1 = U+ Carra gro1 = U — Carra g1 = U— Carr and gvo1 = U+ Carr-

La modulation précédente correspond a une modulation de la diffusion arriére
interchaines. On peut aussi introduire une modulation de la diffusion avant et écrire :
go2 = U+ Chyy, groz = U + Cay, groz = U — Cyyet gr2 = U — Cyy, voire méler les deux.
Cela dit, seule la modulation de la diffusion arriére donne des résultats intéressants,
dans les diagrammes de phase.

i Diagrammes de phase

a Divergences des susceptibilités

Les susceptibilités, correspondant aux différents parameétres d’ordre introduits
plus haut, ne divergent pas toutes, quand ¢ croit. Mais il y en a toujours au moins
une qui diverge. On considére alors qu’elle correspond a un mécanisme dominant,
autrement dit qu’on peut négliger les autres mécanismes.

Souvent, on observe deux divergences simultanées. Voici figure 19 un exemple,
quand on choisit les parameétres 2t /A, = 0,32 et aCyy/(mv) = 0,18, ou quatre
susceptibilité (une supraconductrice singulet d intra-bande, une supraconductrice
triplet f, intra-bande, une Onde de Densité de Spin interbandes sur site, une Onde
de Densité de Charge interbandes sur site) divergent simultanément.

C’est un cas trés exotique, avec une grande simultanéité de mécanismes. On verra
au chapitre C que la supraconductivité de ce systéme est trés non conventionnelle
et qu’elle coexiste naturellement avec des Onde de Densité; plus précisément, la
supraconductivité singulet est associée avec des instabilités Onde de Densité de
Spin, tandis que la supraconductivité triplet est associée avec des instabilités Onde
de Densité de Charge.a

Certains théoriciens discutent, dans le cas de divergences simultanées, de 1'im-
portance de distinguer si les susceptibilités divergent pour une méme valeur critique
/. ou non. Si non, celle & laquelle correspond la plus petite valeur de /. est la plus
pertinente. Dans notre systéme, les divergences sont toujours simultanées sans er-
reur possible. Dans ce cas, la discussion porte plutot sur 'importance relative des
divergences, qui donnerait une indication des poids respectifs des mécanismes corres-
pondants. J’ai essayé de mesurer cette importance relative, mais c’est trés difficile.
D’ailleurs, de fagon plus générale, on est sur une faille théorique. Rien ne prouve,
mathématiquement, qu'une divergence plus grande soit un signe certain d’une plus
grande pertinence du mécanisme associé¢, méme si cela semble tres raisonnable.
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1le+08 T T T T T T T T - ch(d) (0)
1e+07 |  ~ o1 a0
U=1 + xBWY(0) site
1e+06 - R x x2W(0) site
- x xe" () site
100000 | o 5 X2W() site
10000 | op4 " XEX(%) bond
o o Xs (%) bond
1000 - Por
%
100 - £
10 x%@@‘x
1 L 5 -
e
0.1 1
0.01 1

L
0051152253354455

FIGURE 19 - Flot des susceptibilités pour 2¢, /A, = 0,32 et aClyy/(mvr) = 0,18.

Pour rendre plus lisible les divergences des diverses susceptibilités, j’ai tracé leur
valeur au moment o1l le flot s’interrompt & cause de ces divergences (on verra dans le
chapitre C que d’autres choix sont possibles). Voici par exemple deux figures de ces
valeurs des susceptibilités y(¢.) en fonction de Cy,,, pour deux valeurs différentes de
t1 (le recouvrement entre orbitales des deux montants de I’échelle). Pour 2¢, /A, =
0,01, il n’y a pas de supraconductivité, sauf en un point de transition. Pour 2t /A, =
0,1, on voit figure 20 la disparition progressive de la supraconductivité, quand C,,,
augmente.

(@ (b)
10° . . . . 108 ; ; . .

xS

8
10° - \\; 107 F x 1 e
10’ F 108 [ i T+ )([C)W(TET) site

106 | x i M X[S)W(TE'[) site
i 100000 oW
100000 | i * Xc (D) lien
* 10000 DW/mm, |
10000 | x® ] ? Xs () ten
* 8 1000
1000 F A |
X
*
100 100
10 10F
1 1g
0.1 1 1 1 ! 0.1 1 1 1 1
0 0z 04_06 08 1 0 02 04 _ 06 08 1
Carr Carr
_ Ua _ 2t . 2t _
FIGURE 20 — Courbe de x(A.) versus Cy,, pour my = Let (a) 3= =0,01; (b) T+ =0,1.

Cette méthode permet de visualiser la trés grande richesse du diagramme de
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@) (b) (©

6 3.5 20
55 — 0
3k 1
5 0 -~
45 2.5 2 |1 7 g2
4 2

U 05 1 15 2 75 Q3 - 0.5 1 15 2 25 Qs 0.5 1 15 2 25 Q3

FIGURE 21 - Flot des couplages §o1 et o2 pour : (a) t; <t .(U); (b) tL =t1.(U);
(C) tJ_ Z tJ_C(U>.

phase et la puissance du groupe de renormalisation, qui permet d’explorer ce dia-
gramme. Toutefois, je voudrais expliquer une certaine incohérence qui réside dans
ces diagrammes de phase, avant de les présenter.

B Divergence des couplages d’interaction

Les couplages g a deux particules divergent également. C’est peut-étre un arte-
fact da & la méthode choisie, car, par une schéma de renormalisation & deux par-
ticules irréductible, Dupuis obtient des constantes de couplages renormalisées non
divergentes [176]. Quoiqu’il en soit, c’est un échec de la méthode de renormalisa-
tion, selon les schémas que j’ai utilisés, puisqu’on ne peut obtenir d’action effective.
En particulier, un des plus graves problémes qui en résulte et n’est pas souvent
mentionné est que tous les diagrammes de phase sont déterminés en fonction des
paramétres nus (t,, U, Cyyy). Or, par essence, ce sont les paramétres effectifs renor-
malisés qui sont sensés décrire les systémes physiques. La lecture et 'interprétation
de nos diagrammes de phase est trés délicate, malgré leur indiscutable richesse.

Ceci écrit, I'étude du flot des g est trés intéressante. Sur les figures 21, on dis-
tingue plusieurs comportements, selon la valeur de ¢,. En fait, quand ¢, est suffi-
samment petit, comme sur la figure (a), le flot diverge avant que les couplages ¢
aient divergé. Si ¢, est suffisamment grand, comme sur la figure (c), on observe un
changement de comportement trés net a partir d’'une certaine valeur ¢ du flot, qui
correspond en fait & A ~ Aky. La figure (b) correspond & un cas intermédiaire. ¢
est une valeur critique, qu’on introduira a la section suivante.

Ce qui est vraiment intéressant sur ces courbes est le changement de signe des
couplages. Si on met des couplages positifs, on ne favorise pas la supraconductivité,
puisqu’il faut une énergie positive pour créer une paire de Cooper. Mais, quand les
couplages deviennent négatifs, cela signifie que la supraconductivité existe, puisque
les paires peuvent se former spontanément. C’est bien stir cohérent avec les phases
supraconductrices que 'on observe, mais c’est tres intéressant, puisqu’il n’y a pas
de phonons dans ce modéle : ce n’est pas l'interaction avec le réseau cristallin qui
est responsable de la supraconductivité dans ces modéles de basse dimension mais
I'interférence entre mécanismes Onde de Densité (lié au magnétisme) et supra-
conductivité, reliée a 'effet Kohn-Luttinger [177]. Comme expliqué dans [178], les
diagrammes du premier ordre s’annulent, ce qui explique le signe de l'interaction
résultante.
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~ Transition Onde de Densité / supraconductivité

La prise en compte des moments des pattes extérieurs des diagrammes I'¥,
bien que modélisée de fagon trés schématique, a permis de révéler une partie du
diagramme de phase ignorée par Fabrizio [20]. On I'a déja repérée dans les flots ci-
dessus : quand ¢ est suffisamment petit, il n’y a pas de divergence des susceptibilités
supraconductrices (les couplages go; restent positifs) et le systéme est antiferroma-
gnétique (c’est a dire qu’il développe seulement des Ondes de Densité de Spin). On
définit donc une valeur critique ¢, . a partir de laquelle apparait de la supraconduc-
tivité. On vérifie sur la figure suivante la disparition de la supraconductivité pour
t 1 = t le -
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FIGURE 22 — Flot des susceptibilités, pour Ua/(mvy) =

susceptibilité supraconductrice ch(d)(o) reste nulle a £..

0 0.5 1 15 2

1 et 2t, /A, = 0,016. La

La disparition de la supraconductivité en l'absence de champ magnétique et
I’apparition d’une phase Onde de Densité sont bien connue dans les échelles fermio-
niques, bien qu’elles n’apparaissent pas dans le diagramme de Fabrizio. On peut
renforcer les Ondes de Densité avec le parameétre C, et faire apparaitre des struc-
tures plus riches. Voici par exemple le flot de renormalisation pour ¢, /A, = 0,02 et
aClyy/(mvp) = 0,95 :

U=1
108 T

—X%0)

7
107 b * 4 + X2"(0) interchaine

10° b
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100000 |
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10000 |
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o T o x24P) intrachaine
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1t

01w

0.01
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FIGURE 23 — Flot des susceptibilités pour ¢, /A, = 0.02 et aC,,/(mvr) = 0,95.

Pour d’autres valeurs des paramétres nus, au contraire, les flots de renormalisa-
tion ne se distinguent pas, selon qu’on prend en compte les moments extérieurs ou
non. Voici par exemple un flot de renormalisation des susceptibilités pour £, > ¢,
ou l'on distingue bien la divergence de la supraconductivité et le plateau de la
susceptibilité Onde de Densité de Spin :
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FIGURE 24 — Flot des susceptibilités x5¢@ et x5 (intra ou interbandes), pour
Ua/(mvr) = 1 et 2t /A, = 1,94 : selon la procédure usuelle (a); en prenant en
compte les dépendances des moments des pattes extérieurs (b).

On peut résumer 'ensemble de ces données dans un diagramme de phase. Dans
la zone centrale les susceptibilités supraconductrice et Onde de Densité de Spin
divergent simultanément.

0-35 T T T T T T T T
_the, (=)
03f - 'oc 2
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FIGURE 25 — Diagramme de phase en fonction des parameétres nus t; et U. Il
apparait une phase Onde de Densité de Spin, qui est révélée grace & ma méthode
de renormalisation fonctionnelle.

§ Symétrie des paires supraconductrices

On étudiera en détail la transition singulet /triplet de la phase supraconductrice
dans le chapitre C. On l'observe déja dans les diagrammes qui ont été présentés
ci-dessus.

Observons les courbes de x(¥.) en fonction de ¢; pour deux valeurs différentes de
Carr. A petit t,, il n’y a pas de supraconductivité. Pour le cas aClr/(mvy) = 0,6, il
apparait une bande ou la supraconductivité triplet supplante la supraconductivité
singulet ; a part ce mécanisme, les comportements sont assez similaires, avec en
particulier un effondrement de la susceptibilité Onde de Densité de Charge sur lien
concomitant avec I’émergence de la supraconductivité. Toutefois, & grand ¢, , pour
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aCl/(mvy) = 04, c’est la susceptibilité Onde de Densité de Spin qui prend le
dessus, tandis que pour aCyy,/(mvr) = 0,6, c’est la susceptibilité Onde de Densité
de Charge.
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X+++H++++++++ e ©
"
108 i 10° b x Hithi 4+ XI(D:W(E) site
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10 4 10 4
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0.1} o E 01t . J
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FIGURE 26 — Courbes des susceptibilités x(¢.) en fonction de 2t¢,/A,, pour
(a) aChy/(mvr) = 0,45 (b) aClay/(mvy) = 0,6.

On peut résumer ’ensemble des comportements dans le diagramme de phase en
fonction de ¢, et de C,,, en se rappelant que son interprétation reste problématique :

21t —
u=1
1.284
SC triplet f: —=—="
0.64+
0.32
0.16
0.081 >, CDW
0.044
0.02
0.014
f.O 6arr

FIGURE 27 — Diagramme de phase pour Ua/(mvr) = 1 en fonction de ¢t et Cyy. La
supraconductivité est de symétrie triplet dans la zone hachurée. La ligne hachurée
indique une transition au dessus de laquelle les Onde de Densité sur site et sur lien
se séparent, tandis qu’elles sont indistinguables en dessous. Les fluctuations Onde de
Densité de Spin disparaissent au dela des zones (2) et (3). La ligne épaisse indique
une coexistence de quatre divergences, le reste est expliqué sur la figure.
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2. Renormalisation de la surface de Fermi

2 Renormalisation de la surface de Fermi

On a parfois critiqué, & propos de mon travail, lors de conférences ou de sémi-
naires, ’absence de renormalisation de la surface de Fermi, c¢’est a dire du propa-
gateur de Green. Pourtant, j’ai expliqué dans la premiére partie de cette thése la
cohérence de notre approche (qui est celle de nombreux auteurs également [38,174]).

Ce n’est donc pas cette motivation, qui m’a poussé sur ce prolongement de notre
travail. Dans un article de Schulz [179] est prédite la possibilité que les flots de renor-
malisation dépendent du schéma choisi. Bien que les équations de renormalisation
soient différentes, les équations de point fixe ne dépendent pas du schéma de renor-
malisation. Cependant, encore une fois, comme le flot diverge et s’interrompt, on
ne peut utiliser cet argument et écarter une telle possibilité. D’ailleurs, dans [3§|
est déja mentionné un tel mécanisme, mais par une seule allusion discréte et non
développée.

a Calcul de I’énergie propre

Pour renormaliser I’énergie propre ¥, il faut la développer diagrammatiquement
au deuxiéme ordre en boucles [12,20, 176].

On note Gy = Z/(—iw +vp (K —kpo+ 1)) (resp. Gr = Z/(—iw +vp(K —kpr +11)))
les propagateurs libres des états R se dirigeant vers la droite d’impulsion k;, = 0
(resp. ki = 7/b), et u le potentiel chimique. On a, en notant 6 = 0, 7 selon les cas,

-1

1 G
YR = 5Gal = E(dvf(K — k‘fg) — ’Uf5/€f9 + 5#) — 705Z .

a Diagramme a une boucle

De facon identique au développement du terme d’interaction de ’action, présenté
rapidement page 59, on doit développer le terme cinétique (qui est simplement
quadratique) et qu’on notera Sy. Le couplage G4 (défini & la note 3 page 46) peut
donner une contribution non divergente, mais qu’on ne peut négliger ici. En fin de
compte, on va trouve que cette contribution est nulle.

Le diagramme correspondant est un terme & une boucle, représenté figure 28.
En écrivant le propagateur et la somme Sy = Y- \I/}(G k Vg, on trouve :

T ! ! ! !
6 = = 2 <F(K,K,K,K)+F(K,K,K,K)

KK’

(KK, K K) — T(K, K, K, K')) Ul Gl

AT
- MK K, K, KUGrlg
KK’
AT AT
p— ’ T J— T <>
_ —]\794(;G%);RKRNN};c(g2 Gy + 92 )RRy +(Ro L).

spin || spin L

7



Chapitre B. Renormalisation fonctionnelle pour une échelle fermionique

G

KK

FIGURE 28 — Diagramme a une boucle d’un propagateur.

On néglige ici la dépendance en K, il y a alors un facteur commun

AT -1 20

_ -

N Hiw—¢e T-0  my

et le terme

26\
65y = —=——=(G4 + 2G5 — G1)oAT! Ty

TUf
s’interpréte [12] comme une contribution de la renormalisation de la surface de

Fermi } . 5;;\1/}(\1/;(, ce qui donne

20A
opp = ——— (G4 + 2G5 — G1)0A .

7TUf

Au final, on trouve, a cet ordre,

gr1 — go1 + Gfn1 — 9f01> L (22)

7
Okpo = =0k = —— X <g7r2 — go2 T Gfx2 — gfo2 — 5

7TUf

B Diagrammes a deux boucles

Le développement diagrammatique contient deux termes & deux boucles, qui
sont représentés sur la figure 29. Ces termes proviennent uniquement du facteur
%<8-2 (cf. page 59), qui peut s’écrire

int/_

1 T2 e
§<812nt>> = W 2 9<K17K27K57K{)2 9(K17K27Ké?K{)w;{igiwkégéwl(lalw[(goé

K1 Ko K| K} Ky KoK K
o100} 0h 51525, 5)
XU Vs U Wiy, UL + I = Ky = Ko)O(K] + K — Ky — K)
_ T_2 2 wT U GrGnG (K. K'. K" K" —S(K' K. K" K"
- N2 Ko YKo oK' TK"\ T K" ( ) ) ) ) ( y 2y ) )
KK!'K"KM

o..

x (9(K//,,K/,,K/’K> _ 9(K”7K”/7K/,K)

+9(K”/,K”,K, K/) - S(K”,K”/,K, K/)> % 5(K + K/ - K// - K”/)

1672

+N2

Z wLJwKJG%(’GKWS(K7 Klv Kl) K)S(Kla Kl”, Kl”, K/)

KK!"KMm
o...
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2. Renormalisation de la surface de Fermi

(a) Q (b)K/K:\K
© i

FIGURE 29 — Diagrammes a deux boucles d’un propagateur.

On n’a pas précisé les valeurs de spin, qui ont été déja traité auparavant. Le
deuxiéme terme qui correspond au diagramme Fig. 29 (a) ne contribue pas. Pour
s’en convaincre, calculons-le dans le formalisme a température non nulle en prenant
la limite 7" — 0. Si on met la coupure sur la branche K’ (définie sur la figure 29),
il vient les facteurs

1, 1 e
;;GK”’f:B —Tn(k — ky) et ZGK'I/“:_E] T m OsaufpourA<<T
n étant la fonction de Fermi 1/(1 + €%%%). Si on met la coupure sur K”, avec le
schéma & une particule irréductible, on obtient la méme conclusion. Par contre,
pour le schéma de I'ordre de Wick, il vient une contribution pour ¢ ~ a ~ 0, qui

vaut
Jva eBm ; 1 J*ozﬁ ol J* 1 1 e
—dx f— J— P
o (14 efr)? Bo(1+e“ ] 1+y “ B 1+l

:l<1_ 1 ){a«T%’
B2 1+ e a»T 28 °
Le diagramme (a) s’écrit, en représentation (c, [, p), Uj‘gﬁgg(k, k,0)g(A, A, 0)2 et

est négligeable, sauf quand A — 0 trop rapidement. Bourbonnais trouve une contri-
bution deux fois plus petite, ce qui est cohérent parce qu’il utilise un schéma mixte
qui mélange celui de l'ordre de Wick et celui & une particule irréductible [180]. Par
contre, le calcul a été fait & T = 0 par Dougot et Dusuel [12] et donne une contribu-
tion nulle. Par la suite, nous avons omis la contribution de ce graphe (a), quoique
ce point soit loin d’étre définitivement élucidé.

Le second diagramme (b) sunrise correspond au premier terme dans le gros calcul
qui précéde et donne trois contributions. Les deux premiéres, qu’on peut identifier
par la symétrie AA’, divergent de facon logarithmique. La troisiéme contient le
couplage G4 et donne :

0 0
47026 de
5(Ak:f)J 2boucles - —— X J J
94 7T2Uf3 —2A + 2UfA/{7f —2A — 2UfA]€f
—A+2UfAk;f —A— 2UfAk‘f
A+2vf Akf A— 2Uf Akf

J‘2A + ZUfAk’f JQ - QUfA/{?f
0 0

14+2vr Ake /N .
AZU25A { 711vffAkff//A si A< 2UfA/{7f ;
e

2UfAkf/A Si A = 2UfA/{7f .

20,03
2y L e T
f 1= 27k 2 /A2
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Chapitre B. Renormalisation fonctionnelle pour une échelle fermionique

Je ne peux détailler tous les calculs. A chaque fois on doit sommer

—1 —1
(ﬁw’ _ 8’)(1'1(,0” _ 8”)(ﬁ w/’/ —8”’) - ﬁ(w” _ 8”)(8, —em H(Q _ w//))
=w'+Q—w"

1 1
X J—
(ﬁw’ - i —e"+1(Q — w”))

ou € est I'énergie dans les pattes extérieures. On fait la somme sur K’ c’est a dire
(T/N) >, il vient
]' / n . "
_ Y o
(ﬁw” _ 8”)(]1&]” _ le + 8”’ _ 8,) <n(8 ) n(g ]1( w )>
donne un facteur e2im(n—n")—1

! ( L ,)<n<e'>—n<e"’>>

e —1Q) + e — ¢ w” —¢e” W’ —i1)+ e —¢

puis la somme sur K”, c’est a dire (T//N) > ,n, il vient

1
el —1Q) + e — ( (") - d +R/—’; n(e"))
donne un facteur eim(n+2m)—=_1
1 1 1 1 1
= X — _
g —1Q) + " — ¢ 1+ efe” 1 — eble—e") 1+ e 14 ePe”
1 B(EI _ 6.///) /8 " /86/” BEI
= =10 — ) (cotanh(f) — tanh(—— 5 )) <tanh( 5 ) — tanh(7))
1 /86 /8 n BE B " BE” BE///
- h h h —th h - 1).
S0 oy () () () th(75) — () th( )

Dans la limite 7' — 0, c’est a dire § — o0, on a tanh(fe) ~ sign(e) et le facteur
hyper-trigonométrique dans ’expression précédente devient :

(—1—tanh(5§") tanh(ﬂgm)) (1—tanh(%€/) tanh(ﬁgﬂ)> (1—tanh(%€/) tanh(ﬁgm)> /2

car la différence entre ce nouveau terme et I’ancien est proportionnelle a

<1 - ta%h(%g')) (1 - taih(ﬁjl)) <1 ~ tanh(Z 2”/))

et tanh se comprend comme la fonction sign. L’intégration du propagateur donne
lieu & une pléiade de cas, que 'on doit intégrer séparément en distinguant vy et
Vpr. On substitue (22) dans vy, — vpp en ne gardant ce terme qu’au premier ordre.

~ Equations de renormalisation

En négligeant les moments des pattes extérieures, on trouve des expressions qui
dépendent du schéma de renormalisation :

_4Z($A < Uf/{} —A Ufk + A —2A0 — Ufk

5Ak: —boucles 21
(Akp)]2 o W VI WA I Sy ) p—s

sans Gy 7T2’Uf3

2A, — vk
+210g(m)) x ((G1)” + (92)* — 5192)
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2. Renormalisation de la surface de Fermi

ou + = + pour les couplages go, gro et gw, tandis que £ = — pour les g,, g et
Jir- On retrouve les résultats de [37] pour le schéma & une particule irréductible et
celui de [38| pour celui de 'ordre de Wick. Attention, les couplages gy et gy, sont
modifiés par rapport a ces références, le second facteur dans I'expression précédente
devient

Uf(k’ + QAka) —A Uf(/{? x 2A/€f) + A 191 ( 2A, + Uf(/{? + 2A/€f) 2A, — ’Uf(k’ + QAka) )
|’Uf(k’i2Ak’f) —A| |Uf(k3i2A/€f) +A| A+ |A—Uf(k3$2A/€f)| A+ |A+’Uf(k’i2Ak’f)|

ou il faut lire £ = + pour le schéma a une particule irréductible et + = — pour
celui de l'ordre de Wick. En fin de compte, il s’agit de sommer les contributions de
chaque couplage.

b Diagramme de phase

La différence entre les contributions des couplages gy et gpr se refléte dans le
diagramme de phase. Pour certaines valeurs des paramétres nus ¢, et U, la suscep-
tibilité supraconductrice diverge, si on utilise le schéma de l'ordre de Wick, et pas
si on utilise celui a une particule irréductible. Plus de détails peuvent étre trouvés
dans [22]. La structure du diagramme de phase est globalement inchangée mais
différe, pour les gammes des parameétres nus qui nous intéressent, de fagon quan-
titativement grande, comme on le constate sur le diagramme de phase comparatif
suivant :

OPI (n=2) -
OPI (n=4) -
Wick

O DS selon le schema une particule irreductible

SC selon le schema de I'ordre de Wick

ODS

FIGURE 30 — Diagrammes de phase comparés en fonction de Ua/(mvr) = 1 et ;.
Ils différent sur toute la zone centrale, comme indiqué.

Ceci prouve la validité de la conjecture émise par Schulz, sur l'influence du
schéma de renormalisation. La vraie conclusion est que les résultats sont d’une in-
terprétation difficile. C. Nickel donne (page 73 de sa thése [40]) des arguments en
faveur du schéma a une particule irréductible : pour résumer d’un mot son analyse,
qui est beaucoup plus élaborée, il montre qu’en définitive peuvent apparaitre, dans
les diagrammes calculés par le schéma de 'ordre de Wick, des contributions ou les
moments sont au dela de la coupure, tandis que le schéma a une particule irréduc-
tible reste toujours cohérent et que 'application du processus de renormalisation
construit progressivement une action de basse énergie. Cet avis n’est pas encore
bien connu ni consensuel et le débat reste ouvert.
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C  Magnétisme et supraconductivité

De trés nombreuses expériences ont été menées sur les sels de Bechgaard sous
champ. C’est méme un domaine d’investigation actuellement trés actif, aucun mo-
déle théorique ne permettant de comprendre ’ensemble des résultats de fagon sa-
tisfaisante.

Jai surtout travaillé sur I'hypothése, d’abord suggérée par Lebed [181-183],
puis Sa de Melo [184,185|, cf. également [33,186|, d’une transition de la symétrie
du parameétre d’ordre supraconducteur. Elle entre dans le paradigme des transitions
de Landau, mais elle se distingue notamment parce que 1’état supraconducteur ne
disparait pas a la transition. Nous avons surtout considéré le cas d’une transition
singulet /triplet.

Pendant la thése de N. Belmechri, j’ai étudié le probléme sous trois axes : d'une
part, j’ai cherché les couplages renormalisés, selon une prescription de Bourbonnais
pour contourner la divergence ultra-violette; ensuite, j’ai résolu les équations de
champ moyen en utilisant la méthode de Bogoliubov dans une représentation de
Nambu; enfin, j'ai utilisé les équations de Gor’kov, comme dans la théorie BCS
ordinaire.

Plus tard, j’ai repris une question plus particuliére : j’ai étudié une phase éven-
tuelle de coexistence avec deux paramétres d’ordre singulet et triplet [187]. Il ne
s’agit pas d’une phase ou se mélangerait des micro-agrégats de phase singulet et
triplet, mais bien d’une phase thermodynamiquement stable. Il faut donc résoudre
les équations de Gor’kov avec deux paramétres, et j’ai dii inventer une partie de
la théorie thermodynamique, qui n’a jamais été étudiée auparavant, bien que cette
phase ait été déja proposée auparavant [188,189].

1 Contexte expérimental

Le comportement des sels de Bechgaard dépend fortement de l'orientation du
champ magnétique, en particulier selon qu’il est perpendiculaire au plan des chaines
couplées ou pas. Ceci a été vu dés les premiéres expériences [126] mais plusieurs
études [175,190] ont récemment investi cette question de fagon systématique et trés
approfondie.

Les expériences réalisées notamment par Brown [191-194] ont montré que, lorsque
le champ magnétique est perpendiculaire au plan des chaines (H || ¢) ou perpendi-
culaire aux chaines mais dans leur plan (H || b*), la supraconductivité peut résister
jusqu’a des valeurs extrémement élevées du champ, comme on le constate sur la
figure suivante :
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i (TMTSF),PF, 1
A P=6kbar

5k 4 ]
E | » H#Db
L=
s e |
L
2 . A
=
o
@ il |
= Hia

1 pl

Hilc
0 B—{r—p {1

0.0 0.3 0.6 08 1.2

Temperature (K)

FIGURE 1 — Champ magnétique critique en fonction de la température, pour deux
orientations différentes, dans ("M T'SF )y P Fg.

Pour des paires de Cooper de symétrie singulet, il existe un champ critique limite,
appelé champ de Pauli et noté H., au dela duquel la supraconductivité est détruite.
La valeur de H, a été calculée de fagon théorique avec une certaine précision, dans le
modele BCS et ne peut expliquer la résistance de la supraconductivité telle qu’elle a
été observée. Cependant, 'hypothése d’une transition vers une autre phase singulet,
dite FFLO, permet de définir un nouveau champ critique H. > H., qui est plus
compatible avec les résultats expérimentaux. Encore une fois, I’orientation du champ
magnétique est essentielle : quand le champ est perpendiculaire au plan des chaines,
on ne peut pas supprimer la supraconductivité, alors que, pour d’autres directions,
on obtient des valeurs compatibles avec un état FFLO.

Le fait qu’il puisse exister, dans certaines conditions, des paires supraconduc-
trices a trés fort champ ne peut, a mon avis, s’expliquer que par une symétrie
triplet. Pourtant, partant de ce que la symétrie FFLO est sensible & 1'orientation
du champ, les auteurs, et plus particuliérement Lebed! en ont, & 'inverse, conclu
que les états respectaient cette symétrie. Pourtant, 'argument n’est pas entiérement
fondé, puisqu’on ignore de quel symétrie triplet il pourrait s’agir.

a Etat fondamental & champ nul

La possibilité que I'état supraconducteur dans les sels de Bechgaard puisse étre
de symétrie triplet a été suggéré trés tot [197,198], on peut lire notamment [109].
Presque tous les spécialistes? considérent aujourd’hui que I’état supraconducteur
des sels de Bechgaard & champ nul est de symétrie singulet. L’argument le plus

1. Lebed, qui était plutot partisan d’une transition singulet/triplet, ménage la chévre et le
chou dans [195,196] en assurant que (TTMTSF),PFs posséde une symétrie triplet tandis que
(TMTSF)2ClO4 posséde une symétrie FFLO.

2. Citons comme contre-exemple [199].
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1. Contexte expérimental

fort est que la position du pic, dit du Knight shift, mesuré par RMN (Résistance
Magnéto-Nucléaire) ne bouge pas quand on varie la température, comme on le
constate sur la figure expérimentale suivante :

300

- B 96kOe
i
200 (b) 0 40kOe
L
100
; s
T ole—gtad
o
a2
o
£ [ ]
3 0
-500
-1000 (c) ® - 9.6k0e
o- v ) 40kOe
~1500
0 05 1 15 2

temperature T(K)

FIGURE 2 — Mesure du pic de Knight shift en fonction de la température pour deux
valeurs du champ magnétique [194]. A bas champ, la position du pic est constante,
a plus fort champ, elle varie avec la température.

Sur cette figure 2, on constate, a 'inverse, que le pic de Knight shift bouge quand
le champ atteint une valeur H plus grande que les valeurs typiques de champ critique
H.. Cette figure a souvent été fourni comme argument en faveur d’une transition
singulet /triplet. Depuis que la discussion en faveur d’une phase FFLO a pris de
I’ampleur, cet argument a été discrétement enseveli. I1 est paradoxal qu’on 'utilise
encore en faveur de la phase singulet & champ nul.

Une des questions qui a le plus passionnée la communauté est la présence de
neeuds a la surface de Fermi, c’est a dire de points de cette surface ou la densité
s’annule. Elle a été définitivement confirmée par le travail de thése de Joo [200]. Si
on croise cette information avec le fait que les états sont singulet, cela démontre
que la symétrie est de type d, ce qui est un résultat en soi remarquable.

b Existence d’une phase Onde de densité de spin

On peut observer, dans certaines phases, une coexistence entre des paires supra-
conductrices et des Ondes de Densité de Spin. Ce résultat est trés étonnant, car les
Ondes de Densité de Spin sont des modes précurseurs d’une phase antiferromagné-
tique. Pour s’en convaincre, on peut considérer qu'une phase antiferromagnétique
est une Onde de Densité de Spin géante et gelée, autrement dit accrochée au réseau.

Cet antagonisme entre phases antiferromagnétique et supraconductrice est effec-
tivement mis en cause dans de tels systémes, on observe au contraire qu’elles sont
trés souvent voisines dans de nombreux matériaux quasi-unidimensionnels, comme
les composés a base de BEDT, dont voici un diagramme de phase typique :
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-]  «@BEDT-TTF),X

Température

Ly

HgCl DgBr HgBr I
Cu(NCS),

Pression

FIGURE 3 — Diagramme de phase générique des composés de la famille k—(BEDT —
TTF),X. Image empruntée au groupe “Conducteurs Moléculaires et Hautes Pres-
sions” du Laboratoire de Physique des Solides d’Orsay. Les phases sont notées :
AF=Antiferromagnétisme, MI=Isolant de Mott, SC=Supraconductivité.

Dans les sels de Bechgaard, la proximité de ces phases est trés éclairante :
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Temperature {(K)
=

0 10 20 30 40 50 80 70 80
Pressure {(kbar)

(TMTTF )X —— (TMTSF) X —
ik i 4 l
w0 :‘* w0 O‘r

X= HHE 4 S

FIGURE 4 - Diagramme de phase générique des composés T'M,X. Image
empruntée au groupe “Conducteurs Moléculaires et Hautes Pressions” du
Laboratoire de Physique des Solides d’Orsay. Les phases sont notées
SP=Spin-Peierls, AF=Antiferromagnétisme, SDW=O0Onde de Densité de Spin,
SC=Supraconductivité, M-H=Isolant de Mott-Hubbard. Les fléches indiquent la
position des différents composés & pression ambiante.

Cette coexistence a été étudiée relativement tot, par exemple par Machida [201].
On la trouve bien dans les calculs par le groupe de renormalisation, comme on
vient de I’étudier. Je n’ai pas pu le faire, par contre, avec ’approche BCS, parce
qu’il aurait fallu, soit introduire trois parameétres d’ordre indépendants, ce qui est
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2. Méthode de Bogoliubov

techniquement trop difficile, soit renoncer a étudier la transition singulet/triplet,
qui nous intéressait davantage.

2 Méthode de Bogoliubov

J’ai utilisé la méthode décrite dans [202] et [203], en suivant plus particuliérement
cette derniére et trés compléte référence. Par la suite, avec P. Kalugin, nous avons
étudié de fagon trés approfondie les fondements de la représentation de Nambu [204],
notamment son lien avec la représentation dans l’espace de Fock, mais ce sujet
m’entrainerait trés loin du théme que j’ai choisi pour cette thése et je ne 'exposerai
pas ici.

a Représentation dans ’espace de Nambu

a Effet orbital implicite

L’une manifestation importante bien que paradoxale de l'effet orbital est la
trajectoire des électrons sous champ magnétique. En effet, comme discuté au A 2
c, la trajectoire des électrons est hélicoidale et quasi-unidimensionnelle. On prend
en compte cet effet avec la courbe de dispersion a deux bandes, qui posséde quatre
points de Fermi, contrairement au modéle unidimensionnel simple, qui en posséde
deux.

La séparation en deux bandes provient de la dépendance de ’énergie € en fonc-
tion de k , qui provient du recouvrement entre orbitales inter-chaines et est fonction
du couplage orbital (ou plutot, c’est la valeur du couplage renormalisé qui serait
fonction du champ magnétique, si on était capable de le calculer).

Dans les travaux que j’ai effectués, c’est la seule prise en compte de 'effet orbital.
Il est notable qu’elle suffit & produire des résultats différents des travaux de renor-
malisation exacte sur des systémes a une dimension [205], bien qu’il serait préférable
d’avoir une dépendance directe en fonction du champ magnétique. Bien que je les
ai inclus dans le corps de cette partie, les sections suivantes concernant 'introduc-
tion d’un tel terme dans le hamiltonien relévent de la prospective ultérieure a ces
travaux. En particulier, il faut étre conscient qu’il faudrait probablement plusieurs
années de travail pour tester ces nouveaux termes, et savoir s’ils peuvent influer sur
les résultats et notamment permettrent I'observation d’une phase de coexistence
stable.

B Terme de couplage orbital avec le champ magnétique

Il exsite plusieurs termes faisant intervenir le champ magnétique dans le hamilto-
nien. On pourrait suivre la modulation des constantes de diffusion arriére §;, comme
suggéré par Bourbonnais. C’est une renormalisation du terme d’interaction quadra-
tique. Je préférerais introduire un terme linéaire. On peut, soit inclure un terme
de spin-orbite —20ugH, soit essayer de décrire le moment orbital. Il semble que
la supraconductivité soit plus robuste quand le champ est orthogonal aux chaines,
donc quand le moment orbital est important. Notamment, de nombreux auteurs
attribuent le phénoméne de réentrance [206] de la supraconductivité sous champ
comme une manifestation de I'effet du moment orbital.
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Chapitre C. Magnétisme et supraconductivité

Si on prend le hamiltonien donné a la formule (1) de [207], il apparait un terme
linéaire ZecvH. Si on fait une transformation de Fourier discréte, on obtient

j{magn = ,uorbH cos 0

avec fio, = 2ecv (il vient un terme constant supplémentaire ainsi qu'un facteur
de phase, qui ne jouent aucuns roles et que j’ai supprimés). Je noterai par la suite
h = ,uorbH-

~ Quadri-spineur dans ’espace de Nambu

Les états physiques sont décrit par le vecteur

ou les u sont les fonctions d’onde associ¢es a une particule de spin s = 1/2 et
possédent également un indice de bande. J’appelle base de Nambu celle formée par
ces vecteurs.

6 Hamiltonien dans la base de Nambu

Le hamiltonien avec un terme de couplage spin-orbite s’écrit, dans cette base,

ek)=h 00 0 AR AL A A

0 ek)—h 0 0 AL AL A AR

0 0 ek)y+h 0 A AL Ay A

0 0 0 e(k)+h AL AN AL AU
" A Al Al AR (k) +h 0 0 0
AL AL AT Al 0 —e(k)+h O 0
A At A A0 0 —e(k)~h 0

AGH AL AR Al 0 0 0 —e(k)—nh
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2. Méthode de Bogoliubov

avec les parameétres d’ordre
A = (gor — go2) oo (—F)uos (k) + (91 — gi2){tno(—k)urs(k)) o = +1 symétrie triplet;
A% 7 = goiluoe(—k)uo,—o (k) — goa{uo,—o (—k)uos (K))
+ 911 (o (— k) Un,— 5 (K)) — groltin —o (— k) Uno (k) o = +1 symétrie singulet ;
A% = (gor — o2){uoo(—k)tues (K)) + (911 — Gr2)(Uno(—K)uno(k)) 0 = t5 symétrie triplet;
AZT = gortne(—k)un,— (k) = go2(um,—o(—k)uro (K))
+ g1 (oo (— K)o, —o (k)Y — grauo,—o (—k)uos (K)) o = +1 symétrie singulet ;
ATr = (951 — gr2){tro(—k)tos (k) + (951 — gs2){too (—K)urs(k))
= (951 — 972) U0 (—F)tro(k)) + (951 — Gb2){Uro(—k)uos(k)) 0 = i% symétrie triplet ;
Ag" "= gpiQtine(=k)uo—o (k) — gpa{tin,—o(—k)uos (k))
+ b1 0o (— k) tr —o (k) — graltio,—o(—k)Ure (k)) o = +1 symétrie singulet ;
Aga” = gpiuoe(—k)ur—o(k)) = gpauo,~o(—k)ure (K))
+ b1 Uno (—K) U0 —o (K)) — graltin —o(—k)uos (k)) o= i% symétrie singulet.

e Recouvrement des symétries
Choisissons k£ > 0, on peut écrire R ou L au lieu de u. On trouve alors

A = (901 — 902){Loo Roo) + (901 — Gr2){ Lo Rrs) o=tz
AL 7 = gnlLlooRo, o) — 902{Lo,-sRoe) + 91{LrneRr o) — gollir,—oRro) 0=+ ;
AZZ = (go1 — 9o2){LnoRro) + (911 — 912){Loo Ros) o=*t1;
A%—a = 901<L7mefo> - g02<LW,,0Rm> + gt1<L00RO,fU> - gt2<L0,70'ROU> o = i% ;
A% = (951 — 9r2){LnoRoo) + (901 — Ge2){Los Rro) o=x3;
A(J)F%Uﬁo: 9f1<L7mR0,fo> - gf2<L7T7,UROU> + gbl<L00R7r,fU> - gb2<L0,foR7m>

= —A" o=*+1i;

ou on a omis la dépendance en k. Ces paramétres d’ordre sont des combinaisons
linéaires de ceux qu’on a définis a la section B1d, avec des facteurs plus généraux.
On peut leur attribuer leur symétrie respective en suivant cette classification.
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b Résolution & champ nul

On suppose ici H = 0. Il y a beaucoup trop de paramétres d’ordre tels que je
les ai écrits. Pour simplifier la résolution des vecteurs propres et valeurs propres de
la matrice hamiltonienne précédente, j’ai étudié quelques cas particulier, en suivant
les symétries du probléme.

J’en présente ici un, qui donne des résultats intéressants, parce que le spectre
n'est pas dégénéré. On pose Al = Al =0, A, = Al = —AlL = A} = Al
A= A = —agH = —AGT = ATY et A = Ag7 = Acm A = Az,

L’ensemble des vecteurs propres ecrlts en colonne forme la matrice P suivante

0 ete— 0 Ay _ As+Asr . Ay As—Asr
e— \/e+(6+e+) \/e+(6+e+) \/e,(e-i-e,) \/e,(6+e,)
0 \/E 0 A AsHDsn Dy As—Asp
e~ Ver(eter)  fereter)  gfe—(etes)  yfe—(eter)
eteq 0 _ Jete— Ag+Agn Ay As—Asr Ay
e+ e Verleter)  afer(eter) Ve (e+eo) Ve—(e+eo)

e+eyr O ete_ o As-‘,-AS.,\- _ At o As_Asw _ At
e+ V e Ver(eter)  afer(eter)  gfe—(etes)  gfe_(eteo)

__As+Asn Ay Ag—Agr o eteq 0 ete_ 0
\/e+(€+e+) \/e+(e+e+) \/e_(eJre_) \/8_(€+6_) V e+ V e-

Ay As+Asr At As—Agr _ eteq 0 et+e_ 0
\/e+(e+e+) \/e+(e+e+) \/e_(eJre_) \/8_(€+6_) V e+ e—
__AsHA, Ay As—Dsr A 0 cteq 0 _\/E
\/e+(€+e+) \/e+(e+e+) \/e_(eJre_) \/e_(eJre_) e+ e—
As+Asx Ay _ A Ay Ay 0 etes 0 ete-
& Verleter)  Afer(eter)  ye(eter)  yfe—(eter) et V e

otie =e(k) et ex = /(Ay £ Ayp)? + A7 + £2. Jai choisi P unitaire, du type ( i(k)) V((k))>
V(—k) U(—k
ou % est le conjugué de z € C, conformément a la méthode de Bogoliubov.

¢ Equations du gap

I;es Valeulrs moyennes {ala;) = o = 5(1 — tanh(Be(k)/2) et lapaly =
s = 3(1 + tanh(Be(k)/2) sappliquent aux fonctions a et af, qui sont les
vecteurs propres du hamiltonien. I1 suffit donc d’exprimer les u et les uf en fonction
des a et de a' (en utilisant P) dans les expressions des paramétres d’ordre, pour en
déduire des équations auto-cohérentes des parameétres d’ordre. Ce sont les équations

du gap. Pour le cas du champ nul, on trouve, aprés simplification

ALl = (9o — gor + G — gn) <tanh(6+/2) tanhe(e_/Q)) %

A(T)lr = (972 — 951 + o2 — gn1) (tanh €+/2 tanhe(_ /2)) Ay

AL = (gor + oo + gu1 + gia) <tanh e, /2) Ay —ZAM N tanhe(e/Q) A, —4Asﬂ)
A(Tklr = (911 + gr2 + go1 + ge2) (tanh e/2) As ZASW — tanhe( /124 1 ) .




3. Méthode de Gor’kov a deuzx paramétres d’ordre

Les calculs des autres termes sont cohérents avec les hypotheéses All = Al = ATl —
AU AT = AN = ATL = Al et ADT = AT = AFL = Al On pourrait

T
choisir d’autres hypothéses, mais on constate que, de toutes fagons, pour avoir une
cohérence globale, il faut imposer Ay = 0 ou A,,; = 0. Dans ce cas, le probléme est

résolu.

d Résolution sous champ

Les choses se compliquent infiniment sous champ, car il n’est plus possible de
choisir Al} = A} par exemple, a cause du champ H. J’ai abordé le probléme en
perturbation. J’ai démontré une relation (avec un moment p générique)

(e(k) + pH)AGh = (e(k) — pH)AG -

Les calculs en perturbation sont abordables, mais je suis tombé sur un probléme,
qui m’a justement motivé a rédiger ces notes : sous de trés nombreuses hypothéses,
des valeurs propres du hamiltonien sous champ sont entiérement différentes de la
résolution a champ nul. Il y a donc une discontinuité, qui est contradictoire avec
I’approche perturbative. On peut espérer que les quantités finales soient finalement
bien continues avec le champ magnétique, mais, a I’époque ot j’ai fait ces calculs,
Noomen Belmechri avait déja commencé les siens selon la méthode de Gor’kov. Or,
comme il m’a expliqué et j’ai pu le constater trés rapidement, aucune difficulté de
cet ordre ne surgit par cette seconde méthode.

Ces deux approches devraient étre équivalentes. Plus précisément, I’'une s’obtient
comme une transformation de Fourier w — t de 'autre. Il n’est donc jamais exclu
qu’une pathologie se révele par une approche et pas par 'autre, bien que les ouvrages
de référence ignorent généralement ce probléme [208].

3 Méthode de Gor’kov a deux paramétres d’ordre

a Opérateurs

a Approximation quadratique

Le hamiltonien H, + Hip, donné par les équations (2) et (3) est développé en
puissances des fonctions de création ou d’annihilation. On ne garde que des termes
quadratiques, bien que H;,; soit quartique. Le choix des termes quadratiques que
I’on retient sélectionne certains mécanismes plutot que d’autres, et nous avons gardé
les termes d’appariement supraconducteur de symétrie d et f,, en cherchant plus
spécifiquement les solutions couplées avec deux parameétres simultanément non nuls :

Hoame = 3 (20 B Bl + Laso L)

+A, COS(@)QU(RkQUL,k,gﬁo + RT—]C70,—O'LLGO'> + A COS(G)QO’(R]CQJL,]WT,QﬁJ + RT—]CJT—G,—O'LZ‘GO'>

+A; c08(0)20 (Rigr L-100 + R 1 gy Ligy) + Dtr 08(0)20 (Rigo Lt n—p0 + BT kM,oL}wJ)) .
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Attention, la dépendance en k n’est pas fidéle, il faudrait séparer les termes 6 = 0 et
0 = 7 et inclure les expressions analogues aux parameétres d’ordre donnés en B1d.
Cependant, on va négliger par la suite la dépendance en k||, et cette écriture est
déja trop détaillée.
B Opérateurs de création et d’annihilation dépendant du temps

On introduit des opérateurs de création ou d’annihilation dépendant du temps.
Soient a et af les opérateurs (constants) d’annihilation ou de création d’une parti-
cule, on pose

a(t) = lae ™ ot af(t) = el e (1)

il vient 5 5
i=a(t) = [H.a(®)] et iza () =[Ha'(®)] . (2)

o

On est revenu a une approche fagon Schrodinger, définie dans le formalisme de Hei-
senberg ol ce sont les opérateurs qui dépendent du temps et pas les états. C’est ce
qu’on appelle couramment la seconde quantification. Il n’y a pas de contradiction
avec le schéma de Heisenberg, puisqu’il s’agit bien d’opérateurs, et I’équation d’évo-
lution dans le temps, équivalente a I’équation de Schrédinger, est trés différente.

b Equation de Gor’kov

a Fonctions de Green singulet d et triplet f,

On introduit des fonctions de Green, qui sont liées aux paramétres d’ordre in-
troduit a la section B1d. On rappelle qu’on n’a gardé que les paramétres singulet d
(qui correspondent aux fonctions F) et triplet f, (qui correspondent aux fonctions
F;). Ce choix répond a une double contrainte; d’une part, ce sont les paramétres
d’ordre dont les susceptibilités calculées par le groupe de renormalisation divergent
le plus; d’autre part, ce sont les plus simples. On pose :

/ <Rk 0o Rch’ 00< /)>
tt) = — )
G(p,o,t,t) 1 Z f {<Lk oo ( Lk’ 00<t, >
R 14

)
Fs(p,o,t,t') = —2i0 Z COSHJdQ{<Lk€UE R,

sip>0
sip<0

Pr (Lo (t' - ( )>T sip <0

L O'( RAk cos0+1)—k',m—0, O’(t/)>
Font(p,o,t,t') = =200 Cosﬁf {< w0 7 )= T
i(p ) Gzolw <Lk90 RAkf (cos 0+1)—k/,m—0,— O’(t)>T

Lo () Rp 6o(t')),, sip>0
F(p, o t,t') = 2 GJd (Laoo (8) R0 :
t(p g ) O'GZOIWCOS q { <Lk€o( R k’,@o( )>T sip < 0

sip>0
sip<0

Finsc(p—7p,0,t,') = 20 Z cos@qu{g/ke"gt Rk (coso+1) -k m-0,0(t')) . sip>0

0=0,7 <Lk60

ou’p = l”k et ¢ = k—k'. ()_ signifie qu'on prend I'ordre chronologique, dit normal

en temps, <R( JRIt)), =@t —t)RI')R(t) + Ot — t)R(t)R'(') par exemple (O

op  Op
. . . . L 7 1 _1 .
3. Ce choix respecte la métrique car le jacobien ( 3{; %’fl ) =11 = 1. L’expression

1
ok’ 2 2
des fonctions de Green n’est pas compléte car je n’y ai pas inclus les cas |q| > 2p (<= kEk' <0),
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3. Méthode de Gor’kov a deuzx paramétres d’ordre

est la fonction Heaviside). Pour réduire le nombre de couplages, on posera, par
symétrie, Fyr = Forp = +F o et Fyp = Finy = £F4—. Le choix des deux signes +
est indépendant et libre.

B Fonctions de Green supplémentaires

Aprés cette simplification, on aura besoin d’introduire trois autres fonctions de
Green spéciales :

N (Rr60( )infe (), sip>0
So(P,O,t,t) = GZO:WJ { <Lk90() Vo U<t/>> Sip<0

Ri oo Lo (Y sip>0
sty = 3 Janf Greoiutemser-ca O

<Lk79‘7( ) Akg(cos 0+1)— k’,G,fU(t/)>T si P < 0

R o RT , t sip>0
CJ_r(P,U,t,t/) = -1 2 Jd { < k.0 () Aky(cos 0+1)—k ,eg( )>T p

_<Lk7€‘7<t)LTAkf(COSGil)—k’,GJ<t,)>T sip<0

avec les mémes notations. Ce sont cinq parameétres, que l'on réduit a trois de la
méme fagon que précédemment, en posant S, =S, = +£5_et C =C, = £C_.
~ Equations d’évolution dans le temps

Les équations d’évolution se calculent en appliquant (2) sur toutes les fonctions
de Green et en substituant ¢’ — ¢ par ¢ dans les expressions précédentes; t est le
temps d’existence d’une quasi-particule. L’ordre ¢’ — ¢ est purement conventionnel.
On trouve :

ﬁgG = 1+4¢e(p)G+ AT, + AT + A For + A Fir
ﬁ%&"s = —e(p)Fs+ AG — AySy — Ay C + Ay Sy
ﬁ(;fﬂ = —e()F + ASo + AG — AyrSp — A C
ﬁ%f{w = —e(p)Tor — AC + ASyr + Ay G — Ay Sy
iﬁ‘m = —e(p)Fixr — DSz + AC + AsnSo + At G
H%S@ = e(p)So+ AT — AT + A Fir — AT sn

H_SW = E(p)sw - Asgjtw + AtngT( - As7r3:t + At7r3:s

—C = _E(p)c - Asgjsw - Atgjtﬂ - ASF?S - At7r3:t

ot le 1 provient de la dérivation (au sens des distributions) de O, de la formule
{R,R'} = ih =1 (je choisis h = 1 partout) et de {dqd(k — k') = {dqd(q) =

Le champ magnétique n’est pas explicitement inclus, mais il suffit d’ajouter
formellement —u, H (terme Zeeman) ou fioB (couplage orbital) ou les deux a e.

qui aurait donné des expressions différentes. Il suffirait d’utiliser les opérateurs ¢ et ¢! pour ne pas
rencontrer ces difficultés.
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6 Formulation matricielle

On peut récrire les équations sous forme matricielle, en remplacant /0t par w
car on utilise un temps imaginaire. On trouve :

e+iw Ay A Ay Ay 0 0 0 G —-F, -F, —Fp —F =S, =5, —C
Ay, —e+iw 0 0 0 —-A Ap —A, g G S -C -5, -3 F_ -t

A, 0 —e+iw 0 0 Ay —Ay —Ay ¥ =S, G S, —-C I —Fi 3]

Ay 0 0 —e4iw 0 —Ay A -A||-F -C -5, ¢ S, -5 F -7t
Aw 0 0 0 —e+iwA, A, Al F s —¢ -5, @ F g —g
0 A, A, -Ap Ay ctiw 00 S, F, -F, Fn -F. G C S,
0 An —An A, —A, 0 c+4iw 0 S, -F. F. -F, F. C G S

0 Ay —Ay —Ay —A 0 0 e+iw C TJu T T F =S =S G

[N ool oo N Nl
SO R OO o oo
SO R OO O o oo
— o O O o o oo

SO DD OO oo
SO OO oo —Oo
SO OO o+ OO
SO OO+, OO o

(les huit équations sont répétées chacune huit fois). Chaque terme de ces matrices
est un opérateur (qui pourrait avoir une représentation matricielle, au minimum
2 x 2). En particulier, si on ajoute un terme de couplage magnétique (Zeeman ou
orbital), il vient une matrice a coefficients réels 16 x 16. Si on ajoute les deux, elle est
32 x 32. On résout cette équation en écrivant explicitement les fonctions de Green
comme les cofacteurs de la premiére matrice.

¢ Equations du gap couplées

a Paramétres d’ordre

En appliquant la valeur moyenne successivement sur chaque facteur de ’expres-
sion (3a), ou directement a partir de (2) et (3), on trouve que

A, = <3~s>t:0 (3>

et de méme pour tous les autres parameétres d’ordre.

B Choix des symeétries

Si on choisit F,, = F,_, cela doit correspondre a un choix A, = A, = A,
implicite, ot Ay = (Fyx)  d’apres (3).

Choisissons de méme A,y = A, = A4 ; si on ne confond pas, dans ce cas, F,,
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et Fo_,niFy et F_,ni Sp et S_, ni 'y et C_, on trouve la matrice 12 x 12 :

€ A Ay Agr
Ay —€ 0 0
AW 0 —& 0
Agr 0 0 —€
A 0 0 0
Ay 0 0 0
Ay 0 0 0

AV Ay —Ay,

0 Ay A Ay

0 Ay —Age 0

0 - As# - AtT( _As

0 _AST( _AtT( 0

Asﬂ'
0
0
0

Atw
0
0
0
0
—&
0
Asw
_AS
0
_At
_At

0
_At
As
—Dr
_AtT(
Asw
Asw

SO OO M

0
Atr
_AST('
Ay
0

s

—A
0
0
€
0
0
0

0

tm

_AST('

Ay

0
A,
0

0
0
€
0
0

0

_AST('

_Atﬂ'
_As
0
_At

SO m OO OO

ol on a omis le terme 1w partout dans la diagonale, ce qui correspond & omettre la

.. For+Fs For T
matrice iwl. En posant F, = %, F,, = 2l

2

on retrouve exactement la matrice 8 x 8 précédente.

Choisissons maintenant Ay, =

la matrice 12 x 12 (avec la méme omission des termes iw) :

€ A Ay Agr
Ay —£ 0 0
Ay 0 — 0
Agr 0 0 —€
AP 0 0 0
JAV 0 0 0
—Air 0 0 0
0 AY Ay A
0 A VA Y Ay
0 Ay —DNgr 0
0 Agr Ay =D
0 AN —Air 0

_AST('

_Asi =
Atw _Atﬂ'
0 0
0 0
0 0
0 0

—€ 0
0 —€
Asw _AST(
—Ay 0
0 —Aq
gAY 0
gAY 0

Foy—Far Fop—Ti_
En posant &, = =5==, Fi = =5, S; =

matrice 8 x 8 suivante (avec la méme omission des termes iw) :

€ A,
Ay —€
Ay 0

Agr 0
AV 0

0 —A;

0 _Atﬂ'

0 Asw

Choisissons enfin Ay, = —A,_ = Ay et Ay = Ay

Ay
0
—&
0
0
As
Asn
AtT(

Asw
0
0
—&
0
—A¢r
Ay
—A,

Atﬂ'
0
0

0 0
_At _Atﬂ'
AS ASW

_AtT( At
AV 0
Asw _As
—Agr 0

€ 0

0 €

0 0

0 0

0 0

S*;S* et C =
0 0
_At _Atﬂ'
As Asw
AV AW
Ay —Ag

€ 0
0 €
0 0

L—C_

Sy+S_
|8, = S o 0, =

0
tm
_AST(
Ay
_As

0
0
0
0
€
0
0

2

0
Asw
Atw
_AS

|
omnm oo oo o
g

Ci+C_

)

Agr et Ayp = —A;_ = Ay ; on trouve

0
_AST(
_AtT(

| |
n oo oo o o
L=k

, on trouve la

= Ay, ; on trouve la matrice
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12 x 12 (avec la méme omission des termes iw) :

€ A,
A, —€
Ay 0

JA 0
A 0
A 0
A 0

0 AV

0 A

0 A

0 Agr

0 A

Asn
- Asw
—Dir
- AtT(

Asw
0
0
—&
0
0
0
_Atﬂ'
Ay
0
_As
0

_AST('
0
0
0
—&
0
0
_Atﬂ'
0
Ay
0
_AS

Air
0
0
0
0
—
0
Asw
—A,
0
—A,
—A,

[><,!>Po
L 2

»

SO O M OODO

0 0
Atw Asw
_AST( _AtT(

0 —Aq
Ay 0
0 gAY
—Ay 0
0 0
0 0
€ 0
0 €
0 0

|
> Db o

ST

tm

s

t

MOOOODODO

qui est irréductible. Dans ce cas, les solutions ne vérifient pas nécessairement JF,, =
—Fs— ni F;, = Ft—. Pour en étre str, il faut résoudre la matrice plus générale

(avec la méme omission des termes iw) :

€ A,
A, —€
Ay 0

AV 0
Ay 0
AV 0
AV 0

0 Ay

0 AV

0 Ay

0 —-A,_

0 _Aer

Ay
0

—&

o O OO

—A4_
_As-i-
—A
—A¢y

As-‘r
0
0

Ay
0
0
0

Ay
0
0
0
0

—&

S OO M OOI>O

0 0
Ay —A_
—Ag. —A
0 AW

Ay 0
0 AN

A 0

0 0

0 0

€ 0

0 €

0 0

0
_Aer

|
o b
+

S

> p

|
n oo oo
g

On trouve des équations similaires a celles trouvées par la méthode de Bogo-
liubov. Cela se comprend puisqu’on a refait une transformation de Fourier ¢t — w.
Attention cependant que ce ne sont pas les équations du gap qui posent probléme
dans la méthode de Bogoliubov, mais les solutions explicites (que cette méthode
offre 'avantage de pouvoir calculer) qui sont discontinues & H = 0.

~ Reésolution des équations couplées avec un terme Zeeman

Il faut expliciter le champ magnétique. J’ai choisi un terme Zeeman, qui est
nécessaire pour détruire les paires singulet & haut champ. En imposant des symétries
supplémentaires, on obtient une matrice 4 x 4 :

e(k) — pH + iw Ag Ay 0
AW —e(k) + pH + iw 0 —Ay
Ay 0 —e(k) — pH + 1w A
0 —A A e(k) + pH + 1w
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qui donne les deux équations* du gap couplées

1 TC/2 t h e(As,At,QE;,LBH) H

1 ZJ de{ anh (=== 2= )(1+e KB )} (4)

gS e=+1 7Tc/2 6(A87At767 EMBH) V 62 + A%

1 JTC/Q de tanh(e(A&AQt:;yeﬂBH))
@(Asa Ata €, 6,uBI—I)

()

9t e=+1Y-Tc/2

avec O(z,y,2,t) = Va2 +y? + 22 + 2 + 2zty/z% + 22. On notera I, le terme de
droite de (4) et I; celui de droite de (5). Les fonctions I, et I, dépendent uniquement
de Ay, Ay, Het T.

Il existe, pour certaines valeurs de la température 7" et du champ magnétique
H des solutions couplées (Ag, Ay), solutions simultanées des deux équations gis =1

et i = I;, qui correspondent & une phase de coexistence. Il faut également recher-
cher les solutions ordinaires, soit singulet, soit triplet, qui sont, soit Ay solution de
I’équation gis = I, en posant A; = 0, soit A; solution de i = I; en posant A, = 0.

La résolution des équations couplées nécessite un grand soin. On peut en com-
prendre la difficulté sur la courbe suivante, qui donne le produit de g/ en fonction
de A;. Les intersections avec la droite y = 1 donnent les solutions de (4). Dans le
début de la courbe, on distingue trés bien la solution A, issue du cas mixte, qui
vérifie g;I, = g;1; et la solution du cas singulet seul. Il est naturel de prolonger la
courbe mixte avec la solution du cas singulet seul mais ce n’est pas nécessaire : tous
les points de vue se rejoignent, grace a l'analyse des énergies libres, présentée a la
section suivante).

2 4 6 8
FI1GURE 5 — Courbes de I en fonction de Ag. On distingue pour les petites valeurs
de A; la courbe pour les solutions couplées (en bleu) qui rejoint la courbe pour
I'appariement singulet pur (en rouge).

4. Dans [34], j’ai utilisé un autre choix, qui donnait les équations

Tc

I J%dk: tanh( \/WWHMBH) + tanh(—w_lm}])
s 24/ A2 + (vrk)?
_Tc
B J'T ktanh(—" A?Hg;_MBHP)
gt “To /A2 + (vik — ppH)?

mais le diagramme résultant est trés proche.
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Chapitre C. Magnétisme et supraconductivité

Pour départager ces différentes solutions, il faut calculer leur énergie libre. L’état
physique correspond a la plus basse énergie libre.

d Définition de I’énergie libre

Pour une équation du gap ordinaire (comme pour un état singulet ou un état
triplet), on peut calculer la différence [209,210] entre I’énergie libre du systéme
supraconducteur (j’ai choisi ici singulet) et 1’état normal :

s A.(d 2 Js
ar =~ g, (S~ [y 12 )
0 9s 0

ou il faut résoudre la dépendance implicite A4(g.) donnée par (4). Cette formule
est Dintégrale de 0F = Z2L5) [211] ot A décrit une perturbation, ici A = g,. La
division par g, provient de la définition du Hamiltonien ; si le terme supraconducteur
s’écrivait avec un facteur g;As, il n'y aurait pas de 1/g5. On doit modifier (6) lorsqu'il
y a deux parameétres.

a Principe d’addition
Pour une solution couplée, on calcule I'énergie libre de fagcon générique en ajou-
tant les contributions singulet et triplet :
gt A 2
L "\

9s A 2
[ ()
0 9s

Js gt
- —jdg;fi—fdg;ff.
0 0

Il n’est pas nécessaire de généraliser la formule intégrale de Landau & deux para-
métres, un seul parameétre de perturbation A convient. On choisit encore A = g, et
on pose :

AF

, g, 10783,

gt gsgs ~ 1175 gs

ol ce rapport g/g; a été estimé numériquement [33,34]. En effet, en acceptant que
ce rapport a bien cette valeur®, la minimisation de la somme des deux intégrales

_ Yl 2 s a2
AF = - dgs_/2<As + _At)
0 gs gt

Js g
- - [dgz+ 2
0 gt

donne le méme résultat que la minimisation & deux paramétres de la somme précé-
dente. Ce raisonnement est valable quelque soit la valeur (non nulle) du rapport.
B Transition du second ordre

La physique est cependant beaucoup plus subtile. On montre sur la figure sui-
vante des courbes de A et A; en fonction de g..

5. Il dépend peut-étre de certains paramétres physiques, mais ceci est au moins valable dans
une région localisée du diagramme de phase.
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20
15t — Dgng pure
Dtrip pure
10 - Dmixtsing
st /// \ - Dmixttrip
i L i i gS
0.085 0.090 0.095

FIGURE 6 — Courbes de A, et A; pour T'~ 0.1 K and H ~ 1.1 T. La courbe pleine
en bleue est celle de A, dans une phase singulet pure, la courbe orange hachurée
celle de A; dans une phase triplet pure, la courbe fine rouge celle de A, dans une
phase de coexistence et la courbe violette hachurée celle de A; dans la méme phase
de coexistence.

On constate tout d’abord que les solutions couplées (Ag, A;) non triviales, vé-
rifiant g,1, = g:1;, A; # 0 et A; # 0, n’existent que sur un intervalle trés étroit
g.€10,861; 0,875]. En dehors de cet intervalle, les solutions sont ordinaires (singu-
let (Ag,0) ou triplet (0,4;)). Ces solutions correspondent toujours, sur la figure 5,
a des points sur la branche des A, calculés pour des paramétres couplés, tandis
que les solutions éventuelles situées sur le prolongement singulet pur donnent les
énergies libres de ces phases ordinaires.

Aucun probléme d’interprétation ne survient pour ce qui concerne une phase
ordinaire, il suffit d’intégrer la solution ordinaire correspondante de 0 jusqu’a, soit
gs pour un état singulet, soit ¢g; = 1(1]'17_2393 pour un état triplet. Par contre, il
convient de prolonger les courbes obtenues pour les solutions couplées en dehors de

I'intervalle [0,861 ; 0,875].

Cela peut se faire de plusieurs fagons, ce qui pose un probléme conceptuel ma-
jeur. On peut cependant le résoudre par l'argument suivant : on observe que les
courbes fines correspondent a un effondrement du paramétre d’ordre singulet, d’une
part, et & une montée paralléle du parametre d’ordre triplet. Plus précisément,
A4(0,861) ~ 13 K égale la valeur nominale du paramétre dans la phase singulet et
tombe & A4(0,876) = 0; tandis que A;(0,861) = 0 et atteint A,(0,876) = 11 K la
valeur nominale du parameétre dans la phase triplet. La phase de coexistence rend
A, et A; continus, et la transition, si cette phase est la plus stable thermodynami-
quement, doit étre du second ordre.

Aussi, il faut, pour étre cohérent avec cette explication, prolonger A par la
courbe de la phase singulet pure, pour g; < 0,861 (et A, reste nul), tandis qu’il faut
prolonger A; par la courbe de la phase triplet pure, pour g5 > 0,876 (et A, reste
nul). Ces prolongements sont bien ceux qu’on obtient en prolongeant la courbe 5.
Un dernier argument conforte cette interprétation, ¢’est que ce schéma est toujours
le méme, pour tous les parameétres physiques.
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Chapitre C. Magnétisme et supraconductivité

~ Interprétation thermodynamique

L’analyse n’est pas terminée. La nature de la phase thermodynamique dépend
également de la valeur de gs, le couplage effectif, qui est une constante physique
(contrairement au paramétre g. qui varie de 0 a g,). Si g; < 0,861, on ne trouve tout
simplement jamais de solutions couplées, il n’existe que les deux phases ordinaires
singulet et triplet, dont les énergies libres se croisent quand H augmente, indiquant
une transition singulet/triplet.

Si gs = 0,876, la situation est plus complexe. En effet, la phase décrite par une
solution couplée a la symétrie triplet, puisque pour ¢. = g, I’état est triplet. Mais
son énergie libre n’est pas celle d’une phase triplet ordinaire. Il s’agit d’une nouvelle
phase thermodynamique, qu’il faudrait nommer phase triplet avec des instabilités
singulet sous-jacentes. Cette phase résulte d'une compétition entre couplage singulet
et triplet ou les paires singulet sont instables.

Enfin, si 0,861 < g, < 0,876, on trouve la phase de coexistence que I’on cherchait.
Il ne reste plus qu’a étudier sa stabilité en comparant les énergies libres des diverses
configurations.

e Phase de coexistence

a Instabilité thermodynamique

Sur la figure 7, on constate que ’énergie libre de la phase mixte est toujours
moins négative que les autres. Ce comportement s’est révélé trés robuste.

15 2.0 25 3.0
- 0.5f

- 10f

- 1.5¢

- 20r

FIGURE 7 — Energies libres des différentes configurations en fonction du champ
magnétique pour une température 7' ~ 1 K : en rouge 1'état triplet, qui devient le
plus favorable pour H > 1,8 T; en marron ’état singulet, qui est plus favorable
pour les champs H < 1,8 T'; en bleu I’état mixte, qui n’est jamais le plus favorable,
bien qu’il soit presque stable parfois. L’échelle des ordonnées est arbitraire

B Choix des couplages

Changer le paramétre g5/g; s’est révélé inefficace, j’ai essayé avec g5/g; = 1,057 et
9s/9: = 1,052 la plage disponible pour l'existence de la phase mixte est trés étroite.
Il est remarquable cependant que la valeur 1,057 venait d’un fit plus ancien de M.
Héritier pour trouver la bonne valeur critique 7,, et qu’elle donne, non seulement
un champ critique compatible avec les valeurs expérimentales, mais aussi qu’elle est
dans 'intervalle pourtant trés étroit ol peut exister la phase de coexistence.

Nous avons également utiliser le groupe de renormalisation (travaux décrits au
chapitre B) pour recalculer gs et g,. Pour éviter la divergence ultra-violette, on
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arréte le flot & A = T*, la température de transition dimensionnelle définie page 42,
car, dés qu’on entre dans le régime tridimensionnel, le systéme devient un gaz
de Fermi qui atteint immédiatement 1’équilibre, d’ott un gel des couplages a cette
température. La faiblesse de cette prescription réside dans le lien entre température
et A.

C. Bourbonnais a récemment suggéré que ce rapport gs/g; dépende du champ
magnétique. Cette hypothése n’est pas pertinente ici, car la phase de coexistence n’
existe que sur une plage trés étroite en champ magnétique. De plus, elle n’est pas
nécessaire pour modéliser une transition singulet /triplet.

~ Diagramme de phase

Le diagramme de phase finalement obtenu [187], quand on prend en compte les
énergies libres, est similaire aux diagrammes obtenus sans phase de coexistence :

I III

L L L L L L Ml
0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0 12 14

FIGURE 8 — Diagramme de phase pour une échelle fermionique avec un hamiltonien
de Hubbard et un terme de Zeeman, en fonction de la température en abscisse et
du champ magnétique en ordonnée. La zone I (et Ibis) est la zone singulet (dans la
zone Ibis, il n’y a aucune compétition avec I'ordre triplet). La zone II est la zone
triplet et la zone III correspond a I’état normal.

Si j'avais représenté la phase de coexistence, elle se situerait, comme attendu,
trés prés de la frontiére singulet /triplet, mais elle n’est jamais stable thermodyna-
miquement et ce n’est donc pas légitime.

5 Résolution des équations couplées avec couplage orbital explicite

Dans les diagrammes présentés ci-avant, le couplage orbital n’est pris en compte
qu’implicitement & travers le modéle de bandes de la chaine fermionique. J’ai fait
des calculs en remplagant le terme Zeeman par le terme orbital explicite, que j’ai
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introduit précédemment. Avec des hypothéses simples, on obtient la matrice

e(k) — pH +iw A, A, Ayr Ay, 0 0
Ay —e(k) — pH + 1w 0 0 0 AW AV
Ay 0 —e(k) — pH + 1w 0 0 Ay A
Agr 0 0 —e(k) + pH + 1w 0 —Ayr Ay
AV 0 0 0 —e(k) 4+ pH + 1w Ay —A,
0 “A, A, A, Ay (k) —pH +iw 0
0 A “A, A, A, 0 e(k) + pH + iw
0 —Ngr — A — A, AW 0 0 (k)

J’al appliqué diverses symétries supplémentaires, A, = A, ou bien A, = 0
(et d’autres, analogues, pour les paramétres triplet). On trouve des phases de co-
existence instables, qui n’ont de toute facon pas retenu mon attention, parce que,
lorsqu’on analyse les résultats, on constate qu’ils ne sont pas acceptables physique-
ment : soit A, augmente avec H, soit A; décroit trop vite avec H.

Comme les ordres de grandeur des termes orbital et Zeeman sont voisins, il n’est
pas justifié de supprimer le terme Zeeman. Aprés mure réflexion, il m’est apparu
que c’est justement l'effet Zeeman qui détruit les paires de symeétrie singulet, et
permet la transition singulet /triplet, que 'on trouve dans ces systémes. Autrement
dit, le seul espoir de trouver cette phase de coexistence serait d’ajouter un terme
Zeeman et un terme orbital simultanément. Mais, si on ne fait aucune hypothése
sur les symétries, cela conduirait & une matrice 24 x 24 au minimum. Cela m’améne
aux perspectives prochaines de ce travail.

102

0
_AST('
_AtT(
_AS
_At

0

0

+ pH + 1w




ID Perspectives

Apreés le départ de C. Nickel, je n’ai pas voulu poursuivre seul des calculs de
renormalisation et j’ai, par contre, développé d’autres approches, de type BCS, qui
m’offrent des perspectives trés intéressantes.

Une application au départ inattendue de mes travaux est née d’'une collaboration
avec D. Le Bolloc’h, sur les ondes de densité dans le chrome.

1 Etude théorique des Ondes de Densité dans le
chrome

a Contexte expérimental

Des expériences de diffraction cohérente de rayons X, menées par Le Bolloc’h
et al, ont permis de mettre en évidence certaines propriétés remarquables de ces
cristaux. On y retrouve un mécanisme d’emboitement, assez similaire a celui que
j’ai exposé dans les sels de Bechgaard. Il s’agit ici de comprendre la coexistence
entre des Ondes de Densité de Spin et de Charge. Ces ondes disparaissent pour une
température T' > Ty, ou Ty est appelée température de Néel.

Ces instabilités présentent une structure quasi-unidimensionnelle trés marquée :
alors que le cristal est tridimensionnel, I'emboitement de la surface de Fermi se
fait selon un axe unique qu’on notera Oz, les vecteurs d’ondes de densité sont
paralléles & Ox et se caractérisent par une distorsion de la longueur d’onde de
Fermi 2k; = 22(1 + §), ou a est le parametre de maille selon la direction O.

On trouve deux poches de trous et une poche d’électrons, qu’on représente dans
I’espace réciproque :

FIGURE 1 — Surface de Fermi du chrome, dans le plan Oxy. les deux grandes poches
carré sont des poches de trous, la plus petite au centre est la poche d’électrons.
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L’emboitement entre les poches d’électrons et de trous est parfait entre le bord
de la surface de Fermi des électrons et son image par 2k; dans la surface de Fermi
des trous, ainsi qu’entre les poches de trous. Il explique I'apparition des Ondes
de Densité de Spin et de Charge. Il est dit incommensurable car kja/m € R <
Q. Etrangement, les expérimentateurs écrivent que I'emboitement électron-trou est
imparfait, parce qu’il ne couvre pas la totalité de la surface de Fermi des trous, on
peut regretter ce vocabulaire pour le moins maladroit.

Les Ondes de Densité de Spin et de Charge sont extrémement bien corrélées :
elles ont exactement la méme température de Néel [212] Ty = 311 K; elles coexistent
au niveau microscopique, comme 'ont montré des expériences [213| réalisées dans
des micro-domaines. Cette cohérence s’explique trés bien avec un mécanisme de
magnétostriction, qui est généralement cité dans les articles.

Cependant, ce modéle ne peut expliquer certaines différences récemment ob-
servées dans le comportement des fluctuations [214] : les taches de réflexion par
diffraction cohérente de rayons X des Ondes de Densité de Charge, qui sont des
satellites autour de 4k alignés selon 'axe Ox, présentent des tavelures trés visibles,
contrairement aux taches des Ondes de Densité de Spin, qui sont des satellites au-
tour de 2k; également alignés selon 'axe Oz. De plus, les taches des Ondes de
Densité de Charge présentent des défauts de phase quand on augmente les défauts
dans le chrome, tandis que les Ondes de Densité de Spin n’en présentent pas.

Pour essayer de comprendre les différences entre les fluctuations Ondes de Den-
sité de Spin et de Charge, on considére un couplage purement électronique. J’ai re-
pris, sous I'impulsion de Le Bolloc’h, le modéle de Young et Sokolov de 1978 [215],
qui explique que les Ondes de Densité de Charge sont crées par des modes har-
moniques des Ondes de Densité de Spin. Ces derniéres résultent de ’emboitement
électron-trou, tandis que les Ondes de Densité de Charge résultent de I’emboite-
ment trou-trou. Pour étre plus précis, il y une compétition entre des mécanismes
d’emboitement trou-trou direct et des mécanismes harmoniques, qui correspondent
a un emboitement trou-électron + électron-trou. Si les Ondes de Densité de Charge
sont bien des harmoniques des Ondes de Densité de Spin, cela expliquerait qu’elles
soient moins stable que ces derniéres, dont elles dépendent.

b Modéle en champ moyen

Le hamiltonien de Young et Sokolov [215] s’écrit

€4 + 1w Ag Ag
H= Ag gp — 0e + w Ao
Ag Ao gp + de + 1w

ou Ag (resp. A¢) désigne le paramétre d’ordre des Ondes de Densité de Spin (resp.
de Charge), ¢, est 'énergie de la bande d’électrons et g, celle des deux bandes de
trous. Leur dégénérescence est levée par le paramétre de, comme on va l'expliquer
plus loin.

J’ai choisi une relation de dispersion linéarisée. Partant de la surface de Fermi
Fig. 1, qui est observée expérimentalement, on obtient un modéle de prisme :
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ky

Ky

FIGURE 2 — Dispersion linéarisée en fonction de k, qui est défini dans le plan Ozy.
L’axe 0z est ici I’énergie.
Dans ce modeéle, I'énergie des électrons s’écrit

£a(k) ka

€q s

—1—

et celle des trous (on utilise + pour la poche situé autour de +7)

(k)

ka T 7
(1 —s)

avec e, I’énergie minimale des électrons et ¢, celle des trous (& la pointe des prismes),
k = k; + k, sur la face en haut a droite des prismes correspondant a la premiére

bissectrice (k = —k, + k, pour la seconde bissectrice, k = —k, — k, pour la troisiéme
et k = k, — k, pour la derniére), enfin s €]0, 1] la mesure relative des poches. On
trouve e, = —seg et ¢, = (1 — s)eg, ol eg = €, — ¢, est la différence d’énergie

maximale. On a, par la suite, utilisé la valeur mesurée expérimentalement s ~ 8/21.

Bien stir, la pointe des prismes devrait, en toute rigueur, étre remplacée par
une courbe sinusoidale bidimensionnelle, mais le nombre d’états diminue fortement
lorsqu’on approche la pointe, de sorte qu’on ne commet pas une grosse erreur,
si on les intégre. De plus, les états qu'on trouve loin de la surface de Fermi, si on
prenait une dispersion plus réaliste, sont trés loin de ’'emboitement, et ne participent
pas aux mécanismes Onde de Densité de Spin ni de Charge, c’est pourquoi cette
dispersion linéarisée est bien légitime.

Le paramétre de est lié a la distorsion 0 du vecteur de Fermi. Si on représente
les vecteurs de l'espace réciproque sous la forme (e(ky, ky), ks, ky), & rapprocher
des quadri-vecteurs habituels, auxquels j’ai retiré la composante k. inutile ici, les
vecteurs d’emboitement électron-trou s’écrivent (je choisis les faces correspondant
a la premiére bissectrice et la poche de trous située dans la zone z > 0)

T
(g(k:f + kx? ky)a k:f + kx’ ky) - (E(kl" ky)’ kl" ky) = (vf(g(l - 5) - 2]{:)7 k:fao)

avec ky = (2 —6), k = k; + k, varie de 0 a sa/7 et ¢y = vym/a. En égalisant la
différence d’énergies obtenue a &, — e, — de, oul les énergies ¢, et €, sont calculées
sans distorsion (auquel cas on aurait de = 0 dans H), on trouve de = ey0.

Si on refait le calcul avec 'emboitement trou-trou, on trouve bien le méme
résultat. Dans I'article initial de Young et Sokolov [215], le couplage Onde de Densité
de Charge est calculé par perturbation et de est un parameétre ad hoc, qui assure
la non divergence des quantités calculées. Au contraire, j’ai fait des calculs exacts,
qui, non seulement ne divergent pas quand de = 0, mais se simplifient fortement.
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¢ Equations du gap couplées

On résout, de facon similaire a ’étude des phases supraconductrices,

Ea AS AS 9a gjs gjs 1 O 0
AS Ep — de AC 3‘2 95 3:0 = 0 1 0 s
As Ac  gi+de) \FT FI G, 0 0 1

puis on moyenne F, et F,. en sommant sur les fréquences de Matsubara, ce qui donne
les deux équations du gap couplées :

i _ Jdl{: dk ((Eb — Xo + 605 — Ac) tanh(;—%) (61, — T + 605 — Ac) tanh(é"“—%)
gs Y 2(1’0 — 1’1)(370 — 1’2) 2(370 — .Tl)(.l’z — .I‘l)
(ep — g + €90 — Ag) tanh(%)) 1)
2(370 — Ig)(l’l — .I‘Q)
1 _ Jdk ik ((ea — xg — A%/A¢) tanh(3%) . (eq — 21 — A%/A¢) tanh(2k)
gc Y 2(.’170—.’171)(1’0 —.TQ) 2(370 —SL’l)(.TQ —l’1>

(2)

_|_

(g0 — my — AZ/AC) tanh(f—%))
2(xg — x9) (21 — a)

ol xg, T1 et xo sont les trois zéros de det(H) :

2 Arccos(sm) | + 2¢y

Ty = =8qCOos
° = 3% 3 3

2 Arccos(sm) + 2w €q + 2€
Ty = =SqCos

3 3 3

2 Arccos(sm) + 4w €q + 2€
To = gsq CoS 3 + 3

enfin s¢ = \/(Ea —ep)? + 3(8%e2 + 2A% + AZ)
et sg’sm = (g4 —&p)((ea —p)® — 9(6%e) + AZ)) + 9AZ(s, — & + 3A¢) .

On notera, de fagon similaire au cas supraconducteur, Ig le terme de droite de (1)
et Io celui de droite de (2).

Pour intégrer proprement & deux dimensions { dk,dk,, il faut calculer la dégéné-
rescence le long des bords de prisme, qui s’écrit 4 Sfﬂ V2 (k—0)dk dans le cas couplé
(c’est a dire quand Ag # 0 et A¢ # 0 simultanément), 4 So%r v/2kdk pour les Ondes
de Densité de Spin (quand A, = 0; dans ce cas, &, + egd s’écrit e, + eg|d — k| et non

(1—s)m
ep+eg(d—k)) et 4§, +/2(k—)dk pour les Ondes de Densité de Charge (quand
(As = 0). Dans le cas mixte, c’est la poche d’électron, plus petite (s = 8/21) qui

impose toujours la dégénérescence.

d Calcul des énergies libres

Il y a une grande différence entre la recherche de la phase de coexistence supra-
conductrice, que j’ai présentée précédemment, et I’étude des ondes de densité dans
le chrome. Dans ce dernier systéme, la coexistence est observée expérimentalement
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a toutes les températures. Il faut choisir les constantes de facon a ce que la phase
de coexistence soit donc toujours celle d’énergie libre la plus basse.

Une autre différence est que les solutions de gs/s = gcle forment ici des courbes
le plus souvent ouvertes, alors qu’elles sont toujours fermées pour la supraconducti-
vité. Je présente ici une représentation intégrale, en fonction des paramétres d’ordre
et non plus des couplages, que j’ai développée récemment et que je pourrai égale-
ment utiliser en supraconductivité. Je note Ax = h(Ag); la fonction implicite h
n’est une application bijective que lorsqu’on restreint son domaine de définition et
son espace d’arrivée sur des segments limités; on l'utilisera toujours sur de tels
domaines.

La constante des interactions Onde de Densité de Spin est toujours négative,
gs < 0, tandis que pour les interactions Onde de Densité de Charge, go < 0 pour
toutes les familles de solutions, sauf pour une vallée ot go > 0. On écrit

0 AS ? / 0 72
gs \ Ys gs

On fait le changement de variable g5 — Ag, en notant fs(Ag) = gs. Il vient

0 AS 2
AF, =f ( ) FL(AS)A
ODS fé_l)(gs) fS(AS) S( S) S

et la dérivée s’écrit f§ = 1/Is — Agl/I2 avec

I
+ h/(As)—a S .

ols
[/
0Ac '

S:E

les dérivations partielles sont celles des dépendances explicites de Is(Ag, Ac). De
la méme fagon, on écrit

9c A\ 2 gc
AFopc = J (—,C> dge = f dge fé ;
0 9o 0

on a choisi la vallée ol go > 0 mais il suffirait d’écrire SSC pour traiter le cas des
autres solutions. On fait le changement de variable g, — A¢, avec fo(Ac) = g¢-
Il vient

& ge) Ac \? )
AFopc :J <7) fe(Ac)dAc
0 fe(Ac)) ¢
et la dérivée s’écrit fi, = 1/Ic — Acl},/I% avec
o 1 Al

-
¢~ A0 T W(Bo)hs

les dérivations partielles sont celles des dépendances explicites de Io(Ag, A¢). Les
fonctions fs et fo sont liées et peuvent s’exprimer I'une en fonction de 'autre, de
h et du rapport gc/gs assumé comme un parameétre fixe du modéle, mais on n’aura

107



Chapitre D. Perspectives

pas besoin d’expliciter ces expressions. On utilise ’astuce suivante, en commencant
par écrire la somme explicitement :

AF = AFops + AFopc

(=1)
(9¢c)
0 ols oI, dAg Je ole ol dAg
AF=|(1s— A s dA I — A dA
Jf((i(gs) S(FAs T Fhg ahg s T fo< o~ BelEas T aagans A
S
D (ge)
0 ol ol Je ol ol
AF = J(IS — As— — Ac—)dAS + J (IC — Ac— — As—)dAC (3)
e A oAs . A A

ol on a échangé les termes contenant h ou 1/h de fagon & éliminer h.
Il reste une derniére prescription importante : comme on a perdu les variables
gs et gi, on doit les récupérer, a l'aide des formules

1 1
gs = gc—l.c-

Is
Au fur et & mesure qu’on calcule les intégrales (3), on calcule les constantes gs et
gc associées, de fagon a obtenir des cartes (gg, AF) (on a éliminé go a laide du
rapport go/gs). Les choses s’éclairent alors enfin, si on juxtapose toutes ces cartes
sur une figure unique en fonction de gg : chaque morceau de courbe bijectif de h
contribue & un morceau de courbe partielle, et on doit rattacher ces morceaux, de
fagon a suivre une carte univoque quand |gs| augmente & partir de zéro.
Il viendra peut-étre des prescriptions analogues a celle que j’ai démontrée pour
I’étude de la phase de coexistence supraconductrice.

2 Phase de coexistence supraconductrice

Comme je I'ai déja écrit, de nombreuses généralisations sont possibles, pour
le calcul de cette phase de coexistence. Une premiére étape, relativement simple,
consisterait & reprendre ces calculs en modifiant les symétries simplificatrices des
parameétres d’ordre. En effet, si le groupe de symétrie authentique associé a un
paramétre d’ordre est bien déterminé, j’ai di, pour simplifier la matrice représentant
le hamiltonien, rajouter des hypothéses simplificatrices, notamment concernant les
relations entre A, (0) et A, (7) (pour o = s,t) les valeurs d'un paramétre calculées
sur les bandes 0 et 7.

D’ailleurs, les relations que j’ai adoptée et qui ont I’avantage d’étre plus simples,
ne sont pas cohérentes : par exemple, on a la méme symétrie pour les couplages
singulet et triplet. Cela dit, rien n’est démontré, tant qu’on n’a pas exploité une
hypothése jusqu’au bout. La méthode revient & un classique essai/erreur, sauf que
chaque essai peut nécessiter une ou plusieurs années.

Il est possible d’ailleurs que ces généralisations simples ne donnent rien. Il fau-
drait, dans ce cas, inclure séparément des paramétres A, (0) et A, (), autrement dit
quatre parameétres d’ordre indépendants, et inventer une facon de résoudre quatre
équations du gap couplées.
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Par ailleurs, j’aimerais tester le terme de couplage orbital supplémentaire que
j’ai introduit. Les premiers tests que j’ai effectués semblent indiquer qu’on ne peut
omettre le terme Zeeman. Les matrices sont deux fois plus grandes, mais le probléme
est conceptuellement inchangé, et j’ai constaté, sur des essais, qu’il reste soluble.
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Deuxiéme partie

Barriére de Coulomb a une
dimension
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A Généralités

1  Introduction

Il s’agit d’une équation aux valeurs propres associée au potentiel de Coulomb
V(z) = #Zm, q et ¢ ¢tant les charges des particules en interaction. A trois di-
mensions, ce probléme est celui de 'atome d’hydrogéne et a été résolu depuis le
début du vingtiéme siécle [216]. A une dimension, la discontinuité & I'origine pose
un probléme extrémement difficile et a donné lieu & un nombre assez étonnant de
publications erronées, ce qui, d'un point de vue épistémologique, est peut-étre I'in-
térét majeur de ce probléme. J’ai démontré récemment que les solutions définitives
de ce probléme n’apportent aucun résultat nouveau, contrairement a ce que j’ai
cru découvrir tout d’abord [8]. Bien que j’ai mené mes derniers calculs seul, par
I’analyse locale des équations différentielles, j’ai profité récemment de l'aide d’un
mathématicien, spécialiste des extensions auto-adjointes.

I ne faut pas confondre ce probléme avec le potentiel V' (z) o |z|, auquel je ne
m’intéresserai pas. Par contre, mon travail permet de revisiter certains aspects, pas
toujours trés bien expliqués, du probléme a trois dimensions.

2 Notions préalables

a Equation différentielle

L’équation de Schrodinger, ou plutot 1’équation aux valeurs propres Hy = Fo,
s’écrit
h2 d2 © q q/

———(x) +

2m dx?

x) = Eo(z
() = B(a)
ot m est la masse des particules et E I’énergie associée a la fonction d’onde |¢). On
utilisera plutot 1’équation équivalente

d*p A

— 2 (@) + () = ep(z) (1)

|z

_ 2mqq __ 2mE L 4 . 94z : ) :

avec A = ;1L et e = ==, En général, je ne m’intéresserai qu’au cas du potentiel
{o)

attractif gq¢ < 0 <= X < 0 mais une partie des résultats est valable dans tous les

cas, ce que je m’efforcerai de préciser, le cas échéant.
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b Equivalence de ’équation radiale de I’atome d’hydrogéne

Il est connu [8] que (1) est équivalente a I’équation radiale & trois dimensions
H,¢ = E¢ pour un moment [ = 0, ou ¥ = ¢(r)Y;,(0,¢) est la solution a trois
dimensions de H¥ = EV, Y}, sont les harmoniques sphériques et (r, 0, ¢) les coor-
données sphériques usuelles. Plus précisément, les solutions sont reliées par I'équa-
tion

p(r) =ro(r) . (2)

¢ Raccordement en £ =0

On considére e donné. Si on restreint (1) sur R% ou sur R*, on élimine la
divergence en 0 et on peut appliquer le théoréme de Cauchy, qui assure I'existence
des solutions. Plus précisément, comme 1’équation différentielle est d’ordre deux, les
solutions forment un espace vectoriel d’ordre 2.

On a donc la situation suivante : on peut définir deux solutions indépendantes
o1 (x) et @3 (x) sur R* | et de méme ¢ (x) et @5 (x) sur R* ; par linéarité de (1)
toute solution ¢ (associé a e) s’écrit

Aol (x) + Agps () siz>0;
a1py (z) +aspy (x) six <O0.

o) - |

I ne reste plus qu’a raccorder la solution définie sur R* et celle définie sur R*
pour résoudre (1), mais toute la difficulté réside ici. (1) est une équation physique,
donc valable sur tout R y compris en x = 0. Donc, non seulement les solutions
physiques ¢ doivent étre prolongeable par continuité en 0% et 0~ de sorte qu’on
peut définir

+ _ .
p(07) = lim p(e)
et p(07) = lim p(—e)
ainsi que
. 2¢) — 2p(€) + ¢(07)
" 0+ — 1 90(
14 ( ) 5—1>%1+ 262
e _p(—2¢) —2p(—€) + 9(07)
t (0 = 1
¢ 14 ( ) 5—1>%1+ 262 ’

mais il faudra établir des équations de raccordement entre ces limites. Le principe
qui sous-tend ces calculs est que, connaissant ¢ sur un intervalle | — ¢, 0[, on peut
la prolonger sur l'intervalle ]0, [, de la méme fagon qu’on peut prolonger, grace au
théoréme de Cauchy, de fagon unique, toute solution connu en |z — €, 2o + €[, pour
tout xy # 0, ce qu'on résume plus couramment par la donnée de (p(zo), ¢’ (o))

Si on postule ce principe de raccordement en x = 0, qu’on n’a cependant pas
démontré, cela revient & dire qu’il existe une relation linéaire entre les coefficients
(A1, As) et (aq,as), donc une matrice D telle que

()= (2) @
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comme je l'ai fait dans [8]. Ce postulat suppose la perméabilité de la barriére en
x = 0. Or, il se trouve que la barriére de Coulomb est impénétrable et imperméable
a une dimension, comme Loudon l'avait imaginé [217|. La situation est par consé-
quent exceptionnelle, et les résultats publiés sont souvent en contradiction avec les
standards de la physique quantique.

Nous allons commencer par étudier les propriétés de ce systéme a travers une
partie de cette littérature.
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I3 Historique

Il est impossible de retracer tous les articles portant, peu ou prou, sur ce sujet.
Mentionons tout d’abord le travail de Fischer, Leschke et Mueller [218], qui donne
une méthode mathématique pour résoudre ce probléme en toute généralité. Je vais
en donner les principales références, en insistant sur les résultats, avérés ou non, les
plus importants de ces articles.

1  Article de Loudon

Selon [219], la premiére référence au probléme unidimensionnel est de 1928 [220)]
mais le premier article historiquement reconnu est celui de Loudon [217]| en 1959.

Les solutions intégrables, donc du spectre li¢, obtenues par Loudon sont des
combinaisons paires ou impaires des fonctions ¢F définies par

+(y) {xgbn(x) si £ >0; (1a)

0 sinon.

ou ¢, est la partie radiale des solutions tridimensionnelles, n étant le numéro des
niveaux de Rydberg. A un facteur de normalisation pres [8],

On(r) = re_kTL;(ri) , (1b)

ol k = +/|e| est le vecteur d’onde et L, le polyndéme de Laguerre d’ordre n € N*.
Ce sont les solutions que j’appelle réguliéres.

a Propriété des fonctions d’onde

Rappelons quelques résultats sur les solutions propres d’une équation de Schro-
dinger, pour situer le travail de Loudon dans son contexte.

a Dégénérescence

On peut démontrer, pour un potentiel ordinaire, que les fonctions d’onde a une
dimension sont non dégénérées. Notons d’abord qu’il existe toujours une solution
divergente quand x — 40o0 et une autre divergente quand x — —oo.

Si (3) est vérifiée, les solutions (convergentes ou divergentes) définies sur R
forment un espace vectoriel de dimension 2. Notons ¢ € L*(R*) une solution non
divergente en +o et p_ € L?(R*) une solution non divergente en —oo (je n’ai pas
besoin de supposer leur existence, dans le cas contraire, la discussion suivante de-
vient triviale, mais elles sont toujours uniques a un facteur pres, d’aprés la remarque
précédente).
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De deux choses 1'une, soit ¢, se raccorde exactement avec ¢_ : dans ce cas,
cette solution engendre 1'espace, de dimension 1, des solutions € L?(R) ; soit, il n’y
a aucune solution non divergente définie sur tout R, I'espace des solutions est de
dimension 0. Ceci prouve que la solution est non dégénérée.

Cependant, si la barriére est imperméable, comme on vérifiera que c’est le cas du
potentiel de Coulomb, (3) n’est pas valable et il est possible de faire des combinaisons
arbitraires de ¢, et ¢_. C’est également ce qu’affirme Loudon.

3 Parité

Loudon considére plus particulierement les solutions réelles paire et impaire ¢
et ¢_. En effet, I’équation différentielle est réelle et posseéde des solutions réelles.
De plus, la continuité de la densité de probabilité p(x) = |¢(x)|* impose, comme
on le verra, |p,(0%)] = |¢4(07)|. Dans ces conditions, ¢, (0%) = +¢p,(07) et les
solutions sont effectivement paires ou impaires.

b Solution d’énergie infinie

Une innovation majeure de Loudon est 'introduction d'un état d’énergie —oo,
qui serait donc I’état fondamental, et qui serait, a la différence des autres, non
dégénéré.

On verra que cet état a pour fonction d’onde non normalisée e~ en coordonnée
u = kx adimensionnée. Cependant, non seulement cet état n’est pas couplé avec le
reste des états, mais sa norme est nulle : il est incorrect de le considérer.

Dans un article ultérieur [221], Loudon reprend cette erreur pour Ianalyse d'une
particule chargée dans un champ magnétique intense. Ce dernier résultat a été repris
dans la version originale [211] du livre de Landau et Lifshitz de physique statistique.
D’autres auteurs, y compris dans des publications récentes, ont continué a citer cet
état d’énergie —oo, bien qu'il ait été dénoncé relativement tot par Andrews (43|
(voir plus loin).

c Potentiel tronqué

Loudon inaugure également une autre voie : le remplacement du potentiel de
Coulomb par un potentiel moins divergent. En 'occurrence, il a utilisé

qaq
Vlz) = dres(|x| + €)
(avec mes propres notations). L’idée est de faire tendre ¢ — 0 pour calculer le spectre
de V = V4. Cependant, on n’est pas assuré de la continuité des valeurs propres. En
I'occurrence, comme prouvé ensuite par Gesztesy [222|, voir plus loin, le spectre
discret évolue de fagon continue mais certaines valeurs propres disparaissent a la
limite.

Dans [8], nous avons choisi un potentiel identique a V(z) pour |z| = € et nul
sinon. La démarche est analogue. Tous ces potentiels apportent cependant une autre
complication, car ils sont discontinus, cf. plus loin Gordeyev [223]. C’est pourquoi
j’ai choisi dans [224] un potentiel tronqué continu

qq
Viir) = ——— .
(z) Are 1% + €2
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2 Article de Haines et Roberts

L’article de Haines et al [42] n’apporte pas d’'innovation majeure a [216]. Il a le
mérite d’étudier le spectre lié continu.

a Le spectre lié continu

Il existe un ensemble continu de solutions convergentes dans le spectre lié¢ calculé
dans [216]. Plus précisément, si on se restreint a la demi-droite R, il existe une
solution convergente ¢¢(k,.) de (1) pour tout k = /—e et e < 0. Avec mes
notations,

bre(k,z) = V=X kae_ka(l + %,2, 2k:x)/norm<%> (2a)

avec
_ oy V1 =2u+2u2/(1 2b
norm(u)—m —2u+2u*Y(1+u) (2b)

ou | | est la partie entiére par valeur inférieure, U la fonction hypergéométrique
confluente logarithmique de Kummer, I" la fonction gamma usuelle (I'(n + 1) = n!)
et ¢ la fonction digamma.
Quand e = % (le spectre de Rydberg), avec n € N*, on trouve les solutions
réguliéres ¢,, définies avec un polynéme de Laguerre par (1a).
L’existence de ce spectre continu est non seulement contraire au mécanisme
usuel de quantification mais, j’y reviendrai plus loin, la relation de fermeture y est

difficile a définir.
b Solutions définies sur R

Haines a imaginé que le spectre physique était effectivement continu. Malgré les
difficultés conceptuelles que j’ai mentionnées, son étude était légitime.

Toutefois, pour raccorder les solutions, Haines a choisi comme conditions initiales
définissant la solution compléte sur R les deux conditions définies en +o0 et —o0,
qui assurent la non divergence des fonctions d’onde.

Chacune de ces deux conditions assure l'existence d’une solution sur les deux
demi-droites R, et R_ mais les deux solutions ainsi définies ne le sont qu’a un facteur
pres. Or, cette juxtaposition des deux conditions initiales n’assure absolument pas
I'existence d’une solution sur R, qui est trés mal définie puisque le raccordement
en r = 0 n’est pas défini. Cette maladresse ne doit pas masquer l'intérét qu’il y
a & considérer le spectre continu dans son ensemble, sans toutefois s’affranchir des
difficultés que cela comporte.

3  Article de Andrews

Andrews apporte deux éléments majeurs. Tout d’abord, il critique les solutions
précédentes, que je viens de décrire. Ensuite, il prétend avoir résolu le calcul de la
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transmission par la barriére de Coulomb (probléme défini sur le spectre libre, que
le potentiel soit attractif ou répulsif).

a Critique de Loudon et Haines

Du travail de Loudon, Haines critique I’état fondamental d’énergie —oo. Il donne
des arguments assez différents des miens, mais nos conclusions sont identiques.

Du travail de Haines, Andrews critique sévérement le spectre continu. Notam-
ment, il pointe la non orthonormalité des solutions, qui n’a pas été relevée par
Haines. C’est tout le probléme de la non symétrie de J, sur laquelle je reviendrai
abondamment.

b Diffusion par une barriére de Coulomb

A I’époque, plusieurs théoriciens considéraient que la barriére était impénétrable
aux ondes (& ne pas confondre avec sa perméabilité éventuelle, qui se définit avec
des états liés).

Andrews prétend avoir résolu ce probléme et conclut que la transmission T
est nulle. D’autres auteurs ont ensuite réexaminé ce probléme, en annongant des
résultats moins tranchés, cf. [225] que j’examine plus loin.

Par une analyse locale, dont j’expliquerai les faiblesses et avantages, je suis arrivé
dans [8] & la méme conclusion qu’Andrews. La comparaison entre ma démonstra-
tion, qui s’étend sur seize pages, si on inclut les annexes concernées, et la sienne,
qui fait moins d’une demi page, ne doit pas masquer une critique qu’on doit au
travail d’Andrews : ce dernier s’appuie sur un théoréme inapplicable dans le cas du
potentiel de Coulomb ; il ne cache pas cet inconvénient, mais affirme qu’il s’étend
« facilement », sans aucune démonstration.

Andrews se place dans le contexte des extensions auto-adjointes d’'un hamilto-
nien, que je vais maintenant examiner.

4 Article de Gesztesy

a Extensions auto-adjointes

L’article de Gesztesy ouvre une toute nouvelle voie, qui sera suivie par les ma-
thématiciens, ’analyse en terme des extensions auto-adjointes du potentiel.
a Le potentiel de Coulomb n’est pas symétrique

D’une part, H n’est pas symétrique [226], c’est a dire qu’il existe des états

6(k1, ) et [6(kz, )) tels que
| o BT Tt ) = otk ot )y # 0.

Je lai prouvé dans [8] pour les solutions anormales. Je présente plus loin une dé-

monstration plus astucieuse.

De tels opérateurs sont trés peu étudiés par les mathématiciens car aucun ré-
sultat général ne permet d’analyser leur spectre.

120



5. Article de Gordeyev

B Le potentiel de Coulomb n’est pas auto-adjoint

Méme si on restreint H sur un domaine D ou il est symétrique, il n’est pas
auto-adjoint. En effet, le domaine D* sur lequel H*, son dual, est défini, est plus
grand que D.

Dans une telle situation, il convient de chercher les extensions auto-adjointes
de l'opérateur. En pratique, cela revient a définir 3 sur un domaine plus large
D tel que D* = D. On peut penser a l'espace de Schwartz 8’ des distributions
tempérées, qui est une extension de L?(R), valable pour de nombreux opérateurs,
pour comprendre ce mécanisme d’extension.

~ Condition de Dirichlet

Gesztesy a restreint le domaine des solutions de (1) en utilisant la condition de
Dirichlet :

@) = 0. (3)

Dans ce domaine, H est symétrique, et Gesztesy a vérifié que les extensions auto-
adjointes redonne exactement les états réguliers, aux énergies de Rydberg.

b Etude du potentiel tronqué

Gesztesy a repris le potentiel V. utilisé par Loudon. Ce qu’il montre est tres
intéressant : I’énergie du fondamental tend vers —oo quand € — 0 mais cette solution
disparait a la limite quand ¢ = 0. Gesztesy confirme l'invalidité de la solution
d’énergie —oo.

5 Article de Gordeyev

Je ne peux pas citer toutes les méthodes imaginées par les mathématiciens
pour aborder ce probléme. La méthode intégrale développée dans [223| dépasse
mes propres compétences. Les auteurs utilisent une représentation intégrale, définie
dans le plan complexe, des solutions. Dans ce cadre, ils montrent que seules sub-
sistent les solutions régulieres, dont la méme représentation intégrale est par ailleurs
connue [227].

Bien qu’ils utilisent, comme moi, ’analyse locale des solutions, et aboutissent
aux meémes conclusions, certains aspects de leur travail me semblent critiquables.
En gros, leur méthode consiste a chercher un hamiltonien auto-adjoint en ajoutant
un terme local §V (une combinaison de distributions localisées §, &', etc.), dont la
détermination se substitue a des conditions aux bords spécifiques.

J’ai personnellement essayé de suivre cette voie, mais certaines déterminations
restent toujours ambigués et arbitraires, qui la disqualifient, malgré 1’élégance de
certaines écritures, pour la recherche d'une extension auto-adjointe de H. Elle se
compare défavorablement au travail de Gesztesy.

a Non exhaustivité

Les auteurs font plusieurs hypothéses, pour des raisons qu’on pourrait qualifier
d’esthétiques, c’est a dire qu’elles sont vraisemblables mais non démontrées.
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a Continuité de la dérivée

Dans [223], les auteurs affirment que la dérivée des fonctions d’onde est continue
en x = 0. Or, bien que tres élégante, leur démonstration ne résiste pas a un examen
approfondi. Ils passent (comme certains auteurs) sans précautions des fonctions
ordinaires de L?(R) & celui des distributions de 8'(R).

Il est facile de démasquer I'erreur a posteriori. En effet, leur résultat final prouve,
comme on le verra plus tard, que la barriére est imperméable, et en particulier qu’on
peut multiplier arbitrairement toute fonction d’onde par ©, la fonction de Heaviside
déja définie a la partie II, ce qui est contradictoire avec la continuité affirmée.

B Continuité de la fonction

Les auteurs choisissent une fonctions auxiliaire f(x) = |z|, qui semble adaptée.
Il en résulte cependant une indétermination en x = 0, qu’ils passent avec le méme
formalisme avec lequel ils invoquent la continuité. Ils imposent la condition supplé-
mentaire sign(0) = 0. Cela revient tout simplement & considérer que les fonctions
d’ondes sont continues en z = 0.

b Calculs semi-classiques

Dans [223], les auteurs traitent des précautions et modalités particuliéres qu’il
faut adopter pour traiter la barriére coulombienne de fagon semi-classique.

a Approximation WKB

Dans [8], nous avons, parallélement au calcul exact, poursuivi un calcul utilisant
Papproximation WKB. C’est un travail que Y. Avishai, justement spécialiste de cette
approximation, a plus particuliérement mené. Pour le probléme de la transmission
T, le calcul sans précautions donne :

1

= amem) W

ou le parameétre n = A/(2k) sera défini plus loin. Nous nous somme apercu plus
tard que cette solution était incorrecte, parce que les conditions d’application de
I’approximation WKB sont violées.

Ceci est bien expliqué dans [8] mais nous aurions eu un grand bénéfice a lire
plus tot l'article de Gordeyev.

B Approximation supplémentaire

Gordeyev montre une relation supplémentaire

Tm

Tom 1
J pdr ~ —2V2me?x + §J pdx

X —ZTm

qui permet d’utiliser 'approximation WKB et de retrouver les résultats standard.
Il faudrait toutefois poursuivre ces calculs, qui ne sont fait que pour le spectre lié.
Ce serait une trés bonne confirmation du résultat T = 0. C’est aussi la raison pour
laquelle j’ai distingué ce travail parmi tous ceux qui ont été proposés.
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c Potentiel tronqué

Gordeyev et al reviennent sur le choix du potentiel tronqué. Comme je ’ai déja
fait remarqué, ils dénoncent le choix de Loudon (ainsi que d’autres) comme pouvant
conduire & des anomalies® en z = 0 & cause de la discontinuité de |z|.

6 Article de Mineev

Le travail de Mineev [225] m’a beaucoup inspiré, quoiqu’il ne soit pas réellement
connu. L’auteur se préoccupe de trouver une extension auto-adjointe de H, mais
suit la voie de Gordeyev et non celle de Gesztesy. Il utilise une analyse locale fondée
notamment sur les comportements & 'origine et a I'infini des solutions. Il a malen-
contreusement commis une erreur sur leur comportement en —oo, en présupposant
qu’il était symétrique? du comportement en +oo.

Comme dans [223], il trouve plusieurs extensions correspondant a différents
termes §V. Pour I'une d’entre elles, il trouve?® I'expression (4) de T.

7  Article de Oliveira et Verri

Deux articles [219,226] reprennent et complétent ’analyse de Gesztesy. Je citerai
le plus ancien ultérieurement, et m’attache ici a ’article de Oliveira et al.

a Extensions auto-adjointes

Les extensions auto-adjointes peuvent étre classées par un paramétre, qui définit
souvent un groupe, par exemple SU(1), SU(2), etc.

Ces extensions correspondent & des conditions aux bords supplémentaires, qui
doivent étre choisies afin de rendre 'opérateur auto-adjoint. Ces conditions peuvent
avoir leur reflet dans le monde physique et ces recherches un sens physique profond.

o Wronskien
On notera, en mélant et détournant les notations de [226] et [219],

W (1, 02) = @1(07)@5(0%) — @1 (07 )2 (0F) — @1 (07)h(07) 4+ ¢ (07 )2 (07) .

Comme il a été déja établi [8,219], ainsi qu’on le remontrera plus loin, on a, pour
les états du spectre lié,

{p1lpa) — (palw1) = W1, p2) - (5)

Bien entendu, il faut modifier ’expression de W pour le cas tridimensionnel.

1. Ils utilisent intensivement le langage des distributions, selon lequel des contributions sup-
plémentaires interviennent quand on dérive le potentiel V..

2. Le rapport d’échelle est inversé entre les comportements en z = 0 et ceux a U'infini, c’est &
dire que ©(07)/p(07) = ¢(—0)/p(+00) alors que Mineev a écrit qu’il était identique [8].

3. J’ai mis longtemps a découvrir l'erreur, qui découle du mauvais comportement & l'infini. Il
se trouve que j’'ai commis la méme erreur sur ce comportement et qu’Avishai avait trouvé la méme
expression par I’approximation WKB.
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Chapitre B. Historique

B Symétrie
Dans [8], il est démontré que W (1, ¢2) # 0 pour ¢ et ¢y des solutions anor-
males. Ce résultat est aussi implicitement dans [226], sans démonstration toutefois.
Les mathématiciens imposent donc la condition restrictive W (py,¢2) = 0, ce
qui restreint le domaine D sur lequel définir H. On notera Hyp la restriction de H
sur ce domaine. Hyp est donc symétrique.

Pour le probléme de Coulomb, Oliveira et al définissent préalablement H dans
& = L*R*)JL*(R*) = L*(R*). Le domaine D est le sous-ensemble de & on

W(p,¢) =0V, ¢eD.

~ Extension auto-adjointe

Il existe toujours des extensions auto-adjointes d'un opérateur symétrique. Il est
possible de les déterminer exhaustivement. Plutot que la théorie de Von Neuman,
difficile & appliquer, est apparue une méthode développée par Bruck [228] et Ko-
chubei [229], qui permet facilement leur classification. C’est cette derniére qui est
utilisée dans [219]. Les extensions auto-adjointes sont définies par la condition de

continuité : - (gggig) _ i+ ) <£E8f;> 7 (6)

u u
5(0%) = li (=) £ 2np(=—)1
p(0%) = lim <90(2?7)_ ne(s) HU)

ou

est la régularisation au sens de Hadamard de la dérivée* et U est un opérateur
unitaire.

On pourrait en déduire que les extensions auto-adjointes sont classées par l’en-
semble des opérateurs U possibles, soit SU(2). Cependant, Gordeyev [223] affirme
qu’il est faux de croire que la paramétrisation des extensions se fait dans SU(2). On
peut également citer [226], ou les auteurs utilisent exactement la méme méthode
que dans [219] mais ne conservent que les solutions réguliéres.

b Cas tridimensionnel

Une autre particularité de [219] est I’étude des cas bi- et tridimensionnel. Je
reviendrai plus loin sur ce dernier, sur lequel j’ai justement prouvé, d’une fagon
me semble-t-il plus convaincante que les arguments usuels, la validité des solutions
standard.

Les auteurs montrent un résultat passionnant : d’une part, le potentiel de Cou-
lomb ne pose, a trois dimensions, aucune difficulté de résolution globale (en d’autres
termes, il est symétrique), mais d’autre part, 1’étude des solutions définies sur
L?(R3*) conduit aux mémes complications qu’a une dimension.

4. Cette détermination du terme divergent en logarithme est un des points forts de [219].
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C  Solution du probléme de
Coulomb 1d

Je vais présenter mes propres travaux, que j’ai entiérement réordonné par théme,
sans respecter leur chronologie. En particulier, le statut des états anormaux, tel
qu’expliqué dans [8] a été entierement modifié.

1 Equation aux valeurs propres

a Equations adimensionnées

L’équation (1) peut s’écrire avec la variable adimensionnée u = kx. On définit,
comme dans [8], n = A/(2k), qui est négatif si le potentiel est attractif. Dans ce
cas, 1 décrit R_ pour le spectre libre et s’identifie & —n pour les états quantifiés de
Rydberg. Quand e > 0, on obtient I’équation des états libres

o) w2 p) = o). e R 0
du? [ul ’ ’

quand e < 0, si A > 0 (potentiel répulsif), il n’y a pas d’états liés; par contre, si
A < 0 (potentiel attractif), on obtient ’équation des états liés

d*p

—— (W) +270(w) = —p(u), ueR”. @)

Jul

b Divergence du potentiel de Coulomb

A trois dimensions, V(r) diverge quand r — 0 mais {y, V(r)r’drsin 0dfdy
converge. Si on considére les solutions les plus divergentes a l'origine, leur partie

radiale se comporte comme
1
r)~ —
8(r) ~ -

de sorte que §y, [¢(r) 2V (r)r?dr sin 0d0dy diverge.
A une dimension, au contraire {, V(z)dz diverge. D’aprés (2), ¢(z) a une limite
finie et {, |¢(2)?V (2)dx diverge (sauf quand ¢(0) = 0).

¢ Solutions libres

Il est plus commode d’introduire les solutions analytique sur R .
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Chapitre C. Solution du probleme de Coulomb 1d

o Solutions libres sur R*

Les solutions de (1) ont été calculées par Yost et al [8,216]. Si on réduit 'en-
semble de départ a R, on trouve les fonctions d’onde F,, dites de Coulomb et les
solutions singulieéres G, :

F,(v) = Cyue ™M(1—in,2,2iu) ;

Gy(u) = §R<2n%(_M)U(l—ﬁn,2,2ﬁu)>
n
we T (—in)

2n U1 —in, 2, 2iu) — i(=1 + 7 + 2u,)) F (u)/C2 |

Cy
avec M la fonction hypergéométrique confluente réguliere de Kummer,

_mm ™ .
C,=e 2 m et ¢, =01 —-1n)) .

, . ., L. 2 .
Les énergies e associées s’écrivent e = 4/\?. Le spectre est continu et vaut [0, oo].

B Solutions libres sur R*

Les solutions sur R* sont ' F_, et G_,,.

L’équation (1) étant invariante par transposition u — —u, ﬁn et én sont égale-
ment solutions sur R*. Il existe donc deux combinaisons linéaires telles que

Fy(mu) = aF,(u) + BGy(u) ;
et  Gp(—u) = cF_,(u)+dG_,(u) .

Dans [8], j’ai choisi la base formée par les fonctions F_, et G_,, comme dans
[225]. Le spectre est identique a celui des fonctions définies sur R*.
~ Solutions libres sur R

Il suffit de recoller les solutions sur R* et R* pour trouver les solutions sur R*.
Comme dans [8], on peut écrire, en toute généralité

AF,(u) + B G, (u) our u > 0;
plu.m) = {aF_n(u) +bG_,(u) gour u<0. (3)

ol on ne se préoccupe pas, pour l'instant, de la norme des états, car cela nécessite
d’examiner leur orthonormalisation au sens large, qui sera étudiée plus loin. Le
spectre est continu et vaut [0, o0|.

6 Divergences

On peut distinguer les solutions selon leur comportement, ce qui justifie le choix
de la base choisie par Yost [216].

1. I1 y a toutefois une petite subtilité : G_, n’est pas réelle, il faut ajouter un terme pro-
portionnel & F_, pour supprimer sa partie imaginaire. L’équation différentielle (1) étant réelle
et admettant des solutions réelles, il est important d’un point de vue théorique de trouver ces
solutions mais, en pratique, cette partie imaginaire n’est pas génante, et nous ’oublierons par la
suite. On trouvera les calculs précis dans [8].
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1. Equation aux valeurs propres

Aucune fonction ne diverge en x = 0, elles sont toutes bornées, avec un com-
portement oscillatoire en +00 non pas en e** majs el(ke+rmn(kz)

Par contre, les fonctions G divergent en z = 0 (tangente verticale) contraire-
ment aux fonctions Fg On peut noter un certain parallélisme avec le spectre lié,

qui est étudié ci-apreés.
d Solutions liées

On va, de nouveau, introduire les solutions analytique sur R¥.

o Solutions liées sur R*

La normalisation des états liés € L?(R*) ne pose pas de difficulté spécifique;
c’est I'occasion de préciser qu’il faut normaliser les fonctions d’onde exprimées avec
des variables dimensionnées (et non adimensionnées). Si ¢ est une solution de (2),
on pose ¢k, x) o @(25\—;), ol 22)‘—; = u est la variable adimensionnée. Les solutions
lices sont données par (2a), avec la bonne normalisation (2b). Elles forment un
spectre continu qui vaut | — oo, 0[.

Dans [8], il apparait un parallélisme entre le spectre libre et le spectre discret,
puisque les fonctions réguliéres sont reliées a la fonction hypergéométrique M régu-
liére selon une formule similaire a (2a), tandis que les fonctions anormales sont reliées
a la fonction hypergéométrique logarithmique U. Pourtant, (2a) est correcte, car,
pour les valeurs de n = —n, avec n € N*, les solutions correspondantes sont égales
(a4 une normalisation éventuelle et un signe prés) et redonnent toutes les solutions
régulieres de Rydberg ¢, de (1a) s’exprimant avec les polynémes de Laguerre. 2

B Solutions liées sur R

Contrairement aux solutions libres, on choisit comme solution sur R* les trans-
posées ¢ des solutions définies sur R* et on raccorde les solutions définies sur ces
deux demi-droites de fagon analogue a (3) pour définir une solution sur R. Cette
derniére peut éventuellement ne pas étre continue en x = 0. Ce choix est fait par
simplicité et n’aura aucune conséquence.

~ Divergences

Je ne m’intéresse ici qu’aux solutions non divergentes en —o0 et c0. Ces solutions
non divergentes & I'infini convergent toutes quand & — +00 comme e~ /5%l

Elles sont toutes bornées, aucune ne diverge en x = 0. Par contre, toutes les
dérivées ¢'(x, k) divergent quand x — 0 sauf pour les valeurs k = A\/(2n) avec
n € N* qui correspondent aux solutions régulieres de Rydberga

2. Mathématiquement, pour les autres valeurs de 7, les solutions J,, et K, de [8] sont différentes
mais ne convergent pas partout. On remarque que la base indiquée dans [8] n’est pas tout a fait
compléte puisque, pour ces valeurs remarquables 7 = —n, les deux fonctions semblent dégénérées.
Il y a plusieurs fagons de retrouver la fonction divergente manquante. D’une part, la fonction
générée par U n’est convergente que pour u > 0, autrement dit, la solution K_,(—u), écrite selon
les notations de [8], convient. On peut également ’écrire en fonction de Ei (fonction exponentielle
intégrale), de la fonction de Meijer G, etc.
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Chapitre C. Solution du probleme de Coulomb 1d

2 Inpénétrabilité

Il s’agit ici d’étudier la transmission par la barriére de Coulomb. Les résultats
sont identiques, que 1’on choisisse un potentiel attractif ou répulsif, mais le premier
cas correspond a une réflexion quantique, ainsi appelée parce que classiquement
cette barriére serait invisible, tandis qu’elle réfléchit totalement les ondes, comme
on va l’étudier.

a Matrice de diffusion

Quand une onde progresse depuis —o0, une partie est réfléchie par la barriére et
une partie transmise. De méme pour une onde qui vient de +00. On peut décrire les
propriétés de réflexion et de transmission, soit a partir d’'une matrice de transfert
T, soit & partir d'une matrice de diffusion S [9]. On calcule T en écrivant :

B —1iA be ™ —iqe™
<B+ﬁA) _‘I(be_’m+1’1ae””)' (4)
ou les coefficients A, B, a et b sont ceux définis dans (3). On peut relier T a la

matrice S , définie par
S = <TR t“)
tr, T

ot les indices font références a 1'origine des ondes (par exemple rg est le coefficient
de réflexion de l'onde provenant de +o0). Dans [8], je démontre une expression
exacte de S uniquement en fonction du coefficient de transmission T' = |tg|* = |ty |2
et de deux signes arbitraires (liés aux symétries des solutions) :
5 (T —1+iedT —T? T +iey/T — T? ) (5)
B €T +iey/T — T2 T—1+1e/T —-T?% )"

L’équation (3) indique que les solutions de I’équation de Schrédinger sont des
combinaisons des fonctions F, et G,. Il se trouve que la transmission 7" est lice
a cette décomposition : on va vérifier que seules les fonctions F,, interviennent, ce
qui correspond a 7" = 0. La relation entre la valeur de 7" et la décomposition des
ondes se propageant dans la barriére de Coulomb suit bien I'intuition, puisque les
fonctions F,, s’annulent en x = 0, contrairement aux fonctions Gj,.

Cette correspondance donne de fagon préalable plusieurs interprétations du ré-
sultat T" = 0, parce que ce sont justement les fonctions G,, qui induisent une violation
de l'orthonormalité (au sens large) et une brisure du caractére hermitien de H. On
notera par la suite Hy;, le hamiltonien restreint a 1’espace des états libres.

b Relations de continuité

On utilise les lois de conservation physique, en particulier la continuité de cer-
taines quantités physiques, pour déduire des relations de passage en z = 0, qu’on
appelle souvent, de facon abusive, relations de continuité.
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2. Inpénétrabilité

a Continuité de la probabilité

La continuité en 2 = 0 de la densité de probabilité p,(u) = |¢(u,n)[?, ou ¢ est
donnée par (3), s’écrit [8]

B=¢e ™D (6)

avec € = +1.

B Conservation du courant de probabilité

—d
La conservation du courant j(z) = —§R<]’1 (x)d—¢(x)> est équivalente & l'unitarité
x
de la matrice S, qui a déja été prise en compte dans l'expression (5).
En fin de compte, ces deux lois physiques ne permettent pas de calculer les

relations de passage et donc T'. On va utiliser des relations plus fortes.

¢ Orthonormalisation au sens large

On va d’abord s’attacher a I'orthonormalisation au sens large des états libres.

a Principe d’orthonormalisation

On vérifiera, en fin de compte, ’équivalence entre orthonormalisation des états
propres et hermiticité (plutot appelée symétrie en mathématiques) de Hy,.

Comme je lexplique dans [8], 'orthonormalité des états libres est nécessaire
d’un point de vue physique. En effet, si un état d’énergie e > 0 donnée créé par une
onde venant de I'infini n’est pas orthogonal & des états d’énergie, mettons, €’ < e et
e/ > 0, la probabilité que le systéme réfléchisse ou transmette une onde d’énergie e’
n’est pas strictement nulle. Ceci est incompatible avec la conservation de ’énergie
totale de I'univers.

Pour étre complet, ce raisonnement doit étre tenu avec des paquets d’onde,
car une onde n’est jamais strictement monochromatique; cela ne change pas ses
conclusions, d’ou

Loo O(k1, ) p(ka, x)de = 0(ky — ko) . (7)

B Condition d’orthonormalisation

On peut calculer le produit scalaire entre deux états libres en suivant les formules
de [8]; lexpression (19) de [8] prouve que, soit T'(n) est une fonction constante,
soit T € {0,1}. Ce second cas est un cas particulier du premier, car on ne peut
raisonnablement admettre que 7'(n) soit une fonction non mesurable, aussi 7'(n)
doit étre constante au moins par morceaux.

Il n’est pas possible d’obtenir plus d’information sur la valeur de T si on se
contente du comportement & I'infini. Par contre, si on est capable de mieux maitriser
un petit terme constant, qui provient d’une contribution mineure, on peut en déduire
T = 0. On va pour cela recalculer le produit scalaire par une méthode alternative.
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Chapitre C. Solution du probleme de Coulomb 1d

~ Calcul du produit scalaire
Soient deux fonctions d’onde définies sur R* , |dups (k1,.)) et |dubs (K2, .)), olt on

pose® ¢y (k, z) = p(kz, %) selon (3), on a :

decﬁlib(lﬁ, )aégb;b(k% ) =i (K2, )a;)l;b(k?l, )
0

- [nb(/ﬁ, )aghb(/@, &) —¢iin (K2, )aghb(/ﬁ, )

o+
on substitue deux fois (1), d’ou

= (k3 —k7) de Guin (K1, ) Prin (K2, ) (8)

La contribution en x = 0 du crochet est finie. Celle & l'infini peut étre calculée en
remplagant ¢ par son équivalent asymptotique (calculé dans [230] ou Eqgs. (9a) et
(9b) de [8]), et donne dans le produit scalaire, pour une onde venant de +oo,

sin((ky — k2)x) sin((ky + k2)x) cos((ky — ko)) cos((ky + ko))
A + A + B + B
Bk — ks Bk 4 ky Bk — ky Bk + ke
ce qui donne %5(/@ (e€/A/T(1 =T)+1—T)5(k1 + k2) en utilisant la diffé-

rentielle correcte dk:/ﬂ dans I mtegrale et les Eqgs. (42) de [8]. Le méme calcul pour
une onde venant de —oo donne

sin((ky — ko)) sin((ky + ko)) cos((ky — ko)) cos((ky + ko))
+ A + B + B
ki — ko Pkt ks Bk ke e

AL

qui s’¢écrit finalement 3 (ey/T'(1 — T')+€T)d(k1+ks) (le terme en §(ki —k») s’élimine).
Enfin, le calcul complet inclurait une combinaison des deux précédents. Dans ce cas,
on se retrouve dans le cas traité dans [§], qui a été résolu en utilisant un logiciel de
calcul formel (Mathematica).

On pourrait naivement conclure que ’onde venant de —oo ne s’est pas transmise,
puisque 'orthonormalisation au sens large ne donne pas 6(k; — ko) mais 0(ky + ko).
Cependant, il y a une dégénérescence k < —k dans la représentation des états, et
ces deux fonctions de Dirac sont équivalentes. De plus, on peut vérifier que le poids
total attribué a cette onde ¢ dans R% est exactement

VT —T2 + T2 =T = [t]

comme il se doit.

Ainsi, bien qu’elle soit dominante, la contribution & I'infini du crochet ne permet-
elle pas de conclure. Par contre, la contribution du terme en x = 0 se révéle plus
fructueuse. En effet, cette contribution est nulle pour les fonctions F), tandis qu’elle
vaut, pour les fonctions Gy,

k)-f—%( —H~)\)

ko 2k1 2ky

log(

état lié, tandls que dans [8], j'utilise F comme paramétre afin d’avoir une notation unifiée sur
I’ensemble du spectre.
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2. Inpénétrabilité

ou H, désigne la fonction harmonique d’ordre n. On peut noter que cette quantité
~ 1(ky — k1)/X quand k; et ks < A. Elle est strictement non nulle pour ki # ko et
viole donc l'orthonormalisation au sens large, qui a été calculée de fagon exacte!

I1 faut donc restreindre les états aux seules solutions F;, ce qui implique que
la transmission vaut 7' = 0. Notons que, dans ce cas, I'expression de Yost donne
directement des états correctement normalisés au sens large.

d Hermiticité

Je montrerai plus loin qu’on peut généraliser la relation de fermeture dans cer-
tains cas. Les mathématiciens ne considérent que le cas ott un hamiltonien est
auto-adjoint, parce que, dans ce cas précis le théoréme spectral [231] assure que la
relation de fermeture est bien vérifiée.

Si on travaille dans I'espace de Hilbert des fonctions Ly(R), alors l'unitarité de
l'opérateur d’évolution e qui est lié & l'invariance des lois physiques dans le
temps, implique que Hy;, soit symétrique. Toutefois, 'ensemble des états propres
n’est pas défini dans cet espace, et certains auteurs considérent que I’hermiticité
de H n’est pas obligatoire. Cependant, on ne sait pas généraliser la relation de
fermeture pour un spectre continu non orthogonal, et on ne sait donc rien prouver
en dehors de cette hypothése.

Heureusement, Jy;, est symétrique si et seulement si 7' = 0, ce qui recouvre
exactement les conclusions obtenues quand on impose 'orthonormalisation au sens
large. Or, cette derniére contrainte est nécessaire physiquement, ce qui rend, a

.....

La condition de symétrie s’écrit, Vkq, ks € R,

{Prin(F1, )| Brin (K2, ) = {Pub(ka, ) |Drn(k1, .)) -

Elle correspond exactement & l’annulation du premier terme dans (8). La compa-
raison est trés instructive. On retrouve directement 1’orthogonalité entre états, en
écrivant que le dernier terme, qui contient le produit scalaire, est nul, mais pas 1’or-
thonormalisation au sens large car il n’y a plus de fonction de (kq, k2) au numérateur
qui pourrait compenser le facteur k2 — k3.

Mais c’est annulation stricte du second terme (le crochet), qui permet de dis-
tinguer une combinaison de fonctions indépendantes et de conclure, comme dans |[§]
que T" = 0. Je ne reprends pas les calculs de I'article, sauf a préciser qu’il y a deux
coquilles, car il faut considérer les fonctions

C

m /2
2 Cm

hi(m,me) = —— et ha(m,m2) =
m 0772
qui sont bien indépendantes entre elles et avec hg.
En conclusion, les seules solutions valides du spectre libre sont les F;, et donnent

une transmission 7' = (.
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Chapitre C. Solution du probleme de Coulomb 1d

3 Imperméabilité

Il s’agit d’établir un résultat équivalent pour le spectre lié : seules sont valables
les solutions qui s’annulent en = = 0, de sorte que la condition de Dirichlet, choi-
sie par divers auteurs quoique non justifiée, est valide. On appelle cette propriété
I'imperméabilité de la barriére.

C’est l'objet de [224]. La démarche est paralléle a celle suivie pour démontrer
I'impénétrabilité de la barriére, mais ce parallélisme n’est qu’apparent et les diffé-
rences profondes.

a Continuité de la probabilité

On n’impose aucune restriction sur les propriétés du hamiltonien ; s’il n’est pas
symeétrique, le théoréme spectral [231] ne s’applique pas, et les calculs suivants sont
définis dans un espace général.

On applique la continuité de la probabilité a l'état |¢p,5) défini par, Vo > 0,

eght

ap(x) = cve™ T gpa(ky, 7) + Bet? e B ek, 7) | 9)

qui est une combinaison linéaire la plus générale possible de solutions d’énergies e; <
0 et ey < 0 définies sur R* . Sur R* | ¢, est définie avec la prescription suivante : les
fonctions ¢iis(k, x) sont prolongées sur R de fagon que |¢pe(k, .)) soit une solution
valable sur R et ¢,z est la méme combinaison de ces fonctions. Par linéarité de (1),
|¢ap) est une solution définie sur R. La probabilité quantique associée a |pqas) est

p(x) = &®|pre(k1, 2)|*+5°|pue(ka, 2) P +2aB¢ne(k1, ) die(ka, ) cos <M + 9) .

m

p doit étre continue pour tout «, 3, 6, ce qui implique que |¢ys(ky1, z)[?, |Prs(ko, )|
et dig(k1, ) dig(ka, ) sont continues. En conséquence, soit toutes les fonctions z —
onie(k, ) sont continues, soit toutes changent de signe en = = 0.

b Conservation du courant

Le courant associé a 'état |¢ns) défini en (9) s’écrit :

j(z) = %aﬁ sin (% + e) <¢hé(k1, x)%(kg,x) _ gblié(kg,x)%(k:l,x))

et doit satisfaire a I’équation de conservation de la probabilité

dj  dp
—+—==0. 10
or 0t (10)
Cette équation devient
0P 0> P
<<Z51ié(7€1, z) af; (K2, 2) — ik, x) (3?2 (K1, SU)) + (e — &) Prie(k1, ) Prie (K2, ) = 0
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3. Imperméabilité

et est toujours vérifie (il suffit de substituer (1) deux fois pour le montrer.)
On doit traiter a part la détermination de dj/0z(x) en z = 0. On a

(3_](0) ~ lim jle2) — j(—e1) .

ox €10+ € + €1
€2—>0+
Considérons uniquement le cas ou j est impaire, de sorte que j(—e;) = —j(€1). Dans

ce cas, la précédente limite existe si et seulement si j(z)/z est continue en z = 0,
d’Ofl . . . .
jle) _ jle2) _ jlea) +jler)

€1 €9 €9 + €1

dans ce cas, les calculs fait dans R* ou R* donnent le méme résultat et (10) est
vérifiée sur tout R.

On va voir qu’on se rameénera toujours a ce seul cas, grace & un argument de
parité.

¢ Parité

L’équation (1) est invariante par parité. Cela signifie que &;5 est également
solution. Mais, comme expliqué plus tot, ’espace des solutions convergente, quand
on réduit lanalyse sur R* ou R*, autrement dit sur L*(R*) ou L*(R*), est de
dimension 1. Ceci implique que, sur R*, ¢,5 o Ea/ﬁ, ce qui s’écrit encore Vo < 0,
bap(z) = cpap(—x), ot le second terme s’exprime en fonction de ¢ye(k, x) selon
(2a).

D’aprés le résultat trouvé ci-dessus aprés (9) en appliquant la continuité de la
densité de probabilité, on trouve

=1 < c=+1.

Deux cas doivent étre discutés.

a Cas d’une solution ne s’annulant pas en z =0

Dans ce cas, la discussion est assez facile. Si ¢ = 1, ¢, est paire et, en consé-
quence, j est impaire. Alors la conservation du courant est vérifiée sur R.

Sic = —1, gqp est impaire et, en conséquence, j est encore impaire avec la méme
conclusion.

On peut explicitement calculer les limites j(07) et j(07) :

on Pk — L log(k/D) + (1 + A1) — w1+ A/(2K))
3(07) m < T(1+ \/(26)T(1 + M/ (2D) )

= (K =) p(k, e, ) -

et 7(07) = —5(0%). On notera j, = j(0"). Le courant est discontinu, comme on
le constate sur la figure suivante. Ce cas est physiquement exclu. On peut remar-
quer figure 1 que 'inversion du courant d’une particule qui traverserait la barriére
correspondrait & un rebond et serait contradictoire avec le fait que la particule ait
traversé.
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Chapitre C. Solution du probleme de Coulomb 1d

FIGURE 1 — Courant de probabilité j exprimé avec des variables adimensionnées,

pour k = —X and [ = —)\/3.

B Cas d’une solution s’annulant en x = 0

Dans ce cas, ¢ = *1 reste indéterminé. Il n’est pas possible de déduire de
bap3(0) = 0 que les solutions |¢ye(k,.)) vérifient elles-mémes cette condition. Tou-
tefois, comme (1) est linéaire, toutes les combinaisons |¢p,s) doivent étre solutions
Va, 8,0, tandis que seules certaines combinaisons conduisent & ¢,5(0) = 0 et que
les autres sont exclues, comme démontré au paragraphe précédent.

En fin de compte, on ne doit effectivement considérer que les solutions vérifiant
¢1i¢(k,0) = 0. Ce sont les états réguliers correspondant au spectre de Rydberg. Les
solutions correspondant a ¢ = 1 sont paires et les celles correspondant & ¢ = —1
sont impaires. On a exactement retrouvé le résultat de Loudon.

d Orthogonalité des solutions

Comme on va l’étudier a la section suivante, les états réguliers sont les seuls
états qui sont orthogonaux entre eux. En excluant toutes les autres solutions, pour
assurer la continuité du courant, on exclut également toutes les complications ré-
sultant d’une base de solutions non orthogonales. On a prouvé la symétrie de He,
le hamiltonien restreint aux états liés.

4 Généralisation de la relation de fermeture

On va commencer par étudier en détail le spectre lié.

a Etats anormaux

Dans [8], j’ai mis en évidence certains états particuliers, correspondant a n demi-
entier négatif, que j’ai appelé états anormaux. Dans ce manuscrit, tous les états non
réguliers, correspondant a —n ¢ N* sont appelés états anormaux, car j'avais fait une
erreur. J’appellerai, par la suite, les états anormaux correspondant a 7 demi-entier
négatif les états de nombre quantique demi-entier.

a Spectre continu

L’origine de mon erreur est simple : quand on considére, sur R_, les solutions
obtenues en remplagant 1 par —n, on obtient, pour tout n # —1/2 —n, avec n € N,
une fonction d’onde divergente. Il semble donc qu’il y a une quantification, non
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4. Généralisation de la relation de fermeture

seulement pour les états réguliers, mais pour ceux de nombre quantique demi-entier,
pour lesquelles on trouve une fonction d’onde caractérisée par

- -
R(elg ) =elog ) Va0,

Toutefois, on peut en fait généraliser ce résultat de quantification par

Rlp(h, ~a) +tan (57 )3(elh ~a)) = R sp(-ha) (1)

)\ *
Vo >0,V ¢ N*.

Rien ne semble distinguer finalement les états de nombre quantique demi-entier.
J'ai certes obtenu une formule [224] qui montre que ces solutions maximalisent une
certaine fonction, intervenant dans la métrique, mais ce résultat reste isolé.

On reviendra cependant sur ces états de nombre quantique demi-entier, quand on
examinera les possibilités de généraliser la relation de fermeture pour un opérateur
non symétrique. Etudions tout d’abord la non-orthogonalité entre ces états, qui est
reliée & la brisure d’hermiticité du hamiltonien Hji.

B3 Produit scalaire

Le produit scalaire a été calculé, pour les états de nombre quantique demi-entier,
dans [8]. Je présente [224] une démonstration plus astucieuse et valable pour tous
les états anormaux ; on écrit :

* ié 0 ié
J‘dl’(b]ié(/ﬁ, ) aﬁb; <k27 ) (blié(k% ) a¢12 (kh )
0

_ [ ek, ) 208

o]

agbhe

(k) ez, ) 22 (ky, >]

0+
puis, en utilisant (1), on obtient

o0
= (k% - k%) deb’ ¢lié(k17x)¢lié<k27x>
0
d’ont

ko — ki + )\(log(k )+ (1 + i) — (1 + A
(Brie(kr, )| Prie(ka, ) = A? x a 2h 2hy
’ ’ (K = B3 (L + A/(2k1))T(1 + A/(2k2))
ou I' et ¢ sont les fonctions gamma et digamma. Précisons que ces produits scalaires
sont, quand les fonctions sont correctement normalisées, trés petits (le plus grand
vaut 0,032 et les autres décroissent trés rapidement [8]).
Les états anormaux ne sont également pas orthogonaux aux états libres ordi-
naire :

)

(12)

[t ) 222 ) ) =2 )
= fontin, ) ), ) )|

0

0+
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Chapitre C. Solution du probleme de Coulomb 1d

puis on substitue (1)
appliquée a ¢y, et ¢, d’ont

= (ki +k3) LdfC b (v, ) v (K2, )

d’ou
kl’)\’?’/Q

(Puin (K1, )| ne(ka, ) = (k3 + k)T(1 + \/(2ks))

(13)

b Etat d’énergie —oo

L’état, initialement introduit par Loudon [217], d’énergie —o0, correspond, parmi
les solutions ¢ye, & n = 0. Cette solution correspond a la fonction el en variable
adimensionnée, mais ¢j¢(—00,z) = 0 car la norme associée dans (2b) a 7 = 0 est
nulle.

Ce résultat est entiérement cohérent avec le produit scalaire calculé précédem-
ment, qui est toujours nul entre un état de moment %y et cet état ky = —oo. L'état
inventé par Loudon est nul.

¢ Non hermiticité du hamiltonien

On a déja rencontré, dans le spectre libre, des états, correspondant aux fonctions
d’onde G, non orthogonaux entre eux, et on a vu que Hy, ne peut étre symétrique
que si on exclut ces états non orthogonaux et qu’on impose 7" = 0 et les solutions

F,.
7
La situation est analogue pour le spectre lié¢, orthogonalité entre états et hermi-

ticité de Hj;s sont également équivalentes. Cela découle directement de (5).

Aussi, si on garde des états anormaux, le hamiltonien ne peut étre symétrique.
d Relation de fermeture ordinaire

Comme je 'ai déja écrit, la plupart des mathématiciens exclut que JH puisse ne
pas étre symétrique, parce qu’on n’est pas assuré de prouver la relation de fermeture
associée aux états propres. Cette relation est indispensable en mécanique quantique,
car elle traduit en terme mathématiques la notion d’E.C.0.C* et de représentation.

Nous sommes dans le cas d’un hamiltonien H symétrique, comme démontré par
ce qui précéde. Il nous reste a construire proprement une base de solutions définies
sur R.

a Base d’états propres

Pour les états libres, on profite de ce que les solutions restent confinées dans
les deux demi-droites R* et R*. On notera 5(1{;,3:) = Fa (kx) pour k > 0, cor-
respondant aux états libres se propageant dans R* et <$(/<;,:L’) - F 5_2(—/’{::1:) pour
k < 0, correspondant aux états libres se propageant dans R*. Je profite ici de la
dégénérescence k < —k pour identifier artificiellement les états de droite aux k > 0

et ceux de gauche aux k < 0, ce qui simplifiera plus loin les écritures. On choisit la
base {|¢(k,.)), k € R}. Les fonctions x — Fa (kx) sont prolongées sur R_ en posant

4. Ensemble Complet d’Observables qui Commutent.
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4. Généralisation de la relation de fermeture

F Y (u) = 0 Vu < 0. En conséquence, le support de F Y est R, et son domaine de

définition R. Pour la transposée F 2 le support est R_ et le domaine de définition R.

Il n’y a pas a recalculer la normalisation, qui est exacte pour les solutions £,
puisque le support est toujours une demi-droite.
On choisit la base des états liés {|¢n ), n € N* e = +} on

Onz(7) = (pal®) + on(—2))/V2

sont les solutions paires (£ = +) ou impaires (+ = —) définies sur R a 'aide
des solutions ¢, définies en (la) sur R, et leur transposées définies sur R_. Les
précautions sur les domaines de définition ressemblent a celles du spectre libre, mais
les états | ¢y, ) ont pour support R et la normalisation est modifiée, par rapport aux
solutions déja définies sur R*, ce qui est pris en compte par le facteur 1/ V2.

B8 Enoncé vectoriel

La relation de fermeture s’écrit

ﬁ 2|¢m><¢m|+ f 30k, (k)2 | = 10, (14a)

ou € est ’espace vectoriel engendré par ’ensemble B des solutions gzz, pour le spectre
libre, et ,3 régulieres pour le spectre lié. € inclut les fonctions de L?(R) s’annulant
en x = 0 mais est nettement plus grand. On va I’étudier plus loin, mais je voudrais
donner I’énoncé fonctionnel de la relation de fermeture, qui est plus familier.

~ Enoncé fonctionnel

La formule précédente est mal commode, car on ne distingue pas facilement
I’espace sur lequel elle s’applique. Sa traduction fonctionnelle, quand on restreint
'espace de fonctions sur RY, est [224]

3 algm Do) + [ otb ot ~ o -)s (1a0)

neN*

pour I'étendre sur R, on écrit

Z l(gpn(_—)\vx)‘PM_—)\vy)+‘Pn(_—>\v_x)90n(_—>\v_ )) +

e 2 2n 2n 2n 2n

[(Fr0m 0+ Fycory c0)E = Wot-y). (149

0 2k

e Détermination de &

Notons tout d’abord que € ne contient pas les solutions anormales. C’est peut-
étre rassurant mais cela ne va pas de soi.
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Chapitre C. Solution du probleme de Coulomb 1d

a Les solutions anormales sont exclues de &

La démonstration est générale et ne nécessite pas l'axiome du choix, puisqu’on
explicite une décomposition des états. J’en donne une démonstration tres générale
dans [224] mais je 'ai explicitement adaptée a la base B ici.

Supposons 'existence d’un vecteur propre de H (on pourrait se contenter de
Hje mais cela n’est pas nécessaire ) qu’on notera |x). On a

H|x) = eolx)

ol on note ey sa valeur propre. Supposons que | X> ne fasse pas partie de la base B
définie plus haut. Cela implique que ey ¢ R | J{—2 nQ, n e N*}.
Comme ey est dans le spectre 1i¢, on pourra supposer de plus que x € L*(R).
Supposons par I'absurde que |x) peut étre décomposé dans B, soit

o = j Dk + Y oG (15)

neN¥

e=+1
ou a(k) et b, sont les coefficients de la décomposition de |x). On fait agir H par la
gauche, ce qui donne

eolx) = fk DIGk Dk + Y b5,

neN*
e=+1

on substitue (15) & gauche, d’ou finalement

O:Joo(kz—%) (k)6 (k, .)ydk + 2 0)bn|n.e)

—© neN¥
e=+1

)\2
— a(k)(eo —k*) =0VkeR et cn(eo—ﬁ)z()VneN*
n
ce qui implique que tous les coefficients sont nuls, donc x = 0, absurde.
Notons que cette démonstration ne s’applique pas aux états G,. Je n’ai pas
cherché a démontrer de résultat équivalent pour les G, mais la démarche doit étre
plus difficile.

B Il y a des états ne s’annulant pas en zéro dans &

On considére le projecteur (14a). Tous les états sont bien orthonormaux entre
eux, d’apres (8), (12) et (13), ce qui prouve que ce projecteur est orthogonal.

Dans [224], j’ai calculé, a I'aide de leur expression exacte, la projection de plu-
sieurs états. Plus précisément, j’ai utilisé la projection II sur I’espace des fonctions
définies sur R¥ (mais je continuerai abusivement a noter € l'espace de projection) :

1 © ~
“:WUO ak|G Uk, Bk r+21¢ el >|>.

Voici les courbes Figs. 2 (a) et (b), des projections de deux fonctions de L*(R,),
T e % et x> dpe(1/2, ) = 2|\[3? z(Ko(|Az) + Ki(JA|x)) ot K,, sont des

8Jr7r2
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4. Généralisation de la relation de fermeture

fonctions de Bessel du deuxiéme type,® cf. Eq. (35) de [8]. Il ne faut pas confondre
la fonction exponentielle pure avec ¢y(00, ), la solution d’énergie —oo exprimée en
variable adimensionnée, qui a été étudiée plus haut.

FIGURE 2 — (a) Courbes de e™® (trait noir plein), de sa projection partielle sur
les états libres (en tirets bleus), sur les états liés (en pointillés rouges) et sur € (en
tirets-points pourpre), avec des variables adimensionnées. (b) Courbes de ¢y6(1/2, )
(trait noir plein) et de sa projection sur € (en pointillés pourpre).

On constate sur la Fig. 2 (a) et (b) que, non seulement les fonctions projetées
ne s’annulent pas en x = 0, mais que leur limite en ce point est égale avec celle
des fonctions non projetées. Sur la Fig. 2 (a) est précisée la projection partielle sur
les états libres, qui contribue totalement a cette limite. La précision des calculs est
suffisante pour qu’on ne puisse pas attribuer ce résultat a un artefact numérique.
Tous les détails se trouvent dans [224]. Voici enfin la figure de la dérivée de la
fonction exponentielle et de sa projection sur €, qui confirme la précédente :

FIGURE 3 — Courbes de (e *) = —e™* (en trait noir plein) et la dérivée de la
projection sur € de e (en tirets bleus).

En conclusion, la détermination de € est difficile, bien qu’on connaisse la base
Hilbertienne de cet espace.

f Relation de fermeture pour une métrique non euclidienne

Comme je I'ai déja écrit, pour les spectres continus, attachés aux fonctions z —
vk, x) et x — ¢e(k, x), il n’existe aucune technique connue, qui permette de
retrouver une relation de fermeture.

5. Je corrige une erreur de normalisation dans [8], notamment une erreur de calcul formel due
a Mathematica.
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Chapitre C. Solution du probleme de Coulomb 1d

Je voudrais néanmoins retracer ici les calculs présentés dans [8], ou j'ai ajouté
a la base B les seuls états de nombre quantique demi-entier, correspondant a 7 =
—1/2—n, ¥n € N. On notera B cette base augmentée. Dans ce cas, on doit seulement
gérer un ensemble dénombrable de fonctions non orthogonales et il est possible
d’écrire a l'aide de la métrique g la relation de fermeture exacte [101]

D [Wag; Wyl = 1d . (16)

1,5€J

Il est notamment important de comprendre que rien ne permet d’exiger la sy-
métrie de H, puisqu’on a néanmoins un spectre réel, qui permet une quantification
correcte des observables.

Certes, ces états non orthogonaux induisent des propriétés inhabituelles, décrite
dans [8]. Je ne préfére pas les reprendre, quoiqu’elles soient trés originales ; dans des
calculs non publiés, j’ai montré que ces effets peuvent s’interpréter comme une auto-
interaction induite par le potentiel de Coulomb. Autrement dit, bien que construits
comme solutions propres de H, les états sont en interaction. Cette interaction in-
duite est directement reliée aux potentiels singuliers en 0, ¢, etc., introduits par
Gordeyev [223].

a Meétrique compléte

On notera R les termes de couplage libre-li¢, Ry, = <<$(k;, dne(2,))/vV/=A
de la métrique; Rlvk donne les termes {¢uc(A/n,.)|o(k,.))/~/—A. On notera S la
métrique réduite aux états liés, Sy, ,, = <¢]ié(ﬂ%,.)|e¢]ié(%, ))/IA|. La métrique

compléte s’écrit alors
I R
9=\ R s

L (HRBRT —RB>

et son inverse
—BRT B

ot on a définit B = (S — RR")~! (je rappelle que les termes non diagonaux de la
métrique sont trés petits, de sorte que l'existence de B est assurée).

B8 Relation de fermeture généralisée

En appliquant (16), on trouve

Idyp

I
=
TN

dk ~ dkydksy ~
f |¢( )><¢( )| R2|>‘1| 22 |¢ kla : > Z Rk1n1Bn1n2Rn2k2<¢(k27 )|

ni, TLQEN

FE [& (r¢ L R L ARG P}

LD W COR R ,.>r) an)

Al
n1,noeEN*

ot on définie D de fagon analogue a €.
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5. Analyse locale versus analyse globale

~ Domaine d’application

La relation (17) est exacte. Elle redonne (14c) si on 'applique & des fonctions
de &, en particulier de B.

La détermination de D est encore plus difficile que celle de €, mais on peut
remarquer que D D & comporte des états non physiques.

5 Analyse locale versus analyse globale

L’analyse locale, qui consiste a considérer 1’équation différentielle comme une
contrainte qu’on applique de —o0 & +00, s’appuie sur les solutions analytiques, qu’on
trouve sur chaque domaine de définition, en l'occurrence R* et R*. J'ai étudié le
probléme de Coulomb en m’appuyant principalement sur ’analyse locale.

Ce que j’appelle analyse globale est une approche topologique et est bien repré-
senté par la recherche systématique des extensions auto-adjointes.

a Avantages de ’analyse locale

Tant qu’'on étudie I'équation aux valeurs propres (1), I'analyse locale est trés
adaptée. Les solutions définies sur R% et R* étant entierement résolues, la seule
ambiguité concerne le raccordement en x = 0.

Or, les études de Gesztesy et similaires imposent la condition d’hermiticité

D’une part, cette condition ne permet pas de bien décrire le spectre libre, comme je
I’ai montré a travers (8). D’autre part, elle réduit la généralité de 'analyse globale,
puisqu’elle ne permettrait pas de décrire, par exemple, le cas de (17).

Certes, il ne faut pas oublier que, lorsqu’on étend un opérateur symétrique, les
définitions transcendent les conditions aux bords choisies initialement. Mais, par
essence, on restera toujours dans le cadre symétrique de 'opérateur ; en I'occurrence,
on ne pourra pas s’abstenir de la condition de Dirichlet (3).

b Avantages de ’analyse globale

Ce qui peut étre reproché a ’analyse locale est qu’on ne peut exclure qu'une
suite de fonctions ait une limite imprévue. C’est la question de la fermeture de
I’espace de fonctions.

Pour ce qui concerne (1), 'ensemble des solutions trouvées par I’analyse locale
est fermé. Par contre, si on s’'intéresse a la véritable équation de Schrédinger, quand
on remplace EV par ﬁh%—%’, la situation change.

Les solutions de cette équation sont les combinaisons linéaires de celles de (1),
avec les facteurs de phase temporels usuels, comme indiqués dans (9). La fermeture

de I'espace engendré par les états de B est justement € et reste indéterminée.
¢ Etats physiques

Les états physiques sont les solutions de ’équation de Schrodinger dépendant
du temps et correspondent donc aux fonctions de €.
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1) Conséquences et perspectives

1 Expériences

Un article théorique de Ando [232] prévoit un spectre d’excitation unidimension-
nelle dans un nanotube de carbone. Les électrons sont quantifiés dans des canaux
unidimensionnels et I'excitation est due a la présence d’une charge dans le nano-
tube. Il faut donc rattacher cette étude théorique au probléme de Coulomb dans un
cylindre que je traite plus loin, qui posséde la méme symétrie et lui est équivalent.

Les mesures expérimentales sur ces systémes sont trés difficiles, en soi et aussi
parce qu’ils sont pleins de défauts [233-236]. Toutefois, la quantification des niveaux
d’excitation y est bien observée. Ces mesures sont interprétées a 1’aide d’une théorie
appelée MQDT (pour Multichannel Quantum Defect Theory) [237,238] mais il faut
bien faire attention qu’elle est développée, notamment dans ces références, pour des
systémes a trois dimensions.

On peut observer un accroissement de l'intérét que ces systémes unidimension-
nels suscitent en ce moment. On peut notamment citer les expériences de Okano et

al [239] sur GaAs.

2 (Généralisation a trois dimensions

Je voudrais examiner ’application des résultats précédents pour le probléme a
trois dimensions, avec [ = 0 (moment orbital nul). On va heureusement retrouver
le spectre de Rydberg, mais on y gagne une justification vraiment convaincante de
la suppression des solutions Gj,.

a Equation radiale pour les états de ’atome d’hydrogéne

J’ai cité précédemment sans 1’écrire I’équation radiale correspondant aux états
[ = 0 de I'atome d’hydrogene. Elle s’écrit
P*ro(r)
or?
et on retrouve (2). Je ne m’intéresserai, par la suite, qu’aux états liés.

+ V(r)o(r) =ep(r) Vr >0,

b Conservation du courant de probabilité

L’argument physique pour éliminer, dans le spectre li¢, les solutions anormales
ne peut plus s’appliquer, car il n’y a pas de sens a chercher une discontinuité du
courant j,(r) en r = 0.
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Chapitre D. Conséquences et perspectives

Notons que, puisque ¢(r) = ¢(r)/r, ot ¢ est solution de (1), la dérivée ¢'(r) =
©'(r)/r — @(r)/r? posséde un terme supplémentaire, qui s’annule dans le calcul du
courant j associé & ¢,p(r)/r. Au bout du compte, le courant radial s’écrit j,.(r) =
j(r)/r, ou j est le courant du cas unidimensionnel.

Quand on inclut une solution anormale, le courant radial j,. diverge quand » — 0
mais on ne peut en tirer de conclusions, parce que I = SSO 4 (r)r2dr converge simul-
tanément. Par contre, cette intégrale I est non nulle, si on choisit comme contour
une sphére centrée sur l'origine et de rayon R suffisamment petit. En effet, elle vaut
J ~ jo2mR%, ou jy est la limite calculée en (11). jo est nul si et seulement si on se
restreint aux solutions réguliéres de Rydberg. I mesure le courant I qui entre (si
I < 0) ou sort (si (I > 0) de l'origine, qui joue donc le réle d'une fontaine ou d’'un
trou ponctuel.

Ce courant viole la conservation du nombre de particule et n’est pas acceptable
physiquement (cf. 'introduction de [8]).

¢ Quantification de Rydberg

La conservation du nombre de particule implique que les seules solutions phy-
siques sont les états réguliers de Rydberg, d’ou la relation de fermeture s’appliquant
aux fonctions radiales [240]

2 Rnl(T‘)Rnl(T/) + Joo Rk7l(’f‘)Rk7l(T,)dk = i(5(’/‘ — r') . (1)

2
r
neN* 0

3 Probléme de Coulomb sur un cylindre

J’ai choisi le potentiel régularisé
Vo= A/Va?+e2.

Quand ¢ — 0, il redonne le potentiel de Coulomb, V. — V. Nous ne nous intéresse-
rons, encore une fois, qu’a son spectre lié.

Ce spectre peut étre calculé numériquement avec une précision aussi grande que
I’on veut. Il est discret et non dégénéré Ve # 0. De plus, toutes les fonctions propres
sont analytiques.

a Solutions numériques

On distingue deux familles de fonctions propres, les états impairs, que je noterai
X5, ou p € N*, et les états pairs, que je noterai x5,,; ou p € N. Je définis les
énergies e;, correspondant aux solutions impaires, et e;Jrl aux solutions paires. On

2
peut observer sur la Fig. 1 les énergies les plus basses en fonction de 1/e.
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FIGURE 1 - Premiers niveaux d’énergie du hamiltonien -+ V, versus 1/ avec une
ordonnée adimensionnée.

Quand & — 0, les fonctions d’onde x5, — Xgp = 5@_ tandis que leur énergie
atteint rapidement —\?/(4p?), I'énergie de Rydberg. Au contraire, les fonctions
d'onde X3,,1 — X341, une limite bien définie mais différente de gb]ié(ﬁ, ). Jai
vérifie que la fonction = — X9, H(Q;j\fl) n’est pas solution de (1). On peut donc
affirmer que les fonctions d’onde sont discontinues quand on varie le parameétre ¢
et qu'on atteint ¢ = 0. Par ailleurs, leur énergie, comme on 'observe sur la Fig. 1,

atteint également —\?/(4p?), I'énergie de Rydberg.

Cette discontinuité des fonctions d’onde selon € est trés banale. Les énergies sont
par contre continues et dégénérées a ¢ = (. Pour ce paramétre, les fonctions d’onde
sont exactement ¢, _ pour le cas impair et ¢, . pour le cas pair.

b Solution anormale régularisée

Bien que les solutions paires et impaires tendent toutes vers les solutions ré-
gulieres & € = 0, ce qui confirme, en passant, le spectre dégénéré que nous avons
trouvé, les solutions paires ne sont pas sans lien avec les états anormaux de nombre
quantique demi-entier, que j’ai étudié dans [8|.

J'ai indiqué, sur la Fig. 1, 'énergie €, = —A\?/(4p* + 4p+ 1). Le croisement de la
courbe de e;rl (en fonction de €) avec la valeur constante €, a lieu pour la valeur
2

€, du parametre €.

On représente Fig. 2 les deux fonctions d’onde Xii , et gl .). Leurs équa-
2

A
2p+1?
tions aux valeurs propres respectives ne différent sensiblement que dans la région
&p 3 ., , , . ) . s
aussi, il n’est pas étonnant qu’elles soient presqu’égales : leur diffé-

&
oy <T< |—A’",
rence s’estompe exponentiellement quand on s’éloigne de cette région.

En ce sens, on peut écrire que 1’état |Xp’:r ) est une régularisation de l'état
2

anormal |¢ye(k,.)) pour —\/(2k) demi-entier. Cette régularisation est orthogonale
aux états |x5,), qui sont la continuation de |¢, _) quand on varie €. J'appelle |X;‘jr 1)
2

les états anormaux régularisés et leur énergie vaut par définition é,.
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Chapitre D. Conséquences et perspectives

I
1.0

A
2p+1?

en u = 0) ainsi que leur différence, avec des variables adimensionnées. Les fonctions
différent pour —€, < u < &,.

FIGURE 2 — Courbes de Xi’;l(u) (plate en u = 0) et p( u) (de pente verticale

Ainsi, alors que je n’ai pas réussi a les distinguer dans le spectre de Coulomb,
parmi tous les états anormaux, le fantome des états de nombre quantique demi-
entier réapparait dans le spectre correspondant au potentiel régularisé V(z) =
c/+/z? + €. Le hamiltonien correspondant est auto-adjoint et tous les états sont
orthogonaux, bien que la différence entre les états anormaux régularisés et les vrais
états anormaux (bhé(ﬁ, .) soit trés petite.

4 Autres perspectives

L’élimination de toutes les solutions ne s’annulant pas en z = 0 est un pas décisif
dans la résolution du probléme de Coulomb, qui avait été déja été prouvé par les
approches globales supposant 'hermiticité de H. Toutefois, la détermination de &
est inachevée. Elle serait intéressante, puisque € espace décrit les états physiques,
appartenant & l'espace de Hilbert Ly(R). Prouver qu'il existe des états physiques
hors de € permettrait notamment de prouver que la mécanique quantique doit étre
définie dans un cadre plus général que celui des espaces de Hilbert.

Par contre, la recherche des extensions auto-adjointes me parait achevée. Mes
travaux corrobore les travaux de Tsutsui et al [226] et de Oliveira et al [219], que
je compte étudier de fagon approfondie avec 'aide d'un mathématicien.
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Renormalization-group calculations with k-dependent couplings in a ladder
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We calculate the phase diagram of a ladder system, with a Hubbard interaction and an interchain coupling
1, . We use a renormalization-group method, in a one loop expansion, introducing an original method to include
ky dependence of couplings. We also classify the order parameters corresponding to ladder instabilities. We
obtain different results, depending on whether we include k; dependence or not. When we do so, we observe
a region with large antiferromagnetic fluctuations, in the vicinity of small 7, followed by a superconducting
region with a simultaneous divergence of the spin density waves channel. We also investigate the effect of a
nonlocal backward interchain scattering: we observe, on one hand, the suppression of singlet superconductivity
and of spin density waves, and, on the other hand, the increase of charge density waves and, for some values
of t,, of triplet superconductivity. Our results eventually show that k; is an influential variable in the

renormalization-group flow, for this kind of system.

DOI: 10.1103/PhysRevB.72.045120

L. INTRODUCTION

The physics of ladder systems remains a source of con-
siderable interest. In the past decades, many conductors were
found, with anisotropic two-leg electronic structure, such as
SrCu,05 (Ref. 1) or Sry,_,Ca,Cu,,04; (Ref. 2) compounds.
The structure of La,Cu,05 (Ref. 3) can also be analyzed as
weakly coupled ladders, and is therefore very similar. The
phase diagram of these compounds is very rich; it is now
well established that these systems behave like Luttinger lig-
uids at high temperature, while they can behave like Fermi
liquids when T decreases; they exhibit superconducting (SC)
phases of type II, which can also be mixed with antiferro-
magnetic fluctuations. In some case, the SC phase is found to
be spin-gapped, while spinless phases are also reported.*

From a theoretical point of view, the ladder (or two-
coupled chain) model is the simplest quasi-one-dimensional
one. Although all its properties are not entirely elucidated, it
has been used by many authors as a toy model, to build and
explore new approaches (two-leaf dispersion models calcu-
lated by a Kadanoff-Wilson renormalization method® or by a
bosonization method;® transition between commensurate and
incommensurate filling,” in particular close to the half-filing
case;®? dimensional transition,'® etc.). These systems have
been intensively used to investigate nonconventional SC pro-
cess (with singlet''"!3 or triplet'* pairing).

This paper is devoted to the study of a ladder model, with
a Hubbard interaction (U is the Hubbard constant) and an
interband coupling (7, is the interaction factor), at zero tem-
perature. We investigate the phase diagram in the range of
parameter 0 < U< 87 and suppose that the electronic fill-
ing 7 is incommensurate. Although there is yet no evidence
for the existence of compounds lying in this range of param-
eter, we have hopes that some of these will indeed be found
and confirm the theoretical predictions that we present here.

The phase diagram of this system has been partially stud-
ied by several authors. In particular, Fabrizio has used a
renormalization group (RG) method, in a two-loop expan-
sion from the Fermi liquid solution.'?> He includes interband
backward scattering g;, and, within the range of parameter

1098-0121/2005/72(4)/045120(21)/$23.00

045120-1

PACS number(s): 71.10.Li, 71.10.Pm, 71.10.Fd, 74.20.~z

that we have investigated, finds a SC phase, named “phase
1,” which he clearly points out not to be singlet s, although
he did not elucidate the symmetry of the condensate. In his
calculations, the RG flow of susceptibilities shows several
divergences: the spin density wave (SDW) channel coexists
with the superconducting one. This author did alternatively
cut the flow before the divergences and bozonize the effec-
tive Hamiltonian; then, SDW modes disappear and are re-
placed by charge density wave (CDW) instabilities.

These results are more or less compatible with that of
other methods, using a one-loop expansion,'>!¢ or bozoniz-
ing the Hamiltonian of the bare system!”2 (see also Ref.
13), or using quantum Monte Carlo method.?! These authors
generally find a singlet superconducting condensate of sym-
metry d, which coexists with SDW or CDW instabilities.
This complicated phase has also been related to the RVB
phase.? One of the central questions is whether the SC
modes are spin-gapped or not, and receives various and even
contradictory answers. Using a two-loop expansion,
Kishine?® observes a spin gap, which is suppressed when
t, — 0. This is also the result found with a density matrix RG
method by Park.?*

We give a new insight into these questions, using a RG
method, in a perturbative expansion in U. This kind of
method has been used in many recent and very complete
works.>?7 Here, we calculate RG equations with one loop
diagrams, including g, couplings, as in Ref. 12, as well as all
parallel momentum dependence.

Let us emphasize that, although we begin from the Fermi
liquid solution, we find a phase with only SDW fluctuations,
for small enough interband interaction ¢, <t, .(U), contrary
to all previous results obtained by RG methods, which al-
ways indicate SC instabilities as soon as 7, #0 (see for in-
stance Lin ef al.'> ). However, this phase is different from the
one-dimension limit. This is a very remarkable result, since
k; is known to be an irrelevant variable of the RG flow.?
However, we will prove in this paper that it is indeed influ-
ential in the very case of a ladder.

When 7, is increased, we observe a transition at 7, . to a
superconducting phase, where singlet SC instabilities of
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FIG. 1. The 2-band dispersion in || direction.

symmetry d coexist with SDW ones. This phase is found by
many authors (see Refs. 12, 15, and 16 and other articles
already quoted).

Recently, Bourbonnais et al.>*3* have examined the effect
of interchain Coulomb interactions for an infinite number of
coupled chains, using RG method. Interchain backward scat-
tering was found to enhance CDW fluctuations and favor
triplet instead of singlet SC. Here we investigated the effect
of a Coulomb interchain backward interaction Cy,. for the
ladder problem. We find that this interaction favors triplet SC
instabilities instead of singlet ones and CDW instabilities
instead of SDW ones in a ladder system too. Indeed, both the
singlet SC and SDW instabilities (if any) are suppressed
when Cy, is increased, and we observe triplet SC as well as
CDW instabilities. The triplet SC existence region is how-
ever very narrow and lies inside the region ¢, =¢, (U). For
large values of Cpyx (Cpaex~ U), CDW is always dominant;
this is consistent with what Lin et al. find."

On the contrary, when a Coulombian interchain forward
interaction Cy,, is added, all SC instabilities are depressed,
and we only observe SDW and CDW fluctuations.

We also present a detailed classification of the pair opera-
tors in a ladder, which are connected to the order parameters.
It proves a very powerful tool in these sophisticated RG
methods.

So, we will first give a short description of the model (in
Sec. II), then present the classification of the pair operators
(in Sec. III, the symmetries are explained in Appendix C),
then we explain the RG formulation and techniques that are
used here (in Sec. IV). Results concerning only initially local
interactions are presented in Sec. V, while those concerning
the influence of additional interchain interactions are given
in Sec. VL. In Sec. VII we conclude.

1. MODEL

The Hubbard model of a ladder has been studied in vari-
ous articles. We give here a brief presentation of this model
(see Refs. 12 or 31 with similar notations).

A. Kinetic Hamiltonian

1. The model in a ID representation

The dispersion curve separates into two bands (0 and ),
so the Fermi surface splits into four points (—kfo, ~Kfms Kpms
kg in the || direction, + corresponds to right moving particles
and — to left moving ones). The bands are linearized around
the Fermi vectors®? with a single Fermi velocity v + (cf. Fig.
1). We write R the right moving particles and L the left
moving ones. Then, the kinetic Hamiltonian writes

PHYSICAL REVIEW B 72, 045120 (2005)
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MR
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FIG. 2. Two-dimensional representation of the states. The physi-
cal space, for a ladder, is restricted to the hatched bands at k, =0
and k| =+ a/b. The curves correspond to the Fermi surface of a 2D
system, with an infinite number of chains. The four Fermi points, in
the ladder system, are the intersections of these curves with the
physical bands. The symmetry C that maps point M onto M’ is the
point symmetry around the affine point, corresponding to (kg
+kp,)/2. The symmetry € is the translation by the vector kypy—kyy,
which is also represented by a plain arrow.

Hep=2 v_,-(E (K = ko) R}, (K)Ro,(K)
K

o

+ 2 (K= k)R (KR o(K)
K

+ 2 (K + k)L (K)Loy(K)
K

+> <K+kfw>L;,<K>LW(K)). (1)
K

We define the Fermi surface gap Ak;=kg—k/,. One then gets
Aky=2t, /v The discretization step in || direction is a, and
the reciprocal vector in this direction is defined modulo
2m/a. The distance between the chains in L direction is b.

In order to give a clear representation of all instability
processes that will be discussed afterwards, it is worth show-
ing how this model can be embedded in a 2D representation,
which we present now.

2. The model in a 2D representation

The general 2D dispersion law writes
€(k) = — 21, cos(kja) — 21| cos(k  b)

as represented in Fig. 2; if one writes approximately k;
~kyy=~kyr, one gets v,~2artsin(ka). In real space, y cor-
responds to the axis along the chains, and y, takes only two
values, y | ==+1, corresponding to which chain one refers to.
The |l axis is then discretized, y,=1...N, where 4N is the
total number of states. The Fourier transformation from real
space functions to reciprocal space ones is detailed in Ap-
pendix D.
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From y, ==1, one gets k, =0 or +7/b (k,=m/b and
k, =—m/b are identified). Therefore, the physical states are
limited to the four horizontal bands, shown in Fig. 2, which
are centered on each of the four Fermi points. The two bands
centered on (+kp,0) are the left and right bands 0 (Lg or Ry),
the two bands centered on (xky,, w/b) are the left and right
bands 7 (L, or R,,).

B. Interaction Hamiltonian

The most general interaction Hamiltonian can be written,
with Ly,=Ly,(K) for k=(K,0), Ly,=L,.(K) for k=(K,m)
and idem for R,

1 ! !
Hy=y 2 3 Gilkpky Ky k)
Ky kyk{ k) 102
Ky +ky=k| +k;
><Rk o Lk, Rk](,szz(,] +Gy(kp,ky k) k)
XRk]’olLk;aszztszklrr. , (2)

where G, is the two-particle coupling, and we have used the
g-ology representation. We do not include umklapp interac-
tions G3 (LLRR or RRLL) nor G, terms (LLLL or RRRR). We
will alternatively use the singlet-triplet representation, where
a takes values a=s,t, or the Charge-Spin representation,
where a=C,S. If not necessary, we will omit the spin depen-
dence a. Equations (A1) and (A2) give, in Appendix A 1, the
usual relations between these different representations.

We distinguish, following Fabrizio,'”> g, which

corresponds  to R{LILoR process, gﬂ(HR;L;L,TR ),
8 fo(‘—’RoLwL Ro), g fr(HRTrLOLOR'n')
(= RLLILoRo), gpo( ROLLLoR,) and g, (<R LiL Ro)
The definitions of these couplings, including the k; depen-
dence are detailed in Appendix A 1 and Fig. 18; from sym-
metry considerations, one only needs gy, &> 8/, 810 and gxo;
in fact, we will see that even g, can be deduced from g, in
the very case of a ladder, so that we only deal with four
couplings.

Bare couplings. Of course, in the initial Hubbard model,
the two-particle couplings do not depend on the momenta.
We will define U=Ua/(v,) and g=ga/(mv,), to get rid of
the physical dimensions. Then, the bare couplings values are
simply g;= U.

Additional Coulombian interchain interactions. The
above Hamiltonian H; corresponds to local interactions. We
have also studied the effect of additional Coulombian inter-
chain interactions.

In order to implement a backward interchain interaction,
we need to modulate the bare parameters, which 51mply

writes, in this case, gy;= U+Cback, g/m—U Cback, g,m—U

- Cback and g; 8po1= U+ Cback’ where Cback_ Cbacka/(ﬂ'vf) is the
corresponding interaction factor.
When we include instead a forward interchain interaction,

of parameter C,,=Cpoa/(m 1), the modulation of the bare
parameters writes gpr= U+Cf0,, gfm—U + Cfor, gi0n= U- Cfor
and 0= U= Cy.

PHYSICAL REVIEW B 72, 045120 (2005)

Eventually, if we include both interactions, we only need
to add the two modulations.

C. External excitation fields

We note Z the three-legged couplings to external excita-
tion fields. We will write Z2%, (a=C,S) for Charge or spin
density waves, and Z{SXC(D , (a=s,1) for singlet or triplet su-
perconducting states of symmetry I'=s,p,d,f,g. Again, we
will omit index @ as soon as it is not necessary, and distin-
guish Zo , which corresponds  to LR, process,

DW(<—>LﬂRW) (HLﬂ_RO) and zDW(HLOR ). The first pro-
cess corresponds to an intraband mapping that relates 0-band
states (horizontally in the 2D representation of Fig. 2), idem
for the second one with 7-band ones, while the last ones are
interband mappings (biased in Fig. 2); the same applies to
2Z5€, except that the processes now write LyRo, LR, LoR .,
and L_R,. The definitions of all these couplings are detailed
in Appendix A 2 and Fig. 19; from symmetry considerations,
one only needs zj, z,, and z,; again, in the very case of a
ladder, we will see that z, can also be deduced from z;, so
we only deal with two couplings per instability.

With our specific choice, the initial values of the cou-
plings to external fields are all z;=1.

After this brief presentation of the model, we will now
expound the classification of the different instabilities, ac-
cording to their symmetries, which we will study afterwards.

III. RESPONSE FUNCTIONS

To each external excitation field corresponds a suscepti-
bility, which is the response function of a pair operator. The
corresponding order parameter is the mean value of this op-
erator. In order to classify the different instabilities, one just
needs to classify the pair operators. Their symmetries are
detailed in Appendix C.

We will first begin with SC instabilities.

A. Superconducting instabilities
1. SC Hamiltonian

Let us define the superconducting order parameters

(r) (X)= (0(r (X)), where the electron- electron pair operator
wrltes OF) Zx o0 ¥x. ol (X, X g1 o1 7oy, With 7=io, for
singlet states, 7 =i0,0,=-0, 7"\—]10'\0),—11 and 7:=io,0,
=0, for triplet states (a are the Pauli matrix, / is the 2 X2
identity matrix and 1 is the imaginary number). ¢, is a real
space wave function; since electrons occupy discrete posi-
tions X=(ia,bj/2) (i=1...N, j==1), we will rather write
Yijo- The corresponding Hamiltonian writes, in reciprocal
space variables,

HSC= 2 ZSC(PlaPZ,Q)T(a)(ileI,Pllrllszlrz
PPy

g1,0p
+ 256, P Q7Y oW, W s 3)

where Q=(Q;,Q,)=P,+P, is the interaction momentum.
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FIG. 3. Real space representation of SC condensate of singlet s
symmetry (a), d (b), and g (c).

In order to simplify our expressions in this section, we
write L, ,=Lg,(p—ksg) and R, o,=Ly(p+ks), where 6
=0,7. Notation [; stands for the half band integration
1) ',jj{g_m_,a or [ ’,j;:_r,a, in which case we will not need to be
precise, since what takes place at the band limit is not physi-
cally relevant, in this system.

To each order parameter A(X) corresponds to an infinite
number of Fourier componants, depending on the reciprocal
space variable Q. We will only keep components Q=(0,0)
and Q=(xAk,, m/b), so that e(k) and e(Q—K) both lie in the
physical band, close to the Fermi points. We will write, in
short, O(0) and O(7r,) as the corresponding pair operators.

Let us now classify the different operators, according to
their symmetry, by choosing the adequate I'. The principles
of the calculation and some details are given in Appendix D.

2. Singlet s condensates

The local pairing I'(X,X")= 6/ ;; gives singlet conden-

sates of s symmetry. The pair operator reduces to

o0Y(X) = 2ihx x| =258, -
0(0) component corresponds to an intraband pairing,

named 0O-condensate (Q=0, corresponding to Z(s)c’ see Appen-
dix A 2 and writes

0(0) = 22 Yinria + oo

adp
- L ELp.OTR—p,Ol + LP,TrTR—PﬂTl + R‘I’*OTLI”Ol

+R L

-p.m=p.ml.

O(m,) component corresponds to an interband pairing,
named 77 condensate [Q=(+Ak, 7/b), corresponding to sz,
see Appendix A 2] and writes

05?)(77:) =- ZiE e KA vy = i)

[ adp
=1 o Ly otR sk (12-p.my + Lp iRk (-1:1)-p.0)
L

+ Rk (-120)-p.0rLp.a + Raks)-p.milpo -

It is however antisymmetric with parity [POES) (/D)
=—O£X)(7T/b)]; this comes from the e7'¢L/%2 factor in the
Fourier calculation; see details in Appendix D.

The s condensates are local in real space; see Fig. 3(a).
If T is replaced by &;;/5,,6;;s, one gets extended s states

(in reciprocal space variables, the components are multiplied
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by cos(mPa) or some similar factor; see some examples in
Appendix D). However, we did not include these in our cal-
culations.

3. Singlet d and g condensates

There are also two singlet condensates of d and g sym-
metry.

With I'=§, , 6; _;» (interchain pairing, with equal positions
on each chain), one gets another pair operator. O,(7) com-
ponent is zero for singlet condensate, while O(0) component
corresponds to an intraband pairing (0 condensate) of d sym-
metry, and writes

05.[])(0) - 22 l/fi,ITl//i,—ll + l/f,',_lTlﬁi,ll
i

adp
) LZLP.OTR—P.OL_ prtRop.nl + Roporlpol

-R L

-p.ml=p.ml

With I'=4;;1+,9,;_;;, one gets a more complicated pair
operator. O(7r) component corresponds to an interband pair-
ing (7 condensate) of ¢ symmetry, and writes

0¥ (m)==2iy, e Y 1 i 21 = Yimi i)
i

__ e:ﬂ(Ak/aIZ)f adp sin(a(p —kp ¥ H‘z))
L 2m 2

X (Lp—Akf.wTRtAk 0L T ReakporLp-ak,m)
= LporRai121)-p,m) = RAkj(ltl)ﬂ).ﬂTLp.Oi)-

Be careful that the symmetry of the O condensate is d,2_»

(i.e., it changes sign with C: see the definition afterwards),
while that of the 7 condensate is both d,, (i.e., it changes
sign with p, and p,) and d,>_»; moreover, dxz,yz is imperfect
on the 7r condensate [for instance, it maps a factor sin(a(p
—kpy+Aky/2)) onto sin(a(—p—kpy+Ak/2)), which slightly
differs]; however, the signs change according to g symmetry.
A real space representation of the different condensate of
singlet symmetry is given in Fig. 3.

If the components, in reciprocal variables, are multiplied
by cos(mPa) (or some similar factor), one gets extended d
condensates (this corresponds to the harmonic classification).

4. Triplet condensates

One also finds triplet instabilities.

I'=6;;+168;; corresponds to the p, symmetry; Oﬁp Y(0)
corresponds to an intraband pairing (0 condensate), and
writes

OEP“)(O) = E (‘/’i,lalﬁm,la' + l/’i,—lu—‘ﬁ}'+l,—la—’)7§"—’
i

’
oo

[ adp
== lf E (Lp.OoR—p,OO"
L 2m
oo

+ Lp—Akf,'n'a"RAkf—p,77'(7")Sin(ao7 - kﬂ))) Tz(r’ .
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(2) (b) (c)

FIG. 4. Real space representation of SC condensate of triplet
symmetry p; (a), f, (b), and f; (c).

Ofp “(7r,) corresponds to an interband pairing (7 conden-
sate), and writes

: FiAki
0P () = =12 ™ My 1 i 10 = Ui 1ot —10) T
;

’
oo

. d,
= _ prilakar) | 24P
=—-e€ 4 fL 2 UEUI (L]I,O(I'RAkf(lil)—[l,’)T(T’

+ Lp—Akf, mTRiAk/—p,Oa’ ) sin (a (p

—kpp ¥ Akg2)7% .

Be careful that, because of the factor e ¢ 1/%2 in the Fourier
transform, this condensate is invariant under P.

With I'= 8,5, 5; _j», one gets an intraband pairing (0 con-
densate) of symmetry f,, given by the Oy-‘)(O) component

05’3"(0) = WiroWin 100 + Ui —10Wist 167) Tyt

1

’
oo

[ adp
= lfL 2 0_20_/ (Lp—Akf.‘lTa'RAkf—p.ﬁa"
= Ly 0oR_p00)8i0(a(p = ko)) 75,

Note that d,2_,2 is again imperfect.
With I'=4,;,; _;s, one gets an interband pairing (7 con-
densate) of symmetry f,, given by the 05’}')(771) component

05/}')(7]':) == 12 eIiAkﬂa(l/ri.la'lﬁislU’ - lﬁi.flcrlpi.l(r’)T(m"
i

’
oo

| adp
= ﬂfL . 2 (Lp,OURAkf(lil)—p.ﬂ'o"
oo
- Lp.ﬁ()‘RAkj(*lil)*p.O(}")T(ﬂ)” -

Note that p, antisymmetry is an internal one and does not
account on the exponential factor, in the Fourier transform. A
real space representation of the different condensate of triplet
symmetry is given in Fig. 4.

Extended states of the same symmetries can be obtained
exactly the same way as for singlet superconducting opera-
tors.
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B. Density wave instabilities
1. DW Hamiltonian

We have also investigated site density wave instabilities,
defined by  the order  parameter  ALW(X)
=EUg'<l/f§_gl//x.(,r>TZU,, with 7€=1 for CDW, and =0,
™=0, and P:=0,, for SDW, as well as bond density wave
instabilities, defined by the order parameter AP (X)
=20.Ur(lﬂ§(.o,l//X+]”’u.r>7'zu_,, where 1;=(1,0). These couplings
are intrachain, we distinguish intraband and interband ones.
We also investigated interchain couplipgs, defined by the or-
der  parameters ADV(X) =3, (Y oxsG.01) Ty and
AE:Xd(X)=2W,(z/f;’01/jx+(;,ﬁr>rza,, where G or G’ {1 ,,1,
+1,}and 1,=(0,1).

The corresponding Hamiltonian writes, in reciprocal
space variables,

Hpy= 2 EDW(Pl,Pz’Q)%H)‘ﬁf)q’;la,q’quz
PP,

01,09

+ Z2PV(P,P,,Q) 7Y oV

i

\I,Plu'l . (4)

Pyoy
The construction of the response functions for these instabili-
ties is very similar to that of the superconducting instabili-
ties. So, we will only give the Fourier components of the
electron-hole pair operator for Q=(-2k,0), Q=(-2k/,0),
and Q= (_kﬂ)_kf’lr’ 7T/b)

SDW and CDW operators only differ by the spin factor
(matrix ¢ or I), so we will also omit this factor.

2. DW response function

The intraband response functions write then

adp . v
Osite(_ 2kﬂ)7 0) = Rp,OaLp.Ozr’ + Rp+Al< -,mer—Ak o)
L 21 f f

- ad[’ . —i +
Obond(_ Zkfo,O) = IJL Z sm(ap)e kfoa(Rp.OULp‘O‘rr

B
+ R/;+Akf.mrL11—Akf, ﬂ'o”)

and

adp . +
Osile(_ 2kf7r’0) = , ;RII—Akf.O(fl'p‘FAkf,OU" + R]),TI'O'LP.’JTU" ’

[ adp . —ik ;
Obond(— 2kf7r’0) =1 f — sin(ap)e Af””(Rp-Ak .OoLp+Ak 00’
L 2ar f f

+ R;,’ATOLPJTU") -

The interband response function writes

w\ [ adp . .
Osite - kﬂ) - k_frrv ; =1 . ERp.Ou'Lp.mr’ + Rp.’JT()'Lp.OU'”
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™ adp .
Obond(_ ko= kg ;) =- fL 5 ¢ kpotkra2sin(a(p — Ak/2))

X (R;,’JTO‘LP,OU" + R1T7+Akf,OoLp+Akf,7To") .

The above response functions are intrachain ones. The
way we have written them one just needs to add a minus sign
before the first (or second) term of all intrachain operators, to
obtain all interchain ones.

IV. RENORMALIZATION GROUP EQUATIONS
A. Choice of the RG scheme

We have used the one particle irreducible (OPI) scheme
(Refs. 26, 33, and 34), to calculate all diagrams, in a one-
loop expansion. We use the flow parameter A=A ¢, We do
not renormalize v, nor ky or kg

B. kj-dependent equations

1. ky dependence of the couplings

In this system, the interband backward scattering g, plays
a particular role. Due to momentum conservation, it is not
possible to put all its arguments onto the Fermi points. This
indicates that g, is not a low energy process. However, it
intervenes in the renormalization of low energy processes.
For instance, in the renormalization of g, dg,/d{ gives a
contribution containing a g, scattering, with a factor A/(A
+v,Aky). This contribution is exponentially suppressed, as
A <vAky=2t,. It can thus be neglected as soon as v Ak, is
of the order or bigger than the initial bandwidth 2A. On the
other hand, as shown by Fabrizio,'? the g, process has to be
taken into account if v Ak, is much smaller than A,

Thereupon, in order to calculate the renormalization of
gpo properly, couplings go, gy or g, with specific k; depen-
dence are needed. For instance, dg,,/d{ gives a Peierls
diagram:

ko —kpot28ky
90
A g
vy Fo .UA'H‘fO
+2Aky !
9
Kn 0 g

including coupling go(ks.—kp+2Aks,—km+2Aky, k), with
arguments that remain separated from the Fermi points, even
in the limit A — 0, let us write it g¢;. This coupling separates
from coupling go(ky,—kp,—kp.kp), with all arguments at
the Fermi points, which we will write gy; therefore & de-
pendence is influential. This can be proved by comparing
their renormalization, in the Cooper channel. For instance,
dggo/d€ gives, in the Cooper channel, a term proportional to
gé+ g[2 with a constant factor, which is present all the way
down to A —0. On the contrary, dg,,/d{ gives, in the Coo-
per channel, a term with a factor 2A/(2A+v|P,+Ps|)
=A/(A+v Aky); the renormalization of gy, in the Cooper
channel is thus exponentially suppressed, when A —0 (for
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goo» the total incoming momentum is P+ P,=0).

We have proved that different g, couplings separate dur-
ing the flow, so the k; dependence is hence capable to have
an effect during the flow, when it is taken into account. This
generalizes for g/, g, and even g, couplings.

All this differs completely from the one-dimensional case,
where the renormalization of the coupling with all momenta
on the Fermi points is only governed by processes with mo-
menta +k;xA/v;, which always fall on the Fermi points
when A — 0. In our case, it is not possible to apply the same
argument as soon as 7, <A,. Indeed, we will see, in the
following, that one gets different results, depending on
whether we take the k; dependence of the couplings into
account or not.

The k; dependence can be observed, when A is large (and
until A>uvAky), by the separation of the different scattering
couplings go, 87 and g,y On the contrary, if one puts g,=0 at
€=0, this dependence is suppressed, and the system becomes
purely one dimensional for small values of 7, (in that case,
gp remains 0 for all A and the RG equations simplify dras-
tically, although they differ from the one-dimension case).

2. ky representation of the couplings g

In order to write explicit k-dependent RG equations, one
needs to define a consistent and detailed k representation of
the couplings g.

Let us first note that G(P,,P,,P;,P]) corresponds to
R(P))LT(P,)L(P5)R(P}), where P; are the absolute mo-
menta in the || direction. We then define the relative momenta
P1=Pi=kpg, pa=Partksy, p3=P3+kpg, and ps=Py—ks,
and write, correspondingly, g(p;,p,.p5.p1). We also intro-
duce variables c=p +p,=p|+ps+d, [=p,—p,=ps—p>+d,
and p=p,—p;=p|—p,+d, where d==2Ak; for g, d=2Ak,
for g, and d is zero otherwise, and then write, correspond-
ingly, g(c,l,p) (d is implicit).

At the beginning of this section, we have found in a dia-
gram a particular coupling go(A/vy,2Aks,0,2Ak+Alvy).
When A—0, we get g9(0,2Ak;,0,2Ak,) [which also writes
80(2Aky,—2Ak;,0) in (c,/,p) notation]. Note that some argu-
ments are shifted by *2Ak, compared to the coupling
£0(0,0,0,0) with all momenta on the Fermi points.

This could easily be generalized for all couplings g. So, in
order to get a reasonable number of couplings, we have done
the following approximation: all terms +A/vy, in all dia-
grams, are replaced by their 2Ak; part (ie., by
2Ak{A/2Akv ], where [x] is the biggest integer <x). Then,
it follows that we only get couplings g(p;,p,,p5.p;) [or
g(c,l,p)], where all variables p; (or c,/,p) are multiples of
2Aky.

3. ky representation of the couplings z

All the preceding procedures generalize to the couplings z
as well. We first introduce a (k, ¢, p) representation, similarly,
with c=p,+p,, p=p>—p;, and k=p,, where p, and p, are
defined in Fig. 19 and write, correspondingly, z5¢(c,k) or
PV k).

Then, we apply the same approximation in order to get
couplings, where all variables (k,c,p) are multiples of 2Ak;.
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The same conclusion applies to these couplings, proving that
their k; dependence is also influential.

4. RG equations

Finally, we calculate the RG flow of the separated
following couplings: g4(0,0,0,0), go(-2Ak;,0,0,-2Ak,),
80(0,2Ak;,0,2Aky), ete. as well as z(0,0), z(2Ak;,0), etc.
The exact RG equations, including all || components, are
given in Appendix B 1, for the g(c,/,p), and in Appendix B
2, for the z5¢(c,k) and z°V(p,k). In order not to solve an
infinite number of equations, we have reduced the effective
bandwidth of the renormalized couplings to 47, Ak, where
Nmax 1S an integer, by projecting all momenta lying out of the
permitted band, back into it, according to a specific trunca-
tion procedure that will be explained after.

We have performed our calculations with n,,,,=2, 3 or 4,
and the results rapidly converge as n,,,, is increased.

5. Susceptibility equations

To each instability corresponds a susceptibility. We will
write XiC(F) the different SC ones and xL" the different
SDW or CDW ones. The susceptibilities have no k; depen-
dence. However, couplings z with different k; variables ap-
pear in their RG equations, which we give in Appendix B 3.

Referring to the transverse component of the interaction
vectors, we will write x(0) the instabilities corresponding to
intraband processes, and y(7/b) those corresponding to in-
terband ones. We use several symmetries, to reduce the num-
ber of couplings. Because of the k; dependence, it is not as
easy to apply them as in ordinary cases. We give here some
indications, which are completed in the Appendixes.

C. Symmetries
1. Ordinary symmetries

We apply C the conjugation symmetry (C:r—r,
p——p,oc——0), A the (antisymmetrical) exchange between
incoming particles, A’ the exchange between outgoing par-
ticles, P the space parity (P:r—-r,p——p,oc— o), and S
the spin rotation (S:o——0). We will also use p,, p, (the
mirror symmetries in the Il and L directions), f, and f,. Note
that P=p.p,. A

H,, [Eq. (1)] and H,, [Eq. (2)] satisfy all these symme-
tries, whereas SC instabilities, governed by Hgc [Eq. (3)], are
not invariant under § or C, which allows a natural classifi-
cation of the states, and DW instabilities, governed by Hpw
[Eq. (4)], do satisfy CS, AS or A’S, but not C, A, A’, nor S
symmetries.

All the relations satisfied by G or Z couplings are detailed
in Appendix C 1. From what precedes, one will not be sur-
prised that those for G couplings are simpler and less sophis-
ticated than those for Z ones.

Relations of couplings g. We are not interested here in the
symmetries that relate, for instance, a LRLR coupling to a
RLLR one. Instead, we only keep RLLR couplings and de-
duce all the symmetries that keep this order.

We then apply them to every coupling gg, g, etc., and
find, altogether, exactly two independent relations for each
one, which write, in (c,/,p) notation,
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gile.l,p)=gi(—c,l,p) i=0,m,10,tm,

8fw(C,I,P) = gﬂ)(_ a.lp),
8halC.l.p) = gpo(=c,l =28k p = 2Aky), (5)

gi(cvl!p)zgi(c’_lvp) i=0,7T,f0,f7T,

gm(e,Lp) = guwlc,=Lp),

8balc.1.p) = gpolc = 28kp,— 1,p — 2Aky). (6)

One observes that (5) relates gp to g7, and gy tO gy
while (6) relates g, to g, and g, t0 g5~ The combination of
(5) and (6) thus relates gy to gs, and g, to g,

Relations of couplings z. We similarly deduce all symme-
tries that keep the LR order; we apply them to every coupling
29> Zm €tc., and find only one relation for each one, which
writes, in (k,c,p) notation,

ZSS,,C(C,k) = ng(— c.k—c) 6=0,m,

Zylek)=z0(—ck—c),
Zf_c(c,k) =+ zf.f(— c,k—c),

2(ck) = £ 2= e,k —¢), (7)

where *+ reads + for I'=s or '=sp, and — for I'=g or I’
=f,. Note that z3¢ or s5¢ correspond to intraband conden-

safes, while sz or sEC correspond to interband ones.

BV (p k)= 22 (p,—-p-c) 6=0,m,

Z[_)W(p7k) = iZ?W(Ps_P - C), (8)

where * reads + for site ordering and — for bond ordering.
One observes that (7) and (8) relate z, to z_.

2. Suppl tary symmetry

g

As we already noted, ordinary symmetries do not relate g,
to g, nor z, to z,. However, since we choose identical bare
values at £=0, and since the RG equations are symmetrical,
we observe an effective symmetry between these couplings:
we will show here that this does not occur by chance, but

that it follows a specific symmetry C, which only applies to
the ladder system.

C is a kind of conjugation: it generalizes the electron-hole
symmetry as follows.

Let us first consider the case of a single band one-
dimensional system; we find an electron-hole symmetry, de-
scribed in Fig. 5(a).

For R particles, it conjugates an electron with momentum
ky+p and a hole with momentum ky—p. In the momentum
space, it is a symmetry around k; One can write c W,
=z,lf§k/_p and 6‘¢;= zﬂz,(ﬂ,. For L particles, the same relation
applies if one simply changes k; into —k.

Let us now return to the two-band system. This symmetry
generalizes by turning the momenta around the isobarycenter
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FIG. 5. Symmetry around the Fermi points: (a) in a 1-band
system; (b) in a 2-band system

of the Fermi points, as shown in || space in Fig. 5(b). For R
particles, (ky+ks,)/2 points to the isobarycenter and you
now get C 1,b[,=¢,l,f0 e B

In the two-dimensional representation, C-symmetry is a
point symmetry around ((ky+k,)/2,7/2b), as shown in
Fig. 2 (the sign depends on whether it is a R or L momen-
tum).

Actually, there is an alternative symmetry, which we write
¢, which also maps the band k, =0 onto the band 7 it is a
translation by the vector [+(k/,—k),7/b], as shown in Fig.
2. Some of the bare couplings satisfy this € symmetry (g,
8> & 2o OF Z,), but some do not (g,,z,,z-). Since interac-
tions are mixing all couplings as soon as the flow parameter
£>0, the renormalized couplings will break the ¢’ symmetry.
Therefore, we cannot use it.

On the contrary, one verifies that H;,, H;,, Hgc and Hpy
are invariant under C. The induced relations satisfied by G or
Z couplings are detailed in Appendix C 2.

In fact, C and € weakly correspond to the d\2_» symme-
try in two dimensions. '

Supplementary relation of couplings g. It is straightfor-
ward that C keeps the RLLR order when one applies it to any
coupling g;; so we find a new relation for each one, which
writes, in (c,/,p) notation,

gx(c,l,p) = go(=c,=L,—p),
grale,l,p) = gpl(=c,~1,=p),
gm(c,l,p) = gzO(_ c,= la_ P),

gbm—(cvlvp)ngo(_ Ca—l,—P)- (9)

One verifies that g, and g, are related; in fact, (9) relates all
0 couplings to 7 couplings.

Supplementary relation of couplings z. Similarly, C keeps
LR order when we apply it to any coupling z;; so we find a
new relation for each one, which writes, in (k,c,p) notations,

5(c,k) = £55(=¢,— k),

e, k) = £ 5= ¢,~ k), (10)

where * reads + for I'=s or I'=p, and — for I'=d, g or

F=fx af\"

2V(p.k) = 228V (= p.= k),
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Yk = £ V(= p.- k), (11)

where * reads + for site ordering and — for bond ordering.
Again, one verifies that z; and z,, are related (as well as z,
and z_).

D. Truncation

Understanding symmetry relations does not only help us
to reduce drastically the number of couplings, it is also an
essential tool to make a proper truncation procedure, as we
will explain now.

1. Triplet notation

Let us first introduce a useful notation for the k; depen-
dence.

We have already defined the relative momentum represen-
tation g(py,p,,p5.p1), as well as the g(c,/,p) notation, and
explained how to keep only couplings, the arguments of
which are all multiples of 2Ak,. We will focus on the (c,/,p)
notation and write ¢=2n,Ak;, [=2n,Aks, p=2n3Ak;, with
(ny,ny,n3) € 73.

In short, we can write g;(n,,n,,n3) (i=0,50,10,b0),
where (n,,n,,n3) is called a triplet. Mind that, using symme-
try relations, two triplets (n;,n,,n3) and (ny,n5,n}) can rep-
resent the same coupling. One says that these triplets belong
to the same symmetry orbit (or symmetry class). Mind also
that the orbits are different for each coupling go, g, &0, and
80

It would take too long to give an exhausted list of these
orbits. Let us just observe that (0,0,0)’s orbit has only one
element (itself), except for g;, the orbits of which we detailed
in Appendix C 3.

2. Choice of the truncation procedure

Obviously, one needs only renormalize one coupling per
orbit. From the fundamental rules, explained in Sec. IV B 2,
it follows that, even if one starts with only g,(0,0,0),
20(0,0,0), and g,(0,0,0), the RG equations will generate
an infinite number of orbits. So, we will only keep couplings
which satisfy |n;| <n,,,, (for a given n,,,); but even so, in the
RG equations of some orbits intervene couplings, with argu-
ments lying outside of the permitted band (i.e., the distance
of the corresponding momentum to the Fermi point exceeds
2nmaXAkf). In order to get a consistent closed set of differen-
tial equations, one needs to put these extra couplings back,
inside the set of allowed couplings.

For instance, imagine that n,,,, =2, and that g(3,2,2) cou-
pling intervenes in a RG equation. One cannot, unfortu-
nately, just map (3,2,2)—(2,2,2), because these triplets do
not belong to the same symmetry orbit. In doing so, one
would get a very poor k; dependence; we have actually
proved, in the case of a (p;,p,,p;) representation, that all
orbits of g, except (0,0,0) would collapse into one single
orbit.

Therefore, the truncation procedure must be compatible
with all the symmetries of the system. We have used the
(c,1,p) notation, which is very convenient. One can check
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FIG. 6. Flow of the susceptibilities Xfc(d) and XSDW (intra or
interband), at U=1 and 2t /Ag=1.94: (a) usual RG procedure; (b)
including k; dependence. You observe that x5™(0) does not diverge
but only reaches a plateau.

that all the symmetries conserve ¢+/+p modulo 4Ak;. This
explains why n;~>n;=1 cannot be compatible with the sym-
metries. On the contrary, n;—>n;+2 is completely compat-
ible, i.e., it maps a triplet onto on an already defined orbit;
hence we have used this mapping for the extra couplings.

With n,,,,=2, for each coupling g we find 63 different
couplings [that are {(i,j,k),i,j,k=-2,0,2}U{(zl,=1,i),
i=-2,0,2} U {(z1, i, 1), i=-2,0,2} U {(i, =1, =1),
=-2,0,2}], which separate into 23 orbits (having 1, 2, or 4
elements), except for the g, couplings. For these, the enu-
meration is more tedious, we eventually find 8 orbits (of 4
elements, see Appendix C 3). There are altogether 3 X 23
+8="77 different orbits; if we include the spin separation, we
thus need to calculate 154 coupled differential equations.
Nmax=3 gives 390, while n,,, =4 gives 806.

E. Divergences of the susceptibilities

In the range of values for U that we have investigated, the
RG flow is always diverging.

When the initial interaction Hamiltonian H;, is purely
local, i.e., when the interchain scatterings are discarded
(Chack=Cror=0), the interband SDW susceptibility x5 (/b)
is always divergent. In the superconducting phase, the SC
singlet d susceptibility Xfc(d) (0) is also divergent, at the same
critical scale A,=Age. A third susceptibility x5"(0) in-
creases and reaches a high plateau (see Fig. 6). Almost all
other susceptibilities remain negligible.

When the parameters Cy, or Cy, are increased, both
x5V (m/b) and )(fc(d) decrease; they are progressively re-
placed by the divergence of the CDW susceptibility
XLC)W(W/ b), and, in the case of backward scattering, of the
triplet SC susceptibility x*°(0).

One finds at most four divergent susceptibilities
[Xfc(d)(O), xeWV (mlb), erc(f)(O), and x5V (m/b)] at a time.

Since the RG flow is diverging, we cannot further calcu-
late the renormalized couplings. To deduce a phase diagram,
we must find out which mechanism dominates; we used two
different criteria: according to the first one, we simply take
the susceptibility which reaches the highest value || at A_;

PHYSICAL REVIEW B 72, 045120 (2005)
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FIG. 7. Flow of the couplings gy, and gy, at (a) 1, <7, (U), (b)
t,=t,(U),and (c) t, =1, (V).

according to the second one, we take the susceptibility which
has the highest slope.

These two criteria bring nonequal results. Although the
first one is a poorer criterion, its conclusions remain stable
when either the precision or n,,,, are changed. The second is
however preferred, as we will see its conclusions are physi-
cally consistent, contrary to the first one.

V. PHASE DIAGRAM WITH INITIALLY
LOCAL INTERACTIONS

Let us first discuss the case of initially local interactions
(Cpack=Cio:=0, no interchain scattering). Of course, we can
only fix Hj, at £=0, and the flow will develop nonlocal
interactions.
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FIG. 10. Phase diagram when the k; dependence is included.

lowered]. This can be seen, for instance, in Fig. 11, which
corresponds to Fig. 9 with no k; dependence.

SC critical temperature. The critical energy A, at which
SC susceptibility diverges gives an approximate indication of
the SC critical temperature. We give a plot of A./A versus
21,/ Ay; as seen in Fig. 12, A_ is roughly decreasing with 7, .
The band gap parameter 7, is also increasing with pressure;
therefore, this behavior is compatible with the experimental
data, which show that 7, is decreasing with pressure in

C
quasi-one-dimensional organic compounds.

B. Discussion

As already mentioned, as soon as the dependence of k; is
included, we observe two separated phases, one purely SDW,

10° . . r : ;

sc(d
_Xs(

1 1~ Ae )

o)

107 F o+ ] +X%W(0)
W r— ]

+
100000 F *, 5

10000

P
"

1000 F 4
100 3

10} J

1 1 1 L 1
0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000

1,/A,

FIG. 11. Curves of )(i‘”(AC) and xSW(A,) versus 27, /Ay when
ky is neglected.
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FIG. 12. Curves of A,/ Ag=e~ versus 2z, / Ay with 1, =2 (a),
Nmax=3 (b), and n,,,=4 (c).

the other one a SC phase with competing SDW instabilities.

On the other hand, for 7, =1, i.e., when the initial band-
width lies inside [k/,,kp], the k; dependence has no observ-
able influence on the susceptibilities.

In the SDW phase, our results prove the existence of large
antiferromagnetic fluctuations. We believe that these SDW
instabilities are not the signature of a localized antiferromag-
netic ground state, but of antiferromagnetic itinerant elec-
trons, as it is indeed observed in Bechgaard salts. Actually,
the flow is driving towards a fixed point, which does not
seem to be the one-dimensional solution: for instance, the
renormalized couplings g; and g, of the 1D solution are 0
and 1/2 and differ from the values which we obtain when the
flow is diverging, in the SDW phase [see Fig. 7(a)].

We induce that the spin-gap should disappear in this SDW
region, which is consistent with what Park and Kishine?>*
claim.

In the SC phase, the SC divergence is due to the Cooper
channel, while that of density waves is due to the Peierls one
(see, in the case of a single band model, Refs. 32 and 36).
The appearance of d-wave superconductivity in ladder sys-
tems is well understood within a strong coupling scenario,
where a spin gap leads to interchain Cooper pairing. How-
ever, in our calculations, we see that superconducting corre-
lations are always enhanced by SDW fluctuations. Contrary
to what Lee ef al. claimed first,?’ there is an itinerant electron
mechanism in this case, which is the weak coupling equiva-
lent of the localized electron mechanism in the strong elec-
tron scenario. It was proposed by Emery, and is essentially
the spin analog of Kohn-Luttinger superconductivity. The
mutual enhancement of the two channels is also discussed in
Refs. 33 and 39.

As a consequence of this mutual enhancement, the spin-
gap should not appear with the first appearance of SC insta-
bilities, but for somehow larger values of 7.

Moreover, we observe that the SC pairing is a Q=0
mechanism, while the SDW are excited by Q=(2Aky, mw/b)
vectors. This can be explained by the symmetry of each
channel. The Green function of the Cooper channel gives a
factor 1/[e(k)+e(~k)] and is minimized with the k—-k
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symmetry, which corresponds to an intraband process. The
Green function of the Peierls channel gives a factor
1/[e(k)+ e(k+Q)] and is minimized with the k—k+Q sym-
metry, which corresponds to an interband process.

This can also be seen in the RG equations.
d1n(z5%(0))/d€ depends only on g, and g, whereas
d In(z5%(7/b))/d¢ depends on g, and g,. Since g, processes
are depressed as soon as A=<2r, 0 condensate are favored.
Moreover, this predominance is stabilized by the dg,/d€
equations, in which the Cooper term depends on g, and by
the dg,/d¥ equations, in which the Cooper term depends on
g
! The same argument applies for DW instabilities.
dIn(z°V(0))/d¢ depends on g, and g, whereas
dIn(zPV(ar/b))/d€ depends on g, and g,. So, 7 processes are
favored. Again, this is stabilized by the dg,/d{ equations, in
which the Peierls term depends on g, and by the dg,/d{
equations, in which the Peierls term depends on g,.

The critical temperature, in the SC phases, is indicated in
Fig. 12. We chose U=0.6 in order to avoid the SDW phase.
The general trend is that of a quasi-one-dimensional system;
the increasing curve, for small values of 7, can be related to
transition effect and to the furthered influence of the SDW
fluctuations.

VI. PHASE DIAGRAM WITH INITTIAL
COULOMBIAN INTERCHAIN SCATTERING

A. Results
1. Influence of a backward interchain scattering

Let us now study the effect of a backward interchain scat-
tering. This type of coupling has been investigated by Bour-
bonnais et al.? in the context of correlated quasi-one-
dimensional metals, for which CDW correlations are
enhanced and triplet superconducting instabilities can occur.

When the parameter Cy,y is increased, the behavior of the

susceptibilities depends on the parameters (7, , U).
Appearance of triplet SC and CDW. For t, <t (U), the

SDW phase exists for Cp,e small enough. As Cp, is further
increased, the SDW instabilities are replaced by CDW ones.
The transition is smooth, and there is a narrow region where
both SDW and CDW coexist (region 3 in Fig. 16). We show
a 2¢,/Ay=0.01 section of the susceptibilities at A, in
Fig. 13.

For ¢, =1t,.(U), the SC phase (with SC singlet d and

SDW instabilities) exists for E‘back small enough. As amk is
further increased, the singlet SC modes are replaced by trip-
let ones, while SDW are replaced by CDW. Singlet and trip-
let SC appear to be antagonistic, and the transition is very
pronounced; in the coexistence line between them, one also
finds SDW and CDW divergences (see Fig. 14). On the con-
trary, the transition between SDW and CDW is very smooth,
although the coexistence region is still narrow (region 2 in
Fig. 16). We show a 27,/ Ay=0.1 section of the susceptibili-
ties at A, on Fig. 13.

8
10 —TT—T—TTT T _Xgo(d)(o)
107 | U=1 o 4 __XtSC(f)(o)
108 | J + XB‘A{O) site
100000 | a | x ng%o) site
x ng(g) site
10000 1 DWone
o )g (g) site
1000 1 = x2™E bond
100 1 o x2™@) bond
10 E
1 4

0.1
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FIG. 14.
Chack=0.18.

Flow of the susceptibilities for 27, /A,=0.32 and
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The triplet SC condensate has f, symmetry. The corre-
sponding susceptibility is mostly divergent in a region of
coexistence with SDW and CDW (region 2 in Fig. 16), but it
is also divergent in a region of coexistence with only CDW
(region 1 in Fig. 16).

When Cpae is large enough, the triplet SC modes are sup-
pressed, and the region is a pure CDW phase. We show a

section of the susceptibilities at A, for ébackzO.Z and 6‘back
=0.3, on Fig. 15, which clearly indicates the domain of ex-
istence of the triplet SC.

Site or bond separation. As we have already observed it,
in the case of Cy,=Cs,,=0, for small values of 7, site and
bond SDW susceptibilities are degenerate, as well as site and
bond CDW ones.

This generalizes for all values of éback. The site or bond
separation line is an increasing function 7 | ,(Cp,e) Of Chyers
shown in Fig. 16; For small values of U, this line crosses the

SC domain, but for U=1 it is already disconnected from the
SC frontier (although it remains close to it).

2. Influence of a forward interchain scattering

The phase diagram when Cj,, is included is very rich, and
beyond the scope of this article.

We would like to emphasize only the fact that all SC
instabilities are suppressed when Cy,, is increased. Figure 17

gives a typical flow of the susceptibilities, with a large Ciy,.

B. Discussion

Let us analyze these behaviors, which follow simple
trends.

The CDW instabilities are enhanced when g is increased,
whereas SDW ones are enhanced when g is increased (this
can be verified in the corresponding RG equations of Appen-
dix B 2). Similarly, singlet SC instabilities are enhanced
when g is increased, whereas triplet ones are enhanced when
g, is increased.

So, an increase of Cp, implies an increase of the real
space coupling g, and thus, from Eq. (A2), it favors CDW

instabilities against SDW ones, and from Eq. (A1), it favors
triplet SC instabilities and depresses singlet SC ones.

Similarly, an increase of Cy, implies an increase of the
real space coupling g,, and thus, from Eq. (A2), it favors
CDW and SDW instabilities, and from Eq. (A1), it depresses
SC ones.

Of course, we examine here the influence of parameters
Chack and Cy, on the bare couplings. However, we believe
that the flow could not just simply reverse this influence,
even if the renormalized values of the couplings differ a lot
from their bare values. Moreover, one verifies that these con-
clusions exactly correspond to the observed behavior.

The density wave interactions are on site, whereas the SC
pairing are intersite (except for singlet s one), so we believe

211/

U=1
SC triplet : ==

1.28+

0.644
0.32-
0.164
0.08 QDW
0.044

0.02-
0.01

0 0.2 0.4 06 0.8 10 Cback

FIG. 16. Phase diagram for U=1. The shaded area indicates the
divergence of the triplet susceptibility. The dashed line separates
site or bond degenerated states (below) and nondegenerated ones
(above). Other lines and domains are explained in the legend or in
the text.
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FIG. 17. Flow of the susceptibilities, 7, =0.02 and
Cror=0.95.

that the DW instabilities appear first, and then enhance the
SC ones. This is not true of the DW bond correlations, but
we observed no divergences of these, and we have not stud-
ied any other sophisticated intersite DW excitation response.

From this point of view, the fact that = DW processes are
favored, as we already discussed before, implies a 7 dephas-
ing between both chains of the ladder. The 7 dephasing of
the SDW thus fits perfectly singlet d condensate [which con-
sists in a pairing of two electrons on a rung, with opposite
spins, see Fig. 3(b)]. This accounts nicely for the appearance
of singlet SC instability, induced by SDW one.

In the same trend of ideas, the 7 dephasing of the CDW
fits triplet f, condensate [which consists in a pairing of two
electrons on each chain, one stepped by unity from the other,
see Fig. 4(a)] and accounts for the appearance of triplet SC
instability, induced by CDW one.

On the contrary, the triplet p, condensate consists in two
following electrons on one chain [see Fig. 4(b)], this pairing
is not enhanced by CDW instabilities; in fact, it is the analog
of singlet s condensate, which is not either enhanced by
SDW instabilities, and is therefore disadvantaged, compared
to d pairing.

As can be observed on Fig. 4, triplet f, condensate are not
incompatible with CDW. For instance, one could easily fig-
ure out a succession of condensate, with alternate spins, in-
ducing back a global modulation of the chains. A similar
scenario is not possible with triplet p condensate.

One should be aware that the symmetry classification we
have used is very specific of the ladder system, and could not
be extended to an infinite number of chains. The difference
between p and f condensate is very subtle and the situation
could reveal quite different in the general quasi-one-
dimensional systems.

VII. CONCLUSION

We have investigated the phase diagram of a ladder sys-
tem, in the Hubbard model, with an interchain coupling 7,
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using functional RG method, in the OPI scheme. We have
introduced an original parametrization of the k; dependence,
and obtained rather new results; in particular, we have
proved the existence of a new phase with only SDW fluctua-
tions, for small enough values of 7, . From the divergences of
the scattering couplings, we induce that this phase is differ-
ent from the one-dimensional solution. However, for very
small values of ¢, (1, <Ayl0™), we find the usual one-
dimensional behavior.

Our results altogether prove that the k; dependence is im-
portant and must be taken into account in such a ladder sys-
tem. The fact that this variable became influential in a ladder
does not mean that the corresponding couplings g(2Ak/,
—2Akf,0), etc., are relevant. In fact, if the cutoff A — 0, these
couplings are left out of the integrated band, so they could
only be marginal.”?® However, the divergence takes place at
A, which is of the order of Ak, and this explains why these
couplings, which are shifted by +2Ak, from the Fermi points,
have a nontrivial behavior and have to be taken into account.
Moreover, as already explained in Section IV B 1, during the
flow, these couplings influence those, with all momenta at
the Fermi points, until A=2Ak,. This influence is still sensi-
tive, when the divergence takes place. This explains why we
could distinguish a new phase, which has not yet been ob-
served by usual methods.

When ¢, is very large, however (for instance, ¢, ~ Ay),
the flow continues up to A, <v Ak, (otherwise, the inte-
grated band would not vary much and the renormalized cou-
plings neither differ much from their bare values), and the
above argument applies, proving that couplings g(2Aky,
—2Akf,0), etc., are marginal or irrelevant. In that case, & are
not influential, and our results coincide indeed with former
calculations.

We have also given a detailed classification of the re-
sponse function, which provides a convenient tool for the
determination of order parameters and of related susceptibili-
ties, corresponding to different instability processes.

We are proceeding now to a complete study of the long
range correlations, and in particular, of the uniform suscep-
tibility. This task however proves quite difficult, because of
the k; dependence, which has to be carefully taken into ac-
count. We expect that the spin-gap will indeed disappear in
the SDW phase we have brought to evidence.

We have also investigated the influence of interchain scat-
tering, and showed that a backward interchain scattering can
raise triplet superconductivity, a result consistent with the
conclusions of a previous work by Bourbonnais et al.?%3° on
correlated quasi-one-dimensional metals. The appearance of
triplet SC in a ladder is a very exciting and promising result,
since various authors*>#! claim to have found experimental
evidence of these instabilities. Even the narrowness of the
triplet SC existence region seems to fit the experimental data,
which report high sensitivity of these fluctuations to some
key parameters. This work gains to be compared with the
previous work of Varma er al, who did similar
investigations.*?
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#5%(p1,p2,9) =
25€(=ko + p1, kg0 + 2, (4,0),0)
#C(p1,pa,0) =
25C(~ksr + D1, kg + P2, (g,0),7)
25%(p1,p2,q) =
25%(=ksx + pro ko + p2, (0, §),0)

25%(py1,p2,q) =
25C(~kgo + pr, kpn +p2, (9, ), )
2%V (pr,p2,9) =
ZPY (kg0 + p1, ko + p2, (g — 2k50,0),0)
Z,?w(mypz, q) =

ZDW(‘kfn +p1, kpr +p2, (g - 2kgr,0), )

FIG. 18. Schematic definitions of the couplings g.
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APPENDIX A: COUPLINGS

1. Two-particle couplings

Here are the definitions of the different couplings g, from
the two-particle parameter G (also see Fig. 18):

20(P1:P2:P2:p1) = Gk +p1.—kp+ pr—kp +P£,k_f0 +p1),

go(p1.p2r2p1) = Gkt p1o=kpm+ o= kpp + pé’kfw +p1),
2o(P1.P2:p2:01) = Gk + pro= Ky + Pas=kpm+ Poskpo + p1)s
8ra(P1:p2:P2:P1) = Gk Pro=kpo + pos—= ko + pa.kpn + p1)s
810(P1:02:03P1) = Glkpy + pra—kpy + pos—=kpr + Poskpn +p1),
8n(P1:P2oP2oPY) = Glkpm+ pro=kpn+ po—kp +P£J<fo +p1)s
80P 1202 P1) = Glkyo + pra= kpy + Pa= kpp + Pk + p1),
8pr(P1:P2:P2:PY) = g(kfm—+ Pi.—kp+ par—kprt+ Pﬁvk_/o +py).

The relations between the different representations can be
found in Refs. 27 or 43. Here, they reduce to

8s=— 81~ 82
8r=81~ & (A1)
8c=82—281:

8s=82- (A2)

2. Other couplings

Here are the definitions of the different couplings z, from
the couplings to external fields Z. (See also Fig. 19.)

22W(p1,p2,q) =

ZPW(—kgr + p1, ko + P2, (q — ko — kfx, £),0)

22%(p1,pa,q) =

ZPW (~kgo + 1. kpr + P2, (@ — kpo — kgr, 3),7)

kpo+pr2

kyntre

SC SC .
£ ,<,< 2 .-.<
q q

—kgote1 —kgxtpy
kpo+p2 kfntrz
SC . SC
z37 .<.< z -
e a
—kpate1 —kro+P1
krotp2 krntP2
2V . .- 22V . .-
9-2k 5o =2k
—kpote1 —kpxtp1
kpo+p2 kyxtp2
DV - OW .
a—kpo—kpn . g=kfo—kyn
~kpa+p1 —kfot+p1

FIG. 19. Schematic definitions of the couplings z.

We omit the spin index « and the symmetry index I', and
use the notation explained further in Appendix C 1. Remem-
ber that I'=s,d, g for a=s (singlet) and I'=p, f for a=1 (trip-
let). The symmetry (s, d,2_,2, &, P.» [+ OF f,) applying to each
one is detailed in the main text: A

ch(Pl,Pz,Q) =Z5¢(- ko + p1.kso+ p2,(¢,0),0),

Z?rc(Pl,PzafI) = Z5¢(- izt P1okrr+ P2, (q,0), m),

a
SPp1pag) = ZSC(— kg + prkp + o, (q,E>,0),

T
Zp1.pag) = ZSC(— kp+ ik + po, (%;)ﬂﬂ'),

20" (P1.p2a) = 27V (= kp + pr.kp + 2. (q — 2kp0,0),0),
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DW DW
2 (P1sP2q) = 20V (= kpr+ prokpn+ pa,(q = 2ks,,0), ), dg
. S I 0 = 2 8HCT+ Py,
By

2Y(p1.prq)

- where C and P correspond, respectively, to the Cooper and
= ZDW(_ kpn+ proko+ p2,<q —kp - kfﬁ,*),o), Peierls channels, and are given, in the g-ology representa-
b tion, by
Z9W(P17P2J1) 01 1 0
7 ==\ o) &=\ 1)
= ZDW(‘ km+pl’kf'w+p2’<q_ kfo_kfw’;)’”)-
2 -1 0 0
APPENDIX B: RG EQUATIONS Pi=\" o ) Pl L)

We give here the detailed RG equations.

see, for instance, Refs. 27, 43, and 44. In the following equa-
tions, all two first terms are Cooper ones, whereas all two
Here are the RG equations for the couplings g, in (c,/,p) last terms are Peierls ones; so, we omit the spin dependence,

1. g couplings

representation. The spin dependence is given, for all terms, which is given by the above equations, for each term. One
by gets
- 8A+4c|[§ ( <A+%) e (“'zﬂ) +1+Tp)~°(c’ i (“'zﬂ) s (“%) ‘I_Tp)
+2g,0(c ( %) + HTP ¥ (A+ |2£‘> + I+T)~m(0, ¥ (A ‘;‘) + Z_Tp * <A+ %) - l—zp):|
3ol 2) )l )5 )
_Cz—l’p)] M{;go(I(A+|p+§Akf|) %”—Akf,_(A |p+§Akf|) c;—l

+2Aky -1 +2Aky -1
- Ak_/-,p)g,,,,(I (A + %) + S +Aky, * (A + u) - CT +Akpp + 2Ak_,-)] ,

dg |c|> [+p ( \cl) 1+p) ( ( \c\) I-p ( Icl)

“5/0 _ i} TrE - jhd} pLI < P> — iad} — i}

7, (c.l,p) = 8A+4| [28/0(6_( VAR A+ )+ 5 Janle F A+ )+ i A+
- A +2Aky l +2Aky [

~ p)] [Egbo(c ( e _f\>+ Pz (cA+ le .f\>+ +p

2 8A +4|c + 2Ak/]

L) (L) 1y (o lernakd) i-
= Akf)gpa\ ¢+ 28ky, F | A+ + + Ak, ¥ A+ - +Aky
2 2 2 2
Ipl) c+l ( \p\) c+l ) ( ( \p\) c-1 ( \p\)
A2 A 2 g T A+ D)+ 5 2 (A 2
8A+4|p|:2gf0( ( + 2,+ 5 + 2,[78 +2 + 2,+ +2
-l \p\) c+l ( Ipl) c+l )_ (_( |p|> c-1 _< \p\)
5 ,p)+2gto( <A+ x|\ AT e F AT e F (AT

C;l)
2,17,
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dg A -( ( \c\) I+p \cl) l+p)- ( ( \c\) I-p ( \cl) l—p)
A L2l A+— |+ ,FlA+— )+ ,F A+ — )+ ,F A+ — |-

ATV Egoc 2" 2) Ty JE\e T 2T " 2] 2

/ -1
A+u> +1,p)~f7,(1(1\+@) +C7, ¥ (A+@)
2 2 2 2 2

|c|> I-p ) e+ 2Ak/]
Ak, A+ D2 Ak . A ereoi
! +( )T TRy 8A+4|c+2Akf| 28“’ eE\ATTT

+2Ak/] [+ +2Ak +2Ak -
+ 7‘6' j‘) + 2p)~f7r(0+2Akf’ (A |C f|) , + ( 7|C f‘) 7211 :|

dg, A I+ l I-
@(c,l,p) = [Z ~jo(c, + (A + %) +— > +Akp, ¥ <A+ M) + % + Ak/)g,,o(c ¥ <A+ %) + Tp

2 2 2
A (- lpl\ c+1 _ lpl\ c-1I
8A+4p|:§g(+(A+2 +— > + Ak, | A +Ak,, P12l * A+? +T
.y +2Ak [
Ak, T <A+ M) < —Ak,.,p) u) L (A
’ 2 ' 8A+4\p+2Akf 2 2

+2Ak/ +/ +2Ak/ -1 +2Ak/ -1
+u>+L,p)gw(I<A+u>+L, e <A+u>—ci,p+2Akf) .
2 2 2 2 2 2

2. z couplings
. . +£—k)zic(c,i(A+M)+£) ,
2 2 2

Here are the RG equations for the couplings z, in (k,c,p)
representation. The z5C couplings should be written in the
singlet or triplet representation (a=s,t), and the z°V cou-

plings should be written in the charge/spin representation 25 K
_ . - . 7 c ¢
(a=C,S). Then, the spin dependence simply writes, for each SIS pp—— gﬂ)( .+ ( A+ 7) S,
one de 4A + 2| | < 2/) 2
dz + A+M)+£—k) SC( +(A+H)+£)
= 8a +< 2) T2 T\ T
, o e + 2Ak,.\>
and will therefore be again omitted. One gets —_——— + e
& g 4A+2c+2Akf|Eg”°(c ( 2
dzg© A ( ( |c |)
= ()= ——— A+ + 2k, ¢ _ lc+2Ak/|
T 4A +2|c| Eg"c 272 +§-Ak_/‘-k’+(A+Tf
lel le[\ ¢ ¢ + 20k
( E klzg\c, = /\+? 5 +§—Ak_f—k)zfc(c+2Akf,:(A+%)
- A ICI
+§gto(cs—</\+2 ok +%+Ak_,-),

045120-17

189



renormalisation avec la dépendance en k

ABRAMOVICI, NICKEL, AND HERITIER
A
280(—(1\4'@) Lik,
Pl 2
\P\) 14 )DW( ( \P\)
=\A+— |- -kp]z CEVA+
( 2 5 P )20 \P 2
Egb'rr(i<A

>+E+Akf+k,:<A
2

a'zo

(p.k) =

P) PR S
2/ 4A+2|p +2Ak]

2

. \p+2Ak_,-\)
2

— L Aky—kp+ 2Akf) Dw(p + 20k,

2
24k
(A+"’+ ’)—B—Akf),
2

DW
dz* N p— [2 70(:(A + %) P

3. x couplings

Here are the RG equations for the susceptibilities y, with
the same spin dependence as the corresponding z couplings,
which is again omitted,

L 1)y
d€()_ 4A+2|q|[22 ("(A+2 5

2
s, (A @) ﬂ)
+§Z”(q’+( )] )

% -4
)= 4A+2\q\22‘ ( ( A+ )+

> 8 (q+2Akf, + (A

T4A+ Z\q +2Ak| S

+2Ak 2
+7\q f‘)+g+Ak/-),
2 2 k
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B Gy mm S (g (a2 2
ae ! 4A+2|q| 2) 72
— = > oW 2Ak,_(A
TAA+2g- 2Akf\2z ( 9FeoRn =
—2Ak 2
+u)+g—Ak,-),
2 2

o ( ( @) Q)z
g 9= 4A+2q{EZ meE\A+ )

S(-ax(2+4)+2))

APPENDIX C: SYMMETRIES
1. Ordinary symmetries

If we apply the conjugation symmetry C to the two-
particle coupling G, we get

G(P,Py,P5,P\) = G(= P|,— Py,— P},— P)).
If we apply A, we get
Gc(Pa, Py, P, P)) = = 2G (P, P52, P, P))
- 3G4(P, Py, P35, PY),

Gs(Py, P\, P, P{) = Gc(P, Py, P}, P) + 2G(P\, P, P}, P}).
If we apply A’, we get
QC(PI,PZ,PI,PQ)=—2QC(P1,P2,P5,P{)
= 3G5(Py, Py, Py, PY),

gS(Pl’PZ,PIsPé):gC(Pl’PZ’Pévpi)+ZgS(Pl’P2sPé’Pi)~
Finally, from parity P conservation, we get
G(P\,Py,P3,P) = G(= Py,= Py,— P;,— P}).

Note  that AA’
=g(Pl’P2’P£’Pi)'

For the SC instability coupling, we will write the two-
dimensional interaction vector Q=(Q,,0Q ), and add a dis-
crete variable #=0, 7, which indicates whether the R particle
is on the 0 band (6=0) or the 7 band (#=); this way, one
can distinguish 0-0, 0-7r, 7-0 or 7r-7 processes (use Fig. 2
for help).

If we apply P, we get

ZSC(_ Pla_ PZ’ (_ QHaQL)a 0) = ZSC(PlaPZa(Q\hQL)’ 0)

If we apply A or A’ (note that in Hgc, the term with incoming
momenta P; and P, is conjugate to that with outgoing mo-
menta P; and P,), we get

simply  gives  G(P,,Py,P{,P})

ZiC(P2,P1,(QH,O),0) = ZZC(PI’PZ’(QH’O)aa)v

a=s,t,
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T
ch(s)(Pz,Pl,(Qu,; - QJ_>, 0)

= ch(s)(Pl,Pz,(Qu,QL)ﬂT— 0),

a
Zssc(g)(Pz,Ph<Qu’; - Q¢>, 9)

== ch(g)(Pl’Pz,(Qn,Qi)ﬂT— ),

™
erc(p.\-)(pz, Py, (Qn’ b QL)’ 0)

= erc(p'“)(PlaPZ,(Q|\’Qi),Tf— 6),

i
ZI‘SC(/I"V)(PZ’PI’(QW; - QJ_>1 0)
=— Z50(P,,P1,(Q1,0.), 7 6).

Finally, it is interesting to note that Z3C (singlet) and Z°
(triplet) change sign under S and are invariant under C, while
23 and Z7¢ (both triplet) do the opposite.

"For the DW instability coupling, we use the same nota-
tion. Note that Qy writes —(p|—p,+2k,) for intraband pro-
cesses, and —(p;—py+kpy+ky,) for interband ones. If we ap-
ply CS, we get

ZDW(— Py- Pz,(2kfa— 01,0,),0)
= ZDW(PI’P2’(_ 2kft9+ QH’QL)’ 0),
and if we apply AS, we get

ZDW(PZ’PI’(Zka_ Q||aQL)’6)
== ZDW(PlvPZ’(_ 2kf0+ QII’QL)! 0)5

ar
ZDW(PZ’PI’(kf0+ kf,n— Q”,; - QJ_), 6)
= F Z°Y(P. Py (=kpy—ksp+ 01,0 1), 7= 6),

where * reads + for site ordering, and — for bond ordering.

2. Supplementary symmetry

When we apply the special symmetry Cto two-particle
couplings G, we get

Glkpo + Ky = Proko + k= Poskpy + Ky = Pokpp + Ky = P1)
=G(P,,P,,P},P)).

When we apply the special symmetry C to SC instabilities
Zgc, we get

250 (= k= k= Prokgo + k= Pay (= 0},0),6)
= =+ ZiC(r)(PlaPZ’(QHsO)’W_ 0)5

PHYSICAL REVIEW B 72, 045120 (2005)

Ko
Z[SYC(F)(_ ka_ kf’ﬂ'_ Pl’kf0+ kf‘lT_ P2,<— QH’; - QJ_),G)

== ZiC(F)(PlaPZa(QHaQL),W_ 0),

where *+ reads + for a=s, I'=s or for a=t, I'=p,, and — for
a=s, I'=d, g or for a=t, szx,fy.

When we apply the special symmetry C to DW instabili-
ties Zpy, we get

ZPW(= kg = kpp— Prkgo+ kpy = Po,(2kpg— 0,0, 60)
= & ZPV(P, Py, (= 2k g+ ©),0), 7 - 6),

ZDW(— ko= Kpm = Prokp + kyy

T
- P2,<— k= kpm— Qus; - QL)!e)
== ZDW(PlsPZ’(_ kﬂ) - kf7r+ QH’QJ_)’W_ 0)’
where * reads + for site ordering, and — for bond ordering.

3. g; orbits

Here are the 8 first orbits of the g, coefficient, in (c,/,p)
representation:

{(0,0,—2Ak;,0),(0,- 2Ak;,0), (- 24k£,0,0),
(= 2Aks,— 2Aks,— 2Aks)} are sym. equiv.,

{(~ 4Aky,~ 4k~ 2Ak)), (- 4Ak;, 20k, 0),
(2Aky.~ 4Ak,.0),
(28K}, 28k~ 2Ak))} id.,

{(0,— 4Ak;, 20k)), 0,24k, — 4Ak)), (= 2Ak;,— 4Ak,— 4Ak)),
(= 2Ak, 2k, 24Kk} id.,

{(= 4Ak,0,28k)), (- 4Aky,— 2Ak;, - 4Ak)), (2Ak,,0,~ 4Ak)),
(28kp,— 2Ak;, 28k} id.,

{(0,- 42Ky~ 28k)), (0,2Ak,0), (- 24k~ 4Ak;,0),
(- 2Aky,20kj,— 28k} id.,

{(= 4Ak;,0,- 2AKk)), (= 4Ak;,— 2Ak;,0), (2Ak,,0,0),
(2Aky, - 2Aky,— 2Ak))} id.,

{(0,0,24ky),(0,— 2Aky,— 4Aky),
(= 2Akp,0,— 4Ak), (- 2Akj,— 28k, 20k} id.,

{(= 4Aky, — 4Ak;, 2Ak)), (- 4Ak;, 20k, — 4Ak)),
(280ky,— 4Aky— 4Ak), (20k;, 2Ak;, 22k )} id.

APPENDIX D: FOURIER TRANSFORM

Creation and annihilation operators. If one writes l/f;ju_ the

creator of a particle of spin o, located in real space at posi-
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tioni (ie{l,...,N}), on chain j (j=%1)
in the momentum space writes

, the representation

2 lp’ Ue—u(p—l\fo)ta

Lp = \I’( k/U+p 0)o

i(p— l\f,”)l(l

u=q’( —kpAp.lb)a = EJ'/’:

2 lﬂ' e—n(11+kﬂ))m

Rp \If(kjo+p 0)o

. itk
o= \P(kfﬂjp,ﬂ'/b)o = 2 ](»bijo'e i(p+ f")m,
; i

with the notations of the text. W, stands for the absolute
momentum representation, while L and R stand for the rela-
tive momentum representation. These relations are given for
annihilation operators; one must take the complex conjuga-
tion to obtain those for the creation operators.

The reverse relations simply write, in terms of the W op-
erators,

la
adP . .
bijo= f i eP(Wipo)ot JVip mp).o)

—mla

but one can also express them in terms of the L and R op-
erators. Then, one can check that this transformation is the
inverse of the first one.

Electron-electron pair operator. In real space, the SC or-
der parameters are the mean value of the electron-electron
pair operator, which writes

0(X) = 2 Yxothxr g T (XX 75,
X!

’
oo

To each Q=(Q,Q ) corresponds a Fourier component

Q)= S e XX) = S ¢ i@Qih M (X))
X ij
We only keep the components Q which lead to singulari-
ties; as explained in the main text, they are (0,0) and
(£Aky, /D). So, using the short notation 0 for the first and

, for the second, one gets

PHYSICAL REVIEW B 72, 045120 (2005)
0%0) = >, 0%ai,1) + 0%ai,~ 1)
i

and

0%(m,) = E —ie™ M (0%ai, 1) = 0%(ai,— 1)),

where the main factor 0%ai,1)£0%ai,-1)
=X’ (+l)f¢w¢, e lali=i'"), b(] —j")/2)7% , is the mixed
representatlon of the pair operator.¥
Eventually, the t;;, can be expressed in terms of the Wp,,
so that the components write
7la

OH(Q) = Dy 2 ZQ(p)E \I,p U'\I’Q -p.o’

—mila 4m 6=0,7

where p=(P,6/b) and we will also use Q=(Q,,0,). Be
careful that, for instance, with Q=(Aky,w/b) and p
=(p—kp,0), and thus W, ,=L, o, the calculation of W¢_, .
is not immediate; one gets ‘IIQ_p’(,r=\I’(A,‘f_p+,‘,m‘ﬂ,b)’gr
=R2Akf—p.7r.tr"

With I'(X, X") = 8, 6;;, one finds zo(p)=1 (singlet O con-
densate of s symmetry) and z,, (p)=-i (singlet 7 condensate
of s symmetry). With I‘(X,Xt’)=5” d;_js» one finds zy(p)
=cos(6) (singlet O condensate of d symmetry) and z, (p)
=icos(f) (triplet 7 condensate of f, symmetry). With
I'(X,X")=8,;/519;_;, one finds zy(p)=cos(aP)cos(f) (sin-
glet 0 condensate of extended d symmetry), as well as
7o(p)=—i sin(aP)cos(#) (triplet O condensate of f, symme-
try), and z,, (p)=sin(a(P * Ak;/2))cos(6) (singlet 7 conden-
sate of g symmetry) or 2. (P)
=ie= 8D eog(a(P F Aky/2))cos(6) (triplet condensate of
extended f, symmetry). With I'(X,X')=§;, ;5 ,;;,, one finds
zo(p)=cos(aP) (singlet 0 condensate of extended s symme-
try) or zy(p)=—isin(aP) (triplet O-condensate of p, symme-
try), and zm(p)=—ieiﬁ(Ak/“’2)cos(a(PIAkf/2)) (singlet
condensate of extended s symmetry) or z, (p)=

8k sin(a(P F Ak/2)) (triplet 7 condensate of p, sym-
metry).

Electron-hole pair operator. It is almost the same, with
the product of a creation and an annihilation operators; be
careful, however, that, in reciprocal space, one gets
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Erratum: Renormalization-group calculations with k-dependent couplings in a ladder
[Phys. Rev. B 72, 045120 (2005)]
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In Appendix B, part 1, the sign before the Peierls terms in the renormalization group equations is wrong, but was correct in
the numerical simulation, so that none of the results are compromised. Here are the corrected equations:
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Functional renormalization-group calculation of the Fermi surface of a spin ladder
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‘We study nonconventional superconductivity on a ladder, improving the predictions of the Hubbard model.
The determination of the Fermi surface, in two or three dimensions, remains a very hard task, but it is exactly
solvable for a single ladder. We use functional renormalization group methods, which prove, here, scheme
dependant. In the superconducting phase, the binding-antibinding gap is stabilized, but in the antiferromagnetic

phase, it shrinks and the ladder turns one dimensional.

DOI: 10.1103/PhysRevB.75.094516

INTRODUCTION

The mechanism of unconventional superconductivity re-
mains a major source of interest for theorists. Anisotropic
crystals, in particular organic ones, are expected, both from a
theoretical point of view and experimentally, to show uncon-
ventional behavior. Among the many materials, which are
currently studied, Sr,_,Ca,Cuy0,, (Refs. 1 and 2) or
(LaY),(SrCe)4-,Cuyy04 (Refs. 3 and 4) show very aniso-
tropic structures, and can be well represented by a single
ladder. Indeed, unconventional superconductivity has been
observed in these materials;>° in particular, superconducting
(SC) phases are found in the vicinity of antiferromagnetic
ones, sometimes with a gapped phase in between.” These
observations indicate the possibility of coexistence of mag-
netism and superconductivity.

The materials we have studied in this work belong to the
class of strongly correlated quasi-one-dimensional systems
of electrons. One important peculiarity of these systems is
the existence of nearly degenerate phases with different sym-
metries and, therefore, the possibility of very rich phase dia-
grams, commonly observed experimentally and often pre-
dicted theoretically. In quasi-one-dimensional systems, it is
well established that two kinds of Fermi surface instabilities
can occur: (i) Cooper instabilities, including singlet or triplet
superconducting ones; (ii) Peierls instabilities, including spin
density wave (SDW) or charge density wave (CDW) ones. A
very important and quite general property is that these two
kinds of instability are coupled, because of the topology of
the phase space in one dimension. The questions about how
these instabilities compete and sometimes coexist are very
important for the physics of these systems. Because of this
instability coupling, such a discussion cannot be done in a
Fermi liquid approach, but requires more sophisticated meth-
ods.

Different approaches have been used, to understand un-
conventional superconductivity, like Monte Carlo simula-
tions with the 7-J model®® or with the Hubbard model,!*!! or
exact diagonalization,'”” DMRG method'3 or variational
approach,'* etc.'d

An important step forward has been taken with the use of
the renormalization group (RG).!® Not only can these calcu-
lations predict a SC phase,!”!® but they give a new interpre-
tation of this unconventional mechanism: it results from the
competition between the Cooper channel (formation of pairs
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of electrons) and the Peierls channel (formation of electron-
hole pairs).!°

The RG method is a fixed point method, its application in
condensed matter has a severe drawback: the RG flow is
always diverging, so that no exact fixed point can be ob-
tained; in other words, it is impossible to calculate the renor-
malized parameters of these systems. Nevertheless, one can
calculate the phase diagram, by examining which suscepti-
bilities are diverging (i.e., are unstable) and which are re-
maining finite: the processes corresponding to nondivergent
susceptibilities are negligible compared to those correspond-
ing to divergent ones.

This paper is devoted to the study of a ladder system,
which consists of two coupled chains of atoms, the intrac-
hain coupling is written #, the interchain one f,, with
t, <t;. We use the Hubbard model, which has been widely
studied by theorists,?® though its complete analysis has not
yet been achieved. Fabrizio?' has previously calculated the
phase diagram of the ladder by a two-loop expansion using
RG equations. He obtains a very rich diagram, with Hubbard
parameter U ranging over [0, 187v,] (v, is the Fermi veloc-
ity) and ¢, over [0,1.2A,] (A, is the half band width),
though its validity is somehow questionable, since U/vy is
the parameter of this expansion. If one focuses on range
U e[0,27v], Fabrizio predicts a superconducting phase,
which he named phase I; in this phase, the RG flow of sus-
ceptibilities shows several divergences: the SDW channel co-
exists with the superconducting one.

We proved recently, for small values of the interchain
interaction ¢, the existence of an extra SDW phase, in this
region of parameters, by including K, dependence of the
couplings.?? This phase is characterized by the flow of all
superconducting susceptibilities, which remain finite, while
SDW ones diverge. These calculations have been performed
with a fixed Fermi surface. This work also established the
importance of high energy processes (like the backward in-
terband scattering g,, see below) during the RG flow: al-
though these processes die before the flow becomes diver-
gent, they prove eventually influential.

In this paper, we will discuss the effect of the renormal-
ization of the Fermi surface, in the line of these K| dependent
RG calculations. One of the questions is whether our results,
in particular the existence of a SDW phase, are valid or not.
The answer is fortunately yes.

In the last decade, RG methods have achieved very so-
phisticated schemes: here, we use either the one particle ir-

©2007 The American Physical Society
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FIG. 1. The 2-band dispersion in || direction.

reducible (OPI) scheme, following Refs. 23 and 24, or the
Wick-ordered one, following Ref. 25, and calculated the
scatterings in a one-loop expansion. The renormalization of
the Fermi surface remains valid, in this approximation.

A remarkable result is that the phase diagram becomes
scheme dependent. This question was first addressed by
Schulz, who argued that high energy processes would be
influent in specific cases: this implies that the way they are
included in the RG calculation would matter.'® The response
it receives here contradicts the usual opinion, shared by a
number of specialists, that all schemes are equivalent and
give identical results.

We will first describe the model and the RG equations,
then discuss the choice of the RG scheme and analyze our
results.

MODEL

In a ladder, there are two separated bands in the disper-
sion diagram (0, binding and 7, antibinding), because of the
Coulombian interaction between the chains. In other words,
in the K | direction, there are only two physical points, O and
/b (b is the interchain distance). There are four Fermi
points (=kyy,—K/y.kpr.kpy) in the K| direction (see Fig. 1).
We will simply note K, for the momenta in the K| direction
(and k will always be the relative momentum to a given
Fermi point).

The Fermi surface gap is defined as Ak;=ky—k,. From
Luttinger theorem, kpy+ky, is constant, so Ak, is the only
Fermi surface parameter. It relates ¢, the interchain interac-
tion by Ak;=2t,/vy.

The kinetic Hamiltonian is linearized around the Fermi
points®® with a single Fermi velocity v, and writes (R reads
right moving particle and L left moving one)

Hon=2 vf(E (K = kio)R}o(K)Ro,(K)
o K

+ (K = k)R (K)R 1o (K) + (K + ko)L, (K) Lo, (K)
+(K+ kf»L;,(K)Lw(K)) .

The interaction Hamiltonian writes

=L > > G.R., R., Rk .,R
int= 4K 0 YKoy Koy K0y
K| K, K| K} 7102

K;+K,=K|+K,

+

+
+ g4LKl’0-1LK;O-2LK202LK]U]

’ npt il
+ gl(Kl’KZ’KZ’KI)RKl’a-ILKéa'zRKz"'ZLKl‘Tl
K/ a—lLKéa'zLKz‘TzRKl‘Tl

+G,(K, Ky, K}, KR

PHYSICAL REVIEW B 75, 094516 (2007)

kfotki —k o+ kpptky —k pothh
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FIG. 2. Schematic definitions of the couplings G.

in which G, is the two-particle coupling, and we have used
the g-ology representation. More precisely, there are eight
different couplings 80> 8= ng’ gf'n'! 810: 8tm 8b0s and 8bm
corresponding to the interaction processes shown in Fig. 2
(in this way, all K, dependence of the couplings is included
in the symbolic names, whereas all K dependence is given in
their arguments, see more details in Ref. 22), plus the
G4=G(RRRR)=G(LLLL) couplings which are not renormal-
ized in a one-loop expansion. At the beginning of the RG
flow (A=A), all scatterings G, are set to U, the Hubbard
constant, thus one simply gets G,=U.

RG EQUATIONS

The RG equations for scatterings g0,8»8/0s --- »&pm €X-
press their derivative as the sum of two terms: the first term
is usually called Cooper term, since it comes from an
electron-electron diagram; the second one is called Peierls
term, since it comes from an electron-hole diagram. One can
write, in a generic way,

3g(K K., K4, K,)
3{ 15182, I3, Iy
=C 2 G(K[.K3 K3 K)G(K]. K5 K5 K]
K' K’
+P 2 GKLKLKLK)G(K] Ky KLK)) (1)
K' K’

in which C and P are coefficients (C stands for Cooper term
while P stands for Peierls term); explicit and detailed sums
are given in Appendix B of Ref. 22; € is the flow parameter
(the half band width is A=A e%).

For all couplings, except g, and g, we get, in the OPI
scheme, C=1/(4+2|K,+K,|) and, in the Wick-ordered one,
C=1/(4-2|K,+K,|) (here EEva/A); we get, in the OPI
scheme, P=1/(4+2|K,—K;|) and, in the Wick-ordered one,
P=1/(4-2|K,-K3]). In fact, the generic expression (1) does
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FIG. 3. One-loop tadpole diagram.

not apply to couplings g,: the Cooper term splits into two
terms, one with the same C factor, one with a special factor

CP=1/(4+2|K,+K,+2Ak]) for the OPI scheme and
CP=1/(4-2|K,+K,* 2Alzf\) for the Wick-ordered one
(AI%;E v Ak//A); the Peierls term splits into two terms, one
with the same P factor, one with a special factor
PP=1/(4+2|K,~K;=2Ak|) for the OPI scheme and
735P=l/(4—2|1?1—12312AEf|) for the Wick-ordered one (=*
reads + for g,o and - for g, ).

The RG equation for Ak, is obtained through the two-loop
expansion of the self-energy 3, following a standard
calculation?!"*" Let G,=Z/[-iw+v{K—ks+p)] be the
free right-hand propagator of the band 6 (#=0, ), and u the
chemical potential, one can write

1 G,
Spy= G, = L O0AK = kyo) = v o+ Sl = —- 2.

In Fig. 3, we show the tadpole diagram, corresponding to
a one-loop contribution in this expansion of : after all sim-
plifications (one must subtract carefully the contribution of
Sw), one gets, in this one-loop expansion,

V4
Skpy=— Okpr= 72(8772 — 80t &rm2 — 802
oy

_ 8m1 — 801t 8w ~ gﬂ)l)
5 .

It is obvious, in this formula, that Akf depends on K|,
however, this dependency gives very small variations and
can be neglected.

There are two different two-loop diagrams, represented in
Fig. 4. The first one (a) gives no contribution, and the second
one (b) (sunrise) gives three.

Two of them give logarithmic terms; in fact, these two
contributions can be deduced one from the other using sym-
metry AA’ (see notations in Ref. 22).

(@) (b)

Kl/
Q oS
K\ K
© ¥
K//

FIG. 4. Two-loop tadpole diagram.
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The only contribution containing G, is

5(Akf)J2-aOP
| 4ZUPSA f 0 de
7721); —A+2vakf -2A + ZUfAkf

J‘O de fA+2vakf de
_ _ -
—A—ZU_/-Akf —-2A - ZUfAkf 0 2A + zl)fAk/

fA—2vakf de )
B 0 2A - 2UfAkf

1+ 20k, /A
~TEUTER i A < 2u,Ak;.
4ZUPSN ) 1 +vAkp /A I
T 7o | 2vAk/A
o LL2 i A = 20,4k,

24122 2
1- U} AR IA

We have calculated the complete expression of the two-
loop expansion, including K, dependence, both in the OPI
scheme and in the Wick-ordered one. Except for the last G,
contribution, these expressions depend on the RG scheme. It
would be too fastidious to explicit all contributions: instead,
let us skip all K dependence. We get the following contribu-
tion:

AZN| vk-A  vk+A
5(Ak )J 2-loop = ¥ [ +
T lexcept G, 7721)} ‘Ufk_A| ‘Ufk+A‘
o1 (M)
n
- A= |A-vk

21( 2A,-vik )]
Tem A+|A+vk
X [(g1)2+ (gz)z— G,9,]

for each gg, g0, &0 (for which * reads +), g, g/ and g,
(for which * reads —). This is similar to previous calcula-
tions (Ref. 29 for the OPI scheme, Ref. 30 for the Wick-
ordered one), but we would like to emphasize one major
point: for g,y and g,,., the second factor is modified and
writes

vk £2Ak) - A

. vk +2Ak) + A

21( —2A, - vk 7 20k)  2A, - vk T 2Ak)) )
+21n :
— A= |A—v/k ¥ 20k)| A +|A + vk +2Ak)|

in which the * reads as in the first factor.

To end with technical details, let us explain the approxi-
mations used in the RG equations. First, all scattering G de-
pend on three arguments (k;,k,,k;), which are replaced by
their 2p,Ak; (p; € ) approximation. This is generalized to all
other couplings. Second, the list of all functional couplings
G(ky,k,,k5) is truncated by setting |p,/=2, 3 or 4. Extra cou-
plings are replaced by the closer element in the list using
symmetry preserving relations (cf. Ref. 22). Last, couplings
G(ky ,ky,k3) in which some |k;|>2Ak are replaced by U, the
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Hubbard constant (this happens when the initial half band
width Ay> Ak, i.e., for small values of 7, ; it mostly arises
from the logarithmic contributions).

CHOICE OF THE RG SCHEME

It is not the place here to derive the RG equations for the
OPI scheme,’! nor for the Wick-ordered one.??> What matters
here is that one can express the RG flow in terms of cou-
plings G, Fermi gap Ak, Fermi velocity v/, and renormaliza-
tion factor Z. As far as we will not distinguish vy and vy,
we need not discuss the renormalization of v, and Z, which
only induces a global scaling of the other couplings, subse-
quently we will forget these parameters.

To get the RG equations, one expands diagrammatically
all couplings, as in the Cauchy expansion in U/v;. For a
given energy scale A, one of the inner energies is integrated
in the range [A—8A,A+SA], where SA is infinitesimal; in
the OPI scheme, all other inner energies are integrated over
[A,Ay]; in the Wick-ordered scheme, they are integrated
over [0,A].3* OPI and Wick-ordered schemes not only differ
according to these rules, they also give different C and P
factors, as explained before.

From a theoretical point of view, both schemes should
converge to the same fixed point, however, the RG flows are
divergent and therefore never reach the fixed point: the inte-
gration of energy is incomplete; therefore, it is crucial to
choose whether one will integrate over UV energies first
(i.e., |[E|>A, as in the OPI scheme) or over IR energies first
(i.e., |[E|<A, as in the Wick-ordered one).*

This choice is expected to be more influential when high
energy processes are taken into account. Within the Wick-
ordered scheme, such processes participate in the RG flow at
the very beginning, when A = A, but they are skipped when
€ is increased. In the OPI scheme, they are always taken into
account.

In the ladder system, there is one such process, corre-
sponding to the backward interband scattering g,,. It is indeed
a high energy process, only permitted for |E]| >2Ak;. Within
the Wick-ordered scheme, this contribution is suppressed for
€>1In(2vAks/ Ap). After these considerations, one could ex-
pect that the RG calculations performed with a fixed Fermi
surface would bring different results, depending on which
scheme is chosen. However, the weight of the g, contribution
is proportional to C, C°P, P or P®P. In the OPI scheme, all

these terms vanish as 1/ (1+A7kf), when ¢ is increased, so g,
mostly contributes to the RG flow at the beginning, as in the
Wick-ordered scheme. We have indeed performed both cal-
culations and found a difference which is meaningless and
negligible.?

However, if the Fermi surface is correctly renormalized
during the RG flow, in the case when Ak;—0 as far as A
—0, the weight of the g, contribution keeps finite during the
RG flow, in the OPI scheme, whereas it is still suppressed for
large values of € in the Wick-ordered one; so, the results of
RG calculations should prove significantly different, using
one or the other scheme.

In our opinion, the choice of the OPI scheme is more
convenient, because, in the Wick-ordered scheme, the weight
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FIG. 5. Flow of the susceptibilities for 2¢,/Ay=1.4 (a) or
21, /Ag=1.5 (b), and T=0.5. x>““(0) is the intraband singular SC

susceptibility of d symmetry, ;(SCU)(O) is the intraband triplet SC
susceptibility of f symmetry, X]g (0) is the intraband CDW suscep-
tibility, x5"(0) is the intraband SDW susceptibility, x2"(Z) is the
interband CDW susceptibility and X?W(f) is the interband SDW
susceptibility (the difference between site and bond susceptibilities
as well as the symmetry classification are explained in Sec. III of
Ref. 22).

of high energy processes is underestimated. This is, in par-
ticular, the conclusion of Nickel, who has performed a care-
ful comparison of different RG schemes (see Sec. 3.4 of Ref.
32).

There is another indication that it is more correct to use
the OPI scheme: in his pioneer work with Schulz and
Zanchi® has proved that some terms in the 3-loop expansion
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FIG. 6. Phase diagram, versus parameters 7, and U :%; the
central area belongs to the SDW phase, according to the OPI
scheme, and to the SC one, according to the Wick-ordered scheme.
The parameter n indicates range [-2nAkf,2nAks] in which K de-
pendency is exactly taken into account. We did not distinguish the
curves for n=2 and n=4 in the Wick-ordered scheme, because they
hardly separate de visu.

induce an integration of energies |E|> A. Therefore, the OPI
seems the only self-coherent scheme, when one tries to in-
clude further terms in the perturbative expansion.

RESULTS

The results of these calculations confirm those of Ref. 22,
done with a fixed Fermi surface (i.e., Ak was kept constant).
We find two distinct regions; in the SDW region, no super-
conducting susceptibility is diverging, while SDW ones are
[see Fig. 5(a)]; in the SC region, both are diverging, but the
superconducting susceptibility always dominates [see Fig.
5(b)]. However, the intermediate region, described in Ref.
22, in which superconducting susceptibilities, although di-
verging, are not dominating, vanishes completely.

In Fig. 6, the two phase diagrams are presented, according
to the choice of the RG scheme. Let us repeat that, when Ak,
is not renormalized, both schemes give almost the same
phase diagram.*® Here, on the contrary, one observes that the
SDW region quantitatively depends on the RG scheme. In-
deed, for all values of U, except very small ones, in the
Wick-ordered calculation, a constant critical value ¢, . can be
defined, which separates the SDW and the SC regions. In the
OPI calculations, the evolution of this critical value 7, is
smoother, with a linear part of slope ~8.6 at small U. On the
whole, the critical line 7, .(U) which separates both regions
differs quantitatively, except for small values of U.37 With
the Wick-ordered RG scheme, the SDW area is reduced by a
factor 3, compared to the result of the RG with the OPI
scheme.

The difference of results coming from the choice of the
RG scheme has already been suggested by several authors. It
was, in particular mentioned in Ref. 29.

The behavior of the Fermi surface, during the RG flow,
brings no surprise. Let us first present the results in the SC
phase, then in the SDW one.
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FIG. 7. Flow of the Ak in the SDW phase, (a) using OPI RG
calculations, or (b) using Wick-ordered RG calculations; in the SC
phase, (c) using OPI RG calculations, or (d) using Wick-ordered
RG calculations.

In the SC phase, Ak increases slowly, while not diverg-
ing. The flow diverges at some A, and Ak, is the final value
of Ak The numerical values of Ak;./A, are not realistic,
however the general trend is very satisfactory and indicates
that the binding-antibinding separation is necessary to the
existence of superconductivity. We believe that, if one would
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FIG. 8. Flow of couplings g¢; and gg, during the RG flow, for
U=0.5 and 2t /Ay=1.485.

include a greater number of chains in the model, one would
obtain more realistic values for Akj,.

Let us emphasize the importance of a nonzero value of
Aky. As discussed by Clarke, Strong, and Anderson,*® the
properties of Luttinger liquid, which have been established
for a single one-dimensional chain, can extend in the case of
a quasi-one-dimensional system (spin-charge separation,
power-law behavior of correlation functions); that is, even
though the band structure extends in the | dimension (as
Ak;#0), the system will not converge to the two-
dimensional Fermi liquid. These authors claim that 1 super-
conductivity originates from this mechanism, which also re-
lates to confinement in the || dimension. From this point of
view, unconventional superconductivity and Luttinger liquid
concept (in particular spin-charge separation) are interplay-
ing; this gives an explanation for the possibility of coexist-
ence of SDW instabilities and superconductivity.

In this SC phase, we also observe a quantitative difference
between the results obtained using a OPI or a Wick-ordered
scheme. In the first case, the value of Akf lies in the interval
[25, 30], while in the second, it lies in [4, 5] [see Figs. 7(c)
and 7(d)].

In the SDW phase, Ak,—0 as A — A, [see Figs. 7(a) and
7(b)]. This proves that this phase relates to the Luttinger
solution. Contrary to the SC phase, the band structure re-
mains purely one dimensional. This system, however, is dif-
ferent from Luttinger’s original one, because, in real space,
there are still two chains, with nonzero hopping in between.
Let us examine in detail the behavior of the scattering sus-
ceptibilities. Couplings g,; and gg, are not diverging (see
Fig. 8), contrary to what is observed in the SC phase. The
curves of all couplings are very close to those obtained when
Ak is kept constant. These results are very different from
that of Fabrizio, who finds the behavior of a single chain (see
Ref. 21 and compare with Fig. 8 here).

One must observe that, as Akf—> 0, the effective range of
K, shrinks, so that, when one approaches the critical scale

PHYSICAL REVIEW B 75, 094516 (2007)

A, the K| dependence is extremely badly taken into account.
On could even expect to recover usual RG calculations, for
which no SDW phase is found; however, the observation of
this phase has proved surprisingly robust; the explanation is
probably that, just before A, the divergence of XIS)W domi-
nates already in such a way that it prevents any divergence of
)(SSC(‘”. Nevertheless, this discussion sheds also light about
serious numerical convergence problems that arise in this
region, and have required technical answers.

Let us compare these calculations with experimental data.
No direct determination of U or 7, are available, one can
only get indirect determinations by matching experimental
and theoretical curves, as it is done in Ref. 39, for
Sry4_,Ca,CuyyO4; compounds (with x=12). These authors
compare several experimental and theoretical spin suscepti-
bility curves (including uniform spin susceptibilities) and ob-
tain a best fit for U/t;~4 and |t,|~1, (those values corre-

spond here to U~1 and 2t, ~ Ay), which corresponds here
to predictions done with the Wick-ordered scheme; other de-
terminations are available, which correspond to the OPI
scheme. Actually, the determinations are accurate within an
order of magnitude, thus it is not possible, from experimental
data, to decide which scheme gives the right predictions.
However, many theoretical predictions, and a few experi-
mental fits, are located in this region of parameters, close to
point (U~1,2¢, /Ay~ 1) in the phase diagram (for instance
by a factor 2). In particular the boundary, between SC and
SDW phases, is located in the same region of parameters.
Therefore, even if we cannot discriminate between Wick-
ordered and OPI schemes, the phase diagrams we have cal-
culated are qualitatively in good agreement with experimen-
tal observations.

In conclusion, we would like to emphasize that these cal-
culations confirm the determination of a pure SDW phase
using a very simple ladder model, which was far from being
obvious until now. The SC phase also indicates a possible
coexistence of magnetism and superconductivity, as it is in-
deed observed, both theoretically and experimentally.

We have also established the importance of the choice of
the RG scheme. Even if this alternative only raises quantita-
tive differences, they are not negligible, so this must be care-
fully taken into account. We hope that in further and more
precise models, a clear discrimination between the two
schemes will be possible, and that it will confirm our con-
jecture that the OPI scheme is more accurate.
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Abstract — We propose a theoretical model of quasi—one-dimensional superconductors, with
attractive electron-electron interactions dominant in the singlet d-wave channel and sub-dominant
in the p-wave channel. We discuss, in the mean-field approximation, the effect of a magnetic
field applied perpendicularly to the direction of the lowest conductivity. The lowest free energy
phase corresponds to a singlet d-wave symmetry in low fields, but to a triplet symmetry in high
fields. A first-order singlet-triplet phase transition is expected at moderate applied fields of a few
teslas. We propose to ascribe the recent critical field and NMR experimental data, observed in

superconducting (TMTSF)2ClO4 to such an effect.

Copyright © EPLA, 2007

The nature of superconductivity in the family of the
quasi-1D organic superconductors [1-3] (TMTSF),X (X =
PFg, ClOy,...) has been a long-standing issue for the
last three decades. There is still a debate whether it is a
conventional superconductivity, with a completely gapped
Fermi surface, or an unconventional one with points or
lines of nodes on the gap. Many experiments have tried
to address this question using different techniques such as
NMR relaxation rate, thermal conductivity, non-magnetic
impurity effect on 7., Knight Shift and upper critical field
measurements.

The temperature dependence of the proton spin lattice
relaxation rate, measured by Takigawa et al. [4] in the
ClO4 compounds, suggested the presence of lines of nodes
in the gap on the Fermi surface. On the other hand, Belin
et al. [5] measurements of the temperature dependence
of the thermal conductivity argued for a fully gapped
Fermi surface. More recently, Joo et al. [6] studied the
effect of non-magnetic impurities on the superconducting
critical temperature T, [7], and showed unequivocally that
the order parameter changes sign on the Fermi surface
and that consequently the gap has nodes where it is
zero on the Fermi surface. This is in complete agreement
with a model of unconventional superconductivity in these
organic materials.

However, whether the pairing of the electrons in the
superconducting state is in the singlet or the triplet

symmetry remains an unsolved question. Measurements
of the upper critical field of superconductivity in these
materials [8-10] showed a superconducting state surviving
up to a field as high as 9T in the case of the PFg
compounds [8], and at least 5T in the case of the ClO4
compounds [9]. These fields exceed by far the Clogston-
Pauli paramagnetic limit [11] for homogeneous singlet
superconductivity, which is estimated to be of the order
of 1.84T,, with a T, around 1.1K in these materials.
This result is a strong indication that at high-magnetic-
fields superconductivity could not be of a homogeneous
singlet type. Many theories [12—14] have been proposed to
explain this behaviour by a triplet superconducting state,
which is a non—Pauli-limited state. At low magnetic fields,
however, besides the observation by Andres et al. [15] of
a diamagnetic signal when the field is perpendicular to
the chains indicating a singlet state, measurements of the
Knight-Shift [16] showed a significant variation from the
normal-state behaviour of the spin susceptibility of Cooper
pairs which decreased with decreasing temperature in the
two directions of the (a, b’)-planes. This behaviour was
interpreted as being the signature of a singlet state at low
fields. Therefore, it seems that there is a contradiction
between a low-magnetic-field singlet behaviour and a
high-magnetic-field non singlet one.

Other authors, however [17,18], pointed out that a
singlet superconducting state may survive the Pauli
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paramagnetic limit by allowing for a spatially modulated
order parameter, forming an inhomogeneous singlet
state, or FFLO state [19-21], where the two electrons
of the Cooper pair will have different wave vectors to
compensate for the Zeeman splitting. Maki et al. was
the first to consider FFLO in d-wave superconductors
in CeColns and to consider the orbital effect [22,23].
Nevertheless, a phase transition to an inhomogeneous
FFLO state has not yet been identified experimentally
with certainty in Bechgaard salts.

Another important property of these quasi-1D materi-
als, which must not be ignored to explain their behaviour
in magnetic field, is that under an increasing magnetic
field parallel to the b'-direction the electron motion gets
confined to the (a, b)-planes of the crystalline lattice, when
the magnetic field is large enough (H 2 2T), the electronic
orbitals in each (a, b)-plane are decoupled. Therefore the
orbital pair breaking effect is almost suppressed and can
be neglected in that case [24,25]. Using this particular
characteristic, we study a simple model which considers
the possibility of the phase transition between a singlet
superconducting state at low magnetic fields, and a triplet
one at higher fields, in order to explain the discrepancy
between the low-field singlet behaviour and the high-field
triplet one.

The purpose of this article is to describe this transition
and not to give the most accurate and most realistic values
of the critical fields H.o(T), as we have neglected the
orbital pair breaking effect. Nevertheless, it is true that
this orbital effect is much weaker in Bechgaard salts than
in isotropic metals, because of their lamellar character, as
discussed below.

Eventually, the transition between singlet and triplet
superconductivity results from the small difference
between the corresponding values of the renormalized
scattering coefficients Vs and V;, as they have been
calculated by a renormalisation group method [26-28].
This implies indeed a small free-energy gap between both
configurations.

Theoretical model. — One of the most important
features of the (TMTSF),X compounds is the very weak
electron transfer in the c-direction transverse to the (a, b)-
planes [2,29]. The transfer integral in this direction is t, =
10K, which is an order of magnitude less than that in the
b-direction, with £, = 300K, and two orders of magnitude
less than that in the chains direction a, with ¢, = 3000 K.
The particular structural feature of these compounds gives
them a lamellar character, and hence reduces considerably
the orbital destructive effect against superconductivity.
Furthermore, when the magnetic field is oriented parallel
to the b/-direction at low temperatures, the semi-classical
electron motion can be shown to be oscillatory in the
c-direction [30] with the amplitude

4t
evsH’

where vy is the Fermi velocity, e the electron charge and
H the magnetic field.

Such a mechanism is somewhat analogous to the
field-induced one-dimensionalisation leading to the
FISDW [31,32]. The electron system, in fact, undergoes
a dimensional crossover from a low-field 3D regime to
a higher-field effective 2D regime, where the electron
motion is confined to the (a, b)-planes and the interlayer
hopping is considerably reduced. This phenomenon has
first been predicted by Lebed [24] based on a quantum-
mechanical calculation taking into account the highly
anisotropic shape of the Fermi surface. Magnetoresistance
measurements along the c-direction [33,34] have confirmed
these predictions. This confinement phenomenon reduces
the screening currents in the c-direction and therefore
cancels out their destructive effect on superconductivity.
In our model, we take these considerations into account
by assuming that the orbital pair breaking effect of the
magnetic field can be ignored as a first approximation.
Therefore, the only pair breaking effect of the magnetic
field that will be taken in our case is the Zeeman splitting
of the electron energy. The inter-plane transfer, t., is
implicit, so that the mean-field approximation is justified.
However, it is weak enough to be ignored in the subsequent
calculations.

We consider a mean-field Hamiltonian which allows
for both singlet and triplet order parameters. At high
magnetic fields the electron spin susceptibility is that
of the normal state. This is why we assume that the
field-induced triplet state is the equal spin pairing
state (ESP) [35], for it has no S, =0 component and
therefore has the same spin susceptibility as the normal
state. We will consider it throughout this paper.
Furthermore we assume a unitary state with real order
parameters. The singlet and triplet order parameters are
assumed to have d-wave and p-wave orbital symmetry,
respectively, see eqs. (5) and (6). The FFLO case,
where the mixed singlet and triplet order parameters
are spatially modulated, was previously studied by
Shimahara [36,37]. In our model we will only consider
the homogeneous state. A state in which singlet and
triplet symmetry coexist does not seem favourable in
our model.

The mean-field Hamiltonian is described as follows:

H:H0+H5+Ht7

,E PN S,
Hy= gkac]};gcka’
ko

(1)
H, = Z AS(E) {CJQCET + CETCiEl} , (3)
EU
1 .
H, :EZAt(k) {Cgic,&‘FC,ETch‘Fh-C-}v (4)
E

with the following definitions for the order parameters,
where s and t subscripts stand for singlet and triplet
respectively,
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At(E) = At;TT(E) = *At,u(lg)
=2 Valk, K'Y ({e_prein),
P
with
(7)
(®)

V(k, ) =2 (20k- )2 -1)),
Ville, By =V k- k.
In our model, we use the following assumptions:

A (k) = AY(2K; — 1), 9)

AR)=Ak, and A4 (k)=0. (10)

IQ(I%, % ) and Vt(l;, K ) are, respectively, the d-wave and
p-wave parts of the interaction potential, which is assumed
to be attractive in both parts. The possibility of coex-
istence of these two attractive parts of the interaction
has been previously discussed by many authors [37,38].
In the g-ology model [2,39] both interactions are included
in the Hamiltonian and their relative relevance determines
the symmetry of the superconducting state. In our model,
we do not discuss the physical origin of these interactions,
whether they are mediated by phonons or by magnetic
fluctuations, or any other mechanisms. We assume the
coupling constants, V; and V;, to be temperature and
magnetic field independent. On the other hand, in the case
of a very strong magnetic field, the coupling constant may
indeed depend on the field strength. This case, which has
been discussed by Kuroki et al. [40], will not be discussed
here.

As a first approximation we will consider an isotropic
dispersion relation. We think that the anisotropic aspect
of the dispersion relation will not change qualitatively our
results, as will be reported elsewhere. In the following, we
will study the relative stability of a d-singlet and a p-triplet
superconducting state. We are interested, in particular, in
the possibility of a phase transition between these two
states in an increasing magnetic field.

Self consistent equations. — It is not difficult to
diagonalize the model Hamiltonian equation (1). Here,
we use the thermal Green’s functions to solve it. The
equations of motion for the relevant Green’s functions
yield the following equations in matrix form:

wn =& A AR

_AS,E iw"+£l€l 0

7At715 0 zwn+§m
_<§—CET}CIJ%T>> 1

X <<CETC775¢>> ={0], (11)
{(ehc" ) 0

where w,, = (2n+1)7T. Solving eq. (9) for the relevant

Tor Tof
CEchlz‘L>> and <<CETC—ET
forming the frequency sum we can write the self-consistent
equations for the order parameters of egs. (5) and (6) as

Green’s functions, (( )), and per-

Valk, DA 5 o ,
L O
k/ C)
(A + (ueH) + B, ) thc+} (12)
Vi(k, kA, 7, ,
Ag=-> T {(Ecy,;, — A2 L+ e HE) the

(B, + A, — e HE) they } (13)

where . is the electron magnetic moment and we have
defined

2 g2 2
E =& TA

2 2 2 2
B =G+ At (14)
2 2 2 2 2
El = (peH) E] o4 AL p A 7
tanh (§ /B2 + (u.H)* £ 2E, )
they = (15)

B2 + (neH)? £, k'

It is straightforward to see that if we put A;=0 in
eq. (12) the field and temperature dependence of As(T, H)
is given by

W
tanh B E - H
+ tan 5( o,k’ +H/e ) I
which is nothing but the BCS gap equation with the
magnetic field acting only on the spins of the electrons.

When A; =0 in eq. (13) we get another correct limiting
case, that is

A=~ Z Vi(k, IE’)AM;,
E’

(16)

tanh <§ \/(5];, e H)?+ Aiﬁ,)
S n P AT

This determines the field and temperature dependence
of the p-triplet order parameter.

By numerically solving egs. (16) and (17) for A? and
A? with the d and p symmetries given respectively by
egs. (9) and (10), we could calculate the critical field of
superconductivity in these two limiting cases, using the
free-energy difference with the normal state given by

_ Vodivo 0 (,0 2
6F7/0 SiEa ()",

X

(17)

(18)
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Fig. 1: Critical fields of superconductivity in the d-singlet (solid
line) and p-triplet (dotted line) case, with a triplet critical
temperature of (a) 0.62K and (b) 0.22K. The dash-dotted
line is the transition line between the two phases. The infinite
slope of the triplet linte is unrealistic, and is a consequence of
the neglect of the orbital pair-breaking effect.

Using eq. (18) we could also calculate the critical field
beyond which the d-singlet state becomes energetically
less favourable that the p-triplet one. In fig. 1 are shown
the phase diagrams of the pure d-singlet and p-triplet
cases, with the transition line between these two phases.
The strength of the triplet interaction, and accordingly
the triplet zero-field critical temperature, are unknown.
Therefore we take the triplet critical temperature as our
free adjustable parameter. What should also be noted is
that this transition to the triplet phase is a first-order tran-
sition. However, accurate enough experimental measure-
ments of thermodynamic quantities, such as specific heat
or magnetic susceptibilities, have yet to be done to address
the existence or the order of such a phase transition.

Let us now study the possibility of a coexistence phase,
where both the singlet and triplet order parameters are
simultaneously non-zero. When solving numerically the
two coupled equations (12) and (13), we could not find any
physically plausible solutions, which makes the coexistence
state very unlikely to happen. To confirm this result we
calculated a Ginzburg-Landau free energy development
to the fourth order in A, and Ay, see eq. (19). In the

Fig. 2: Diagrammatic expansion of the AZA? term in the free
energy.

diagrammatic expansion of the free energy there are only
three non-zero diagrams contributing to the A2A? term.
They are shown in fig. 2. All three diagrams have a positive
sign in the (7, H)-plane, which makes coefficient ¢ in
eq. (19) positive for all values of 7" and H, making the
mixing term energetically unfavourable.

0F,=0Fy+alA2+ad A7+ DAL+ VA +cAZA7  (19)
with d F,, being the free-energy difference of the coexistence
phase to the normal state.

Discussion. — In conclusion, we have presented a
theoretical model in which we assume the simultaneous
existence of singlet and triplet pairing interactions. This
model, treated in a mean-field approximation, shows a
competition between two homogeneous superconducting
phases, a d-wave singlet phase, stable in low applied field
and a p-wave triplet superconducting phase, stable under
large applied field. We have shown the existence of a phase
transition from the d-singlet phase to the p-triplet phase
in a moderate field, of the order of two teslas. A phase in
which these two symmetries coexist is not stable in our
simple model.

In this model, we therefore predict a very large critical
field, much larger than the Clogston-Pauli limit. We are
also able to understand the very peculiar behaviour of
the NMR data recently observed in (TMTSF),ClOy4 [16]:
a usual Meissner effect is expected in the singlet phase,
while one should recover the normal-phase susceptibility
in the Equal Spin Pairing triplet phase, as experimentally
observed.
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A qualitative property concerning the anisotropy of
the critical field can be easily predicted. As the applied
magnetic field is rotated in the (a, b)-plane, the field
orientation corresponding to the highest critical field
should depend on the field strength. In low fields, typically
H smaller than about 2 teslas, the orbital effect of
the field is too weak to induce the two-dimensional
confinement observed at larger field [30]. Therefore, in
this low-field limit, we expect that the orientation of the
highest critical field, which, of course is determined by
the orbital effect is along the a-direction, in which the
electron transfer integral is the largest. On the contrary,
in the large-field limit, the field-induced two-dimensional
confinement strongly reduces the electron transfer in
directions perpendicular to b’. We therefore expect, as the
field is increased above about 2 teslas, that the orientation
of the maximum critical field is progressively rotated from
the a-direction to the b’-direction.

In the large magnetic field case, the (a, b)-planes are
decoupled and the orbital pair-breaking effect is drasti-
cally reduced and can be neglected, as we have already
discussed. In the small-magnetic-field case, however, we
expect that the remaining orbital effect will be similar for
the singlet and for the triplet cases, so that the differ-
ence between the triplet and the singlet free energy is not
noticeably modified; therefore we hope that the orbital
corrections will not destroy this transition. Moreover, we
observe that experimental values of the critical field H.o
are noticeably increased when the field is aligned along the
b'-direction; this effect is coherent with our assumption of
a two-dimensional nature of the singlet/triplet transition.

We have examined the case of a p-wave triplet state.
We could have extended our study to an f-wave triplet
state, which might be favoured by two-dimensional fluctu-
ations [14,26-28]. We believe, however, that similar results
would have been obtained.

Our two-dimensional model, described in eqgs. (1)—(4),
can be obtained by a three—cut-off renormalisation

'-direction, the direction of the highest critical field, and
was estimated to be given by H,prLo = 0.6(ta/ts)'/?H,,
where H), is the usual Pauli-limited critical field, ¢, and t;
are the electronic transfer integral along a and b. In the
Bechgaard salts H,prr,o should be of the order of 4T.
This limit was calculated without considering the orbital
pair-breaking mechanism, which should reduce it further.
It is not obvious to us that such a theoretical estimation
of the FFLO critical field is large enough to account for
the experimental values.

It seems to us that more experimental work is still
necessary to discriminate between the various theoretical
models proposed to interpret the experimental data.
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Abstract

We study quasi-one-dimensional organic superconductors with two-band dispersion. We use spin ladder approximation with the Hubbard
model. We determine the symmetry of the Cooper pairing by calculating the free energy. Thanks to close values of singlet and triplet scatterings,
the phase diagram reveals that, at high magnetic field, the triplet configuration is more favorable, indicating a transition from singlet supercon-
ducting state at low fields to triplet one. This result confirms similar ones in one-band system and can explain recent experimental results on

(TMTSF),Cl0O;,.
© 2008 Elsevier Masson SAS. All rights reserved.
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1. Introduction

The symmetry of the superconducting phases that are
observed in organic materials is a challenging subject and its
determination has been longly debated. Experimental observa-
tions in the Bechgaard salts (TMTSF),X (X = PFg, ClOy) [1]
are contradictory and could not yet be interpreted unambigu-
ously: some data indicate that the pairing is singlet [2], while
others indicate that it is triplet [3,4].

It is now generally admitted that, at low magnetic field, this
symmetry is singlet [2,5], and not conventional [6], therefore
Cooper pairs form (d )-waves. The situation is more intricate
at high field, since the critical field far exceeds the Pauli limit
[3,4]. Moreover, Ref. [5] gives some indications of a possible
transition between two superconducting phases, at high mag-
netic field. Some authors [7,8] suggested that there is a transition
to an FFLO state, which is still singlet [9], but, following Lebed
[10], we believe this is not possible, and we have proposed
a simple theoretical model, for the case of (TMTSF),PF, that
shows a transition from singlet to triplet symmetry, as the field
is increased [11].

* Corresponding author.
E-mail address: abramovici@lps.u-psud.fr (G. Abramovici).

1293-2558/$ - see front matter © 2008 Elsevier Masson SAS. All rights reserved.

doi:10.1016/j.solidstatesciences.2008.01.029

We study here the case of (TMTSF),ClO,4, which is a two-
band system. Although this system is simpler than
(TMTSF),PFg (in the PFs compound, ksdepends on & , , giving
a curved quasi-one-dimensional Fermi surface, while in the
ClO, one, k; only takes two values), we believe they are likely
to exhibit a similar transition at high magnetic field. In a pre-
vious study of the influence of interchain backward scattering
on the charge density wave and triplet superconducting
susceptibilities [12,14], a large similarity has already been
observed between both systems. We approximate the crystal-
line structure by a spin ladder with a standard Hubbard model.
Scattering couplings are modified by a standard renormalisa-
tion group (RG) method [13]. We add a Zeeman term for
spin magnetic moment, but we neglect orbital pair-breaking
mechanism which is reduced here, as we choose H || b'.

At high temperature, the Cooper and the Peierls channels are
coupled, so we use an RG procedure similar to that in Ref. [14].
The two-band system is quasi-one-dimensional and fluctua-
tions favor triplet phase as well as singlet one. The system
undergoes a dimensional transition at 7=T% ~ 100 K, so we
turn the RG flow into a standard RPA calculation, where the
Cooper and Peierls channels are decoupled.

For T < T#*, the scattering couplings remain constant and
we simply solve the Gor’kov equations for the normal and
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Fig. 1. The two-band dispersion in || direction.

abnormal propagators. Thus we calculate the free energy, for
each symmetry, at low temperature.

When the renormalised scattering couplings g,* and g,/* are
close, the triplet configuration always becomes more favorable
at high magnetic fields. This confirms the possibility of a sin-
glet/triplet transition in such organic materials.

2. Model

We use the two-band Hubbard model, with Hamiltonian
H = Hy;, + Hiy, where the kinetic and interaction parts can
be written as

Haw= Y Y (w(K = ko) = 20u.H)Ri, (K)Roy (K)

o==1/2 K

+ (v (K — kym) — 20, H)RE(K)Rro (K)

+ (v (K + kyo) — 200 ) Ly, (K) Loy (K) + (v; (K + Kz
—20p H)LL (K)L(K)

1 I oo o S S B B S | B s e s e e B e s

0: 0 PR PR I TR N S N N1 FINN [T S T NS S S | TN
0.0 02 04 0.6 08 10 12 14
T

Fig. 2. H. versus T for singlet (a) and triplet (b) symmetries.
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1
Hiy = Z Z[T]

K K K| K, 77
K;+K> :K’1 +K/2

X (gl (KI ) K27 K’27 K’l )Ri(’lalLi(’zazRKZUZLKlal

+6: (K1, Ky, K5, K| )R;;olLIT(;o;LKNzRKWI)

The kinetic Hamiltonian is linearized around the Fermi points
[15] with a single Fermi velocity v (R reads right moving par-
ticle and L left moving one), see Fig. 1. G; is the two-particle
coupling, and we will use the g-ology representation in a sim-
plified symmetrical version. Including the spin dependancy
i=1, 2, there are eight different couplings [16] goi, g4 &iis
gpi (we use dimensionless couplings G/(Ttvy)).

There are two adjustable parameters, U, the Hubbard
constant (the flow begins with G; = U for all couplings),
and ¢, , which relates the Fermi surface gap Ak = kg — ke
by Akf: ZIL/Vf.

At high temperature, the magnetic field H is negligible, and
we use the one particle irreducible (OPI) scheme [17,18] to
recalculate the scattering couplings in an one-loop expansion.

The RG equations for scatterings G can be written as

0go1 _ 851 +8n8e 4 _Sn8m— 8

oL 2 2(1+r*exp(R))
0gm 8 +8it8, 8

oL 4 4(1+4r exp(R))
% _ ghten—8h— gf2'1 _ 8p18m2

oL 2 2(14r* exp(R))

g}271 +312»2
4(14r exp(R))

dg2 _ 8b 81 _
08 4

g _ (82— 80 —2811)8n + (851 — 801)8e
0 2

% - (gfz - 802)8:2 — 80181
00 2

% _ (goz — & — 2g01)gh1 + (801 _gfl)gbz

0Q 4
wl1o— 1
141 exp(Q)
082 _ (802 — gfz)gm — &r18b1 1
oL 4 1+ exp(R)

where the half bandwidth is 4 = Aoe*IZ and * = Akd .

We stop the RG flow at 4 =, , which corresponds fairly to
T ~ T*. For T < T*, we solve the Gor’kov equations [19] and
find the following gap equations, for singlet (d) or triplet (f)
symmetry, which depend now on the magnetic field H
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with ©(x,y) = y/x? + y2. We chose singlet (d )-wave instead
of singlet s-wave with respect to experimental results obtained
by Joo et al. [6]. We chose triplet (f)-wave instead of triplet
(p)-wave to be consistent with previous numerical results
obtained in Ref. [14], where the only diverging triplet suscep-
tibility is indeed (f). With these assumptions, we have
8s=—8o01 — 802+ 8n + 8 and g, = go1 — 802 — &n + &n-

These equations implicitly give the superconducting order
parameters, in the singlet case, and in the triplet one. The
difference of thermodynamic potentials, between the super-
conducting state and the normal one,

8

’ 1 2
Qscfgnormal"’/dg (ﬁ) /dk|A(k)‘
0

gives (assuming the same number of particles Ngc = Npormar)
[20] the difference of free energies Fsc — Fnormal-

3. Results

For U=0.68 [21] and 2¢,/4,=0.24295,
gt =gJT*)=11.6 and g;* = g(T*) = 10.6.

one get

Here are the curves of the critical field H, in the singlet case
and in the triplet one. In the triplet case, there is no saturation
because we have neglected the orbital pair-breaking effect. We
have adjusted our parameters in order to fit 7, = 1.14 K at
zero field (Fig. 2).

Let us analyse the free energy dependance in more details.
Here are the free energies, at 7T=0.01 K and T=0.3 K, as
a function of the magnetic field (Fig. 3).

The triplet curve is almost constant, when 7 is fixed. This is
only because we have neglected the orbital pair-breaking
effect. The singlet curve becomes discontinuous when 7 is
above 0.2 K.

Here are the free energies, at H=0T, H=1T and
H=1.34T, as a function of the temperature (Fig. 4).

It is only at small temperature that the triplet configuration
is more favorable. There is a very small reentrance at
H=134T.

4. Discussion

We get the following phase diagram of the two-band system
(Fig. 5), which shows that triplet pairing is more favorable
when H is increased and 7 < 0.3 K.

Let us first discuss the orbital pair-breaking effect. Al-
though we neglect it, we account for its main effect on elec-
tronic orbitals: in the absence of magnetic field, the system
becomes three-dimensional when T < T*. However, when
H || b', the magnetic field reduces the overlapping between
a—>b planes, so the system becomes bi-dimensional as H is in-
creased (the spin ladder is only a crude approximation of such
a quasi-one-dimensional system).

Moreover, this orbital pair-breaking effect has already been
calculated in a simple case [10], where it was proved that in

(o3
14 12 0.0 07

-01
-02
-03 7 0.0000 T e

4 B B B

o oo002f -7
-04 0003} "
~0.0004

-ost —0.0005

Fig. 4. Fsc) — Frorma (1ine) and Fsc(yy — Fpomma (dashed) versus T for m=0T (a), m=14T (b) and m=2T (c) (inset m =2 T shows reentrance).
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Fig. 5. Phase diagram versus 7" and magnetic field H.

FFLO state H. is only raised from the Pauli limit, by an
amount that cannot account for experimental data.

The values of the renormalised scatterings g,* and g,*, for this
two-band system, are not as free as it could seem at first glance.
They are constrained by experimental determinations of T, and
H.. Tt is in fact commonly admitted that g, < g, ~ 1/10. With
these values, triplet superconductivity is still favorable at very
high fields, while singlet one is always saturated.

To support our model, one needs to confirm experimentally
that there is a transition from thermodynamic measurements.
We believe this will be the case.

In conclusion, we believe that the symmetry of the super-
conducting state in organic materials is not permanent but

212

that a transition can be observed, as magnetic field is increased
from a singlet state to a triplet one. This has already been
suggested by a few authors [5].
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Experimental evidence of triplet superconductivity in organic
compounds [1-8] has opened a new and exciting field for theore-
ticians. Here, we are more particularly interested in (TM,SF),X
Bechgaard salts [9-11], which exhibit complex and challenging
properties. X=PFg compounds are quasi-one-dimensional systems
[1,10,12], while X=ClO4 compounds are more like spin ladder ones
[2,3,13].

We study these materials when a magnetic field H is applied.
They exhibit that Meissner effect [10] and superconductivity is
very robust when H is increased [1,3,12]. When no field is applied,
it has been shown that Cooper pairs have d-singlet symmetry
[14,15]. On the other hand, superconductivity resists to fields far
above H. Clogston limit [16]. Even superconductivity reentrance
has been observed, which was attributed by most authors to
triplet pairing [2,17,18], while by others to Fulde-Ferrell-Larkin-
Ovchinnikov (FFLO) states [19]. On the whole, these compounds
have shown to be non-conventional superconductors [20].

Indeed, spatially modulated FFLO states which are of singlet
symmetry [21] raise Clogston limit up to He; > H¢, while that of
triplet states is experimentally unreachable. So, there has been a
controversy among theoreticians about the real nature of super-
conductivity, under strong magnetic field, some arguing that
Cooper pairs must be of triplet symmetry under high magnetic
field [1,4-7,18,22-28], some that they are FFLO states [8,20,29-34].
Some authors have changed opinion [25,29-31,35-37]. Recent
experiments [38] seem to make this controversy obsolete: they
give evidences of a FFLO state, but also seem to indicate that

* Corresponding author. Tel.: +33 169155373.
E-mail address: abramovici@lps.u-psud.fr (G. Abramovici).

0038-1098/$ - see front matter © 2013 Elsevier Ltd. All rights reserved.
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superconductivity survives at H > H.,, which could be interpreted
as a transition to triplet pairing.

Orbital effect, which is a key mechanism, should be taken into
account [11,39], while it is neglected in most of the theoretical
calculations [37]. Moreover, the absence of a limiting field to
superconductivity gives a strong support to the triplet interpreta-
tion; the first estimations [4,22,27,30,31,40] of H., were clearly too
low and not compatible with observed superconductivity at higher
values of magnetic field [2,12].

However, new calculations taking into account disorder [41]
have given more compatible [36,38,42,43] values of H.,. Experi-
mental data are not clear enough to discriminate between triplet
and FFLO interpretation [44].

Our work is devoted to the transition from singular to triplet
phase. This transition was first mentioned by Miyasaki and
Hasegawa [7], but there has been a recent renewal of the theory
[40,46]. A passionating question arises: in case of singlet and
triplet pair coexistence at the transition (or near the transition),
are pairs of different symmetries separated into domains, or is
there a unique stable thermodynamic phase? By the way, very
little has been done yet, on the thermodynamic level, concerning
superconducting systems.

We have used a non-perturbative method to study the coex-
istence of singlet and triplet superconductivities. We apply a
standard self-consistent mean-field approximation, analogue to
BCS equations, but, instead of introducing a simple gap, we include
both A singlet and A; triplet gaps, which correspond to quadratic
terms of opposite symmetries in the Hamiltonian.

The solutions of this model are given by two coupled gap
equations, which one must treat simultaneously. At that stage,
it was already a challenge to find mixed states, which we have
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been very lucky to do. However, they proved thermodynamically
unstable: we have calculated the thermodynamic free energy of
each phase, comparing that of the singlet, triplet and mixed ones.
The last free energy has challenged new theoretical developments,
which we present here.

Altogether, the phase diagram is not modified and confirms the
previously calculated phase diagram [47], with a singlet zone at
small magnetic field, and a triplet one at higher field (and small
temperature). The precision has been far increased, so that we
could determinate the nature of the transition between singlet and
triplet zones, which is first order when T is fixed, but second order
when H is fixed.

We will briefly recall the model, before explaining the free
energy calculation and, eventually, presenting our results.

Model: We use the two-band Hubbard model, with Hamilto-
nian H = Hyin + Hint [47], which we develop using a mean-field
approximation

Hin= % ¥ {(&00-20uHR]_ (kRe, (k)

- q
7= il/Zliw

(&, (0~ 20uHDL] (kL o (k) }

Y 20 ¥ {cos(k)asR], (kL _ (—ky)

ky.o
o= +1/2 K
k- 0x

Hint =

(kpL

(]

+ cos (kL)AtRT

k.o

(=kp) + h-C-}

where k is the complete parallel wave-vector with norm |k]. Its
complete expression depends on k; and on the direction of the
particle momentum (R stands for right moving and L for left moving
particle). This model is analogous to Eq. (3) of Ref. [31]: the orbital
effect reduces the coupling between orbitals of separate chains
and therefore enhances the anisotropy between t, and tp, which is
now encoded in the difference ks,—kso. This quantity does not
explicitly depend on H [45]. Although there exist some differences,
for instance, the ground state of the ladder system is spin-gapped,
the comparison between the ladder model and the coupled chain
[23] one shows many qualitative similarities [47] and we have
chosen the ladder system, for which calculations can be performed
analytically. We have chosen an interchain intraband d-symmetry
for the singlet pairing, and an interchain intraband f,-symmetry
for the triplet one. We chose singlet d-wave instead of s-wave with
respect to the experimental results obtained by Joo et al. [14].
We chose triplet f~wave instead of p-wave to be consistent with
previous numerical results obtained in Ref. [27], where the only
diverging triplet susceptibility has indeed f-symmetry. A matrix
representation of H writes

EK)—uH + i As Ag 0
A —&K) + puH + o 0 —A
At 0 —&K)—uH + iw A
0 —A; A EK) + pH + i

For T < T* we solve the Gor'kov [34,48] which writes i7dG/
ot =[H,G] and find the following gap equations, for singlet d- or
triplet f,-symmetry, which depend now on the magnetic field H
and are exact:
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with 6(x,y,z,t) = \/ X2 +y2 + 22 4+ 12 + 2xt/x2 + Z2 and g; (resp. g;)
is the singlet (resp. triplet) coupling.

Free energy: (As,Ay) is the solution of the system of Egs. (1) and
(2). The original equations have been already divided by a factor A, in
(1) and A; in (2). Therefore, there are two kinds of non-zero
solutions: either one of the order parameters is zero, which imme-
diately cancels the corresponding gap equation, and the other one
follows an ordinary gap equation, giving standard singlet or triplet
phases; or both order parameters are non-zero, and we are let to find
non-trivial coupled solutions.

In standard singlet and triplet cases, the difference between the
free energies of the superconducting phase and the normal one,
Fsc—Fommal, €quals the difference of thermodynamic potentials,
assuming the same number of particles Nsc = Nyormar [49]. This
difference can be exactly calculated and writes

g 1
Q- oo~ | d ’—,/dkA k)2
- | /0 g2z [ dkiado)

so the thermodynamically stable phase is that with the smallest
free energy difference.

For the mixed phase, one must add singlet and triplet con-
tributions, which reads

—/gs dg’ l/dkm (k)|2—/g‘ dg’ i/dkm (P2
0 ‘g2 * 0 ‘g2 '

but in order not to cope with a general two-parameter minimiza-
tion problem, so we have used g as a unique parameter, writing
g, 10783 |

g5~ 115 &

gr=

where we have used a previous estimation of g;/g, [40,47]. This
ratio could depend on H, according to some authors, but, as we
study here the coexistence phase, which is very narrow in H, one
can fix it to a constant value. We have varied this value but found
no significant modifications. Altogether, the free energy difference
writes

8s § 1 g
- /0 dgs{g / dk(ms(kn2 +§\Af(k)|2>}

but this is not the end of the story. Typical curves of the order
parameter As and A; versus g’ are given in Fig. 1. One observes first
that non-trivial coexisting solutions (4As,4,;) are only found in
a restricted interval of parameter g’s. Consequently, ordinary
solutions (4s,0) or (0,4;) are the correct solutions of the coupled

20
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Fig. 1. (Color online) Here are the different solutions 4; and A; for T~0.1 K and
H~1.1T. The thick plain (blue) line corresponds to a pure singlet pairing, the thick
dashed (orange) line to a pure triplet one. The thin lines correspond to a mixed case
(plain red line is the singlet contribution, dashed purple the triplet one).



coezistence de phase

44 G. Abramovici et al. / Solid State Communications 169 (2013) 42-45

gap equations, out of this region, so that the non-trivial solutions
be analytically continued over the whole parameter line.

This can be done in many ways, if no attention is paid to
continuity, but there is only one possible analytical continuation,
that is: choosing the singlet solution for values of g’s under this
interval, and the triplet one for values above the interval. By
chance, this behavior is constant whatever T or H. Again, three
possibilities arise, to which one must be very cautious. Either g,
the actual value of the singlet coupling, lies under the interval,
so that there is no mixed solution [50] for given (T,H), or g lies
within the interval, so that there is indeed a mixed state. Or else, g5
lies above the interval, so that the state has triplet symmetry,
although its free energy is different, from that of ordinary triplet
states. We believe that such states could be found close to a singlet
zone and show precursor (unstable) singlet coupling tendency.

Thanks to this interpretation, we are now in a position to
calculate the free energy of each phase and to build the phase
diagram.

Calculations: First of all, one must solve the two gap equations,
where g; and g, are replaced by any value 0<g’s<g, and 0<g’;<g;
respectively.

For coexisting symmetry solutions, one must first solve the
following equation: one writes that the right side term of (2)
is equal to that of (1) multiplied by g,/g,~10.783/11.5. This
equation gives actually A as a function of A; (or reversely), for
fixed values of T and H. A typical curve of this relation is shown in
Fig. 2.

Then, one must solve (1) where 4; is expressed as a function of
As (or, equivalently (2) where A; is expressed as a function of A;).
We show in Fig. 3 the curve of the right term of (1) versus A for
a mixed solution, together with the curve for an ordinary A
solution. It is very instructive to observe that they only differ for
small values of As.

Results: We present in Fig. 4 the complete phase diagram of this
system, for 0<T<1.41 K and 0<H<4 T. We have divided this figure
into four zones, although there are only three phases. In areas |
and Ib, the system has singlet symmetry, thanks to the experi-
mental determination of gs/gt, whereas triplet wins in area II, so
we observe a transition from singlet to triplet superconductivity at
the frontier in-between. No order parameter is found in III, which
corresponds to a normal metal. Eventually, the frontier with area
Il is that of superconducting phases with the metallic one. The
drastic change of the singlet frontier at larger temperature,
T > 1K, recalls that obtained by renormalization group calcula-
tions [43]. In this area, no coexistence phase can be found, so
we did not study it carefully, although strange behavior can be
observed, which are not elucidated.

Ag

0.5 1.0 1.5 2.0

Fig. 2. (Color online) A; versus A, at T=1.2 K and H=0.8 T.
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Fig. 3. (Color online) Curve of the right side term of (1) versus A at T=1.2K,
H=0.8T and g’s = 0.814. The broken (blue) line corresponds to the mixed solution
where 4; is an implicit function of A, the other (red) one to the ordinary solution
where A; = 0.
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Fig. 4. (Color online) Phase diagram of (TM,SF),PFg versus T (in K) and H (in T).
The explanations of zones I-IV are given in the text.

Indeed, we have found a coexistence phase for smaller tem-
perature, t <0.8 K. We do not indicate the corresponding area,
since its free energy has always proved smaller than that of singlet
pairing states, showing that this phase is unstable.

At a fixed temperature, the nature of the transition from singlet
to triplet symmetry is first order, indicating that all Cooper pairs
suddenly change order, with a finite energy cost, when H is
increased. At a fixed magnetic field, transitions are found to be
second order.

Discussion: Although it is conceptually very simple, the resolu-
tion of a system with two order parameters using exact Gor'’kov
equations is quite original. One can compare for instance with Ref.
[26], where very interesting calculations are performed treating
the second interaction as a perturbation. On the contrary, here
we treat each interaction on an equal footing.

This work offers a large perspective. At once, one can vary
the value of g, which is sensible. More interestingly, we are now
working on an extension to a general quasi-one-dimensional
model of interacting chains, for which gap equations are similar
but somehow different.
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We are preparing new calculations with the ladder system,
adding a new orbital contribution yy, cos k; in the Hamiltonian,
with u., = 2ebv (e electron charge, b distance between chains and
&(k) = vky). This term comes from the discrete [27] Fourier trans-
form of arma., which appears in Eq. (1) of Ref. [51], with a = + and
other signs defined therein. There is actually another constant
contribution in the Fourier transform, and we also omit a phase
factor, but these are less likely to influence the existence of
a coexistence phase. This orbital contribution depends explicitly
on H, contrary to the anisotropy effect which we use here. We hope
that this contribution will compare with singlet pairing, and that
the coexistence phase will be thermodynamically stable. Moreover,
the order of u,y can be calculated and is equal to that of ug,
therefore one must take into account both magnetic terms. In
particular, the Zeeman effect is still necessary for the competition
against singlet pairing, because it is much more efficient than the
new orbital term. Calculations are similar, but much more difficult.

In that respect, the main perspective is related to some
important subtlety, which we have not discussed yet: as is
described in detail in Ref. [27], superconducting order parameters
As and A have a very rich structure. Even when one specifies the
symmetry (d and f, here) of each order parameter, they depend
both on k; and k.. Here, we neglected all dependencies. Moreover,
triplet ones are vectors, which allows interesting discussion about
the orientation of the Cooper pairs with the direction of the
magnetic field. This aspect was also neglected here.

According to a standard singlet — FFLO — triplet scenario, [38]
one should choose FFLO states instead of standard singlet ones.
More generally, Charge Density Waves, which can coexist with
superconductivity [23,27], should be also included, leading to a
three order-parameter problem.

Taking k, dependency into account can be done in many ways.
We have chosen to keep only intraband terms and to neglect
interband ones, for the simplicity of calculations. Other choices
would have led to an 8 x 8 matrix H, at least. In fact, keeping only
two scalar parameters is somehow artificial, in that respect, but the
resolution of many (four or six) simultaneous gap equations seems
quite adventurous. The k; dependence is partially encoded in the
symmetry of A; and A;. We actually chose the simplest symmetries,
which are not very realistic. But taking even symmetry for A; and
odd symmetry for A; would lead to a 12 x 12 matrix A (or even
24 x 24 with the linear orbital term, suggested just before).

In conclusion, taking into account coexistence phase may allow
the discovery of new phases. Even if it proved unstable, this work
offers a new insight in physics.
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Abstract

One-dimensional scattering by a Coulomb potential V(x) = ﬁ is studied
for both repulsive (¢ > 0) and attractive (¢ < 0) cases. Two methods of
regularizing the singularity at x = 0 are used, yielding the same conclusion,
namely, that the transmission vanishes. For an attractive potential (¢ < 0),
two groups of bound states are found. The first one consists of regular
(Rydberg) bound states, following standard orthogonality relations. The second
set consists of anomalous bound states (in a sense to be clarified), which always
relax as coherent states.

PACS numbers: 03.65.Ge, 03.65.Nk, 11.55.Bq, 11.55.Ds, 73.21.Fg, 73.22.Dj

(Some figures in this article are in colour only in the electronic version)

1. Introduction

One-dimensional quantum Hamiltonians are very useful in modeling simple quantum systems.
Beside their ubiquitous importance in the study of transmission and tunneling experiments,
numerous quantum systems in higher dimensions can be reduced to one-dimensional ones,
due to symmetry (for instance radial wavefunctions in a central potential) or specific physical
properties (Josephson junctions or edge states in the quantum Hall effect are just two examples).

The aim of the present work is to examine one-dimensional scattering by a three-

dimensional Coulomb potential V (x) = ‘#Z]xl’ starting from the Schrédinger equation with
the Hamiltonian H = 57: + V, for an eigenstate ¥ (x), with x € R* =R \ {0},
dzw()+kl0() v (x) ey
——— @)+ —Yx) =eyY(x),
dx? x|

1751-8113/09/285302+29$30.00  © 2009 IOP Publishing Ltd  Printed in the UK 1217
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with A = % and e = 2;,”2E where E is the energy. A > 0 corresponds to the repulsive
potential, A < 0 to the attractive one. The boundary conditions will be specified later on. This
is referred to as the one-dimensional Coulomb potential problem. Although it has recently
been studied [1], we find it necessary to analyze it using a somewhat different approach. As
it turns out, there are some subtleties involved, which might affect some of the conclusions
reached in [1].

One of the main advantages encountered in the quantum Coulomb problem is that the
exact wavefunctions are computable. In three dimensions, it was shown 80 years ago [2] that
the asymptotic behavior of the wavefunctions is somewhat distinct from that of plane waves.
This property has been shown to be valid also in one dimension [3].

It proves useful to follow, first, the standard reduction of the Coulomb problem in three
dimensions into a radial one-dimensional equation, and to point out the differences between
this equation and equation (1). Starting from the three-dimensional Schrodinger equation,
carrying out the partial wave expansion W (r) = 220(21 + 1)y (r) Pi(cos 0) and writing the
radial wavefunction as y;(r) = r~1¢;(r), one obtains the radial Schrodinger equation for
¢1(r), with 0 < r < o0,

2
[— LD, ﬂdn(r) = epi(r). @

a2 )
For [ = 0 (s wave scattering), equation (2) has the same form as equation (1). The two
basic solutions of equation (2) are the regular one, satisfying ¢;(0) = 0, and the singular
one, satisfying ¢;(0) # 0. The singular solution should be discarded: if not, for / > 0, the
probability of finding the particle in a sphere of radius R, P;(R) = fOR 01(r)2mr? dr becomes
infinite for any R; for / = 0, the situation is more subtle, Py(R) remains finite, but the radial
current Jo(R) = fOR jo(r)2mr?dr > 0 becomes nonzero, which is impossible for an s state
[4, 5].
A couple of difficulties arise when equation (1) is considered as compared with
equation (2):

(i) The solutions of equation (1) are required on R*, and not only on its positive part R}.
Note that H is invariant under space inversion.

(ii) The arguments used in the three-dimensional case to discard singular solutions of
equation (2) are not valid [6] for the original problem specified by equation (1), and
the imposition of scattering boundary conditions requires them to be included as well.
The standard techniques used for matching the wavefunction at x = 0 require either the
calculation of y/’'(¢) or of f fe V (x) dx and both quantities diverge logarithmically when
& — 0. One must then cope with ultraviolet divergences, which need to be regularized.

These difficulties lead us to the connection problem, which can be defined as follows: let
us decompose equation (1) into two equivalent coupled equations, one defined on R} with
Vx) = %, the general solutions of which read

Y (x) = Af (kx) + Bg(kx), (3a)
and the second defined on R* with V(x) = — %, the general solutions of which read
¥ (x) = af(kx) + bg(kx). (3b)

Here, f(x > 0) and f(x < 0) are regular solutions, while g(x > 0) and g(x < 0) are singular
solutions, defined on the appropriate domains; the relations between f, g and f , & will be
clarified later on. The connection problem consists in the calculation of the 2 x 2 matrix
expressing (A, B) in terms of (a, b). Since the derivative of the singular solution diverges at
x = 0, it is impossible to match both ¥ and " at x = 0. It is also not possible to use the

2
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method [7, 8] employed in a problem of scattering by a potential V (x) = A§(x) since the
latter potential is integrable at x = 0, ffe V(x)dx = A, whereas the Coulomb potential is
not. Apparently, the connection problem cannot be solved in terms of simple linear relations,
and one needs to consider bilinear constraints (an example of such a constraint is the current
conservation J(07) = J(O%) around x = 0).

Our first task is to properly formulate and solve the scattering problem, corresponding
to e > 0. To carry this out, we use two independent regularization methods. One is based
on bilinear constraints, which can be formulated in such a way that ultraviolet divergences
are canceled. The other method consists in calculating the exact transmission for a truncated
Coulomb potential V,, with V.(x) = 0 for x| < ¢, V.(x) = A/|x| for |[x] > ¢ and letting
& — 0. With both methods, we arrive at the conclusion that the transmission coefficient
vanishes, 7 = 0. The potential is perfectly reflective. Moreover, this property of total
reflection also holds for the attractive potential (A < 0), whereas classically the reflection
vanishes; it is a novel manifestation of perfect quantum reflection from an attractive potential.
It is distinct from the standard example of quantum reflection from an infinite attractive
square well: in the latter case, the divergence of f V (x) dx is faster than logarithmic, and the
corresponding spectrum is not bounded from below.

Our second goal is to calculate bound state energies and wavefunctions for an attractive
potential (A < 0) (the one-dimensional ‘hydrogen atom’ problem). The ensuing discrete part
of the spectrum (e < 0) appears to be rather intriguing, as it is composed of two interlacing
spectra. The first one (reported also in [1]*) is the usual Rydberg spectrum, with energies
E, = —%, withn = 1, 2, ... The corresponding wavefunctions are the regular solutions of
the differential equation (1). The energies of the second part of the spectrum are shifted from
the first one through n — n+1/2, that s, E,, = —(nf#, withn =0, 1, ... The corresponding
wavefunctions will be referred to as anomalous states, and are constructed in terms of the
singular solutions of equation (1). These solutions are square integrable but not orthogonal.
A proper incorporation of such states might require further insight into the basic principles of
quantum mechanics.

We organize the rest of the paper as follows: In section 2, we will first study the
scattering problem, and then explain, in section 3, the two regularization methods used to
solve the connection problem. The bound state problem will be analyzed in section 4, where
regular and anomalous states are introduced. Finally, a short discussion of our results is
carried out in section 5. Calculations requiring technical manipulations are collected in the
appendices.

2. The scattering problem

2.1. Scattering states

2.1.1. Basic solutions. For the scattering problem, we have ¢ > 0 in equation (1). It is
convenient to recast equation (1) so that all quantities are dimensionless. Letk = /e, u = kx,

n=1/(2k) = $24- /T and o(u) = ¥ (%). Then the equation for ¢ is

4mesh

d2

w2 lew =g, ueR 4)
du? lu|

with regular and singular solutions f; () and g,(u). Equation (4) is equivalent to the following

couple of equations:

4 Tt is not clear why the analytic continuation avoiding zero did not give all solutions.
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d2
——w(u) +22<p(u) = @(u) for u > 0; (5a)
du? u
d2
2w =2 o) = o)  for u<o. (5b)
du? u

The solutions of equation (5a) are known as Coulomb s wavefunctions [2, 9] with L = 0. We
will write F, (u) for the regular solution and G, () for the singular (logarithmic) one:

Fy(u) = Coue ™M1 — in, 2, 2iu); (6a)
G,(u) = Re (2;7“—("7)U(1 —in,2, 2m))
n
— 2;7“C—('”7)U(1 — i1, 2, 20u) — i(—1 + 70 +20,) F, () /C2, (6b)
n
where
c, =e % |1 and Im(T" (1 — in))
= _— L, = — .
L sinh(7) n =1 7

In these equations, M is the regular confluent hypergeometric function, also written as | Fj,
and U is the logarithmic (also called irregular) confluent hypergeometric function’. Both
F, and G, are real. Thus, the solutions of equation (4) for u > 0 are f,(u) = F,(u) and
gn(“) = Gn(u)’ V.

Consider now the domain u < 0. In principle, finding the solutions of equation (5b) can
be achieved by direct continuation of F, (1) and G, (). Practically, this requires some care,
especially for G,. F, can be continued analytically since it is regular at u = 0, while for
G, (u) one has to avoid the divergence of G;7 atu = 0. Since (5a) is valid for any sign of n, we
simply need to change n — —n in the previous expressions, to get the solutions of (5b), thus
we get f,(u) = F_,(u) and g,(u) = G_,;(u) Yu < 0 and V5. It should be pointed out that in
the imaginary part of (6b), the factor before F, does not follow the n — —n transformation®.
The right expression is (note that C_,, = €""C,), Vu < 0,
ue T (in)

Coy
One should also note that relations (14.1.14)—(14.1.20) of [9] extend for p < 0 as soon as one
replaces log(2p) by log(—2p) in (14.1.14).

Basic solutions f; () and g, (u) are defined on R* and shown in figure 1. These solutions
are constructed so that equations (5a) and (5b) are satisfied for both # > 0 and u < 0, yet
the matching condition at ¥ = O is not addressed. This will be carried out when we solve the
connection problem.

U(l+in, 2, 2iu) —i(—1+7n +20,)F_,(u) /C? (6¢)

-

&n () = _277

2.1.2. The general solution. Having defined the basic solutions, we can now form the
general solution as a linear combination of f,(u) and g,(u), on each side of u = 0. We use
expressions (3a) for u > 0 and (3b) for u < 0. Now, the relation between f and f and that
between g and g are well established, so that the bar can be omitted. With these notations, the
general solution is written

o(u,n) = {Af”(u) + Bg,;(u) for u > 0;

afy(u)+bg,(u) for u <O0. @)

5 Note that relation (13.1.3) in [9] fails here so one should use instead (13.1.6).
6 The origin of which we did not elucidate.

4
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2"

Figure 1. f, (full line) and g, (dashed line) for n = 1/5.

The linearity of the Schrédinger equation implies that the connection problem eventually
reduces to finding the 2 x 2 matrix D, which obeys

(5)=2)

2.1.3. The transfer matrix. It should be stressed that D is not the transfer matrix 7 because
T transforms incoming and outgoing (distorted) plane waves at u — —oo to those at u — o0.
In order to identify these asymptotic waves, we need first to examine the asymptotic behavior
of the function ¢ (u, n) when u — +o0.

The asymptotic behaviors of F,(u) and G, (u) for u — +oo were established a long time
ago in [2]:

with  det(D) # 0. (8)

n 51’ —n' .
F,(u) = (1 + 2 + T-i“ - > sin(u — O, (u))
n?  2n—d4n’ © : o (- 9
+ w w2 > cos(u — ’7(”))[—?50 sin(u — ©,(u)); (9a)
n 5 —n'
G,(u) = (1 + " + R + .- > cos(u — O, (u))
7 2n =4y’ .
— (Z T T + - > sin(u — @,,(u))M:go cos(u — O, (u)); 9b)
with
O, (u) = nlog(2u) — arg[I'(1 +in)]. (10)

Derivation of the asymptotic behaviors of F;,(u) and G, (u) for u — —o0 is more subtle.
Their determination in (6¢) and (6d) of [1] is to be reconsidered’. In appendix A, we find

502 —n?
F,?(u) = 6_7'“7 (1 + l + %4.. . ) SiIl(I/t _ ®n(“))
2 3
. n 2n —4n o
my— — - F _ o n _ .
+e (2u ™ + >cos(u O, (u)) R sin(u — 0, (u)); (1la)

7 We believe there is a mistake in the analysis in section after relation (A18) of [1].
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5 2 _ .4
G,(u)=¢""{1+ Ty 77_277 +.oo | cos(u — ©,(u))
2u 8u

8u?

Thus, the asymptotic form of the solution ¢ (u, 1) is

2 2n —4 3
— e (;7— el s/ ) Sin(u — 0, (1)) —~— e cos(u — @, ). (11b)
u =

o(u, n) P Asin(u — O, (u)) + Bcos(u — 0, (u))

_5 _2iA— -0, , B+id el©n—u), (12a)
o, 1) ——a e™" sin(u + O, ) +b e "cos(u + O, (u))
- __ & T TN 4 4
- be% 0,00 , P+ 6 ) (12b)

The transfer matrix 7 relates the coefficients of the distorted plane waves at 4 — oo with
those at u — —oo:

B —iA be ™ —iae™"
=7 . 1
(B+1A> (be’“7 +ia e””) (13)
The solution of the scattering problem is equivalent to the elucidation of the transfer matrix.

2.2. Scattering

2.2.1. Transmission and reflection amplitudes. ~Alternatively, we define transmission ¢ and
reflection r amplitudes in terms of a wave ¢, propagating from —oo(a = L), or from
oo(a = R). Explicitly,

o e]l(u+@),7(ll)) +r efl'l(u+®,,(u));
U—>—00

ZAC) — 1y el=0,).
U—00 ’

and
~. e~ 1U=0,w) 4 R e]i(u—(-),,(u));

u

or(u, n) tg & i+O, W)
U——00

Time reversal invariance implies ¢ = #;, = t and reflection symmetry H(—x) = H(x)
implies rg = rp = r (to demonstrate it properly, one must note that, if ¢(u, ) is a solution,
¢(—u, n) is another solution, a priori independent of the first one). Some useful relations
expressing A, B, a, b in terms of ¢, r are given in appendix B.

The corresponding transmission and reflection coefficients are

T =%, R =%, (14)
and fulfil R + T = 1 (see equation (B.2a)). For ¢ # 0, it is instructive to express the ratio of
some coefficients a, A in terms of 7, once for ¢, and once for ¢ (see appendix B):

CILCT”] , . 1 aLe”” 4
=¢ —2ie, = —1 — | =,/==32>1;
AL T Apf T
n 1 n 1
ar € _ ar € _ < 1;
Ar € — 2ie %—1 Ar %—3

these inequalities become equalities only for 7 = 1. This proves that the symmetry between
the regular and the singular part of a wavefunction ¢ which occurs at x = 00 is broken at
x = 0 and that connection relations are not trivial (except for 7 = 1 and also the special case
T =0).

6
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2.2.2. The S matrix. The S matrix is related [10, 11] to 7" and R and is written as

r t
SZ(I r)‘ (15)

Using the unitarity of the S matrix, it is useful to parametrize its elements in terms of the
transmission coefficient 7 and a couple of two independent numbers €, €’ = £1. First, we get
the parametrization of all coefficients Ay, ..., bg, which we give in appendix B. Then, we can
prove the representation

T —1+iee’JT —T? €T +ie/T —T?

S =
€T +ieJT — T? T —1+iee’'JT —T?

(16)

which is unitary, as required. We stress that this representation is not universal®, namely, it is
peculiar to the Coulomb scattering problem as discussed here.
We are now in a position to examine the connection problem.

3. The connection problem

The connection problem is to relate A, B to a, b either by finding matrix D in equation (8), or,
equivalently, transfer matrix 7 in equation (13), or, equivalently, the S matrix in equation (15).
Since g—“f diverges as u — 0, it is not legitimate to use the continuity of ¢ and g—“f atu = 0.
Thus, the issue of the connection problem cannot be handled in solving linear equations of
the wavefunction, and one must address bilinear relations, related either to conservation laws
or to certain constraints. In the following analysis, the behaviors of f,(u), g,(«) and of their
derivatives, for u ~ 0, are required: they are studied in appendix C.

3.1. Conservation laws and other constraints

3.1.1. Continuity of py,. The simplest physical relation that provides a connection at x = 0
is the continuity of the density of probability p, (1) = |¢(u, n)|2. With relations (C.1a) and
(C.1b), one obtains

|BI?e™ = |b|*e ™" < ‘ ‘ =e ", (17a)

In appendix B, we show that this relation actually simplifies as

B=¢ce ™, (17b)
where €’ = %1 (note that the case €’ = —1 implies a violation of the continuity of ).
3.1.2. Current conservation. The conservation of current j(x) = —Re(iW(x)‘;—‘f(x)) is

equivalent to the unitarity of the S matrix which is already verified. Therefore, it does not help
for the resolution of the connection problem.

8 The representation of (15) (matrix S), (19) (orthogonality constraints) and (21) (Hermiticity constraints) in terms
of coefficients 7' (#) is peculiar for the Coulomb problem discussed here, and is not valid for any one-dimensional
scattering problem.
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3.1.3. Orthonormality of scattering states.  Since the complete set of scattering

wavefunctions is known, it is in principle possible to examine the consequence of generalized

orthogonality relations. Let us write ¥/ (x, E, &) = @ (kx, 3-) with @ = R, L (wavefunctions
coming from +00 or —oo have degenerate energies),

/dﬂﬂ(x, Ep, o)y (x, Bz, a2) = 8(ki — k2) Poyay» (18)

where P is an unitary 2 x 2 matrix in the (R,L) space.
In appendix D, using relations (B.5a), (B.5b), (B.5¢), (B.5d), (B.5¢), (B.5f), (B.5g),
(B.5h), (12a) and (12b), we calculate’

L _
im [ B o, Br s = | (10 KOOI 201 )
L

L—oo |_
w 8(ky — ko) + (_R(m) -ZF R(n2) +€€/\/R(771)T(771);\/R(Vlz)T(T/z)

i (T(m) - ) __ ~RODT 1) = JR(m)T(nz))) 5k + k) H}

(19)
where c is a constant and Z is a complex number given by

Z = JR)R() + VT )T () +iee’ (VRMDT (1) — /T () R(m))- (20)

Since ki, k; > 0 here, we can drop 8(k; + k) in equation (19), which is irrelevant'®. The
established result in equation (19) that P = I, reflects the orthogonality of left and right
moving states. Scattering states can be orthonormalized in the extended sense if and only if
(VRM2)T (m) — vR()T (12))2 = 0. This yields T(n1) = T (n2) or T(;) € {0, 1}. The
second condition is actually a particular case of the first one, since otherwise, one could find
some energy E such that T (n*) = 1 — T (™), which induces a non-physical discontinuity;
however, this argument will not be needed in the following. Having T independent of E
is already a very strong result (see footnote 8). Yet, in order to completely elucidate the
connection problem, we will now address another constraint.

3.1.4. Hermiticity of the Hamiltonian. A successful issue for the connection problem is
given by analyzing the Hermiticity of the Hamiltonian H. For E| # E,, we consider two
wavefunctions ¥|: x — ¥ (x, Ey) and ¥»: x — ¥ (x, E>) (degeneracy is not relevant here,
and R, L indices can be omitted). Since H is the Hermitian, the Hermitian product of |y;)
with H |y;) must be conjugate with the Hermitian product of |v,) with H|y). Explicitly,

82
/dﬂ/f(x E1)|: 1p( 2)+ﬂ1ﬁ(x Ez):|
_ /dx W
= — E1)+ml/f(x E) | ¢(x, Er)

— /dﬂ/f(x E1) I[/()C Ez)——w(x EDNy(x, E) =0,

9 The essential Coulomb properties are implicitly contained in these relations.
10 More precisely, 8 (k; +k2) only contribute to v/ (x, 0), which is not an important matter here. It is however interesting
to note that the complete weight of this state, within 7 = 0, is found to be zero, which is exact.

8



barriere de Coulomb a 1d

J. Phys. A: Math. Theor. 42 (2009) 285302 G Abramovici and Y Avishai

so that

—8 [e¢]
|: Y (x, Ey) lp(x Ey) + f(x,El)lﬂ(x,Ez)} =0. 21

—00
In equation (21), we calculate the Cauchy principal value of the left term, which is written, in
terms of dimensionless variables and function ¢, as

- L
! [ oG, m) 09 o(u, m)}
m — _— _— .
Lo 2 .

—(, 2)+—( )
mn m

(22a)

Since —¢(u, m)g—f(u, m) + g—‘ﬁ(u, 1)@ (u, ny) is divergent at u = 0, one must use regularized
integral around zero. Hence one should add the Cauchy principal value:
S &
; |:g0(u m) dg o, nz)}
im —_ _—
e—0* 2

(,2)——( m)

(22b)
n2  Ou uh

and equation (21) is written as (22a) + (22b) = 0. The contribution (22a) is found to vanish
when L — oo (detailed calculations, using relations (12a), (B.5e), (B.5f), (B.5g), (B.5h),
are given in appendix E) so the net expression of equation (21) is determined by (22b) which
yields

/ C71
0=2Zie€e
nlcng

m

VRMDT (1) — —2—/ T(m)R(nz)>
m
Re(I'(1+inz) — T (1+in1))+/ T(m)T(Uz)} .
n

Employing relations (B.5a), (B. 5b) (B 5¢), (B.5d), we get the very same equation. Note

that by (n1, n2) = c Lo hy(ny, 1) = =2 and hy (1, n2) = c IC are independent two-variable
functions. Indeed, let as assume a lmear combination

yihi + y2hy + y3hs = 0. (23)

Since /Sinﬁ'(x) and ““h(x) are one-variable independent functions, if one keeps 1, constant

and considers equation (23) as an equation of variable 7;, one gets y; = 0; if one keeps n;
constant and considers equation (23) as an equation of variable 7,, one gets y, = 0; thus,
y3 = 0 and the independence of the three functions is proved. Now Z, defined in (20), can
never vanish. Hence one obtains

R)T (n2) = 0; T(n)R(nm2) =0; T'(n)T (n2) = 0.
The first two equations imply 7 = 0, 1, and the last one simply implies 7 = 0. This eventually
proves (see footnote 8) that, indeed, 7'(n) = 0.
3.2. Regularization by truncation of the potential
Here we propose another approach, which gives the same result: the divergences are

regularized by a truncation of the potential.

3.2.1. Truncated half-potential. In order to avoid the use of Coulomb wavefunctions for
negative argument we calculate transmission and reflection amplitudes for a right half-barrier,
defined for x > 0, and then use reflection symmetry to calculate them for a mirror symmetric

9
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Figure 2. Right-half-truncated potential (24) and wavefunction in the two regions following
equation (26).

barrier, defined for x < 0. Then left and right barriers are combined using a composition
formula for the S matrix, as suggested for instance in [12].
The truncated right half-potential is, see figure 2,

0 for x <g¢;

Vex) = {2 (24)
— for x >¢,
by
and the Schrddinger equation with V,(x) alone is written as — dz(f\,(zx) + V()Y (x) = K2y (x).

In order to avoid the 1/|x| singularity, the potential is assumed to be zero for 0 < x < ¢,
but we have also performed our calculations with V. (x < ¢) = %, with no significant changes.
The cutoff parameter ¢ > 0 is assumed small, and eventually the limit ¢ — 0 is taken on the
sum of left and right barriers, which corresponds to the complete Coulomb potential, since

2 ey = lim V, v, 25
V() = lim V(1) + Vi (=) ©5)

To calculate transmission and reflection amplitudes for the right barrier consider a plane
wave approaching the potential V, from —oo. It is partially reflected by the barrier at x = ¢,
and the transmitted wave is a Coulomb wave tHn, with H,(u) = F,(u) +iG,(u). Its
asymptotic behavior is

1(u—0, )
H, n (I/t)u:-so [ 4 .
The scattering boundary conditions for the wave function are (see figure 2)
v = elk(—e) 4 pe—lkx—e)  for x < g,
~ \tH,(kx) for x >e.

We want to calculate reflection and transmission amplitudes r and ¢ for this right-half
truncated Coulomb barrier V,(x). Matching at x = ¢ yields

(26)

1 +r = tHy,(ke), 1 —r = —itH,(ke),
where H stands for dH /du, and thus
2 __ H, (ke) + ]iH,](kS)

- . = ) @7)
H,(ke) —iH ,(ke) H,(ke) —iH ,(ke)



barriere de Coulomb a 1d

J. Phys. A: Math. Theor. 42 (2009) 285302 G Abramovici and Y Avishai

Figure 3. Truncated potential forn = 1,A=1land e = 1.

In the limit ¢ — 0, this implies
t — 0, r— —1.

However, the limit ¢ — 0 will not be taken here, but rather, at a later step.

So far, we have considered transmission and reflection from the potential V,(x) where
the incoming wave approaches the barrier from the left region. If the wave were to have
come from the right, been partially transmitted to the left and partially reflected back to the
right, the transmission amplitude would be the same, but the reflection would have a different
phase. However, when we combine the symmetric image of V.(x) in order to account for
the Coulomb problem as asserted in equation (25), we employ the reflection amplitude r, as a
result of the analysis developed in [12]. This procedure of combining the two barriers should
be used before the limit ¢ — 0 is taken on equations (27). The transmission amplitude through
the combined barrier V. (x) + V,(—x) is

£2
TE B as—
1 — e2ike;2

4
= . : : - . (28
(1 — e?M*&)[H, (ke)? — H,(ke)?)] — 2i(1 + ™) H, (ke) H  (ke) ()
This formula is exact and expresses the transmission amplitude for a symmetric combination
of cutoff Coulomb barriers with a hole between —e and ¢. It uses Coulomb wavefunctions
solely with positive argument. Inspecting the two terms of the denominator in equation (28),
the first term is found to vanish in the limit ¢ — 0, and hence

~ ;_ —>0
H,(ke)H ,(ke) e—0

The upshot is that transmission coefficient of combined left and right barriers, which comprise
the Coulomb barrier as &€ — 0, vanishes, thatis 7 = lim,_,o T, = 0.

&

3.2.2. A second form of the truncated potential. ~We also considered a truncated potential
V., represented in figure 3 and defined as follows: ¢ > Oand V |x| < &, V. (x) = %, Vx| > e,
Ve(x) = Ii_l

The transmission 7, can again be exactly calculated (the wavefunction i corresponding
to given (E, ¢) and its derivative ' are continuous; we use first-order Taylor expansion for
the Coulomb wavefunctions at connection points x = =¢).
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Figure 4. Transmission 7, versus ¢ in the repulsive (plain line) or attractive (dashed line) case.

One finds in figure 4 the curves of T, versus &, for repulsive or attractive cases.

We see that the transmission 7, — 0 as ¢ — 0. This confirms our analytical result.
We must clarify that for some points of these figures, we used about 1000 digit precision
calculation, provided by a formal calculation with integers.

4. The discrete spectrum: bound states

We come now to the case of an attractive potential, and look for bound states of negative
energies. As is shown below, analytical expressions can be obtained for the energies as well

as for the wavefunctions!!.

4.1. Analytical solutions

For e < 0, equation (4) is modified so that its right term is written as —¢(u) instead of ¢(u).
Note that u = kx holds but now k = /—e, since, for an attractive potential, n < 0. We will
again consider separately # > 0 and u < 0, and hence get the corresponding two equations:

d’p n

—@(u) +2;<p(u) = —@(u) for u > 0; (29a)
d2

—d—u‘i(u) - ZZ(p(u) — —pw)  for u<0O. (29h)

In order to solve equation (29a), we need to generalize equations (14.1.6), (14.1.14),
(14.1.18), (14.1.19) and (14.1.20) of [9] (for L = 0). This is carried out in appendix G.
Generalization of (14.1.3) in [9] is given below; relations (14.1.4), (14.1.5), (14.1.15), (14.1.17)
remain valid by construction. Incidentally, the results of appendix G can be regarded as a
hyperbolic version of the original relations in [9], since the solutions of equation (29a) now
read:

Jyw)y=ue "M +n,2,2u), Ky(u)=2ue Ul +n,2,2u).

' Mineev claims that it had already been solved many times, but gives no references, except [3], which does not give
many details.

12



barriere de Coulomb a 1d

J. Phys. A: Math. Theor. 42 (2009) 285302 G Abramovici and Y Avishai

In analogy with the case of free states, the functions J_, and K_, are solutions of (29b) (the
connection problem at # = 0 will be elucidated later on). A useful identity, which will be
needed, is

J_y () = —J,(—u). (30)

4.2. Quantization

For an arbitrary value of », the solutions J,, (1) and K, («) of equation (29a) diverge as u — 00
and the solutions J_,(u) and K_,(u) of equation (29b) diverge as u — —oo. This is true
for almost all values of 1, which therefore should be discarded as non-physical, except for
a set of quantized values 7, (equivalently e, or E,) such that J,(u > 0) and J_,(u < 0)
are both square integrable, and for another set of values 7, (equivalently &, or E,) such that
K,(u > 0) and K_,(u < 0) are both square integrable. The complete spectrum, which is
described below, is composed of the union of set {E, }, which is exactly Rydberg’s spectrum,
and set {E, }, the existence of which is indeed a surprise.

4.2.1. The regular solutions. Following the analysis of the hydrogen-like atoms, it is verified
that regular solutions J, (u) and J_,(u) decay exponentially as u — oo only for a discrete
set {n,, Vn € N*} given by

(qq")’m
=mpm=-n < E=E=——">—-—. 31
N =1n n 2(Amen)hin? (€29
The corresponding energies E, form the Rydberg spectrum of hydrogen-like atoms. In
particular, the lowest energy is E; = —2—((4%% = —ZZ'E;, where Ej is the Rydberg
energy.

The question whether the set 1, defined above can be used also for the singular solutions
is answered negatively, although the demonstration is not immediate. While K_,, (u) diverges
as u — —oo, K, (u) does not diverge as u — oo. Therefore, one may consider a mixed
solution AJ,, + BK,, foru > 0andaJ_,, foru < 0. However, as we shall see immediately
below, J,,, (0) = J_,,(0) = 0, while K_,(0*) = 1/C_,,. Hence the continuity of the density
p at x = 0 implies here |B| = 0, which proves that a combination of regular and singular
solutions is not an eigenstate.

So far we have asserted the exponential decay of Ji,, as u — Zoc. The complete
regular solutions Yn € N* can be constructed as ¢, (u) = J,,(w)Yu > 0 and ¢, (u) =
—pdy, (—u) Yu < 0, with u € C, (due to equation (30) and the reflection symmetry between
equations (29a) and (29b)). Explicitly (cf equation (13.6.9) of [9]),

for u >0,

1
n for u <0, (32)

G(u) = —= e ML) (2Jul) {
n

where L,(z) is the Laguerre polynomial of order n, and L) (z) = . It will be shown

below that u© = +£1.

The orthogonality and normalization of the corresponding wavefunctions ¥ (x, E,) =
Ln (2)‘%) =, (%) can be inspected by carrying out integration on the positive semi-axis R,.

Thus,' for the normalization we have

> S »_ L™ »_2nn _ n*
/0 dx |y (x, E,)| —/0 dx |2, (k)| _k/O aufe, 0 = 2% = 2

dL,(z)
dz
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which, with || = 1, requires a normalization factor equal to @; while for the orthogonality
we find
e °° |Alx |A]x ,
dXW(x’ E)Y(x, Ey) = dan - )% e =0 Vn#n,
0 0 2n 2n

due to orthogonality relations between Laguerre polynomials.

4.2.2. Anomalous solutions. ~Quite remarkably, the anomalous solutions K, («) and K_, (u)
both decay exponentially as # — 400 only for a discrete set {7j,, Vn € N} given by

1 - 2m
n:ﬁn:—n—— P E:EnEE;H.l: (qq)

1= 3 (33)
2 2 2(4me)h (n + 1)

where E, is that of equation (31). The corresponding energies E, form a separate spectrum
~ 2
interlacing the Rydberg one. From equation (33), one notes that £, = —5—E,,Vp € N*,

(n+3)?
so that the minimum E is lower than E, by a factor of 4.

Note that, for n # #,, K_,(u) diverges exponentially for u — —oo, while K, (1) does not
diverge for u — oo. Therefore, one should examine the possibility of a continuous spectrum,
by constructing a solution AK,,(u) for u > 0 and zero for u < 0 for any such n # #,; however,
one can calculate K, (0*) = 1/C, # 0 for all n < 0, so the continuity of the density p at
x = 0 implies A = 0. This possibility is eventually discarded.

So far we have asserted the exponential decay of K15, as u — 4=00. In order to construct
the complete anomalous solutions, one needs to examine first the properties of K_;, (u) for
u < 0 and n € N. The imaginary part is written as

N

n

while, for the real part, there is a relation analogous to (30):

S(K 5, () = Js, () with  y, = (2n — 1)!!/2"+1;

K5, (—u) — iﬁjﬁ"(—u) =, K_5,(u) Yu >0, (34)
n
where v, =271 /(2n+1)2n — D)!H?): K 5, has even parity (whereas J,, has odd parity) if
one omits the rescaling factor v,.
The complete anomalous solutions Vn € N can then be defined as §,(u) = Kj, (u) for
u > 0and &, (u) = vK;, (—u) for u < 0, due to equation (34) and the reflection symmetry
between equations (29a) and (29b). It is not necessary to include the factor v, here, since it is
accounted for by the coefficient v. The latter will be shown below to be v = £1. In appendix
H, we prove that the anomalous solutions are explicitly given by

|u| 1 for u >0,
(=27 x {v for u <0,
where polynomials p, (x) and g, (x) follow recurrence equations (H.3a) and (H.3b), and K, are
the Bessel functions of the second kind. For instance, po = qo = 1, p1(x) =3 —4x,q;(x) =
1 —4x, pp(x) = 4x(@4x — 9) + 15 and pr(x) = 4x(4x — 7) + 3 (more generally, these
polynomials are proved to be real with integer coefficients in appendix H).

As for determining the constant v, contrary to the regular case, &,(0) # 0. Hence, from
the continuity of the density p, we deduce that

1§:(07)] = 1€, (0M)]

in analogy with equation (17a). This implies v = %1 (we study real solutions). Thus, the
anomalous solution &, is even for v = 1 and odd for v = —1.

En(u) = (pa(JuDKo([u]) + gn(luD K ([u])) (35)

14
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Similarly to the case of regular solutions, the orthogonality and normalization of the
corresponding wavefunctions ¥ (x, E,) = & (35) = & (1) can be inspected by carrying
out integration on the positive semi-axis R,. Thus, for the normalization we have

[T ot 02 = [T ot = ¢ [T angr = o (G 2T,

- [A] 22n+2 on+3

The first coefficients 8, can easily be computed, 8y = 3, 81 = 41, B, = 1063. For large

n, B ~ 52n+1)!. Since we proved v = =1, one can deduce the exact normalization factor.
Strikingly, the anomalous solutions are not orthogonal to each other. As a counter

example, consider three Hermitian products between anomalous states &, and &, with
(n, p) = (0, 1), (0,2) and (1, 2), on the semi-axis R,:

o0 R — - o0 - }\'
/ dxw(x,Eo>w<x,E1)=/ dxso<|x|x>él(' 'x>
0 0

3
2 (3 9(E(=8) —3E(5) — 3K(=8) +K(5)) +31In(729)
A 64
2
~ =.0.0210133
A
© — . © |A]x
/0 dxyr(x, E))¥r(x, Eo) = /0 dx&o (|1 |x)&, <?>
2 35
T (_M
. 175(E(—24) — 5E(%) — 4K(—24) + 2K(%)) +27 1n(5)>
1728

2
~ ——0.0319898
|A]

[T e Eove i = [ ane (e (M)
0 0

2 (45 45(2705(3E(—1) — SE(32)) — 2877(5K(—%) — 3K(52)) + 151n(729))
T Al \327r 256

~ i0.018 8906,
|A]

where K is the complete elliptic integral of the first kind and E is the complete elliptic integral
of the second kind. It might be argued that these integrals were calculated on the semi-axis
R,, while the Hermitian product should be calculated on R and might vanish by symmetry
cancellation (in the case of odd parity, integrals on R, and on R_ have opposite sign). However,
since we have already proved that all anomalous wave functions are either even or odd, then
out of the three states (&, &, &), two have necessarily the same parity; thus, the corresponding
scalar product is nonzero, and these solutions are not orthogonal to each other.

This is a surprising result that requires more insight into the properties of wavefunctions
in quantum mechanics, which we will discuss briefly afterward.

4.2.3. Orthogonality between regular and anomalous solutions. Regular and anomalous
solutions have different energies so they are expected to be mutually orthogonal as well (see
also the discussion below).

231



barriere de Coulomb a 1d

232

J. Phys. A: Math. Theor. 42 (2009) 285302 G Abramovici and Y Avishai

Figure 5. ¢ (red, full line), {3 (purple, dashed line), &y (blue, dotted line) and &, (green, dot-dashed
line).

Performing the Hermitian product on the semi-axis R, of ¥ (x, E,) = g,,(%) with

¥ (x, E ») =& ( 2'2':‘1) yields a nonzero result. For instance,

/0 dxyr (x, Eo)r (x, E1)—/0 dx§0(|k|x)§1( 2 )_ 3Vl

similar expressions can be obtained for all n € N* and p € N, they can all be written as
r/(q+/7|A]), with integers r and g depending on p and n. Thus, orthogonality between regular
and anomalous wavefunctions can be assured only by symmetry cancellation of the right part
of the Hermitian product (on R,) with its left part (on R_).

This leads to the following constraints: first, like the anomalous solutions, all regular
solutions must have a definite parity. This is satisfied for 4 = £1. Second, all regular
solutions must have the same parity, and all anomalous solutions must have the other
parity. This means u = v is fixed. There remains a global choice of sign; either one
chooses all regular solutions to be odd and all anomalous solutions to be even or vice
versa.

While we have no rigorous argument for either case, one notes that the choice uy = v =1
implies that ,, ¢, and &, are continuous. This seems to us the natural choice. Consequently,
regular solutions ¢, are odd and anomalous solutions &, are even. The first few solutions
are shown in figure 5. With this choice, all solutions are continuous at # = 0, whereas the
first and second derivative of &, are infinite at u = O (this point is actually a ramification
point).

5. Discussion

Despite its apparent simplicity, this one-dimensional problem leads to many interesting results,
some of them are unexpected. Concerning anomalous bound states, it requires further insight
into the interpretation of quantum mechanics, as will be briefly discussed below.

5.1. Zero transmission through the barrier

The fact that T = 0 for a repulsive infinite potential is in agreement with classical mechanics.
In contrast, for an attractive potential, it contradicts classical mechanics. An example of

16
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pure reflection, which is called quantum reflection, is provided by the infinite square well
potential:

1 for |x]|<a,

Vo > —00
0 for |x|>a, © '

Vx) =V, x {
where 2a is the width of the well. The Coulomb potential provides us with a new example
of pure reflection. It differs from the infinite square well case by the width, which becomes
narrower as one goes down in energy, and by the divergence of [ V (x)dx, which is logarithmic,
while it is faster for the square well potential. Note that both the Coulomb potential and the
infinite square well have an infinite number of bound states at negative energy. However,
while the spectrum of the former is bounded from below, the spectrum of the latter is not. This
is the only example of zero transmission and bounded spectrum that we know of.

As a consequence of 7' = 0, singular unbound wavefunctions are eventually discarded,
but the demonstration is much more involved than in the three-dimensional case of
equation (2). If one looks back to relations (B.5a), (B.5b), (B.5¢), (B.5d), (B.5¢), (B.5f),
(B.5g), (B.5h), one finds that all B and b coefficients cancel: the logarithmic solution is
completely suppressed, and therefore, the probability density is strictly zero at x = 0. In the
case of v, it is zero for x > 0; in the case of Y, it is zero for x < 0; the reflection process
entirely takes place in one half-line. This suppression at x = 0 can be physically interpreted as
a hard-core repulsion. This interpretation also holds for regular bound states, the probability
density of which cancels at x = 0. But it is not the case for anomalous bound states, which
show, here again, a special behavior.

5.2. New representation of the S matrix

We did not insist on the generality of the representation of all integration constants with only
one parameter 7. It actually only depends on relations (12a) and (12b) and on the reflection
symmetry of the potential. For any symmetrical potential, one can choose a basis of solutions
(f, g) such that (12a) holds; however, any generalization of relation (17a) may fix the ratio
A/a or B/b so that (12b) will be changed.

With 7" = 0, one simply obtains S = — /5.

5.3. Non-Hermiticity of H

The non-orthogonality between anomalous bound states implies that H is not perfectly
Hermitian, because it is well established that the eigenstates of an Hermitian operator are
orthogonal. This problem is raised by the same singularity than that, which is calculated in
(22b). Indeed, the quantity A,,, defined by

2n+1 ” 2p+l |A| 2p+1
Joss (50 6 () = e (457
_/dx & (XE)+M$ <x2n+1> é <x£>
AT AT N VYDA R N PY

= lim |A| {M@(m _ %(u) &p(u) :|

e—0* 2p +1 du du 2n+1

: : 8 28 116 4 23

is not zero, for instance Ay = — 3 Agy = = Ag3 = —r Ay = — 5 A3 = e Ay =
27

m,etc.
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Figure 6. P](I\}/V) versus N.

But the situations are quite different. In the case of the unbound spectrum, eigenstates
must be strictly orthogonal; otherwise, a quantum of a given energy E, coming from the
frontiers of the universe and interacting with the system would not only create particles of the
same energy, but also of other energies, so E becomes blurred; but this blurring would spoil
into the whole universe, which is impossible. So, we have discarded this possibility (proving
therefore T = 0) of a break of the Hermiticity of H.

In contrast, a bound state of energy E may relax into a coherent state, thanks to interacting
overlaps between non-orthogonal eigenstates. Thus, it may be excited into a free state of
different energies, with a certain probability, which we will examine; yet, this mechanism
does not contradict any physical law, and is possible.

Moreover, H is still an observable: its spectrum is real, and canonical quantization theory
is still valid, so a break of Hermiticity restrictedly for E € {E,,n € N} does not yield any
contradiction of quantum mechanics, although it exceeds its standard axiomatic formulation.

5.3.1. Coherent bound states. ~Anomalous bound states are not orthogonal, so they are not
stable: the spontaneous transition E, > T is allowed, without any interaction term in the
Hamiltonian, which contradicts the standard properties of quantum mechanics. Therefore,
a state of energy E, is not stable. However, the transfer probablhty between two states of
energies £, and E p 1s very small and decreases as |E, — E p| is increased, so, anomalous
states are almost stable, and their actual energy is only slightly blurred. In order to calculate
stable states, one simply needs to diagonalize the (infinite) matrix M = ((§,1&,))m.n- M is
replaced by the truncated matrix M M of size N x N corresponding to 0 < m,n < N — 1,
and we have diagonalized MV instead. By chance, the coefficients of M) rapidly converge
when N is increased, so we can calculate numerically those of M.

Let P™Y) be the corresponding change in the basis matrix. P®) is indeed close to unity;
we show, in figure 6 the rapid decrease of P N versus N, in figure 7 the diagonal coefficient

Pl( 1) versus N, and in figure 8 the convergence of P,(' q) versus N, for some values of g (these

coefficients are divided by Pl(f]; for convenience). One verifies that the diagonal coefficient
deviation from 1 remains very small, and, correspondingly, that other coefficients are of several
orders smaller.

The stable states that we have calculated are coherent states. Each coherent state can be
labeled by the closest state of energy £, and will be written as £,. When a state of energy E,

is created, it will relax to £,. The delay of this relaxation is of the order = < E , where AE, is

the uncertainty of £, due to the instability process and can be explicitly calculated.

18



barriere de Coulomb a 1d

G Abramovici and Y Avishai

J. Phys. A: Math. Theor. 42 (2009) 285302

0999956 |
0.999956

0999955 [
n n n n 1

1.0015 |-
'l
1.0010 -

1.0005 -

6 8 10
(N)
1,5

Figure 8. M" (red, full line), My (blue, dotted line), M|’ (green, dashed line) and M
(yellow, dot-dashed line) versus N (coefficient PI(Z) is divided by Pl(f]q) to show the relative

convergence).

On the other hand, consider an excited state of energy E = —E,; even if the state was
initially created as &, with n # p, the probability of exciting state &, although small, is never

Zero.
5.3.2. Orthogonality between regular and anomalous states. ~ Finally, we would like to insist
on the orthogonality between regular and anomalous states. Otherwise, spontaneous relaxation
between regular states, £, — E,, might occur, through channel E, — E ¢ — E,, and the
effective overlap between regular states would not be zero.

If one adds, in the Hamiltonian, an interaction term between the regular and anomalous
terms, allowing transitions between them, the exact calculation of transfer probability would
become more complicated, because of the relaxation process.

Eventually, in a real system, one should take into account the dynamical aspect of the
problem, and consider, instead of a coherent state, an intermediate state, which would include
the real dynamical relaxation process. Although it may seem complicated, this opens exciting

fields of research for the future.

6. Conclusion

Simple quantum mechanics can always bring new and surprising results. Indeed, we have

found that the Hermiticity of the Coulomb Hamiltonian may break exclusively for a closed
19
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family of bound states, which we therefore called anomalous states. These states are not
stable, and one can only observe, instead, coherent states. We have also found a new case of
quantum reflection, by solving the one-dimensional Coulomb problem.
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Appendix A. Asymptotic behavior of F;,, and G,, when u — —oo

Here we analyze the asymptotic behavior of F,(«) and G,(u) for u — —oo. Our results are
different from those in equations (6¢) and (6d) in [1], (see footnote 7).
Let us first demonstrate (11a). First note that

teV M(1 +in, 2, —2iu) = re—V M(1 — in, 2, 2iu), (A.1)

but, since it is real, one can omit the conjugation. For u > 0, writing # = |u| and using (9a),
one obtains

lule ™M (1 —in, 2, 2ilul) e i, sin(|u| — O, w)).

u|—+o00

For u < 0, writing u = —|u| and using (A.1), one obtains

lul ™ M1 +in, 2, —2ilu)), ek, sin(|u| — O, (u));
~—

u|—>+00
=—sin(u+0, (u))

if one makes n — —n in the last relation, and multiplies by —1, one obtains

_mn .
€ 2 kysin(u — O,()),

—lul ™M1 —in, 2, ~2ilu])

u|—+00

which is exactly the expected relation

F,,(—|I/t|)

i e "sin(u — ©,(u)).

We only write here the leading order of (1 1a), we must be very careful of all sign compensations
for the next orders. Eventually, if one makes again  — —n in the last relation, one obtains
directly

F7'7(_|M|)|u/|——:-:o e sin(u + ®I](u))s

which is the behavior of f,,(u) for u ~ —oo.
The demonstration is very similar for (115). First note that

ten’U(l +in, 2, =2iu) = te U1 —in, 2, 2iu); (A.2)

here, conjugation cannot be omitted. For u > 0, writing u = |u|, using (9b) and keeping only
the real part, one obtains

. N e cos(ju] — Oy (u))
Re(lu| e™MU (1 — i, 2, D) fmes oS —
n

For u < 0, writing u = —|u|, using (A.2) and still keeping only the real part, one obtains

bl
2

]l|u| 1 2 N—67% i — .
Re(|u|e"™U (1 +1n, 2, 2]1|u|))|“|—’+°°277Re(F(ir;)) pa cos(|u] — O, (u));

=cos(u+0, (1))
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if one makes n — —n in the last relation, and multiply by —1, one obtains

il . . e cos(u — ©,(u))
Re(—|u| "™ U (1 —in, 2, ‘2"”'%?&27, Re T i) p ,
n

which is exactly

Gn(_luDl

Ml_}ﬂ)()e’”7 cos(u — ©,(u)).

Eventually, if one makes again  — —» in the last relation, one obtains directly

G_,(—lul) e " cos(u + O, (1)),

|u|—+o0

which is the behavior of gn(u) for u ~ —oo.

Appendix B. Expression of ¢ as a function of T

First, we get simple relations between (fy, ry) and (Ag, By, dg, by) (¢ = R, L):

Ap =it (B.1a)
Br =1; (B.1b)
ar =ie "1 —rp); (B.1¢)
by =e""(1 +rp); (B.1d)
Agp = —i(1 — rg); (B.le)
Br = 1+rg; B.1f)
ag = —ie "g; (B.1g)
br = e"1g. (B.1h)

The unitarity of S is written as

Ir?+ 1t =1 (B.2a)
tr+rt=0. (B.2b)

From (B.2b) one deduces

el (B.3)
I |7
where € = 1. From relations (B.1b) and (B.1d), one obtains
bpe ™" 1+r
"B, ¢
By use of relations (B.2a) and (B.2b), this is written as
by e " 1 +iet I_TT
B - t ’
but equation (17a) implies the existence of 6 € R such that
bpe ™ RT,
By ’
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s0, using back relation (14), we obtain

1 B 1
—=e _je [ — —1.
t |t]?

We carefully multiply this equation by its conjugate and find

1
1+— —1—2¢sin(9)

— = 1,
7|2 |t

2

which implies & = 0 or 7. We will write el? = ¢ then

1 , . 1
- —€ =—ie | — — 1.
t ]2

We carefully multiply this equation by its conjugate and find
1 2R 1

— 41— =— -1 << R0 =€t
|t]? |t]? |t]2 © d

but [¢]? = R(#)? + J(1)?, so we obtain

tP = t1*+30)° = ) =€V -]~
By use of (14), we have t = R(¢) +iJI(t) = €'T +ie”/T — T?2. We eventually shall prove
that €” = €. We put the last expression of ¢ into (1 + )/t and obtain

147 1+iet,/%—1 B (1 — e€” + Te(e” +ie’ %— D))(ET —ie"VT —T?)
- T

) =

/+-( H) 1 1

=€ +i(e —€), /= — L
T

By taking the modulus of this expression, one would find indeed that € = ¢”. However, we
already know that it is real (because & = 0 or i), so one has the result straight. Now, if we
use back the different relations, we can get the final expression of T

t =T +ie/T(1—T) (B.4)

where €’ = £1 is independent of €. By using relations (B.1e), (B.1f), (B.1g), (B.1h), (B.1a),
(B.1b), (B.1¢), (B.1d), (B.4) and (17a), after some calculations, one obtains

AL =—€JT(1—=T)+i€'T; (B.5q)
B, =€T+ ﬂem; (B.5b)
ap =e(ee'T(1 —T)+i2—T)); (B.5¢)
by = e (T +iee'\/T(1 — T)); (B.5d)
Ap=—ee'JT(1=T)—i2—T); (B.5e)
Bg =T +ie€e'\/T(1 - T); (B.5f)
ap =¢ ""(eyT(1 = T) —i€'T); (B.5g)
br ="' T +ie/T(1 —T)) (B.5h)

t

and

r=T—1+iee’/JT(1 -T). (B.5i)

Using these relations, one verifies all relations (14), (B.2a), (B.2b) and (17b).
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An important collateral result from this demonstration is indeed that

bpe™™ o
By ’
from relations (B.1 f), (B.1b), (B.1h), (B.1d), one obtains
bre™™"  bpem o
Br B

which proves, by linearity, relation (170).

Appendix C. Mclaurin expansions

Here we study the behavior of basic solutions f,(u), g,(«) and their derivatives when u — 0.
Let us consider first the expansions of F, and G, for u — 0%, which are given by [9]

Fy(u) ~ e~ 2 [D(1 +in)| (u + nt?)
= C,;(l/l + Ufz);

1 2 1 +6n? 5
G,(u) ~ ol :2n(u +nu”)(logRu) — 1+ p(n) +2yg) + (1 — 5 u >},
]

dF,

—7(u) >~ Cy(1 +2nu);
du

dG,
du

d’F,

duzn (u) =~ C:;277;

d’G, 1 1 5
2 W= o 20| 2ndogQu) + p(n) +2ye) +n+ - | = (L+617) 1
u c, u

1
(u) ~ C—{2n[(1 +2nu)(log(2u) + p(n) +2yg) — nul — (1 +6n°)u};
n

with p(n) = Re(Lﬂlw) = p(—n) and yg being Euler’s constant. Thus, one obtains, at first

ra+y X
order, for the complete solution ¢,

1
o(u, n)uf;@BC—”; (C.1a)
wom ~b =2 (C.1b)
ol ) S5 b = .
dp 1

— (@, n) ~ AC_, +2Bn——CogQ2u) + p(n) + 2yE); (C.1c)
al/t u—0 C,n

9% C 2t (log(—2 2 C.1d
3, &M, 55-4Cn — na(og(— u) + p(n) +2yg). (C.1d)

Appendix D. Orthonormality relations

The purpose of this section is to calculate the limit, when L — oo, of
ffL Y(x, E, 0¥ (x, Es, ap) dx. Consider a given L, this integral with all functions replaced
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by their asymptote (12a) or (12b) becomes

1 [t Ax xA
— | dxcos| =5 +0, [ — ] -0, [ —
2 0 2 ninz 27)]

m—mn

AX
—cos | —— —
2

nin2
n+n2
. AX
+ sin —2 T
n+n2

m—mn

AX
— COS —2 oI +
n+mn2

where we use

A;‘D‘? = (A_O”AO‘Z +B_0¢1Botz); A(;](Xl (Am Aaz
B;‘az - (A_alBal +B_°‘1A012); Bot_mtz = (A_DqBaz
a;uxz = (Gg,aq, emimm) 4 b_mbal e*”(']1+772));

a;laz = (a_aladg em+m) _ b_albaz e*ﬂ(ﬂ1+]72));

bzlaz = (Gg, ba e n=m) 4 b_onaaz e*”('n*ﬂz));

bt;laz = (Gg, by, e m—m) _ b_a]aaz e*ﬂ(mfﬂz))‘

XA

2m

s < X L6 (xk)
sin | —— — ) -

nin2 m

2'711*772 2771

1[0 A A
+—/ dx cos —)f’—G),,] il +

2 )., 2 2,

o (*\+0
m 27,“ 2 2772

_ < EIN (m) o
+sin + — )+
nn2 m
2771+f72 2771

The difference with the exact limit is finite and contributes to constant ¢ in formula (19).
Now, these integrations are easily performed when one notes that all ®, («) functions can be

treated as constant. Indeed, let us consider a simpler integral fOL cos(su +In(u)) du, where we

will omit the problem at u = 0, and §(L) = % sin(su + In(u)) — fOL cos(su + In(u)) du is the

difference of the approximate integral with the exact one. Then, §' (L) =

sin(s L+In(L))
——;— notonly

tends to zero when L — oo, but has a finite integral fOL 8’(u) du. This proves that all such
approximations are valid and simply contribute to constant c.

The x = 0 boundary only contributes to constant ¢ (you may need to replace x = 0 with
another boundary, in order to avoid any divergence, but this replacement simply gives another
contribution to constant c¢) so we may skip it and eventually get

Ll mm AL
5 —— sin SRR +
h n” m-—n
1m2 . AL
+ mn sin (2 mm ®m (
m+n2 e
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LA LA
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i AL L

_ cos S O, ) O,
nm+mnm T+n m

AL LA
_ n2 oS (2 et +0,, ( > _
= m-—n2

m
AL LA

M sin ( -0,
m

TN

¥~
gIT
N——"

©
S
N
h
§|>
N—

N—
+
©)
5
N
NN
§|>
>
2
&

2
o _ nmmn
gl n” n—n 2

AL LA
+ ke sin o+ On, (—) +0,, (
n+m 2 2m

nmn2 AL LA A
+ cos Tt Opl=—)+0,|—
m+m 25 2m 2

AL LA LA
+ L cos o — O (—) +0,, (—) bya, | -
n—m f — 2m 21y ?

Now, both limits of ““(S—SL) and C‘“E—SL) when L — oo are equal to w§(s) (with differential
ds). The In(u) correction has no influence (see appendix E). Then we write 8(% — ”il) =
8(%(/{1 — kz)) = %8(1{1 — ky), so we eventually get factor %% We have forgotten the exact
differential % in one dimension, and we will include a last factor 2 which accounts for the

Siis
§|>, )
N——

/N

|~

~— —
SQ\
&

equality between the limits of fOL and [ S .- Altogether, we get formula (19), with the following
coefficients of matrix P :
Ag Ay + ByBy + Ggay €7 + byby €270
2

and, with relations (B.5e), (B.5f), (B.5g), (B.5h), (B.5a), (B.5b), (B.5¢), (B.5d), we
eventually obtain

10
r=(o 1)

thus (18) is verified.

Py =

Appendix E. Hermiticity relations at infinity

The calculation of (22a) is similar to the previous orthonormality calculations, although
simpler. Here « = R, L for the choice of ¢, and we use the notations of appendix D. One
obtains

+ AL LA LA
mrm sin N1 + ®771 (_) - ®772 <_) A;a
20112 2.5 2 2m
n-—n . AL (LA) (LA) B
— sin{ ——— -0, | — ) -0, —)]A
202 (2ﬁ "\ 2 "\ 2m o
— AL LA LA
S cos| = = On |5 ) = On |5 )] Baa
2mm 2 L 2m 2m

n+n AL LA LA _
+ cos o T Oul=—)—-9,|— B,
2mn 21 2m 21,

m-—mn
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Figure F.1. Approximated potential V(r) = Vy(r) + Vc(r) designed to calculate the fission
probability within the WKB approximation.

; n
m—-m AL L L _
_ > Ccos >z — @,“ (2— +®,72 2— baa'
mmnz prm— m n2

One striking thing is that the coefficients - =+ ”iz are very different from the previous

m

case. In order to match with the 4 limit, one must divide by - i F %, so there is a global
supplementary factor - ;7 12 _ —2 , which, when multiplied by 5( :I: = ) will always give zero.

Another important difference is that we have made no appr0x1mat10n in this case. It is
worth studying the last limit more carefully than we did before. Using again a simpler case, we
want to prove that limy _, o % sin(sL — s In(L) — ks> + B) is m8(s) (x and B are just constants
here). The important thing is that L = L — In(L) — oo and can be used as a parameter, so
the result is proved, and the limit of (22a) is strictly zero.

Appendix F. Digression: to WKB or not to WKB?

In a nuclear fission process, a light nucleus of mass m and charge ¢ = Zgq, > 0 (e.g., an
alpha particle with Z = 2) is trapped in a metastable state at energy E due to a potential
‘pocket’ V(r) = Vy(r) + Vc(r) of a heavy nucleus of charge ¢’ = Z’q, (here r is the distance
between the centers of mass of the two nuclei). The potential is the sum of a strong short-range
attractive nuclear potential Vy (r) and a repulsive long-range Coulomb potential V¢ (r) = %
The focus of interest is on the escape probability P from the metastable state. In a crude
approximation, V (r) is replaced by a deep potential well of range R and depth —Vj; and a
Coulomb tail for » > R (see figure F.1).
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The escape probability is then calculated in the WKB approximation, integrating the
local momentum « (r) = é—’f[VC (r) — E)] between the turning points R and R, (such that
Ve (Rc) =E )

R, R, R
A:/ K(r)dr:/ K(}’)dl"—/ k(r)ydr = Ag — Ag; P =e 2,
R 0 0

When R < R, the result is written as

_ 2amgq’  32mqq'R

P=¢ mw e 2 = P;Tg, (F.1)

where v is the relative velocity and Pg is the Gamow factor, which contains the energy
dependence of the escape probability. Relation (27), with ¢ = R, gives the exact escape
amplitude = |¢|? (for the special case V; = 0 but that can easily be modified). It also shows
that the WKB expression (F.1) cannot be used as R — 0 because it yields a finite escape
probability while the exact result (within the naive model of figure F.1) gives the zero escape
probability. The reason is that the conditions for the use of the WKB approximation are not
met, strictly speaking.

Appendix G. Generalization of recurrence equations

We study the changes of relations (14.1) in [9] for the bound states (e < 0), in the case L = 0.
Note first that (14.1.1) is also changed, it is now written as (29a).
Relation (14.1.6) is now written as (we omit the L = 0 exponent)

A =1 Ay =m; (k+1)(k +2)Arsz = 210 Aper + Ay
Relation (14.1.14) is now written as (with our notations)

I'(1+n)

L,](M) = ZnK,,(u) (10g(21/t) — 1+ m

+ 2)/5) + 60, (1)

with (14.1.17) (relation (14.1.15) is useless here)

o0
O, (u) = Zakuk
k=0

and relations (14.1.18)—(14.1.20) now become
ap=1; a=-=1; (k+D(k+2)axr =2nag +ax — 202k + 3) Agsa.

Eventually, note that new relation (14.1.14) also holds for # < 0 as soon as we replace log(2u)
by log(—2u).

Appendix H. Identities between confluent hypergeometric functions and modified
Bessel ones

We found useful identities between confluent hypergeometric functions M (% +n,2, 2t) or
U(3 % n, 2,2t) and modified Bessel functions I,,(r) or K, (¢), for all n € N.

These identities appear to generalize some identity established only forn =0 orn = 1;
indeed, from relations (13.6.3) and (13.6.21) of [9], one shows

e'M (% 2, 2;) =To(t) — L; (1); (H.la)
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-y (L _
e U (5,2, 2:) = 377 (K +Ki ). (H.1b)

Thus, it seems possible to generalize these relations and look for solutions of equations (29a)
and (29b) in the form

fa(®) = t(pa(DIo(t) — g (DL (1)) (H.2a)

or

gn (1) =1 (pun (Ko (1) + g (K1 (1)) (H.2b)

(we took advantage of further relations between the polynomials (p,,q,) defined in
equation (H.2a) and those defined in equation (H.2b) in order to save notations).

Although it works well, it proved more efficient to find directly the recurrence relations
which define p, and ¢g,. Using relation (13.4.11) of [9] for M(% —n,?2, 2t), (13.4.10) for
M(%+n,2,2t),(13.4.26) for U(3 —n, 2, 2t) or (13.4.23) for U (4 +n, 2, 2¢), and making the
derivative of equations (H.2a) and (H.2b) using I, = I, I} () = Ly(t) — Li(t)/t, K = =K
and K (1) = —Ko(t) — K, (#)/t, and fixing py = go = 1, one finds, up to some normalization
factors,

Pur1 (x) = (214 3) p (x) + 2x (P, (x) = pa(x) — G (x)) (H.3a)
Gn1 (%) = (20 + 1)gp (x) +2x(q, (x) — pa(x) — ga(x)). (H.3b)

These definitions have one main advantage: these polynomials are real and have integer
coefficients; let us write p,(x) = Y - afxi and ¢,(x) = Y ', b?xi, we obtain a; =
Cn+ DI, by =@2n— D!, al =b) = (—4)".

Eventually, let us fix the normalization problem (note the symmetry between
M(% n,?2, 2t) and M( +n,2, 2t) or between U(% —n,2, 2t) and U(% +n,?2, Zt) and
that (—D)!!'=1): Vn e N,

1 1
e (5 —n,2, Zt) = m(pn(t)lo(t) — qn()11(2)); (H.4a)

.
1
e 'U (5 —n,2,2t | = === (pn (1) Ko(t) + g (1) K1 (1)); (H.4D)

)=
)

—t 3 .
e M(E +n,2,2t ) = n +1)”(17"(—t)10(t)+qn(—f)11(t)), (H.4c)
-p (2 el . _
e U(2+n 2, Zt) BT D = DiE TP DK@ + 4 (—0Ki@). (Hd)
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Incompatible Coulomb hamiltonian
extensions

G. Abramovici

We revisit the resolution of the one-dimensional Schrédinger hamiltonian with a Coulomb \/|x]|
potential. We examine among its self-adjoint extensions those which are compatible with physical
conservation laws. In the one-dimensional semi-infinite case, we show that they are classified on a U(1)
circle in the attractive case and on (IR, + oo) in the repulsive one. In the one-dimensional infinite case, we
find a specific and original classification by studying the continuity of eigenfunctions. In all cases,
different extensions are incompatible one with the other. For an actual experiment with an attractive
potential, the bound spectrum can be used to discriminate which extension is the correct one.

The Coulomb problem addresses the non-relativistic Schrédinger equation with a 3-dimensional Coulomb
potential, restricted to one dimension; it has inspired a vast corpus of scientific literature for the last seventy
years'~''. Some results have been much debated. Mathematical aspects are now fully understood, but physical
ones want for more elaborated and robust interpretation, which we provide in details here.

In this article, we study the Coulomb potential, either restricted to a semi-infinite line, or else to a full infinite
line. We will formally write the corresponding hamiltonian H = —d?/dx* 4 V in dimensionless units and I will
represent the domain on which wavefunctions are defined, so the first case corresponds to D = R, while the
second to ) = R. When necessary, we will write H(DD) instead of H. One may note that the Schrédinger equation
for D = R is equivalent, through a simple mapping, to the radial one for D = R’ in 3-dimension with zero
orbital momentum, L = 0.

This work lies at the frontier between physics and mathematics, because Coulomb hamiltonians H(R?}) and
H(R), although defined on a physical basis, reveal non self-adjoint. In such a case, one usually needs to study the
self-adjoint extensions K of the hamiltonian. But, in this very case, the situation is even worse, because H is not
even symmetric®!! (that is, one can find two states ¢ and x such that {¢| H |x) = (x| H [¢)). In such a situa-
tion, one must restrict the Hilbert space on which eigenstates are defined, in order to get a symmetric operator,
the self-adjoint extensions K of which are well-defined. We call & this restricted Hilbert space.

When the self-adjoint extension of an operator is unique, these mathematical manipulations are transparent
because the spectral theorem applies, so the action of the operator is defined unambiguously on any function of
& . This is the case for almost all standard hamiltonians found in scientific literature, which are moreover gener-
ally well defined without any restriction (that is % = L*(I)), so one does not need to care about all these mathe-
matical subtleties.

However, H (R},) and H(RR) belong to the class of operators, which admit several self-adjoint extensions. Each
extension is incompatible with the other, so one must choose only one extension at a time, where to define a
complete set of eigenstates. From a physical point of view, the interpretation of the operator action on a wavefunc-
tion is ambiguous, since its definition depends on the extension which is chosen. Deficiency coefficients are
defined, which indicate the number of degrees of freedom, for this choice. For H(IR, ), authors have found'*"** one
continuous degree of freedom.

Motivation
The interest of the Coulomb problem lies in its unusual properties: the fact that hamiltonian H(R,) and H(R) are
not self-adjoint and not even symmetric, so that one must construct maximal restrictions . and study their
self-adjoint extensions K. Our aim is to find a physical interpretation of these extensions, in order to identify
those which are compatible with standard physical laws and those which are not.

The boundary triples theory, which is proved for the Coulomb problem!?, establishes that any eigenfunction v
of K is an eigenfunction of H with specific boundary conditions. This result, to which we will refer as the bound-
ary triples theorem, provides a physical interpretation of all the self-adjoint extensions to be found. We will also

Université Paris-Saclay, CNRS, Laboratoire de Physique des Solides, 91405, Orsay, France. email: abramovici@|ps.u-
psud.fr

SCIENTIFIC REPORTS |
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JI 3 real/imaginary part of a complex number

i the imaginary number. Its conjugate reads i — — i
D generic physical space

R set of real numbers

RY/N set of positive real/integer numbers

E' the set E excluding 0 (for any set E)

H hamiltonian

simple without degeneracy

n adimensional Coulomb parameter

Rydberg states eigenstates corresponding to—n € N

non Rydberg states | eigenstates corresponding to —n ¢ N

1(D) set of Lebesgue integrable functions defined in I
(D) set of Lebesgue square integrable functions defined in )
L, Laguerre polynomial

generic domain where eigenstates are defined for a given self-adjoint extension not to

o
7 be confused with boundary conditions in real space, applied to H(D)

@ generic set of negative eigenvalues for a given self-adjoint extension (we call it

“ spectrum instead of discrete spectrum)

3 generic set of bound eigenstates for a given self-adjoint extension

F generic set of free eigenstates for a given self-adjoint extension

w parameter which classifies the self-adjoint extensions in the semi-infinite real line case
w = (w, 0) parameter which classifies the self-adjoint extensions in the real line case

Table 1. Notations and terminology.

benefit of all previous classifications of these extensions!?"* and repeat some of these calculations, taking into
account physical considerations.

In what concerns the semi-infinite line, all self-adjoint extensions of H(R?, ) reveal compatible with physical
conservation laws, so the main contribution of this study on H(IR} ) consists mainly in a more physical and peda-
gogical way to construct them. However, we provide an original description of the space parameter of these
extensions, which is topologically equivalent to U(1) in the attractive case and to (R, oo) in the repulsive one.

On the contrary, self-adjoint extensions of H(IR) are not all compatible with physical conservation laws.
Indeed, their study brings a specific difficulty: the connection of the solution defined on IR’} with that defined on
IR*, since the continuity of eigenfunctions at x = 0 is not guaranteed. This has been very debated and we propose
an original connection process, which is founded on physical conservation laws and gives new, although compat-
ible, results.

Altogether, we prove a new classification of the self-adjoint extensions of H(IR), excluding those which are not
compatible with physical conservation laws. Accordingly, this classification maps on a space of extension param-
eter, which is reduced compared to that of previous classifications'®, but the deficiency coefficient remains equal
to 2. The parameter space of our classification is the product of a one-dimensional closed line by a phase similar
to a gauge degree of freedom.

In what concerns the 3-dimension space, in spite of the mapping between its Schrodinger equation with that
of H(R}), the corresponding classifications of self-adjoint extensions are different (see however Appendix in
Supplementary Information), since the deficiency coefficient of H(R?) is zero'?, that is H(R®) is self-adjoint, when
defined in LX(R?).

The present article is organized as follows: we will first focus on the D = R’ case and classify all self-adjoint
extensions of H(RY), both for an attractive potential or a repulsive one. In particular, we define and exhibit the
Dirichlet or Neumann extensions. Then, we study in details the continuation problem in the ) = R case. Next,
we study physical applications of D = R’ ) = Rand D = R, cases. In a fifth part, we examine the spectral theo-
rem. In the next one, we exhibit the extension parameter spaces. Finally, we will review the highlights of this work
on the Coulomb problem. Some notations and terms are given afterwards in Table 1.

Self-adjoint extensions in the R} case
Operator H(R?,) is unbound and can not be defined on Lz(le), the Hilbert space of square-integrable functions.
Eigenfunctions ¢, obey equation

_ dzée
dx?

(x) + i@",(x) =edx) Vx>0
x (1)
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where we have multiplied Schrédinger equation by 2m/h?, so e is the reduced energy corresponding to
E = h?e/(2m); we define \ = 2"’7’”’12, m is the mass of the particle, ¢, vacuum permittivity, & the reduced Planck
4

constant and g, ¢’ the electric chanrges. For e > 0 (free states of positive energy), the solutions of (1) read

U (x) = akFU(kx) + ﬂkG,](kx), with momentum k = /e, n = \/(2k) and

Ew) = C,}ue"""M(l —1in, 2, 2iu),
ﬁuF o ) .
G,](u) = fR[ZnuU(l —in, 2, 2nu)],
n
™
withC, = e2 |—21 .

K \ sinh(7n) )

Here, I is the gamma function, M the regular confluent hypergeometric function and U the logarithmic confluent
hypergeometric function'®. Both F, and G, are continuous and bounded, see ref. !! for asymptotic behavior and
other properties. The case e = 0 extends this case when the potential is attractive, see section ‘Solutions of zero
energies.

For e < 0 (bound states of negative energy), the solutions of (1) read

o(x) = '“’kfz; (kx) + ngn(kx), with momentum k = ~/—e, 1 = M (2k) and

ﬁ](u) = 2D,7ue7"U(1 + 1, 2, 2u),
2| A ue™ "M + 1, 2, 2u),

DA+ Y[ A

\/1 — 29+ 27 zr/’dlig(l + 1) 3)

g, ()

with D,

Here, 14, is the digamma function. One finds fn c LI(R:)ﬂ LZ(R:) () C*(R}) while g, € C™(R?,) and diverges
as u —00. We have chosen ||f,|l, = 1in LZ(JR:‘F).
For A < 050 gq' < 0 and the potential is attractive, the spectrum of any self-adjoint extension will reveal

infinite and discrete. As we shall find, all solutions corresponding to 7 = —n, withn € N, belong to the same
extension and read f (u) = — ue L, (2u)/—2A n~>%, the standard Rydberg solution, with L, the Laguerre pol-

]

ynomial. They obey Dirichlet condition f_,(0) = 0. On the other hand, for —n ¢ N, f(0) = 0, see ref. ! for more
details. We will call Rydberg states, those following 7 = —n withn € N, and non Rydberg states the others. Note
that the definition of g, must be changed into

gq(u) = —ue “L(2u)/—2xn

since, in that very case n = —n, u e “M(1 —n, 2, 2u) is proportional to u e *U(1 —n, 2, 2u).
For A > 0s0qq’ > 0and the potential is repulsive, the spectrum of any self-adjoint extension will reveal dis-
crete, with a unique bound state of strictly negative energy, but in a specific case that we will explain further on.

Existence of self-adjoint extension. The existence of self-adjoint extensions for the Coulomb poten-
tial has been fully established in several references!?"!* and needs not to be discussed here again. Indeed, the
deficiency coefficients m.. are found equal to 1, although not explicitly calculated in ref. **. We will construct all
self-adjoint extensions as follows.

We will write H, (IR}, the self-adjoint extensions of H(IR’, ), parametrized by w, a symbolic index, the meaning
of which will be explained later on. The boundary triples theorem implies that H, (IR} ) is the restriction of H(R,)
on some domain % of eigenfunctions, which we write ¥ = & . We will first construct all possible symmetric
extensions 1of H(R?,) with different boundary conditions and find self-adjoint ones H (R, ) as maximal symmetric
extensions'®.

Description of a self-adjoint extension. In this part, we consider the attractive case. Let e, < 0 be in the
spectrum of H,(R}), that is ¢ k. with momentumk , = ,/=e_, is an eigenfunction of H (IR} ) and belongs to Z,,.
There is such e, otherwise the spectrum of H (R ) would be included in R, which case we exclude later on.
@ 1s proportional to x '_)fn (k,x) (writing 17, = M/ (2k,)) because of (3); indeed, 1;7 = LZ(R:)’ so does P, by

definition, while ¢~ diverges, letting ;= 0. The other factor reads then s, = €%, a constant phase factor
which can be fixed arbitrarily. )

One observes that not all functions ¢, belong to &, because the scalar product ( E| E]Z),which we calculate
in Appendix (see Supplementary Information), with arbitrary momenta k; = \/(27,), is not always zero. Let us
establish this result: we note g the Euler constant and define function g,:
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1
8,(%) = Yy (1 + x) — In |x] — P + 27g;
then, the scalar products reads

2
Do, A m) — g(n)
kf — k22 I+ +ny) (4)

¢, 1) =

(this expression is valid when 7, — 7, and the limit is 1); therefore an operator admitting all such eigenfunctions
would not be symmetric®'’. ]

Let S, = {e € R /{p; | =) = 0} {e,}. We will prove that the set of bound states of H_ (IR, ) corresponds
to functions generated by %, = {g; € L*(R})/—k> € .}, so the spectrum of H,(IR" ) will exactly be &, | J R,.
Let us characterize /. The condition (p k1| P =0 reduces to

&0m) = &(n,) (5)

09, = {e/gb (%) =g, We study the zeros of g,(1) —g,(7),,) further on. (5) implies that any function

¢y orthogonal to ¢, obeys g,(17) = g,(1),) so all functions in 2, are either proportional or orthogonal to each
other. By construction, 4, is maximal, because any function orthogonal to ¢, belongs to it; there cannot be any
other eigenfunction in %, corresponding to a bound state, so {¢, € Z,/e € .} C %, However, we cannot claim
yet that this inclusion is an equality, because the scalar product of a bound state with a free one could be different
from zero.

Let us discard this possibility and thus prove {¢, € 4 /e € ¥} = %,. Let us examine free states. Let 7 be

the set of functions ¢, = ¥}, with e > 0 and momentum k = ./e, such that
<‘17kw,|\1/k> =0. (6)
Each¢, € 7, reads ¢,(x) = o, F/(k x) + (3,°G,(k x) using (2). Let us define g¢
8,() = Ryl + i) + 275 — In |l
then the scalar products (fn1 IE,) and <F71,|Gr/2) calculated in Appendix (see Supplementary Information) read
D,C, 232 Dy gm) — g(n) A2

(f 1G, ) = X .
n an 201 + ) k12 + k22 ?)

|E,) = X ;
Um W a4y kI k;

We define ¢ U“” = a,’/f3,;". For—n, ¢ N" (non Rydberg states), using (6) with (7), one finds

Vo= k€S, G =Zhign - ) = ZHg ) — gn,) using(5). ©
m n

* X T(=n)D,
For —7, € N" (Rydberg states), one finds U;h IE)=0 and <f’71 IG,) = (71)ﬂlﬁkf+k§
choose Br,=0 and gets ¢, = oo (8) extends in this case, since g,(17,) —oo when 1, — —n with n € N*.
2

)\3/2
s$0 one must

(8) implies that W, is orthogonal to any function ¢, € 2, as soon as it is orthogonal to ¢, . All free eigenfunc-
tions of H (R, ) must belong to Z_, so they respect (8); thus, they are all orthogonal to any ok, € A (R, this
ends our demonstration.

Conversely, all elements in .7, are eigenfunctions of H (R},). In that purpose, let us establish the generalized
orthonormality of all elements in 7. Let ¢, and ¢, be in 7, with ¢, = e,. The scalar products (E, 1B (E) |G, ),
(G, |E, yand (G, |G, ), calculated in Appendix (see Supplementary Information) read

1 2 1 2

gm,) —g(n)
@6y = o
71, 1 M2
(BB = 60k — ky)s
AC 1

E|G, ) = IO S
( ml 772> 27;1C,]2 k12 — kzz ©)

+ 8k, — ky)s

For e, = e,, we span the scalar product (. |¢.,) using (2) and (8), which gives
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(6,06,) = AraEIE) + aZBUE [G,) + Trai(G,IE,) + BeBe(G,|G,)

nin? Bl 2 2
= -t 0 — 2,(g,(n)) — gb(r/w‘))71+ 20,(8(n,) — gb(’l.v))E — 4(g(my) — g, (m)

2
AC,MC,h U

+(a P + 18560 — ky)

= Ok, — ky),

where T ¢, = " follows (8). [ |

We have proved that all bound eigenfunctions of H_(R},) are in %, while all free ones arein 7, Therefore, we
get 7, = 4,(J7,. We define H, the restriction of H (R})on Z,. We will prove now that 7 | is symmetric, that is
((H D)y = (z/)|(H ) forally, ¢ € Z,. Let (e, e,) be such that v=2¢, andp = ¢, (dependmg on whether
1) belongs to the free or the bound spectrum, eithere, € R* ore, € &, and idem for [ with e,). One writes then

(H)l) = (UH9) = 7o) — ex(¥le) = (e — &) (Wlp) = 0

=e,

The last equality is proved by discussing whether ¢, = €,, 509 = ¢, L ¢, = ¢, following all previous discus-
sions, or else e, = & [ ]

Let us prove that HW, is maximal ad absurdum. Since it is symmetric, it admits a self-adjoint extension K, which
is defined on %| JZ,, where % is some non empty space, by hypothesis. Let us write K, the restriction of K on .
Let{¢, i € J}beabasisof 7, and {pje fta basis of . One writes

Kig) =H,16) = afloy Kl =D b 1o + Zc 14

kes kes

Multiplying the first line by (3| and the second by (¢l one gets b" = 0,50 (¢]¢) = 0Vi, j. Kis symmetric,
so (Y| K [¢y) = W Wthh implies ¢/ = G ! Vi, j. Eventually, we have established that K, is symmetric.
From standard algebra'’, there exists at least an e1genfunct10n ¢y € €, and its eigenvalue ¢, is real.

Applying the boundary triples theorem, the function ¢, is a solution of the differential equation
H(RY)$o(x) = eqpo(x), with particular boundary conditions. If ¢, < 0, one finds immediately that ¢, € 4, If
€y > 0, one must first write that (|@,) = 0 for all k (¢ are the elements of 2 ); following the previous construc-
tion, one eventually finds that ¢, € 7. We have proved ¢, € 7, which contradicts ¢ € €, so the maximality
of H is proved. [ ]

H is symmetric and maximal, that is, it is a self-adjoint extension. Furthermore, H is simple. Concerning
bound states, this results from the elimination of functions proportional to g,. Concermng free states, it follows
(8). Now, let ¢, be any eigenfunction included in the domain of H (). This domain includes ¢, 50 ¢, must be
either orthogonal to ¢, or have eigenvalue e,,. In the first case, ¢, belongs to Z,. In the second case, it is propor-
tional to ¢, (still resultmg from the elimination of functions proportional to g, ) This proves that the domain of

H (JR ) is mcluded in that ofH 5 SO H is an extension of H,(IR}). Self- ad)omt extensions are maximal, so
H = H_(IR}), which is therefore completely determinate. [ ]

. . . . 2
Classification in the attractive case. Set.%, contains the zeros of jy s o | — (X — g (e), which we rep-
w n 8, by ACH

resent for several values of w in Fig. 1. To characterize each set 2, we follow the results in ref. ! and define

A, = (o € LRI

J | A] Ox
()o(k Y wo(k x). Another possible characterization is given in ref. 1°. For a given numberw € R, we define 77, to be

any solutmn of gy() = —w (one can chose the highest 7, as we will prove further on that this set has a maximum).
Letusprove 4, = JW,. First, we will show that two functions in 4, are either proportional or orthogonal. One
finds, for non Rydberg eigenfunctions (—n ¢ N¥),
()f (/\x )

+ @x)in (Nx) = wp(x)} This condition differs from the more usual one

o, (ﬁ) D,
) A A gy 2 e Xy gy = — S0
Ox 207 2 x—0  Nox K r'(1+n)
o (&
D G, (3 )ln W)
n . | A| Ox 2n
while lim f = so lim =—g,n.
x—0" 27] F(l =+ T]) x—0 f ()\7)‘)
n\2
Thus, it comes that all elements in %W, verify w = —g(7), so, using (5), the proposition is proved, except for

Rydberg states such that — € N*. For these, the last limit gives co. However, these eigenfunctions are well known
and indeed orthogonal (see section ‘Dirichlet solutions’), so the result extends to this case immediately.
Conversely, any index ) corresponding to ¢, € %, verifies g,(17) = g,(17,) = —w. Eventually, this proves 4, = 4.
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(p_rlep_2)

2n 29

Figure 1. Here are the curves 5 — (¢ 2 lo A) for n = —1/2 (dashed line), n = —3/4 (dotted line), n = —1
(plain line), n = —5/4 (dot-dashed lme) n=—3/2 (dashed lme) n = —7/4 (dotted line) and n = —2 (plain
line). The zeros of each curve read ) = —gy(n), as explained further on. The
curves seem to form pairs corresponding to (n,n+1),in part1cular, one could believe that each pair intersects
on the n-axis (abscissa), but this is wrong, except for (1, n + 1) = ( —2, —1) which correspond to the same
Rydberg set .7, . All the other intersections are only close to zero, so that, indeed, g = S g(n 1y n=nis

missing, because (¢ alpa) = 0.
TR

Let’s define 57 {T, € L”(Ri)/ ‘B)\\I""S; + T (x)In (Nx) = w¥(x)}. We will prove now that J' Z .- We
first show 7 C y» One finds

‘957(271) C
limlimF, =0; limE In (Nx) = 0 A\
x—0x—0 | 7; Nox 2n
96, (Lx) &)
the n limG, M =L and limi + G, M In (Nx) = — f—;
x—0 277 n x—0 |/\|(')x 277 Cﬂ
50, considering any ¢,(x) = ak‘”'Fn(k x) + ,Bn‘”G (k x) € Z,,with 3 = 0, one gets
nfs) | el) ) )
k ; -
1- [A| ox T/ \/\|f: +n (Nx) — Ckwlim M\fx + lim | A 9x + l"(|)\|x)
x x> X —
a CF, ( ) + ﬁn (21]) OGV(ZU) * 0G77(2n)

= 208, fg,,(m))% —& ) = —§n,).

while, for 3,° = 0, which corresponds to Rydberg states, one gets

() + Fn(;"—n)ln (Wx)

| A] Ox
m
x—0 E(&)
1\ 21

This proves exactly that ¢, belongs to / Reversely, let us show that any element ¢, € belongs to 7. Using
(2), one writes ¢, = a,F, + (3G, Then, from the definition of 7 7, one gets

= Q.

. 2
Y LU L S 2w+ g )
_ — 3% o C
277 k Cn kC . N
n if3, =0 (k =00

and the scalar product (¢, |¢,) reads
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Figure 2. < ©y

. . . 1. . .
Y > versus 1) in the repulsive case; the choice ), = 2l arbitrary, curves obtained for other
2n

values are similar.

3/2
’u'kw,/\ akcn

(@ 0 = culy |B) + Bl |Gy = m 2

3
t e g =0

so ¢, € Z,. The case 3, = 0 corresponds to the Rydberg one, {;, =00 = w, and le, )is orthogonal to all states in
Fre [ |

Our classification is coherent with that of ref. %, all self-adjoint extensions of H(R?,) are classified by w € R.
The topology of the parameter space is studied in section ‘Structure for D = R, in the repulsive case’

Classification in the repulsive case. We now consider the repulsive case. The physical situation is very
different to the previous one, for instance, one observes that there is no Rydberg state, that is no eigenfunction
obeying ¢,(0) = 0, however many steps of the calculations are similar, so we will only point out the differences.

Keeping the definition of g, with 77 > 0, one finds (4) with the opposite sign. Then, (5) has no solutions, but the
existence of a bound state will hold in the repulsive case, which means that it is a unique bound state. This is true
for all w, see for instance Fig. 2, and confirmed by the bijectivity of 17+ w(7), as one observes on Fig. 3. However,
(8) extends in the repulsive case, where 7, stands for the unique bound state in H (R}, ) and the sign is also
changed.

In the free spectrum, a similar sign difference occurs:

X &) —gm)
C,C, kl—k;

71,

<G'1,|an> = + o(ky — ky),

where the definition of g is unchanged. The scalar product expression (G, |E, ) is unchanged but mind that its
2

real sign is also changed after that of 7. Eventually, the demonstration that all functions in %, respect (@, |®,,)=0

holds, and, consequently, the determination of H, (IR} ) is formally identical.
The characterization of 7, is performed with index

¢, (Zﬁ)
e\2p Ax
Y @, (E)l” (Ax)
w(n) = lim

x—0 é Ax

e\2n

(note the sign difference). With this new definition, index w(7) has the same expression than in the attractive case.
The demonstration is straight forward for the bound states; for free ones, one finds

_ 1
C,

oG, (ﬁ) ()
lim—22 G| 2 | () = 220 and limG, | 2
x50 AOx 27] CU x—0 27]

the expression obtained for F, are unchanged, but mind that the real sign is changed after that of 7. Eventually,
there is no sign change for index w(7) in all cases. We plot this function in Fig. 3 and observe another major dif-
ference: it maps IR’ on [—o0, 27;]. As a consequence, w is bounded from above. The particular value w = 275
brings a very peculiar situation and must be studied elsewhere.
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1.0+

0.5

Figure 3. w versus 7 in the repulsive case. The asymptote w = 2~y is drawn with a dashed line.

Existence of a bound state. The classification of self-adjoint extensions of H(R},) is achieved, except that
we did not prove the existence of a bound eigenstate |¢; ) of H, (R’ ) associated to the eigenvalue e, < 0 in both
attractive and repulsive cases.

We suppose ad absurdum that the spectrum is included in R, . We consider two eigenfunctions 78 and Wy -
We can choose momenta k; = k,, otherwise H (IR} ) would only act on functions F, and G, , which norm are
infinite; no integrable function could be constructed and this extension would not be physmal The same argu-
ment holds if there is only one eigenfunction.

Using (2) and (9), one gets

A C By, Con By Bibi
T, T, ) = E— + 2 + 2(g:(n) — g(n,))| = 0.
(Vi) kP ki G, G, GG, G

UN

If 3, = 0and 3, = 0, one gets o, = 0, which is impossible since ¥, = 0. So, either both B, are zero, or both
are different from zero. In the first case, this property extends to all free states, which are therefore all Rydberg free
ones; thus, HW,(R ) can extend on all standard Rydberg solutions, including bound ones, which contradicts our
hypothesis.

The remaining case leads to 3 = 0 Vi= 1,2, which means that momenta k; correspond to non Rydberg

states. Multiplying by En ;2 one gets
l\ k2

G G
U' Mo ek gf(nl) — gf(nz) =0.
2771 21, (10)

One can assume 3, real, without loss of generality. Let us define the real and purely imaginary parts of eigen-
states \I/k s \Ilk = ER(\IJk) and \I/k = j(lllk) Since (1) is real, both \I/k and \I/k are eigenfunctions associated to the
same momentum ki By construction (ﬂk real), \Ilk x wh1ch corresponds to a Rydberg state (because

g ( o ) = oo, cf. section ‘Classification in the attractive case, in which this item holds both for repulsive or attrac-

tive case) and is contradictory, unless W} = 0. Altogether, this implies that ¢ . isreal Vi=1,2. Eventually, one gets

2 2 C

m Sk, 1 Sk,

O —g,(n)s

T, TR (1)
soC’Z’C"

o= gf(n) is a real constant, which we write @. From the classifications above, one observes that all functions
n

U, are eigenfunctions of Hy(R,), which proves an extension of H, (IR} ) and therefore contains bound eigenstates.
‘We have reached a contradiction. In all cases, we have shown that there is at least one bound state. [ ]

In the repulsive case, it is the only one. In the attractive case, they are infinitely many; let us study that of
highest energy.

Maximum of &,.  For the attractive case, 1) < 0, so one is interested in the maximal value 7, ,,,, correspond-
ing to the maximum of . . There exists such a maximum, this is visible on Fig. 4, which is a close focus of Fig. 1
in the interval [—— 0] To be more precise, the slope of curve n — (o alpa ) atn=0reads > o which indicates

that the curves corresponding to Rydberg eigenstates, —n € N, are ﬂat whlle the sign of the slope of the other
curves is positive for [n] . even and negative for [n], odd. Therefore, the maximal 7 < 0, related to an energy
e € Y, is the first zero from the right. The only difficult case would be that of the flat curves; these however cor-
respond to the standard Rydberg solutionsn € — N, the maximal value of which is indeed —1. |
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(p_2lep_2)

2n 25

Figure 4. Here is a zoom of Fig. 1 in the interval [7 %, 0].

Infinite energy state. In what precedes we exclude value 77 = 0. Limit 7 — 0 of eigenfunctions correspond-
ing to bound states reads f,(u) = e, but using rescaled ¢,(x) = f,(kx) and renormalizing by D,, one gets

tim |f |2X]] = o
n—0* 7| 2n

forall x € R’ but not for x =0 (£ = + in the repulsive case, £ = — in the attractive one). The so called infinite
energy —oo would correspond to a singular distribution with {0} support. Looking for such a solution, one sub-
stitutes g, = 3222 4,6 in (1). In the 77 = 0 limit, all coefficients a,, are found zero, which definitely discards such
solution.

The limit 7 — 0 of eigenfunctions corresponding to free states reads Fy(x) = sin(x)and Gy(x) = cos(x). Using
rescaled @y(x) = ayFo(kx) + 3,Gy(kx) (but no renormalization is needed, since the limit of C, is 1), one gets

lim Fin[&] =0and limG,, [&] =1.
2n 2n

700 1—00

The first is zero so the limit of eigenfunctions when e — o0 is the constant function ¥(x) = 1.

Eventually, we should compare these limits to the solutions of (1), where 7 is replaced by 0. They read
(oo(X) = ax + b, but a = 0 gives divergent non physical functions, so, up to an arbitrary phase, one finds b = 1,
which is the e = +o00 limit. ]

Incidentally, we are in position to discuss the long-standing claim' of a solution |¢ ) with energy —oo: we
see that this solution does not exist, putting an end to this old story.

Discussion of some particular cases. Dirichlet solutions. We consider the attractive case. When
w — =00, one gets the Dirichlet condition ¢,(0) = 0. For bound states, this can be shown by examining the limit
©(0%) = D,/T'(1 + n), which we give in section ‘Classification in the attractive case’ and which is also valid in the
repulsive case. For free states, this follows, firstly, from the fact that {; — o0, as shown in the same section, which
implies 3 — 050 ¢, o F,, secondly from the limit F,(0") = 0, still proved in that section. Then, the corresponding
values of &, are exactly —\%/(4n?), for alln € N*, which is the standard Rydberg spectrum (in dimensionless
unit). Moreover, the function 7 — w(n) = —g,(n) respects w(n + 1) = w(n) for all n = —n withn € N and only
for these values.

In the repulsive case, one must recall that there is no Rydberg state, even in the limit w — —o0, so this discus-
sion is not relevant for this case.

Neumann solutions. The case w = 0 will be called the Neumann solutions, because the finite part'® of (;SE/ € Yy,
where the essential divergent function In (k x) is left aside, is exactly zero at x = 0. These functions are very close
to the anomalous solutions of ref. !', however those do not belong to a single extension: they are proportional to
G, in the free spectrum and correspond to (i = 0. We have shown previously that ¢, = %(g f(‘U) — g,(m)> which
zeros are not exactly periodic, on the contrary, each one belongs to a different extension. The very small difference
between any such anomalous state and the closest Neumann one explains the small violation of orthogonality that
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was calculated!! (when 77 —00, the difference between Neumann and anomalous solutions tends to zero, as well
as the scalar products between anomalous solutions).

As is well understood now, the correct choice is to consider functions in . On the contrary, it is not physical
to consider any two anomalous states together', because they do not belong to the same self-adjoint extension.

Physical interpretation of w. 'We did not give any physical interpretation of w yet. It is the limit of the ratio
&‘T(";) /¢(x) between the derivative of the wavefunction and the wavefunction itself when x — 0, after subtracting
ox
the divergent term +1n (J\x) (£ = + when the potential is attractive, - = — when it is repulsive).
This ratio relates to the initial condition that one fixes at x = 0 when solving Schrédinger equation Hp = E¢.
An infinite ratio corresponds to choosing Dirichlet conditions, a zero ratio to Neumann ones, and any finite value

in-between means fixing an intermediate condition, that mixes ¢ and ¢'.

Solutions of zero energy. Writing IR, we have indicated that 0 must be included in the free spectrum. This is
worth giving some details.
The solutions of (1) for e = 0 and A < 0 read

Ux) = ajx) + By(x);  jx) = SRS NR)s  y(x) = N 2-[Nx),

where J; and Y| are Bessel functions of, respectively, the first and second kind. That for A > 0 read

Tx) = 0 1) + B ) @) = Wi f)s K = K (24),

where I, and K, are modified Bessel functions of, respectively, the first and second kind.

We have extended the notations we use for free states, because these solutions are indeed the limit of those
ones,jox F_,yox G_,, tx F, and k o< G. The attractive case 17 < 0 brings nothing special, solutions j and
y have the standard properties of the eigenfunctions corresponding to free states; one may say that this limit is
regular.

On the contrary, the repulsive case 77 > 0 is extraordinary. Instead of heavy mathematical considerations, let
us explain the situation by hand. When one looks at the curves of functions x + F,(x) and x = G,(x), for increas-
ing 7, one observes that there are two regions x € [0, x,] and x € [x,, oo[, where x, is a separating parameter
which we do not care to define properly here. In region [0, x,], F, resembles eigenfunction g, (in other words, it
grows considerably, as if it were diverging) and G, resembles eigenfunction f, (in other words, it becomes expo-
nentially small). But, as these functions reach x,, they rapidly change shape and behave like those corresponding
to standard free states (bounded and oscillating).

This peculiar behavior, resembling bound states in a first region then free ones afterwards, reaches its climax
when 1 —o0, where X, —00: indeed, solution ¢ is diverging, while k. € Ll(]Rﬁr)ﬂLz(Rfr). In this very case, F,, must
be discarded and the scalar products between G, and eigenfunctions f, reads

2nD,

)y = =

ra+mqn

and is non zero, as observed on Fig. 5. The orthogonal combination of eigenfunctions F, and G, is governed by
ratio

I+ 2n(n (n) — L1 + )

O _ 20 o p 1 i) —
R C,f( (T —in) — In(n).

Our guess is that, in the repulsive case, a singular contribution 6(E) appears in the density of states, contrary
to the situation of the attractive case. This belief is founded by the existence of a bound eigenstate, to which cor-
responds an integrable function, with eigenvalue e = 0.

Eventually, one is interested in the corresponding value of index w(co ). One finds w(co ) = 27 Moreover, the
limit of regular bound eigenfunction ¢, when 17 —o00, does not exist, so there is exactly one bound eigenstate of
energy e = 0 corresponding to w(oco ) = 2, which is exactly that proportional to .

The real line problem
We discuss here the attractive case for ) = R. We should point out that there was no need to use of any physical
constraint in the previous cases, except when we have discarded the hypothesis of a unique energy e > 0 or that
with only two energies e, > e, > 0. On the contrary, our determination of self-adjoint extensions for D = R is
much more involved with physical laws. Our aim is to classify self-adjoint extensions that are compatible with
physical constraints.

We note ¢, eigenfunctions defined on ID, ¢;,” their restriction on R} and ¢," that on R”. ¢,” obeys (1), while ¢~
obeys

762@(16) - )\d)(x) =ep(x) Vx<O0

ox* x ¢ ' (12)
The continuity of all functions ¢, as well as their derivatives is easily verified for all x = 0 from (1) and (12). The
only difficulty lies at x = 0. Let us define the self-adjoint extensions of H(R).
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(klg,)

Figure 5. (k&#x2223;g,) versus 1.

Self-adjoint extensions. The mathematical classification of all self-adjoint extensions, for D = R, has
already been done'? but no effort has been made yet to interpret these from a physical point of view. We want to
select, among all extensions, only those, the eigenfunctions of which describe physical states.

Usually, authors impose continuous boundary conditions for all wavefunctions and their derivative?*-* but
these conditions reveal often too restrictive and other boundary conditions have been suggested?*?. So, we
choose weaker and universal constraints, which are compatible with any of these conditions and fit with all exper-
imental observations: the density of probability cannot vary discontinuously, therefore p = |¢|* must be continu-
ous. p also obeys the conservation of probability law (14). This implies eventually that dj/dx be defined at all
xR

We introduce boundary condition €'(6):

lim (¢(e) — ’¢(—¢)) = 0;
£e—0

) 0 e [0,2n;

lim (¢/(e)¢(—2) — €"¢/(—2)(e)) = 03
we will find that physical states do respect conditions %'(0). We will therefore construct self-adjoint extensions,
with these boundary conditions. More precisely, we will show that there are at maximum two values 6, and 6,,
such that eigenfunctions obey #(6,), with i = 1, 2.

As for D = R, we will admit the existence of self-adjoint extensions and construct them as maximal symmet-
ric operators. We write them H_(IR), where w@ is a symbolic parameter, the meaning of which we will clarify fur-
ther on. We write Z_ the set of eigenfunctions in the bound spectrum, .7_ that of eigenfunctions in the free
spectrum, Z_ = #_ UJ and .¥,_ the corresponding bound spectrum.

Continuity of probability. Let ¢, be an eigenfunction of self-adjoint extension H_(IR). We will first use the
continuity of p(x) = |¢,(x)|%

One put apart the case when ¢,(0") = 0 or ¢,(07) = 0. Indeed, the only eigenfunctions which have such limit
are the Rydberg ones. In such case, the continuity of p gives ¢,(0") = ¢,(07) = 0 and ¢, is eventually continuous
onR.

We recall that non Rydberg functions do not cancel at x = 0. For such functions, the continuity of p implies
[607)] = 160")] & ¢,(07) = €”6,(0%) with § € [0, 27 [.

Let d) and qb € 9_ be two independent eigenfunctions, q’)e 0) = eig‘d) (0*) and ¢, (07) = eigzqﬁ (0+)
|¢,,) and |(;) ) are eigenstates of hermitian operator H_(IR), their combination is phys1cal one can consider state
|1/)) =a ¢, ) + Be |b,) with arbitrary coefficients (a, 3) € R?and ¢ € [0, 27 [. The evolution in time of |¢)
is given by

_ejht . Leyht
(D) = ae “2m |6, + Be'e “Im 16,).

p(x, t) = |p(x, t)|* represents a density of probability and must be continuous with respect to x at all times. One
finds

("31 - ez)ht
2m * C}

px, 1) = lal 1o, (D + 18P 16e,(F + 205 R [Be(®)de,(¥)] cos

— 208 3[Fex)de,(x)] sin| &~ €Dt
2m

+¢

The continuity of x = p(x, ), valid for all e, 5, Cand ¢, implies that of 9‘{((1;_‘,1(;5 e,) and j(¢_cl¢cz); S0 one gets
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¢el(0+)¢ez(o+) = ¢61(0 )gbez(o )

Ifone of {¢, , @, } is Rydberg and cancels at x = 0, this relation is always true. If they are both non Rydberg, it reads
=) — 1 o 0, = 0,(27), where (27) means modulo 27.
Eventually, we have proved the existence of _ € [0, 27] such that, for all non Rydberg eigenfunctions,

6,(07) = ¥=4,(07). (13)

6-symmetry. We still consider H_(IR). We still assume there exists a non Rydberg eigenfunction ¢, in the
bound spectrum (e < 0). From (3), one can write ¢, = p *f and qj = f where the transposition is defined
by @(x) = ¢(—x). Then, (13) implies 1, = =y + . Thus, d)g is said to be 0_ symmetrical, where f-symmetry is
also written R(¢) and defined by

RO: b= + "

We assume now that there are two or more non Rydberg eigenfunctions in the bound spectrum, let us write them
¢y, and gy Notethatp, oc ¢, & ¢ k>1 o @, (where p” is the restriction on R}). Their scalar product reads

)
When they are not proportional, ¢, and ¢, can be eigenfunctions of the same H_(IR) only if ¢ o and @ k>2, their
restriction on R, are orthogonal each other. From part ‘Self-adjoint extensions in the R} case, we get
w(n;) = w(n,). Let us call w_, this constant. Altogether, we have established the existence of parameters w_ and 0_,
such that all non Rydberg eigenfunctions ¢,, in the bound spectrum, obey R(6_) and g,(n) = —w,,, with
n=MNQ2J=€),s0¢, =@ €A, - | |
We will examine now the situation, where there is also a Rydberg eigenstate in the domain of H_(R), and prove
that this Rydberg states has the opposite symmetry to the non Rydberg one, in the following sense. Consider
(f)el € AB_, with e, (0) = 0,and ¢a € 9, with ¢, (0) =0.¢, Obeys 2#(0_,), which readsg) = e"gfq')ef. One can
expand ¢., into a 9_—symmetr1cal and ad, + symmetr1ca1 parts, ¢, d)fz‘ + (;)62 +7 , as demonstrated
in Appendlx (see Supplementary Informatmn) Then, one finds gb =0, wr1t1ng

0= (b, [0.) = (B|85) + (B l65" ™ = Ao 185

=0

<99k,|99k2> = 2<<r9k>l

(the second term is zero by symmetry, cf. appendix) so ¢ is orthogonal to q/) , which is 1mp0351ble, since
¢e € 9, and¢,7 %=> € g,_because it is a Rydberg eigenfunction, unless ¢’ = = 0. This proves that ¢c = =050
¢e obeys R(O, + Tr)

Let us examine now free states. We consider a non Rydberg eigenfunction ¢, with e > 0. We will find that ¢,
obeys R(6.) and that ;" = ¥ € Z, , but the demonstration is more involved and relies also on the current
continuity. To begin w1th followmg (2) one can write ¢, = oz,f]% + ﬂkJrGU and ¢,° = oy ﬁn + 5 (_A?n. Applying
(13), one gets 3, — €=,

Conservation of current.  We still consider H_(IR) and two independent eigenfunctions ., and ¢, in the
domain of H_(IR) and calculate the current associated to the mixed state [¢)(¢)) defined in section ‘Continuity of
probability’. It becomes, after some calculation,

99, 2N — eyt
=13+t 59& ¢el(x) z(x) EZ(X) 1(x) « Sm% + C]
oy 3|6, Q”Z(x) - %(x) e‘(x) cosl L @t C],
2m
where j, and j, are constant. The conservation of probability law

dj  Op

L4 E =

ox Ot (14)

applies independently on the sinus and cosine terms, so it eventually reads

¢e2

__ 9%, __
L5 720) = G5 ) + (&2 = €) 3,30, () = 0

and must be verified V x € R. Forx € R, (14) & (1); forx € R”, (14) < (12); s0, a particular attention must be
paid to the determination of 0j/Ox when it is evaluated through x = 0. One has
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(o) = 1im &) ZiCE)
Ox 60" g+ g

& 0t

Let us continue the proof concerning non Rydberg free states, which was sketched in the previous section. We choose

|¢,) anon Rydberg bound state and b, ) anon Rydberg free one (we assume their existence; one observes that they

are mdependent) So ¢ = p *f;] G = 1, fn b, = akt + B4G ” and ¢,° = ay F + BGy with

py =€ ~/z andﬁk = e*(’:gk .Alltermsin the prewoushm1t read a8 "“r’ R(@p. Jsin(..) + (R < j & sin < cos)-

One applies agam the independence of sinus and cosine, and skips factor 22, The first order of the remaining term
m

reads

— 4 _—
Dnlcr]z i H’klakz H’klak2
27,01 + npa—o0" e+ &
0"

and exists if and only if /1_’k+a « = 7, ay which therefore gives o o= éf=q kJ;' The second order reads
12 12

) (7712 + 7722) . ,kTp'kJZ%Z + lThljszI
lim

4’71 772C Ld+mnya 0 g+ &
€ N
and exists if and only if 1 * oy ,Bk =1 ﬁk which therefore gives B, = Blf We have proved that all non
Rydberg obey R(6,_), although we have not determined the set to which belongs @, whene > 0. |

Before taking advantage of this result, let us conclude on the current of probability. For ¢, and ¢, non
Rydberg, j is odd and the limit of j(x)/x when x — 0 becomes

j BeB( 1 1

ﬂ(O) = DTk 5 — 5| ife;>0ande, > 0;
dx C,“C,,z (21,) (2my)

it

H, Bi,D,

= kR 12 12 ife; > 0ande, < 0;
G I+ my) (2ny) 2m)
'“k Hy D D 1

ife; <Oande, < 0.

1
@nyy <2m)2]

This calculation is valid in both attractive or repulsive cases. For Rydberg states, the same three limits give zero
(the case e, < 0 and e, < 0 extends exactly; the case e, > 0 and e, < 0 also extends, because the wrong normalisa-
tion vanishes in the zero limit; the case ¢, > 0 and e, > 0 is apart). Altogether, (14) is respected at all cases. [l

F(l + 1]1)F(1 + 7,)

Self-adjoint extensions. We still consider self-adjoint extension H_(IR). We assume first that there exists a
non Rydberg bound e1genfunct1on b, We have shown that there are two parameters w_ and 6_ such that it reads

¢: = ¥k, - and 9:'5@1 =¢ ~g0k ~ with gh( ) = — w_andg ,ak‘ S %“]r In other words, P, 1s a f-symmetrical eigen-
function of Z_.
Let us achieve the proof concerning non Rydberg free states; so we assume there is such an eigenfunction ¢, ,

with e, > 0. We know b, obeys R(6_,). So the scalar product (B |e,) reads
0 = (¢ J0.) = 2D165%

it is zero because they are both eigenfunctions of the same operator H_(R). Now, the equality 7, — %, implies
|¢¢’1> L |¢"z> & ¢> € Z, }. This proves that ¢, obeys R(f,,) with ¢e - Altogether, all non Rydberg
states obey R(6,.) with 0. €9, |

Let us eventually consider any Rydberg eigenfunction ¢, of the same operator H_(IR). We know that this
function is 6 + m-symmetrical. Reversely, all §_, 4 7-symmetrical Rydberg elgenfunctlons are orthogonal to any
(here non Rydberg) 6, -symmetrical function (cf. Appendix in Supplementary Information), so H_(IR) can be
extended into a symmetric operator (one can choose a trivial action H_(R)|¢,) = |0}), acting on all eigenstates
¢, obeying Z(0_) with ¢, € 7, and on all eigenstates ¢, obeying R(0_ + ) with ¢,” € Z.. This extension is
maximal by construction and reads

m_(H, (]R ) X H, (]R*)) @ mp_ (H (R x H(RY)),

where 7, is the projector on #-symmetrical functions. Since H_(RR) is maximal by definition, it is equal to this
extension, and our classification is complete, within the assumption that there are non Rydberg eigenfunctions

SCIENTIFIC REPORTS |

(2020) 10:7280 | https://doi.org/10.1038/s41598-020-62144-2



états liés dans la barriere de Coulomb

www.nature.com/scientificreports/

(one at least in the bound spectrum, one at least in the free spectrum). In such case, we define w = (w_, 6_) and
our results prove that 7_ = m, (2, UQ )6971'9 (D UQ Yand 7 =, JT, ||

Let us assume now that there are no non Rydberg states. In that case, ail combinations of eigenstates are
orthogonal, so the self-adjoint extension is defined on Z,, | J Z,, with no constraint. It is maximal by construction,
so H_(R)equals H (R}) x H_(R"). We define  =occ in that situation. Note that, however, H_ (R) can be iden-
tified with H, g (R)foranyf € [0, 27 [ and w —o0, because one can expand any eigenfunction as the sum of its
0-symmetrical and 6 + 7-symmetrical parts.

Existence of a non Rydberg bound state. We consider a self-adjoint extension H_(IR). We assume there
is at least a non Rydberg eigenstate, otherwise co =00, which situation exists and has been studied above.

We can rapidly exclude the situation, where there are no non Rydberg free eigenstates. Indeed, one knows that
all non Rydberg bound states’ energies belong to some set &, and that their eigenfunctions obey R ,_), with
0., € [0, 27 [; so they belong to Z_ = m, (4, U%,). Thus, H, (R) can be extended by H,,_, (R). Therefore,
H_(R) = H,_,_(R) and there are indeed non Rydberg free eigenstates.

On the contrary, the situation with non Rydberg free eigenstates and no bound ones can not be discarded so
easily. The demonstration is close to that of section ‘Existence of a bound state’.

We first study the case of a unique non Rydberg free eigenstate |¢ e There must be a Rydberg free one |¢, e, )
with e, = e, otherwise, H_| (11%) would not be physical. (2) reads (pc = ale + ﬂlen ¢>el ale + B G, 0
d)ez = akz 1and¢ e, = akze

We have found that there exists 6_ such that B, = e'H‘/ﬁlf Then, (¢, 16.,) = 0gives

RN —
Br, o, + Bron, =0
) qk =— e‘erah e O=1m) g, + . Since the eigenspace associated to e, is of dimension 1 (because of the

Dirichlet condition, since P, 18 Rydberg) one deduces that ¢, obeys R(6_, + ). Thus, from the relation above,
e, obeys R(0,)- Therefore,
extended by H o_(R): which admns non Rydberg bound eigenstates. This is indeed contradlctory and the case
can be discarded. |
Let us assume now there are two independent non Rydberg free states |¢, ) and |@, ) (2) reads
., = o' F, + ﬁk,Gn 0" = | T ﬁk,G,; be = O‘kz + ﬂsz_ X and ¢,° = oy B T ﬁkZG - We have
already found that there exist 0 such that B, = = =Gt and By, =¢€ wﬁ,f We use the contlnuny ofj j the same
way as before, constructing a state |¢) = |¢el) + B1.,) and calculatmg lim_ o, o One applies again the
independence of sinus and cosine, and skips factor haf Then the first order of the remaining term reads

I8¢ = g 1By = ¢ one defmes w=—gn) + “ n , then H_(R) can be

&, (Blay — Brag) + C“ Byt — Froa) | x —
G, ky k, K, Ok, e, &, Ok, &k, €++52’
so the existence of the limit e, — 0 and €, — 0 gives
THR2 2 2 2
C Cn‘ - Cklcql _ Ckzcnz - Ckchz
m U , U (15)

The second order gives ,’3_,:,‘3,:; = ﬁ_,(’lﬂk’z, which one already knows. The scalar product (be)de,) reads

[ R - R N - N
2A an ,@klﬂ’kz - ﬁklakz B i % »‘31<2“k1 - »’3k2“’kl
2
— ky CU, 2, an 27,

(0u00) = 13

&(My) — &("h) — —
+ M(ﬂlxﬂkﬁ + BB

Cul 7y
thus <¢El ¢62> = 0 gives
G T G GG
— g B gy = oy GG 2,(n,)-
7, m, 7, 7, (16)

Adding (15) and (16) proves that (8 + ¢, *) obeys (10); thus, ¢ * are real and obey (11). Subtracting (15) and (16)
l

proves that ((k ¢, ) obeys (10); thus, (- are real and obey (1 13 Then, (16) proves that the same w can be associ-

ated to all functions T I N ko Ok, ~and q; k< Therefore, notwithstanding we did not establish Cﬁ ¢, > onecan

introduce any bound state associated to , with g,(17) = —w, and extend the action of H_(R) on these bound
states, keeping the operator symmetric. This is contradictory, so the result is proved. |
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Discussion

Mathematical interpretation. We have determined all self-adjoint extensions. §-symmetrical states obey
%(0). So, all eigenfunctions ¢, of H_, o(R), respecting R(0), with @, € 9, obey %(0) and all eigenfunctions ¢, of
H,, y(R), respecting R(0 + ), with &, € 9, obey 6(0 + ). For H(R), €(0) reduces to Dirichlet conditions
(all eigenfunctions obey ‘6(6,) for any 0 ¢ [0, 27 ).

The dirichlet case in one dimension. We focus on the case @ =cc and study eigenfunctions ¢,. Both
attractive and repulsive case can be considered, but we will focus on the first one.

Let us consider the bound spectrum. From what precedes, 1 in section ‘Description of a self-adjoint extension’
is entirely free. Therefore, {|¢),”), |¢,")} is a basis of the eigenspace E, corresponding to energy e. This is an excep-
tional violation of the general result, which asserts that an energy in the bound spectrum is non degenerated in
one dimensional systems. Here, the eigenspace E, has dimension 2. However, examining the standard demonstra-
tion?®, on observes that it is based on a Wronskian theorem, which can not apply here.

Another basis is composed of | |1, |, )1 the even and odd extensions on R. For w =00, one observes that
&, € CR)foralle € 7 _|JR,.H_(R), defined on these basis, is closed and therefore self-adjoint. More generally,
one can use{|¢eg), |¢f+”)}, forany 6 € [0, 27 [.

Physical applications

We study different possible extensions of this work to real physical situations.

The hydrogenate case in three dimension. Let us focus on the case D = R’, using the mapping
&(r) = ¢(r)/r, where ¢ is the one-dimensional solution and & the radial part of the three-dimensional wavefunc-
tion. We will only consider the attractive case here.

Let us connect our parametrization w with that of ref. !4, which parameter is written a. We will show the
connection for bound states only, but this can be done for all states. The first order expansion of any state ¢, with
e < O reads

d(x) = a + AaxIn (Nx) + bx;

this expression holds both in attractive and repulsive cases. w can be expressed in terms of b/a, which reads

)

In ref. ', where X reads v, one finds parameters ¢, = a and ¢, = b, so one gets
1b

4T a

1
= = —(4ma — \).
[0} w |/\| T

As it is well known?, for L > 0, the solutions of the Schrodinger equation which do not cancel at r = 0 do not
belong to L*(R*) and must therefore be discarded. On the contrary, that, corresponding to the case L = 0, belong
to LA(R) (all &, solutions, which diverge at r —oo are excluded from this discussion). This is the reason why the
L = 0 subspaces appearing in (2.1.13) of ref. '* have no parametrization, contrary to the L = 0 one.

This helps us interpreting what these authors mean by <H, ,, describes the Coulomb interaction plus an
additional point interaction > : the eigenfunctions for &« <cc are divergent eigenfunctions and not physical,
although they belong to LX(IR?), so they do not describe the physical Coulomb interaction. Most authors have
similarly assumed that the only admissible Coulomb bound states are the Rydberg ones, given by the Laguerre
polynomial

22 o
d(r) = =5€ L,(2r)
n

with a specific normalization (assuming that the spherical function reads 1/+/4r for kinetic momentum L = 0).
This solution exactly corresponds to the w =00 Dirichlet case, which is also the o =00 one.

Actually, no fundamental principle of quantum mechanics justifies discarding solutions that diverge for r — 0,
since the probability ﬁ@(r)lzrzdr is finite (in the basic meaning "not infinite”). However, experimental evidences,
from the original Rydberg spectrum, are in excellent agreement with this assumption. We find that experimental
data?® are only compatible with lul > 27779. We have simply compared the ratio £2_En, for several (m, n) couples,

E,—E,
as determined from these data, with that calculated from the exact values of . Azctuglly, (m, n) = (5, 3) gives the
highest (best) limit of possible values for w.

Based on these physical grounds, we will follow the common choice and, dealing with the case D = R?, dis-
card all divergent wavefunctions, therefore reducing the parameter range to w =00, the self-adjoint extension
corresponding to Dirichlet solutions. We can justify this choice, from a mathematical point of view, by reminding
that the deficiency coefficient of H(RR?) is zero. We will discuss this point further on.

Explicit spectra for a semi-infinite line. The calculated spectra & (R, ) vary significantly, for different
values of w. We show three of them in Fig. 6, corresponding to w;, =oco (Rydberg spectrum), w, = w( —1/4) = 2.3
and w; = w( —1/2) & —0.27 (close to the Neumann case). As already pointed out, in any one-dimensional system
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Figure 6. Spectra for w; (i = 1, 2, 3) defined in the text. On the left, we show the absolute values, on the right, we
normalize energies so that the lowest energy is —1. The variation of E, , | —E,, when # is increased, is steeper for w;.

the experimental determination of this spectra would allow that of the limit ¢/(07)/4(0") in the vicinity of the
charge defect. Turning back to the one-dimensional attractive case, defined in D = R, one observes that the
previous physical arguments used in the three-dimensional case cannot apply, because no wavefunction is ever
diverging. Therefore, one must consider all parameters,w € [—o0, co] in the attractive case,w € [—00, 2] in
the repulsive one.

The determination of w is highly system dependent. If any experimental spectrum, close enough to this case,
can be measured in the future with high enough precision, like that of a one-dimensional quantum wire (like a
carbon nanotube) with a charge defect at one extremity or an hydrogen atom in very intense magnetic field, then
we argue that the limit condition ¢/(0)/¢(0), at that extremity, will be determined by examining the sequence of
energies E, < E, < E,... and in particular the sequence of their ratio.

Regularization of the potential. We consider here the regularized potential V, = \/yx* + ¢?) in the
attractive case, with ) = R. This is a way to address the 1 + e-dimensional case, since this potential describes the
situation where the charge is lightly displaced from axis R in the 3-dimensional space. When & — 0, it converges
towards the Coulomb potential, V. — V. We focus on the negative (bound) spectrum of the corresponding
Hamiltonian H,(R), which is self-adjoint.

This spectrum is found discrete and non degenerate V ¢ = 0. In this case, all eigenfunctions are orthogonal
and form a complete basis, because they obey to H(R®), which is self-adjoint, as explained before. They separate
into two groups, odd functions y; with p € N*, and even ones y 24 With p € N. We will note e, the energies
corresponding to odd solutions, and e,
function of In 1/e. When ¢ — 0, even wavefunctions Xz — XZ/) 103 2 gy while their energy rapidly
reaches —\?/(4p?) the corresponding Rydberg energy. Odd ones also y a1 P2 1ap? while their energy
reaches —\?/(4p?) the Rydberg energy. This is conform with the 2-degeneracy that is proved in the case
w = {oo*,007}, which shows that H,(R) — H_(R). An odd eigenfunction seems to be converging towards a zero
energy eigenfunction, but it vanishes as € — 0, in conformity with our discussion about these functions.

1 that of even solutions. Flgure 7 shows the first (smallest) energies as a

Spectral theorem
We discuss the way one should write the spectral theorem, in the case of incompatible self-adjoint extensions.

Spectral theorem inR}. For each value w, H_(R?,) s self-adjoint, so the spectral theorem is valid. Therefore,
any function ¢; € L*(R’,) can be developed on the basis 2R} ) Z,,(R’.)

/ i i dk i i
Pilx) = qu,/;bk»?k(kx) + fIR} qu’k(kx)? with b = (@yl¢5) and ¢ = (Gle)y).

endeqnarray* For w =00 and \ < 0 (attractive case), this formula is equivalent to Eq. 19.171, in ref. ¢ with a dif-
ferent normalization (we preferred tousek parameter, rather than E). We have checked this formula numerically
on several examples, x — e ~ x> x e, etc. One can, in particular, expand a function ¢, with w(ﬂ) = w,
on4, (R* W7, (]R*) which we have done for functions ¥, = ¢_, (setting w, = w( )) oryy = ¢ 3 (setting

Wy =w (7;) ), whrle choosing w, =
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Figure 7. First energies of 2p— +V (3!15 s ef >e5» ez£ et and ef from bottom to top) versus In (1/¢) in dimensionless
m = = 2
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y-scale. The asymptotic limit is indicated by an arrow on the right, for each curve and by the horizontal straight
lines.

w = w, or w = wy, is well defined by this expansion, writing for instance
dk
« _ 2,0 2.0 1
H, (R} [the) = — E*k12€5/;1k1 b o (kix) + fR { ki Ck,‘ljkl(klx)T-
This result differs from HNU(R:) |1)o) » which reads

% dk
HLEDl) =~ K o =~ 30 o, Kb — [ ki (k0%
+

klzef/:”
Finally, one should be aware that, as a formal derivative operator, the action of H| (]R‘jr) on 1), is well defined. In
particular, one is interested by its action on eigenfunctions ¢,. One eventually finds

HR)|,) = e |d,)

which means that H(IR}, ) acts on 1), as H_ (IR’ ) with w = w(e), the index of energy e. However, H(IR} ) is not a good
operator, because it does not correspond to the same self-adjoint extension, for each state.

Technically, the last result can be understood as follows: d/dx does not commute with Jdk in the former devel-
opment. Indeed, when the derivation is performed inside the integral, it produces a factor 7 oc 1/k which makes
it improper.

This analysis is common with that, which can be made for H = —d*/dx? the divergence of the Coulomb poten-
tial is not entirely responsible of the loss of self-adjointness.

Spectral theoreminR. The spectral theorem in R can be formulated after that in RY,. Each f-symmetrical
and ¢ + m-symmetrical part of any function can be expanded separately. Considering H_(R), with @ = (w, 6), any
function ¢ € L*(R) expands into ¢ = ¢ + ¢**™. Then ¢’ expands in Z,(R)JZ,(R) exactly as ¢* in
A,(R)UZ,(R")but for a supplementary factor1/ +/2: one should take the expansion calculated for ) = R’, and
allow x € R; similarly ¢°*™ expands in %, (R)|JZ, (R) exactly as ¢**™ in Z,_(R’)| JZ,(RY,) but for a supple-
mentary factor 1/+/2.

Tt applies also in the particular case w =00, choosing any arbitrary 6. In this case, one can also write f= f~ + f*
(where f~ extends in R™ as zero and f< extends in R, as zero). f> expands in . (R’)|JZ, (R}, ) and f* expands in
B (R JZ, (RY). This is the right place to observe that y, defined in in section ‘Description of a self-adjoint
extension, is not determinate in this particular case. One can indeed choose = 0 (i.e. f= f~) or 1t =00 (i.e.
f=1%). We discuss this supplementary degree of freedom further.

Topological classification of the extension parameter space

Structure forD = R} inthe repulsive case. The structure of the order parameter seems to be equivalent
to the interval [—oo, 2,] in the repulsive case, which is topologically equivalent to interval [0, 1]. This is not-
withstanding the special case HZ’YE(R:)’ which we found for the zero energy. This case corresponds to w = 2,
but, what should now be pointed out is that the regular limit w — 25, which can be constructed, using g, does
not exist. One finds indeed that eigenfunction g, tends to a singular distribution with {0} support. Looking for
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Figure 8. w versus 7) in the attractive case.

such a solution, one substitutes again ¢, = Zfzoané(") in (1). When 1 —00, one finds that all coefficients a,, are
zero.

This indicates that the right boundary of [—oo, 2;] is apart, one should write, instead, [—o0, 2] ({274}
and draw to characterize this space, which is topologically equivalent to (R, + o).

UQ) structure for D = R} in the attractive case. Let us observe on Fig. 8 the curve of index w(1) in the
attractive case. It is not periodic, but there is an infinity of vertical asymptotes at positions ) = —n,n € N*. Any
interval [ —n —1, —n], forn € N, covers all indices w. In other words, any eigenfunction ¢, € L¥(R},), with index
7, belongs to the bound spectrum of H (IR} ), where w(n) is determined by this curve. w — —o0 and w —o0 are
identified (to the Rydberg solutions), which proves that the set of all extensions of H(R, ) is mapped on a space,
which is topologically equivalent to the circle U(1).

Structurefor D = R. Itis worth pointing out that, although the space of extension parameter is reduced, as
a consequence of the continuity condition at x = 0, we get the same deficiency coefficients as Oliveira et al.'? in
that D = R case, which are (2, 2).

Since there is no Rydberg state in the repulsive case, the structure due to parameters (w, ) is very simple, it is
an infinite cylinder (R, + oo0) x [0, 2], with a closed boundary at one side, as represented in Fig. 9. The struc-
ture in the attractive case is more like a torus, with a strangling, that is a singular point of infinitely small narrow-
ness, corresponding to w = 00, as seen on Fig. 9.

The #-symmetry introduces a phase factor = €' when a particle passes x = 0. Factor " is arbitrary but iden-
tical for all states associated to H, 4 (IR), similarly to standard gauge symmetry.

Conclusion

The one-dimensional Schrédinger equation with a Coulomb )/|x| potential brings unusual difficulties, for the
physical interpretation of its solutions. Indeed, the corresponding hamiltonians H(IR, ) and H(R) admit an infinity
of self-adjoint extensions, classified by a real parameter w. In the case of H(R', ) with an attractive Coulomb poten-
tial, w is defined in the space R where —oo is identified with oo; this space is topologically equivalent to the circle
U(1). In the case of H| (Ri) with a repulsive Cqulomb potential, wis defined in [—00, 27] . In both cases, param-
eter w must be chosen according to the limit ‘:T(;i /é(x) £ In (Nx) when x — 0, where + is the sign of \. In the
attractive case, the particular value w =00 brings the Dirichlet solutions, which obey ¢(0) = 0 and correspond to
the standard Rydberg spectrum, while the other spectra are unusual and have never been observed yet. In the
repulsive case, the particular value w = 2~ gives a continuous spectrum R, the zero energy eigenfunction of
which is bounded.

In the case of H(IR), physical constraints yield a phase gauge 6, which describes the discontinuity of wavefunc-
tions at x = 0. If the Coulomb potential is attractive, two situations may occur: either one finds two separate
spectra, the eigenstates of which are orthogonal and obey, respectively, R(0) and R (6 + % symmetry; or the
spectrum is the standard Rydberg one, with an exceptional 2-degeneracy of all eigenfunctions. We did not study
the repulsive case here, but we induce that there is also a supplementary symmetry R(6), giving the representation
sketched in Fig. 9 (left).

This study brings up new considerations about quantum physics: in order to conciliate the classification of
H(R")and H(R®) with standard experimental measures of the hydrogen electronic energy levels, one has to dis-
card all divergent wavefunctions, but we could not justify this choice. So we suggest to add a postulate in quan-
tum physics, stipulating that no divergent wavefunction can be admitted, in other words all wavefunctions are
bounded. Indeed, this would give an explanation why one never observes any physical states with w =oco.

This work shows that one must be very careful when using the spectral theorem for an unbounded hamil-
tonian. At a time when theoretical physics research includes new and mathematically unexpected objects (like
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Figure 9. Representation of the order parameter space in the repulsive case (left) or attractive case (right). Left
are represented the w = 2; closing circle, the w axis (which is supposed to vary from —oo to 2-y;) and the gauge
parameter . Right is represented the w = 00 point at the strangling point and a f-circle is pointed out: all
orthogonal lines to this circle vary with w.

complex eigenvalues for hamiltonians, skyrmions, Majorana fermions), advanced studies of non self-adjoint
hamiltonians are necessary, and, what seemed old-fashioned physics reveals an essential source of inspiration
and comprehension, to determinate whether a self-adjoint extension is valid or not.
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