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Glossaire

— si et seulement si
eTP; = exps I'expression ezp, est définie par (ou bien définit) exp,
~ équivalent
~ A peu prés égal
AcB I’ensemble A est inclus dans I’ensemble B
A>B I’ensemble A contient ’ensemble B
AnB intersection des ensembles A et B
AuB union des ensembles A et B
A\B I’ensemble A moins ’ensemble A N B
[a, b] intervalle fermé (a < b deux réels)

8
=

intervalle fermé a gauche et ouvert & droite
intervalle ouvert a gauche et fermé a droite
intervalle ouvert

—_— e —

Q - ~

- O
— ——

singleton ne contenant que a
{ay,..,an} ensemble de n éléments

(] ensemble vide

N ensemble des entiers naturels

Z ensemble des entiers relatifs

Q ensemble des nombres rationnels

R ensemble des nombres réels

C ensemble des nombres complexes

N* N\{0}

zx Z\{0}

Q* Q\{0}

R* R\{0}

R4 ensemble des réels positifs

®: R.\(0}

A fermeture de ’ensemble A
max(A) plus grand élément de ’ensemble A
min(A) plus petit élément de ’ensemble A
sup(A) limite supérieure de A
inf(A) limite inférieure de A

PP presque partout

cf. confere

etc. et cetera
resp. respectivement
ie. id est
C.Q.F.D. ce qu’il fallait démontrer
ssi si et seulement si



cos
sin

sinc

le nombre imaginaire
la fonction cosinus

la fonction sinus
sin(7z)

la fonction sinus cardinal égale & x — —

exponentielle de x

exponentielle complexe égale a cos(x) + isin(x)
logarithme népérien

la dérivée d’une fonction = — f(z)

partie réelle du nombre complexe z

partie imaginaire du nombre complexe z
nombre conjugué de z, égal & R(z) — 1¥(z)
objet x indicé par un entier %

image de 'argument x par la fonction f
généralement puissance p®™¢ de x pour le produit ordinaire
dérivée po™e de f

n peut prendre les valeurs ¢ ou j

n peut prendre les valeurs de 7 & j
proportionnel

somme des éléments dont l'indice varie de ni a no
somme d’éléments d’indice ¢ (plage implicite)
produit d’éléments d’indice

limite quand z tend vers z,

limite par valeur positive = lim
T—To
>0

limite par valeur négative = lim
T—To

r<zo
lim f(x)
z—zd

lim f(x)

T T,

valeur absolue ou module du nombre x

norme de la fonction f

support de la fonction f

transposée de la fonction f

transformée de Fourier de la fonction f

transformation de Fourier

ensemble des fonctions p fois dérivables dont la dérivée p®™¢ est continue
ensemble des fonctions infiniment dérivables

ensemble des fonctions C*(R) a support compact
ensemble des distributions ordinaires

ensemble des fonctions C*(R) rapidement décroissantes
ensemble des distributions tempérées

opérateur identité

matrice 2 x 2

déterminant de la matrice



Partie 1

Transformation de Fourier






A Notions préalables

1 Topologie dans R

a Ensembles

* N* est ’ensemble des entiers naturels, de un & 'infini, qui permet de compter les
éléments de chaque ensemble.

* N est le méme ensemble auquel est adjoint le zéro.

Z est 'ensemble des entiers relatifs (on peut le construire comme les différences

des éléments de N*). (Z, +, x) est un anneau (ce n’est pas un corps car seul 1

admet un inverse pour la multiplication).

* Q est I'ensemble des nombres rationnels, Q = {Z,(r,s) € Z x N*}. (Q, +, x) est

un corps.

R est 'ensemble des nombres réels. (R, +, x) est un corps Complet.

* C est ensemble des nombres imaginaires z = z + iy, ou (z,y) € R%. (C, +, x)
est un corps complet intégre et algébriquement CIOSE

b Intervalle

On distinguera sur la droite réelle R les intervalles |a,b[, [a,b[, ]a,b] et [a,b], ou
a < b, d'une part, et les intervalles |a, [, [a,©[, |—00,a], |—0,a[ et R =]—00, 0],
d’une autre.
* Les premiers sont des intervalles finis, les bornes sont notées avec un signe [ ou
] selon qu’elles sont inclues dans I'intervalle ou pas, selon la notation usuelle.
Les seconds sont des intervalles infinis (on dit parfois semi-infinis sauf pour R
lui-méme), avec la méme notation pour les bornes finies de ces intervalles.

Enfin, un singleton {a} est un cas particulier d’intervalle fini [a, a].

¢ Ensemble fini

* On appelle ensemble fini un ensemble de n éléments (n étant un entier naturel)
{ay,..,a,} que Pon peut énumeérer de 1 a n.

* Le singleton {a} est un cas particulier d’ensemble a 1 élément, qui permet d’en-
gendrer tous les ensembles finis par union finie (cf. section suivante).

* Par extension, on inclut le cas particulier n = 0, qui correspond & l’ensemble
vide.

1. Un ensemble est complet si et seulement si toute suite u, de Cauchy, c’est a dire telle que
lim m—w |um —un| = 0, les deux limites m — o0 et n — o0 étant a priori indépendantes, est convergente.
Intuqaxofement, cela signifie qu’il n’y a pas de trou dans ’ensemble.

2. Il n’y a pas de diviseur de 0, i.e. ab=0 <= a=0o0oub=0.

3. Tous les polynémes sont des produits de polynémes du premier degré.
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d Ensemble dénombrable

* On appelle ensemble dénombrable un ensemble infini d’éléments {a;, i € N*} que
I'on peut énumérer par les entiers naturels > 0.
Dans R, non seulement N ou N* sont dénombrables, mais également Z : un ordre naturel,

bien que non canonique, s’écrit Z = {r;, i € N*} avecr; = 0,19 =1, 713 = —1, ry = 2,
n o :
z si n pair
5 = —2,T6 =3, ..., 'y = 2., .
—%5= sin impair

L’ensemble des nombres rationnels Q est également dénombrable. Voici un ordre pos-
sible, qu’on représente dans le secteur Ozy

(voir la figure suivante) ; sur l'axe vertical

en bleu z, on représente Z, selon l'ordre

A

décrit ci-dessus; sur ’axe horizontal en -5
rouge y, on écrit les rationnels irréductibles |

0, €]0,1[ (i e Na, ordonnés en utilisant les 2\
suites de Farey.l.
L’ensemble des rationnels s’écrit Q = {¢;,

i € N*}, avec ¢; = 1j + 0. Ce sont les
sommes x + vy, ol x est 'ordonnée qu’on lit

sur l'axe vertical et y est I'abscisse qu’on -3 \j\;\;\\
lit sur I’axe horizontal. 3 SN

Pour les ordonner (autrement dit pour

construire la relation entre i, j et k du §
précédent), on lit les rationnels selon les

segments de pente —1, par ordre croissant

de taille des segments, puis, pour chaque <
. 9)
segment, de haut en bas, ce qui donne : (

_ _ _ 1 _ _ 3 )
Q1—?7612—1;(]3—5;1%—*417%—37 P
QGZ§7Q7=27Q8:_§;QQ:§7C]10:§7 0 >

5 2 ; >
Q1= -2, q2 =3, Q13 = —3%, 1a = 3, i1 2 1 2 3 3 1 2 3

_ 1 2 3 3 4 5 5 4 5 7T 38

qi5 = 7,

e Union et intersection
o Union

* L’union de deux ensembles A et B est 'ensemble AU B des éléments appartenant
al'un ou a l'autre.

* On définit, de fagon analogue, I'union d’un nombre fini d’ensembles (on écrira
plus communément union finie).

* L’union s’étend pour un nombre infini (méme non dénombrable) d’ensembles
(on écrira plus communément union infinie).

4. Les suites de Farey peuvent se construire ainsi : So, S, ..., Sn_1 < Sh, ..., est une suite d’en-
o ) b b bl )
sembles finis, S, = {0}, i = 0..2"} de cardinal 2" + 1; les o} sont définis par récurrence sur n :
. . .. . . . . o n _n+l _ _n, : : H H . — n
So = {0,1}; on distingue les indices pairs : ¢ = 0..2" o5," = 0 ; et les indices impairs : ¢ = 1..2
n+l _ _n n . . 2 : P r _ ptr (p T irré i
034—1 = 0q—1 EHog ; H est un opérateur défini dans Q par £ $ = 2= (£ et £ irréductibles).
Pour finir, on définit VYneN* §S, = S,\Sn,_1 de cardinal 2"~ !: dans chaque ensemble
) b
0Sn, les éléments sont ordonnés du plus petit au plus grand; on trouve, pour les pre-
. 1 102 123 3 123345 5 4
miers, 651 = {5}7 652 = {373}7 653 = {1737371}7 554 = 5777§7?777§7773}7 555 =
12 3 3 4 5 5 45 7 & % 7 8 7 51,

S hi i i i i 1 i 5 8 U 09, forme une partition parfaite de Qn]0, 17,
neN¥*
, 0Sh, ...

u’on ordonne en énumérant successivement et dans l'ordre les éléments de 651, 5o, ...
b b
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B3 Intersection

L’intersection de deux ensembles A et B est ’ensemble A N B des éléments
appartenant aux deux ensembles & la fois.

* On définit, de fagon analogue, l'intersection d’un nombre fint ou infini d’en-

sembles (on écrira plus communément intersection finie ou infinie).

~ Différence

La différence entre un ensemble A et un ensemble B est l’ensemble A\B des
éléments appartenant a4 A mais pas a B; il n’est pas nécessaire que B < A car
on fait la différence entre A et A n B.

A\B est aussi appelé complémentaire de B dans A.

Contrairement a 'union, qui est commutative et associative, ainsi que I'intersec-
tion, la différence n’est ni commutative, ni associative.

f Composantes connexes

Par définition, si un sous-ensemble A de R peut s’écrire comme 'union d’intervalles
disjoints, ces intervalles sont appelés les composantes connexes de A.

g Sous-ensemble ouvert

* Par définition, un sous-ensemble ouvert U (on dira simplement un ouvert) n’at-

teint pas ses bornes.

* L’exemple primordial d’ouvert dans R est U'intervalle fini ouvert |a, b|.
* Par ailleurs, si I'on considére les intervalles infinis, |—00, a[, Ja, o0[ et R =]—00, 00|

sont également ouverts.

* De fagon plus générale, I'union finie ou infinie d’intervalles ouverts (disjoints ou

non) est un ouvert.

* L’intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert.

Par contre, l'intersection d’'un nombre infini d’ouverts peut étre un fermé (voir
la définition au § suivant). Par exemple, on a

N 1-2, 2= (o .

)
neN* non

h Sous-ensemble fermé

a Point d’accumulation

Par définition, un point d’accumulation x, d’un ensemble A est la limite d’une suite

convergente (2, )nen & valeur dans A, autrement dit

To = lim z, avec z, € A VneN*;
n—0o0

comme par définition la suite est convergente, . existe forcément, par contre, il n’ap-
partient pas a priori a I’ensemble A.

Par exemple, soit A =]0,1], et la suite z,, = % définie pour tout n = 1. On a
Ty = % €]0,1] = A Vn € N*, mais lim z,, =0¢ A.

n—aoo0

5. ce qui s’écrit mathématiquement Yz € U, 3¢ tel que |z — €, + e[c U.
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B Définition d’un fermé

* Par définition, un sous-ensemble fermé (on dira simplement un fermé) contient
tous ses points d’accumulation.

* L’exemple primordial de fermé dans R est l'intervalle fini fermé [a, b].

Un cas particulier d’intervalle fini fermé est le singleton {a}.

* Par ailleurs, si I’on considére les intervalles infinis, |—00, a], [a, o0[ et R =]—00, 00|

sont également fermés.

De fagon plus générale, I'union finie de fermés (disjoints ou non) est un fermé.

* Par contre, I'union infinie de fermés peut trés bien étre un ouvert.

* L’intersection d’'un nombre fint ou tnfini de fermés est un fermé.

~v Cas de la droite réelle

R =]—00, [ est un cas trés particulier, puisqu’il est a la fois ouvert et fermé.

i Fermeture d’un ensemble

* La fermeture A d’un ensemble A quelconque est, par définition, le plus petit
fermé contenant A.
Par exemple, la fermeture des intervalles a, b, ]a,b], [a,b[ et [a,b] est Ja,b[ =
la,b] = [a,b] = [a,b] = [a,b].

* Une définition équivalente est A = { points d’accumulation de A}, soit de facon
plus explicite : « la fermeture d’un ensemble A est 'ensemble A des limites des

suites a valeur dans cet ensemble A. »

j Sous-ensemble compact
a Sous-ensemble borné

Par définition, un sous-ensemble borné de R est inclus dans un intervalle fini [—L, L].

B Définition d’'un compact dans R

* Pour la topologie dans R, on peut se contenter d’une définition pratique : un
sous-ensemble compact (on dira simplement un compact) est un ensemble a la

fois ‘ fermé et borné ‘

Les intervalles fermés finis sont donc compacts, mais pas les intervalles infinis.
* Une union finte de compacts est un compact.

Une union #nfinie de compacts n’est a priori pas un compact.

* Une intersection finie ou infinte de compacts est un compact.

k Bornes d’un ensemble

a Minimum et maximum

Par définition, le minimum d’un ensemble A, que I'on note min(A), est le plus
petit@ élément de A.
Par définition, le maximum d’un ensemble A, que l'on note max(A), est le plus
grand@ élément de A.

6. au sens de < car on étudie ici la topologie de R.
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min(A) ou max(A) n’existent pas toujours, puisque A ne contient pas nécessai-
rement toutes ses bornes.

Si A est compact, min(A) et max(A) sont bien définis.

* Si A est ouvert, on ne peut définir ni min(A), ni max(A).

* Si une borne de A est —oo (resp. +00), min(A) (resp. max(A)) n’est pas défini.

B Limites inférieure et supérieure

* Par définition, la limite inférieure d’un ensemble A, que l'on note inf(A), est,
soit —o0 si A n’est pas borné a gauche, soit min(A) sil I'est.

* Par définition, la limite supérieure d’un ensemble A, que 'on note sup(A), est,
soit 400 si A n’est pas borné a droite, soit max(A) s'il I'est.

* inf(A) et sup(A) sont toujours définies.

Si A est compact, min(A) et inf(A) coincident, de méme que max(A) et sup(A),

car la limite est atteinte dans A.

* Si A est ouvert, inf(A) et sup(A) n’appartiennent pas a A.

2 Fonctions

On ne s’intéresse ici qu’aux fonctions de R dans C.

a Argument
a Définition

Soit une fonction f R — C, x — f(x), f associe a tout réel z son image complexe
f(x). La variable z est appelée I’argument de f.

B Variable muette

* Si l'on considére f(x), pour z donné, il n’est pas possible de changer le nom de
I’argument.

* Par contre, dans de nombreuses expressions génériques, ainsi que dans toutes les

formules de sommation[] comme Sz f(x)dz, le nom de argument est arbitraire.

On dit que la variable est muette.

Il faut parfois prendre des précautions, par exemple dans §, f(z)dz {5 g(z)dx =

SR f(z)g(y)dxzdy on doit obligatoirement distinguer les variables, quand on trans-

forme le produit d’intégrales simples en intégrale double.

* On respectera toutefois autant que faire se peut les usages de la physique pour
les noms de variable : x pour l'espace et k pour les nombres d’onde sont, par
exemple, deux variables conjuguées par la transformation de Fourier.

b Support

o Deéfinition

* On appelle support de f : le sous-ensemble Support(f) = {z € R, f(x) # 0}.
* Pourquoi prend-on la fermeture 7 Imaginons, par exemple, que f soit réglée mais

pas continue en r = z,, et que lim f(z) ou lim f(z) ne soient pas nulles.
- +
T—To T—Tg

7. ou de produit dans les intégrales de chemin.
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Méme en posant arbitrairement f(z,) = 0, il faut inclure x, dans le support.
En conséquence, les points d’accumulation (notamment les bords) de Support(f)
sont inclus dans le support.

* Comme on prend la fermeture, f peut étre nulle sur son support; cependant,
I’ensemble des points = du support pour lesquels f(x) = 0 est négligeable.

B3 Fonction a support compact

On dit que f est & support compact ssi 3(a,b) € R? tel que Support(f) < [a, b].

¢ Continuité

On ne considérera, dans tout ce cours, que le cas de fonctions continues, sauf éven-
tuellement en des points isolés. Les définitions suivantes seront utiles par la suite.

a Fonction réglée

* On dit qu'une fonction f est réglée a droite (resp. & gauche) en x, si sa limite &
droite (resp. a gauche)

lim f(z) = f(z7)

ToTy

existe (+ = + si la fonction est réglée a droite, + = — si elle I'est a gauche).
On dit qu'une fonction f est réglée en x, si elle est a la fois réglée a droite et a
gauche en ce point.

Une fonction réglée en un point x, est prolongeable par continuité en ce point si
et seulement si

flag) = f(x]) -

Pour la prolonger par continuité, il suffit de poser

fxo) = flag) = fx3) |- (1)

* Attention toutefois que la relation () peut étre artificiellement violée; dans ce
cas, la valeur f(z,) de la fonction au point x, n’a aucune signification.

B Fonction continue

Une fonction est continue en un point z € R si elle est réglée en x et qu’elle
vérifie la condition (1) en x.

Une fonction continue est une fonction continue en tout point x € R, on note
C%(R) I’ensemble de telles fonctions.

* On peut définir, par extension, €°(A) I’'ensemble des fonctions continues en tout point

de A (on choisira toujours A connexe, c’est & dire un intervalle).

v Fonction a dérivée continue

* Une fonction f € €*(R) si f sa dérivée n-éme existe et £ € CO(R).
* On peut définir, par extension, C"(A) 'ensemble des fonctions f telles que f(™) e CO(A).

14



d Opérations sur les fonctions

Les espaces de fonctions sont tous munis de I'addition et de la multiplication, ainsi
que des opérations suivantes, définies par

addition fHgR—>C o |(f+9)(2) = fl2) +g(@)]; (2a)
multiplication FIR-C  a|(fg)(2) = fla)g(x)]; (2b)
VfR-C o |(1/f)w) =1/(z)]; (20)
composition fogR—C z—|(fog)(x) = f(g(x))]. (2d)

Le produit de convolution sera étudié ultérieurement. Il ne faut pas confondre 1/f et
f~1 qui va étre étudié au § suivant.
e Transformations sur les fonctions

Les définitions suivantes nécessitent des conditions particuliéres (qu’on n’étudiera
pas), quand on les applique a des fonctions définies sur A < R. On les utilisera gé-
néralement pour des fonctions définies sur R, pour lesquelles aucune restriction n’est
nécessaire.

o Inversion

La réciproque d’une fonction f est notée f~! et définie par

foft=ftof=1], (3)

ce qui signifie f(f~!(x)) = f~1(f(z)) =z Vx e R.

B Translation

Soit a € R, on appelle translatée de la fonction f et on note *f la fonction

fiw—|f@) = fle—a). (4a)

~ Inflation

On définira l'inflation d’un facteur A € R* et on notera f) la fonction ainsi dilatée

fiia=| (@) = flz/A)]. (4b)

6 Transposition

La transposée f d’une fonction f est définie par une inflation d’un facteur A = —1.
On dit encore symétrie pour transposition et symétrigue pour transposée. On a donc

Firam|f@)=f-w)]. (4¢)
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f Parité

a Fonction paire

On dit qu’une fonction f définie sur R est paire si et seulement si elle vérifie

VreR  f(-2)=f(z) = |f=f|. (5a)

B Fonction impaire

On dit qu’une fonction f définie sur R est impaire si et seulement si elle vérifie

VoeR  f(-z)=—f(x) <= |f=-f| (5b)

~ Décomposition en parties paire et impaire

Soit f une fonction quelconque, f admet une décomposition unique comme somme d’une
fonction paire et d’'une fonction impaire :

‘ f = fpair + fimp avec
f+f i
fpair = 2 fimp = T . (5C)

g Norme

On ne va pas détailler ici les normes qu’on utilise pour les fonctions, cela sera fait
plus loin dans le cadre de l'intégrale de Lebesgue. On rappellera seulement quelques
régles élémentaires, ainsi que la norme sup.

On considére une norme de fonction ||| (on ne précise pas dans quel espace de
fonctions on se place ici).

a Séparation

Rappelons qu’une norme est d’abord une distance, c’est-a-dire qu’elle doit séparer
les fonctions différentes : on a

Vg |f#g = If—gl #0]. (6a)

B Inégalité triangulaire

De méme, toute norme vérifie I'inégalité triangulaire des distances :

Wig | |I71 =gl < 1F + gl < 171+ lgl |- (6b)

16



v Norme associée a un produit scalaire

Une norme peut étre associée a un produit scalaire, que 'on notera ici {f|g).
* Elle vérifie alors les propriétés suivantes :

I£1 = VD) o0
[IKSig>I < Il lsl o)
Py = VA= V=Tl _ I+l 17 =1 "

* Pour linégalité (6dl), appelée inégalité de Schwarz, I'égalité est réalisée si et
seulement si focg.

6 Norme associée a un produit hermitien

Les résultats de la section précédente se généralisent si la norme est associée & un
produit hermitien. Toutefois, I’équation (Gel), appelée identité de polarisation, devient
trés fastidieuse :

|f + 9l = If =gl —alf +ig] + ] f — ig]
(flgy = n (6f)
e Norme sup
La norme sup est la limite supérieure de {|f(z)|, x € R}, ce qui s’écrit
sup(f) = sup [f ()] | (6g)

zeR

h Limite de fonction
o Limite associée 4 une norme

Contrairement a la limite définie dans R, il n’existe pas une limite unique dans
I’espace des fonctions.
A toute norme de fonction | || est associée une limite par la définition :

lim f, = f — lim Hf*fn”*’o (73)
n—00 n—0o

ol la limite dans le terme de droite est prise au sens ordinaire des limites dans R et
(fn)nen# est une suite de fonctions.

B Limite simple

* Soit (fy)nen* une suite de fonctions, on dit que f,, tend simplement vers f (ou
que f est la limite simple de la suite) quand

VeeR lim f,(z) = f(z) . (7b)

n—ao0

On dit encore que f, tend vers f point par point.
La limite simple est la limite associée & la norme sup.
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i Exemples fondamentaux
a Fonction caractéristique

Soit un sous-ensemble A de R, on appelle fonction caractéristique de I'ensemble A,
et on notera 4, la fonction définie par

Iy(x) = (8)

{1 sized

0 sinon

3 Polynéme

Un polynéme p est une fonction qui a pour image
VzeR p(z)= Z a; " (9a)

ol n est le degré du polynoéme et, par définition, a, # 0. Les coefficients a; sont
définis de fagon univoque : soient deux polynomes p et g, avec p(z) = >\ a;
et g(x) =X o b 2, on a

p=q <= a; =b; Vi en particulier m =n . (9b)

* On distingue les polynomes a coefficients entiers (ou rationnels, cela revient au
méme, a un facteur global prés) : a; € Z Vi = 0..n. Ils permettent notamment
de définir les nombres transcendants.

~ Fraction rationnelle

* Une fraction rationnelle est la fraction de deux polynémes, f = p/q; on choisira
les deux polynémes p et ¢ premiers entre eux.

* Soit x1, ..., Ty, les m racines distinctes de ¢, alors f(x) diverge quand = — x;,
pour ¢ = 1..m. On dit que les x; sont les poles de la fonction f.

* Soit «; la multiplicité de la racine x; dans ¢; au voisinage de x; on peut écrire

Ci

fx) ~

T |x — @]

ol ¢; est une constante déterminée.

jJ Comportement a I’infini

On n’a pas rappelé les fonctions exponentielle, gaussienne, etc., bien qu’on utilisera
fréquemment ces fonctions. Une caractéristique bien connue de la fonction x — e™%
est que e™¥ — 0 quand x — +o0 plus vite que toute puissance de x. On va introduire
plusieurs définitions, qui caractérisent les comportements & l'infini.

a Fonction a croissance lente

Une fonction f est dite & croissance lente si elle n’est pas plus divergente qu'une
fonction puissance x — x® (avec a > 0) au voisinage de +o0 et —o0.

8. Les nombres non-transcendants sont les racines de ces polynémes et forment un espace dénom-
brable.

9. c’est-a-dire qu’ils n’ont aucune racine complexe commune.
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Cela s’écrit, en termes mathématiques, IM > 0, a = 0 deux réels tels que Vo € R,
()] < Mzf2,

Cela inclut aussi bien des fonctions comme sin par exemple (M = 1, a = 0).
Par contre, si la fonction converge vers zéro en +00 et —o0, on préfére parler de
fonction décroissante, que I'on traite aux § suivants.

* On peut montrer le théoréme suivant : f est & croissance lente ssi f n’est pas

décroissante et il existe un polynéme tel que

veeR |[f(z) <pl)|; (10)

on notera l’absence de | |, car on peut démontrer qu’il existe toujours un poly-
noéme positif qui convient.

L’équation (I0) est établie globalement sur R mais on peut trés bien la restreindre
sur R (resp. sur R_) si f n’est & croissance lente qu’en 400 (resp. en —).

B Fonction décroissante ordinaire

Une fonction de R — C est décroissante si |f(x)| — 0 quand x — +o0.

* On admet ici qu’on peut trouver des coefficients M > 0, « = 0, 8 € R (sauf si

a = 0 auquel cas 8 > 0), v € R (sauf si @« = § = 0 auquel cas v > 0), etc., tels
que

M
S oo o) (og Tog ol

(11)

* On défini «, B, v, etc., les coefficients associés & une fonction comme les inf

des a, 3, v, etc., définis précédemment.

* Il peut étre plus adapté de définir des coefficients oy, B4, v+, etc., pour le

comportement en +00 et a_, f_, v_, etc., pour le comportement en —oo. Dans
ce cas, (o, 3,7, ...) est le minimum de (o, S+, v+, ...) et (a—,B_,7—,...) au sens
de l'ordre défini précédemment.

* On peut ne définir que les coefficients (o, S+, v+) (resp. (a—, B—,v—)) si f n’est

décroissante qu’au voisinage de +00 (resp. —o0).

v Fonction a décroissance rapide

* Soit une fonction décroissante (telle que |f(x)] — 0 quand z — +o0). On se

place maintenant dans le cas o on ne peut définir les coefficients («, 3,7, ...).
Cela revient a supposer que « = +00.
Dans ce cas, on dit que la fonction est & décroissance rapide.

* Une telle fonction f décroit plus vite que n’importe quelle puissance P quand

T — 0.

On peut ne définir la décroissance rapide qu’au voisinage de +00 ou de —oo le
cas échéant.

Un exemple typique est la fonction e 1% (e~ si la décroissance n’est qu’en +o0,
e” si la décroissance n’est qu’en —c0).

10. Au sens d’un ordre mi numérique, mi alphabétique : (a1,S1,71,...) est plus grand que
(a2, B2,72,...) dés que a1 > a2 ou a1 = az et B1 > P2 ou a1 = ag et B1 = B2 et 71 > 72, etc.
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k Poles d’une fonction quelconque

a Singularité

Une singularité d’une fonction f est une valeur z, au voisinage de laquelle f(x)
diverge.

Il n’existe pas de recensement exhaustif de toutes les singularités possibles. On
étudiera le cas

f(z)

C

~ 12
o0 T~z (log ]z — wo)Plloglogz — w7, 2

oll ¢ est une constante déterminée.

La singularité peut étre trés bien définie séparément a gauche et & droite. Dans ce cas,
la constante ¢ doit étre remplacée par une constante ¢y ou c_, et les coefficients «, (3,
v, ..., remplacés par des coefficients ay, B4, v4, ..., ou a_, f_, v_, ..., selon que 'on

observe la singularité en x}

ouzx, .
On peut méme observer une singularité d’un coté seulement, la fonction étant réglée (en
général) de lautre coté. Dans ce cas, on posera g = 1 = vy =0oua_ = f_ =~v_ =0

du coté ou la fonction est non singuliére.

B3 Pole

Lorsque la singularité d’une fonction en x, est du type

fla) ~ — (12b)

)
T—To |T — Xo|*

on dit que c’est un pdle de la fonction, de multiplicité a.

Quand « = 1, on dit que le pole est simple.

Comme pour les singularités générales, on peut rencontrer des fonctions ayant un com-
portement différent & droite et & gauche. Dans ce cas, la multiplicité peut étre différente
a droite et a gauche.

Toutefois, on pourra définir une multiplicité globale du pole dés que ay = a_.

C’est une généralisation des poles des fractions rationnelles.

~v Décomposition en éléments simples

Soit une fraction rationnelle p/q, avec p et ¢ premiers entre eux. Soient 1, ..., Zp,,
les m racines distinctes de g de sorte que ce polyndéme peut s’écrire

qr) = an H(x —x;)

=1

ou n est le degré de ¢, a, le coefficient de la puissance n, et chaque «; est la multiplicité
de la racine z; (on a donc n = 3" o).

On rappelle le résultat suivant : la fraction se décompose en éléments simples ; plus
précisément, il existe 3! des coefficients définis pour i = 1..m, j = 1.y, tels que, Vo € R,

@ r(z) + Z 7@_@%)] i (13)

He?

i=1.
j=1l.a;

r est le reste polynomial, de degré k — n, o k est le degré de p; quand k < n, r = 0.
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3 Intégration

Dans ce chapitre, on ne considére que I'intégration au sens de Riemann, celle définie
au sens de Lebesgue sera étudiée par la suite.

a Intégrales propre et impropre

* Stricto sensus, I'intégrale de Riemann d’une fonction f est toujours définie avec
des bornes finies, c¢’est-a-dire

b
f f(z)dx a < b réels.

* Les intégrales avec au moins une borne infinie sont dites impropres car on doit
les définir par les limites :

b—o0

LOO f(z)dz = lim Lb f(z)dz ; (14a)
b

b
f_oof(w)dw = lim f(z)dz ; (14b)

——
a o0 a

b

foo flz)dx = Jim f(z)dz . (14c)

b Intégrale convergente ou divergente

Soit une intégrale I = Sz f(x)dx. Deux types de divergences peuvent surgir, qui font
tendre la valeur de l'intégrale I vers +oo.

a Critéres de Riemann et de Bertrand pour les singularités

On ne s’intéresse pas ici au cas de divergence a l'infini, soit que a et b soient finis,
soit que I soit convergente & l'infini.
* I peut diverger parce qu’il existe une singularité x, € [a, b] (on dit, par abus, un
pole) de la fonction f.
* Si la fonction f posséde un comportement singulier du type (I2al), on peut ap-
pliquer le critére de Riemann (cas d’un vrai pole) généralisé par Bertrand pour
toute singularité :

b
f f(x)dx est localement convergente au voisinage de x,
a

ou a=1 e pf>1
— 15
ou a=1 B=1 ety>1 (152)

Au cas ot le comportement de [ est différent a droite et a gauche, il faut appliquer
les critéres de Riemann ou Bertrand séparément a droite et & gauche. Pour que I soit
convergente, il faut qu’elle le soit des deux cotés.

11. En fait, f doit étre bornée sur [a, b] et les intégrales convergentes découlant de 1’équation (I5al)
sont également des intégrales impropres, qu’il faut définir, en toute rigueur, par une limite.
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B3 Critéres de Riemann et de Bertrand pour les divergences a ’infini

On suppose ici que, soit a = —00, soit b = +00, soit les deux ensemble.
* On ne s’intéressera, dans ce cours, qu’au comportement d’une intégrale I & I'infini
(définie au sens impropre de Riemann) d’une fonction f qui tend vers 0 quand
x — oo (le signe étant celui de la borne impropre qu’on étudie).
* I peut diverger a 'infini bien que |f(z)| — 0 pour x — +o0.
* Si la fonction f posséde un comportement en +oo donné par

C
v+ |z]*(log |x])? (log | log [[[)7.. ~

f(x) (15b)

on peut appliquer le critére de Riemann (cas ou seul o # 0) généralisé par

Bertrand :
b
f f(x)dx (a = —o0 ou b = ) est convergente en =+ o0
a
=1 > 1
ou « et B (15¢)
ou a=1 B=1 ety>1
* Dans le cas a = —o0 et b = o0, si le comportement de la fonction est différent en +o0

et en —o0, il faut appliquer les critéres de Riemann ou Bertrand séparément aux deux
bornes. Pour que l'intégrale soit convergente, il faut qu’elle le soit en +o0 et en —oo.
~ Cas général

Dans le cas général, une fonction peut admettre plusieurs singularités. Pour étudier la
convergence, on recense toutes les singularités z;, puis on étudie la convergence aux différents

poles x;, ainsi, éventuellement, qu’en +oo.

c Majoration d’une intégrale

* Soit une fonction f intégrable au sens de Riemann. On a, en toute généralité (a
et b peuvent étre —o0 et 0, & condition que les intégrales convergent),

[ @l < [ (16)

* Le cas d’égalité correspond & une fonction f positive ou nulle sur le domaine
d’intégration, c’est-a-dire telle que

Vo €la,b] f(z)=0.

d Changement de variable

Il s’agit ici des changements de variable pour I'intégrale de Riemann ; il y a quelques
différences avec le cas de l'intégrale de Lebesgue, qu’on étudiera par la suite.

12. Malgré la similitude avec le cas d’une singularité en x = 0, il s’agit ici d’'un comportement
convergent.
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On considére 'intégrale

o Translation

* On peut faire le changement de variable ' = z + x, dans 'intégrale I, ou z, est
une constante réelle. On a alors

da’ = dx (17a)

et I'intégrale devient

b+zo
I:fJr flz —xo)dx ;

a+xo

il est inutile de garder le |’ | car la variable est muette (on 'a donc omis ici).

* On remarque qu’apparait la translatée *° f dans 'intégrale.

* Les formules précédentes se généralisent aux cas de bornes infinies a = —o0 ou
b = o0, & condition d’utiliser les régles d’addition

0 + Xy = O —00 + Xy = —00 .

B Changement d’échelle

* On peut faire le changement de variable 2’ = Az dans l'intégrale I, ou A est une
constante réelle non nulle. On a alors

(17D)

et I'intégrale devient

1 (b
I=— f(z/N)dx
A Aa

ol on a de nouveau omis le .

* On remarque qu’apparait la dilatée f) dans l'intégrale.

* Il faut noter que, dans le cas o A < 0, les bornes de l'intégrale sont inversées,
de sorte qu’il faudrait mieux écrire alors

1 Aa
I=— flz/N)dx
Al Jaw
et |[A\] = —\ dans ce cas.
* Les formules précédentes se généralisent au cas de bornes infinies ¢ = —o0 ou

b = o0, & condition d’utiliser les régles de multiplication

siA>0 O\ = 00 —00\ = —0 ;
siA<O WA = —©0 —0\ =0 .
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v Cas général

* Soit le changement de variable général 2/ = h(z) (on admet que h est une

bijection de ]a, b[ vers |h(a), h(b)[), alors

dx’ = b/ (z)dx (17¢)

et I'intégrale devient

()
I ) w—y

ol on a de nouveau omis le .
* Des problémes d’inversion des bornes peuvent encore se produire. On peut mon-
trer que cela se produit toujours en coincidence avec un changement de signe de

W oh 1.

e Primitive

* Soit f une fonction intégrable sur R (il n’est pas nécessaire que son intégrale
impropre soit convergente en +00), alors une primitive F' est donnée par les
formules suivantes :

fm f(t)dt (18a)
— ja f(t)dt (18b)

ou encore F(x)

ou a est quelconque et peut méme valoir +o0 selon les cas.
* On peut montrer la formule réciproque suivante : Soit F'(x) définie par

h(z)
Pla) - f F(t)dt

g(x)

alors, la dérivée de F' vaut

f Intégration par partie

On rappelle que, pour f et g deux fonctions telles que f’ g et f ¢’ soient intégrables
sur [a,b] (f et g doivent en particulier étre contintiment dérivables sur ]a, b[), on a :

b

b b
| t@g @iz + [ f@ge)ds = [f@g@)], |= 167907 - faga®) (19

a

ou on a précisé de quel cété on prend les limites au cas ou f ou g ne serait pas continue
en a ou b.
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B Intégration de Lebesgue

1 Mesure de Lebesgue dans R

La mesure d’un sous-ensemble de R permet de quantifier son importance relative.
Elle est construite de la fagon suivante :

a Mesure d’un intervalle

On définit tout d’abord la mesure de Lebesgue d’un intervalle. La mesure de I'in-
tervalle [a,b] est sa longueur u([a,b]) = wp([a,b]) = p(la,b]) = p(la,b]) = b —a; il
n’importe pas qu’on choisisse les bornes ouvertes ou fermées.

En particulier, on en déduit que la mesure d'un singleton {z,} vaut pu({z,}) = 0;
un point ne compte pas relativement a la droite réelle. On dit qu’un singleton est
négligeable pour la mesure de Lebesgue.

b Ensemble négligeable

De facon générale, un ensemble est dit négligeable si sa mesure est nulle. On va
étudier deux exemples trés différents ci-dessous.
¢ Mesure d’un ensemble dénombrable

La mesure d’'un ensemble dénombrable N est nulle, u(N) = 0, autrement dit, les
ensembles dénombrables sont négligeables pour la mesure de Lebesgue.

Démonstration : par définition, on a N = {x;,i € N*} ou les x; sont les éléments de N que
I’on peut énumérer dans l'ordre, x1, x3, ...

Soit € > 0, montrons dans un premier temps que pu(N) < % Pour cela, on va plonger N
dans un ensemble plus grand, notons le N, construit de la facon suivante :
Ne= U [# —e% 2 + '] Les intervalles [z; — ', z; + €'] peuvent se recouper, mais on a

i=1,2,..00

p(No) < X ul[ws — ey +€°]) = D2, 26" = 2¢/(1 — ¢). On a finalement p(N) < p(N:) <
2e/(1 —¢).

Comme I'inégalité est vraie Ve > 0, on peut passer a la limite ¢ — 07, d’ott u(N) < 0, soit
finalement p(N) = 0.

d Ensemble de Cantor

Il existe également des ensembles non dénombrables et négligeables. Le plus ca-
ractéristique d’entre eux est ’ensemble de Cantor. On va définir le sous-ensemble de
Cantor C; restreint a l'intervalle [0, 1].

Il existe une construction géométrique par récurrence : dans une premiére étape, on exclut
de [0, 1] I'intervalle [§, 2] ; il reste donc [0, $[U]2, 1]. Dans chaque intervalle, on réitére la méme
exclusion, en recalant I'origine sur sa limite inférieure et en appliquant un facteur d’échelle 1/3 :
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a la deuxiéme étape, il y a exactement
deux intervalles, on exclut donc [§, 2] et [£, 5]

909
et il reste quatre composantes connexes. A la
n™e étape, on exclut des segments du type
[£,EEL] et il reste exactement 2" compo-

santes. On peut montrer qu’a l'infini, cette
construction engendre un espace non dénom-
brable mais de mesure nulle.

Il existe également une formulation algébrique, plus aisée mais moins parlante. €; = {les
nombres décimaux s’écrivant 0,n1ns2...n;.. en base 3 tels que n; = 0,2} (autrement dit, n; = 1
est interdit).

e Mesure d’un sous-ensemble quelconque

On considére un sous-espace A de R qui admet une décomposition en un nombre
dénombrable de composantes connexes :

A=Jr (20)

1EN*

ou I; sont des intervalles disjoints.
a Ensemble mesurable

A peut étre ouvert, fermé ou quelconque.

Il peut arriver que le nombre de composantes connexes d'un ensemble A ne soit pas
dénombrable, bien qu’on puisse le mesurer. C’est le cas notamment de I’espace de Cantor
C;. Cependant, la démonstration qu’il est de mesure nulle passe par une majoration de
la mesure d’un ouvert contenant [0, 1]\Cy.

Dans le cas général, on ne peut mesurer les ensembles qui ont un nombre non dénom-
brable de composantes connexes. D’ailleurs, I'existence d’une telle décomposition n’est
assurée qu’a 'aide du lemme de Zorn, on peut tout aussi bien considérer qu’elle n’est
pas toujours assurée.

* Dans le cas ou la décomposition en un nombre dénombrable de composantes
connexes existe, on dit que A est un ensemble mesurable.

B Longueur

La mesure d’un ensemble mesurable A est sa longueur.
* En posant ¢; = p(I;) la longueur de chaque intervalle I; intervenant dans la
formule (20), la mesure de A est donnée par

p(A) = Z li|. (21)

La mesure p(A) peut étre infinie.
Dans ce dernier cas, pour mesurer 'importance relative de A dans R, on calcule la limite

o H(AR]-L L]
L—0o0 2L

ou 2L est la mesure de |—L, L[.
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2 Intégrale de Lebesgue

a Principe

Pour calculer I'aire I définie par une fonction réelle f : R — R, on dispose de deux
méthodes qui, bien qu’elles donnent presque toujours le méme résultat, sont radicale-
ment différentes. ATH

Dans l'intégration de Riemann, on dé-
coupe l'aire en rectangles verticaux et la
somme des aires de ces rectangles tend vers
I quand leur largeur de base — 0.

Dans l'intégration de Lebesgue, on dé-
coupe les aires en bandes rectangulaires ho-
rizontales (qui ne sont pas nécessairement
connexes, comme celle qui est grisée par
exemple). Ici encore la somme des aires de
ces rectangles tend vers I quand leur hau-
teur tend vers 0.

Une conséquence de la construction de l'intégrale de Lebesgue est que ses bornes
naturelles d’intégration sont toujours —oo et +00. On la notera, pour distinguer de
I'intégrale de Riemann, {5 f(t)dt. On rencontre aussi la notation § F(t)dt.

L’égalité

[ swa= ] soa (22)

signifie que les intégrales de Riemann et de Lebesgue donnent la méme aire.

b Propriétés
a Majoration

La formule (I6) est valable pour les intégrales de Lebesgue. On a par contre des
formules supplémentaires, qui proviennent de la construction de Lebesgue.

B3 Décomposition en partie positive et négative

Soit une fonction f intégrable au sens de Lebesgue, on peut décomposer f de fagon
unique en une partie positive et une partie négative, par :

f - f>() - f<() avec

el o= M1

f>() -

et les deux fonctions f=g et f-o sont toutes deux positives ou nulles.
L’intégrale de Lebesgue de f peut alors s’écrire

fR F(2)dz = fR Foolz)dz — fR Feolz)da (23)

ot 'on sépare les aires positives et les aires négatives.

13. Attention & ne pas confondre avec la notation abusive des primitives.
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* La formule @3)) est a priori interdite pour les intégrales de Riemann impropre.

Elle

provient de la construction de Lebesgue, qui au départ ne s’applique qu’aux fonctions

positives, puis est étendue au cas général, justement par la formule (23)).
* Cette formule permet d’établir le théoréme suivant :

v Théoréme d’existence

* Soit une fonction f, elle est intégrable au sens de Lebesgue si et seulement si son

module |f| est intégrable également. Autrement dit

f f(t)dt existe <« J |f(t)|dt existe].
R R

Démonstration : on a §i [f(¢)|dt = §; f-o(z)dz + §; f<o(x)dz.

(24)

* Il existe une version analogue de ce théoréme pour les intégrales de Riemann définies

proprement sur un intervalle fini (cf. la note [Il de la partie A). Par contre, il est
pour les intégrales dites impropres.

c Changement de variable

On considére une intégrale de Lebesgue

Isz@Mm.

o Translation

faux

On peut faire le changement de variable 2’ = x + z, dans U'intégrale I pour tout
zo € R. L’équation (I7al) pour 'élément différentiel, que 'on a établie pour U'intégrale

de Riemann, est valide ici et on a finalement

I:Lf@~%Mm

oll on omet systématiquement les primes.

B Changement d’échelle

* Pour tout A € R*, on peut faire une inflation 2z’ = Az dans l'intégrale I. La

relation ([I7D]) n’est pas valable, on écrit a la place :
dz’ = |\|dx
et on trouve

1 T
I= WfRf(X)dw .

* Notez bien que les bornes sont inchangées, par définition.

(25)

Pour le cas A < 0, cela revient bien au méme que par I'intégration de Riemann ;

le signe de dz/dz’ se compense avec celui provenant de 'inversion des bornes,

dans l'intégrale de Riemann :

foooo flx)dx = +: fQx)Adx = foooo FOx)(=N)dx = || JOOOO f(A\z)dz .

Ce résultat est logique puisque le signe d’une aire ne dépend pas de la fagon dont
on la calcule; le facteur |A| ne change pas son signe, contrairement a un facteur

A, qui changerait le signe de 'aire!
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d Fonction nulle presque partout

On appelle fonction nulle presque partout (ou encore pour presque tout x) une
fonction f telle que {; |f(z)|dz = 0. Une telle fonction n’est pas nécessairement nulle,
f # 0, car il peut exister des points xg, x1, ..., Tn, tels que f(z;) # 0. L’ensemble des
points x; ol la fonction f n’est pas nulle est négligeable, c’est-a-dire de mesure nulle.

a  Fonction caractéristique d’un ensemble négligeable

Un exemple fondamental de fonction nulle presque partout est la fonction caractéristique
d’un ensemble de mesure nulle. En effet, pour tout N de mesure nulle, la fonction Iy
est nulle hors de N'; or, dans ce cas, mesure et intégrale coincident.

Par exemple, soit Q ’ensemble des nombres rationnels. D’aprés ce qui précéde, on définit
fonction Ig par Ig(z) = 1 si z € Q et 0 sinon. Alors, §, Ig(t)dt = 0 : la fonction Ig est
nulle presque partout.

Notez bien que montrer que I est nulle presque partout et montrer que Q est de mesure
nulle sont un seul et méme probléme, ce qui permet de réunifier de fagon synthétique la
notion d’ensemble négligeable et la notion de fonction nulle presque partout.

B Egalité presque partout

Soit f et g deux fonctions, on définit 1’égalité presque partout, qu'on note f = g pp,
par f — g nulle presque partout, f — g = 0 pp.
* On a alors

f=gpp — fRf@)dt: ng@dt. (26)

Démonstration : d’aprés ’équation ([IQ), on a

0<

fR £(t) — g(t)dt

< f £(6) — glt)]dt = 0

ou la derniére équation est la définition de f — g = 0 pp.
* La réciproque est fausse; par contre, on peut écrire

fR F®) —g®ldt=0 — f=gpp

e Conditions d’existence

* Il peut arriver que l'intégrale existe au sens de Lebesgue mais pas au sens de
Riemann ; c’est par exemple le cas des fonctions nulles presque partout ; on peut
créer d’autres exemples en ajoutant & n’importe quelle fonction intégrable une
fonction nulle presque partout.

* A l'inverse, il existe des cas ol seule I'intégrale de Riemann est définie (il s’agit
toujours alors d’intégrale de Riemann impropre). Cela provient du théoréme (24]).

Contre-exemple fondamental : Siooo wdt = 7 est une intégrale convergente, elle

est bien définie au sens des intégrales impropres de Riemann. Pour le montrer, il

suffit de remarquer que c’est une série alternée de terme général tendant vers 0.

Or, 80 ‘SLt(t)'dt est divergente (& cause du terme en %) Donc, d’aprés le théoréme

@), (& Wdt n’est pas intégrable au sens de Lebesgue.

14. Tandis que la mesure du complémentaire vaut u(R\{z;}) = p(R) = oo, f étant nulle sur ce
complémentaire ; pour mieux comprendre, on peut restreindre la fonction a l'intervalle  [0,1], on a

u(fi € [0,1])) = 0 et ([0, 1\{z: € [0.1]}) = ([0, 1]) = 1.
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* L’aspect le plus paradoxal de ce contre-exemple est que ’on montre en intégrant
par parties que cette intégrale est égale & SR “j‘;s(t) dt, qui, elle, est bien intégrable
au sens de Lebesgue. Ceci prouve simplement que l'intégration par parties est

une technique propre a l’intégration de Riemann.

f Intégrale définie sur un sous-ensemble mesurable de R
a Définition

Soit. A un sous-ensemble mesurable de R, on définit l'intégrale de Lebesgue d’une
fonction f sur A par

f f(2)da = f Ly(2)f (2)de (27)
A R

ol 'on a multiplié f par la fonction caractéristique de A pour annuler l'intégrale sur

R\A.

B Egalité des intégrales finies de Riemann et Lebesgue

Pour le cas particulier d’un intervalle A = [a,b], l'égalité entre intégrales de
Riemann et de Lebesgue s’écrit, de fagon symbolique,

b
f f@ydr = [ fa)de (28)

[a,b]

oil la derniére intégrale est, par définition, {5 lja,) (%) f(z)d.

3 Meétrique sur les fonctions

On considére ici les fonctions définies dans R et & valeur dans C, f : R — C et on
cherche les normes adaptées & ces fonctions.

a Norme ||,
a Définition

On utilisera les normes | |,, définies par

= ([ rorar)’| 9

3 Relation entre normes

* On ne peut pas ordonner ces normes.
* Toutefois, on peut montrer la relation

. _ 1 ..
I fllp < £P@FD || fllp+1

ou / est la longueur du support de f, donnée par la formule [2I)). Quand ¢ est infini,
cette formule est inutilisable.

15. Il n’importe pas de savoir si les bornes sont fermées ou ouvertes puisqu’une intégrale SR F(t)dt est
inchangée si on change f sur un ensemble négligeable de points.

16. Remarque, pour une fonction réglée par morceaux, Support(f) est toujours mesurable, et £ est
bien défini (mais peut étre infini).

30



v Exemples

Dans la pratique, on n’utilisera que les normes || [|; et || ||2 ainsi que le cas limite
suivant :
* On définit la norme || |4 correspondant a la limite p — oo par :

[ £l = Yim [ £ - (30)

6 Lien entre ||, et la norme sup

* Si f est une fonction suffisamment continue, on peut montrer

| flloo = sup(f) (31)
R

autrement dit, la norme | |, est égale a la la norme sup des fonctions.
Cependant, sup est définie au point preés, et donc ’égalité entre ||+ et la norme sup peut
étre violée par des fonctions dont la norme supérieure a été artificiellement modifiée en
un point.

* Par exemple, soit f définie par f(z) = e 1*l Vo # 0 et f(0) =2;0na |f
que supg(f) = 2.

Toutefois, il ne s’agit que d’une différence artificielle et, en dehors de cas spécialement

o« = 1 tandis

construits comme celui-ci, on ne la rencontre jamais.

b Espaces de fonctions

A chaque norme ainsi définie est associé un espace de fonctions.
a Espace £,

On note £ I'ensemble des fonctions intégrables au sens de Lebesgue, £1 = {f telle
que | f|l1 < oo}. Ce sont les fonctions pour lesquelles la norme | ||; est bien définie et
elles sont définies presque partout.

B Espace L

On note Lg l'ensemble des fonctions de carré sommable au sens de Lebesgue,
Lo = {f telle que | f]2 < c0}. Ce sont les fonctions pour lesquelles la norme | |2 est bien
définie et elles sont définies presque partout.
v Espace L

On note Lo, l'ensemble des fonctions bornées presque partout, Lo = {f telle que
[flleo < o0}. Ce sont les fonctions pour lesquelles la norme || | est bien définie et elles
sont définies presque partout.
¢ Produits scalaire et hermitien
a Produit scalaire

Pour les fonctions R — R (& valeur dans R), on définit le produit scalaire par

(flg) = ij@)g(t)dt | (32a)

17. C’est un synonyme de intégrable que ’on emploie ici par habitude.
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Toutefois, on se placera plutot, dans ce cours, dans le cas complexe :

B Produit hermitien

Pour les fonctions R — C (& valeur dans C), on définit le produit hermitien par

(flg) = mega)dt | (32b)

d Propriétés des normes construites avec Lebesgue

a Fonctions égales presque partout

* L’équation (Gal) n’est pas vérifiée par les normes construites avec l'intégrale de
Lebesgue : I'égalité f = g est remplacée par ’égalité presque partout, f = g pp,
ce qui s’écrit, Vp,

f=g9gpp <= |f—4glp=0]. (33)

* Ceci est vrai pour || ||o, également.
* Autrement dit, deux fonctions égales presque partout ne peuvent pas étre dis-
tinguées par leur norme.

* Par contre, la norme sup vérifie I’équation (Gal) et distingue les fonctions de fagon stricte.

B Inégalité triangulaire

Ces normes vérifient bien l'inégalité triangulaire (6.

v | |2 et les produits scalaire ou hermitien

* Selon qu’on considére les fonctions & valeur dans R ou dans C, on peut écrire
que ||[2 est la norme associée au produit scalaire ou hermitien.
* La formule de Schwarz (Gd) est bien vérifiée et s’écrit donc,

V(f.9) € Lo x Lo [{[flg) < f]2]gl2 (34a)

ol on choisit le produit scalaire ou hermitien selon que les fonctions sont réelles
ou complexes.
* Dans le cas réel, 'équation (Ge)) est vérifiée, on peut 'écrire :

* Dans le cas complexe, I'équation (Gfl) est vérifiée, on peut 1'écrire :
Vi, ge Lo <f|g>= f—i—gHQ—f—gHQ—in-i-llgHz+11Hf—llg2 (340)

* En conséquence, on a le théoréme suivant : si (f, g) € Lo x Lo, alors {f|g) existe.
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4 Intégrale a paramétres ou variables multiples

a Théoréme de convergence dominée
a Définition
Soit une suite de fonctions f, € £1 tendant simplement vers une fonction f (c’est-
a~dire que f,(x) — f(z) quand n — oo pour presque tout x € R).
S’il existe g € L1, tel que |fn(x)| < g(x) ¥n € N* et pour presque tout z, alors :
° f € ,Cl(R) ;

* on a le droit d’intervertir lim,, et Sdm dans

n—0o0

lim an(x)dﬂ: =f lim f (2 )dz = ff : (35a)

* g est appelé un dominant.

B Application aux intégrales dépendant d’un paramétre

Soit f(z,A) une fonction a deux variables réelles, A est un parameétre extérieur.
S’il existe une fonction g € £1 telle que V(z,\) € R? |f(z,\)| < g(=), alors :
* VAeR, f(x,\) est Lebesgue—intégrable par rapport a x, autrement dit {5, f(z, \)dx
existe ;
* soit F = SR x,\)dz, si f est continue par rapport a A, F' est une fonction
continue et on peut écrire

hmjfx)\dx—ffx)\ (35b)

A— Ao

* il peut exister des \ isolés pour lesquels f n’est pas continue. Dans ce cas, 1’égalité (35D
est remplacée par la formule plus générale :

lim ff z,\) drfﬁ lim /(. A)dx

* g est un dominant grace auquel on peut intervertir intégrale et limite.

v Application a la dérivation d’intégrales dépendant d’un paramétre

Soit f(z, A) une fonction a deux variables réelles.

S’il existe une fonction g € £1 telle que V(z,\) € R?

a—f ’ g(z), alors :
VYA €eR, f(z,\) est Lebesgue-intégrable par rapport a z, autrement dit {5, f(z, A)dx

existe ;
* soit F'(A SR x,\)dx, si f est dérivable en A\, F 'est également et sa dérivée
s’écrit
iy _ dF . [, A) — [z, X0) of
F'(\) = — =1 ’ ’ Ao )dx
[FT ) = 75 (%) = lim f o @ ) ax @ d)dr] (a5

18. En notation savante, cela s’écrit f(_,A) € £1(R) pour tout A € R.
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si % est continue par rapport a A\, F' € C1(R), et la continuité de sa dérivée

s’écrit

: of _ [ of
lim fRa(az,)\)dx (x, \o)dx

= 35d
A—Ao R oA ( )

* il peut exister des A isolés pour lesquels %

(BEd) est remplacée par la formule plus générale :

)\IEI;U j}m %(1 ANdx = Jh /\11{1/\10 %(1 Adz

n’est pas continue. Dans ce cas, 1’égalité

dans l'interversion entre dérivée et intégrale, notez bien que la dérivée totale
devient une dérivée partielle.

b Théoréme de Fubini

o Enoncé du théoréme

Soit f une fonction de deux variables réelles, f : R? — C. S'il existe g et h € L1,
telles que

VyeR |f(z,y] <
VeeR |f(z,y] < h(y)

alors f est intégrable dans R? au sens de Lebesgue et

fRﬂx,y) ddy = jR (ij,y)dx) dy = fR ( fR<f<x,y)dy> dr|.  (36)

B Intégrale définie dans le plan

Contrairement a ce qu’on laisse entendre parfois, l'intégrale de f dans le plan est
définie sans passer par les intégrales simples. La confusion vient de ce que dans tous
les exemples usuels, ce sont les termes de droite de ’égalité précédente que 1'on utilise
en pratique.

Pour construire une intégrale définie dans le plan, on utilise un découpage en surfaces
élémentaires (rectangles, secteurs, anneaux, selon la géométrie des coordonnées utilisées)
de fagon analogue aux intervalles, pour la mesure d’un sous-ensemble de R.

~v Cas de variables séparées

Soit (f,g) € £1 x L1, les conditions d’existence de l'intégrale de h(x,y) = f(x)g(y)
sont bien réalisées et on a séparation des variables, de sorte que

|| Ay daay - (fRﬂw)dw) (ng<y>dy>

5 Valeur Principale

Il s’agit d’'une procédure de régularisation des intégrales divergentes, dans un cas simple
(un cas plus complexe sera rapidement étudié avec les distributions).
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a Reégularisation d’un péle simple

Soit une fonction f admettant un pole simple x, au sens de I'équation (L), c’est-a-dire
que a = 1. On admettra d’abord que ce pole est la seule singularité de la fonction.
De plus, on suppose que la constante ¢ est identique a droite et & gauche.

a Divergence de l’intégrale

On considére une intégrale définie au sens de Lebesgue, en utilisant la formule @7]).
Mais on pourra alternativement I’écrire comme une intégrale de Riemann.
On suppose que z, €]a, b[. Alors, l'intégrale

J\[a,b] f(z)dx

est divergente d’apres le critére de Riemann ([5al).
On peut généraliser ce qui précéde pour les cas a = —0 ou b = o0.

B Reégularisation de 1’intégrale

On peut régulariser cette intégrale et définir sa valeur principale

vp (Lb f(x)dx) 61_1)1%1+ (J:OE f(x)dz + J.:O+6 f(a:)dac)

= lim f(z)dx . (37a)

=0 Jla,b]\Jzo—e,zoc[

La valeur principale ne diverge pas et permet de donner un sens a 'intégrale.

b Reégularisation a l’infini

Soit une fonction f telle que
flx) ~¢/x

en +o0 et en —oo, et la constante ¢ est identique en +00 et en —o0. On admettra d’abord que
la fonction n’admet aucune singularité.
a Divergence de ’intégrale

L’intégrale, définie exclusivement au sens de Lebesgue,

[REZ
R
est divergente d’aprés le critére de Riemann (I5d).

3 Reégularisation de I’intégrale

* On peut régulariser cette intégrale et définir sa valeur principale

. ( fR f(ac)d:c) ~ lim " baydn (37h)

—L

La valeur principale ne diverge pas et permet de donner un sens a 'intégrale.
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c Cas général

* Au cas ou une fonction posséde plusieurs poles, ou qu’en plus d’'un comportement &
Pinfini en ¢/x elle posséde au moins un podle, on peut conjuguer les différentes régu-
larisations et définir sa valeur principale, qui est non divergente et donne un sens a
I'intégrale que 1’on étudie.

* A titre d’exemple, on peut calculer l'intégrale de la fonction z — 1/z sur R en régula-
risant a la fois en 0 et a l'infini. La valeur principale de cette intégrale est

1
lim J —dt =0
0 J-L LN e

L—wo

elle est nulle puisque la fonction est impaire !

6 Convolution

a Définition et propriétés
a Définition

Soient f et g deux fonctions de R — C. Pour (f,g) € £1 x £1 ou (f,g) € Lo x Lo,
on définit le produit de convolution de f et de g, noté f % g, par

fxg(@ fo—t . (38)

B Existence

Cas de fonctions intégrables Si (f,g) € £1 x L1, on définit h(z,t) = f(x)g(t) qui vérifie
les conditions de Fubini (cas de séparation des variables), donc { f(x)g(t)dzdt existe. On a le
droit de faire le changement de variable (x,t) — (2/,t") = (x +t,t), dont le Jacobien s’écrit (on
utilise x = 2’ — t/) :

Oz Oz —

W o
dou (o, f(2)g(t)dzdt = §g, f(a/ — t")g(t))|J|da’dt’ = SRQ. x — t)g(t)dzdt. Comme (g, f(z —
t)g(t )d:z:dt ex1ste d’apres le théoréme de Fubini SR —t)g(t)dt existe également pour presque

tout x (et est intégrable!).

Cas de fonctions de carré sommable Si(f,g) € Lax Ly, on définit h = « f oL i désigne
la transposée d'une fonction u et la conjugaison complexe, autrement dit h(t) = f(—(t — z))=
f(z—1t); alors h € Lo car Lo est stable par translation, transposition et conjugaison ; donc le
produit hermitien {h|g) existe; or, il s’écrit

M) = | FOg(oyit = | sta =090y

v Commutativité

Le produit de convolution est commutatif. En effet,

f fla — t)g(t)dt = f f(Hg(x — tydt
R R

en faisant le changement de variable t — o — ¢.
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b Convolution de deux fonctions a support compact
a Cas général

Soit f dont le support est Support(f) < [a,b], autrement dit f est nulle en dehors
de cet intervalle, soit g dont le support est Support(g) < [c,d], alors :
* f * g existe;
* Support(f * g) < [a+ ¢,b + d].
Démonstration :

ff(x —t)g(t)dt = f [ap)(x — 1) f(x — ) Lje,qp(t) g(t)dl
R R — —— —_——

non nul pour a<z—t<b non nul pour ce<t<d
= r—b<t<z—0a

f[a}—b,x—a] A[e,d]

et l'intégrale est nulle hors de [z — b,z — a] N [¢,d]. Pour étudier cette intersection, il

faut discuter sur les valeurs de . On trouve six cas :
- Pour x < a + ¢, le maximum de

flz —t)g(t)dt ;

fRH[xb,ma] (t)f(x - t)H[c,d] (t)g(t)dt

[z — b,z — a] est inférieur au

minimum de [¢, d] et Uintersection est vide. %] r—=b x—a c R
- Pour a + ¢ <z < min(a + d,b + ¢),
les intervalles se chevauchent, ' = ' >
comme représenté ci-contre. [c,z — al r—b cx—a d R
- Pour b+ ¢ < x < a + d, 'intervalle
x — b,z — a] est emboité dans [c,d]; I I — -
cas valable pour b + ¢ < a + d). [ — b,z — a] ¢c x—b z—a d R
- Pour max(a+d,b+c¢) <z <b+d,

. e -
les intervalles se chevauchent,
comme représenté ci-contre. [z —b,d] cx—b d x—a R
- Pour a +d <z < b+ ¢, 'intervalle
¢,d] est emboité dans [z — b,z — a] ; | = -
cas valable pour a +d < b+ ¢). [c,d] r—b ¢ d x—a R
- Pour = > b+ d, le maximum de
[c, d] est inférieur au minimum I 1 I 1 -
de [z — b,z — a] et l'intersection est vide. %] c d xz—b z-—a R

On laisse au lecteur le soin de vérifier qu’il n’y a pas d’autres cas. Lorsque 'intersec-
tion est vide, I'intégrale donne 0. Or, dans tous les autres cas, x vérifiea+b < x < b+d,
ce qui prouve bien que Support(f % g) < [a + ¢, b + d].

B Cas des fonctions définies sur R,

On peut, dans I'étude précédente, faire tendre une des bornes vers 'infini. Le cas
intéressant est celui des fonctions définies dans R, (donc nulles sur R_).

Si on refait les calculs précédents, cela correspond maintenant & ¢ = 0, b = o0,
¢ =0et d=o0. On prendra garde que seuls les deux premiers cas subsistent, il s’agit
d’étudier le chevauchement éventuel des intervalles semi-infinis [x — b,z — a] =]—00, z]
et [¢,d] = [0,00[. On trouve :

19. Mais f peut parfaitement s’annuler dans [a,b], y compris sur un intervalle fini.

37



- Pour z < 0, le maximum de

]—o0, z] est inférieur au minimum ' i >
de [0, 00[ et l'intersection est vide. %] z 0 R
- Pour 0 < z, les intervalles se che- 1 =
vauchent comme représenté ci-contre. [0, z] 0 = R

Pour z < 0, 'intégrale donne 0, ce qui prouve que Support(f % g) < [0, 00[. L’espace
des fonctions définies sur R est stable par convolution.|*] De plus,la convolution s’écrit

plus commodément, dans ce cas spécifique,
xr
Frata) = H@) | 1= tatt

1 sixz>=0

ou H est la fonction de Heaviside, H(x) = { 0: sinon

20. Ce résultat est essentiel pour la définition de la transformation de Laplace. Cette transformation
n’est pas a notre programme et généralise celle de Fourier, que nous allons étudier, en remplagant

I’exponentielle complexe par une exponentielle réelle.
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C Transformation de Fourier

1 Définition

a Deéfinition générale

Soit f € L1(R) ou L2(R), on appelle transformée de Fourier de f, et on note F[f]
ou encore f, la fonction définie par la transformation F selon

FIFI(k) = f(k) = fezﬂwmf(x)dx = jcos(ka:v)f(w)dm - ﬁf sin(2rkx) f(z)dz|. (39)

R R R

b Existence

* Si f € Ly, le théoréme de convergence dominée s’applique a la fonction h(x, k) =
e 2kT (1), avec comme dominant g = |f|.

* SifeLy\Ly, lexistence de f provient d’un résultat sur le prolongement analy-
tique de F sur Lo (L1 N Lo est dense dans Ls).

* En particulier, pour f € L£9\L1, 'existence de f(k:) n’est pas assurée pour tout
k € R, il peut exister un ensemble négligeable de points k; pour lesquels f (ki)

~

n’existe pas. Au contraire, pour f € L1, f(k) existe pour tout k € R.

c Exemple : transformée de Fourier de la fonction porte II

On appelle fonction porte et on note II la fonction caractéristique de l'intervalle

1 i 11
[—%,%], autrement dit II = [[_1 1, : R > R, 2 — { ot xe[ 22 . La fonction
2°2 0 sinon

II € L1 n Loy. Calculons sa transformée de Fourier :

1 1 .
s —2imkx 2 —2irmkx —1 —2irkz | 2 Sln(ﬂ-k) I
fi(k) = J]Rn(m)e dz = f_% e Ay — —— [e ]% = 22T = sinc(k)

ou la fonction caractéristique a été absorbée dans les bornes (on passe d’une intégrale
de Lebesgue a une intégrale de Riemann selon I’équation (27)).
d Opérateur vectoriel

a Fonction de fonctions

F est une fonction de fonctions, aussi appelée une fonctionnelle, elle agit sur des
¢léments qui sont eux-mémes des fonctions (de R dans C).
B Linéarité

F est linéaire, c'est-a-dire que F[f + g] = F[f] + Flg] et FI\f] = A\F[f] YA e C;

cela provient de la linéarité de l'intégrale.
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v Opérateur

F est un opérateur : elle associe, a toute fonction f, une autre fonction f (on distingue
ainsi les opérateurs des formes linéaires, qui & un élément de I’espace de départ associent
un nombre complexe ou réel).

d Opérateur vectoriel

Les deux derniéres propriétés se résument de fagon synthétique en : « F est un
opérateur vectoriel. » Ce type d’opérateur vectoriel est la généralisation en dimension
infinie des opérateurs matriciels en dimension finie.

e Autres exemples d’opérateurs vectoriels

Les autres opérateurs vectoriels que vous avez déja rencontrés sont la translation,
I'inflation, la dérivation et, quand cela est possible, la primitivation.

2 Propriétés

a Nature de f

Sifels ona f € L9 mais parfois f ¢ L. L’exemple le plus typique qui caractérise
cette propriété est f =11e€ L1 n Lo. En effet, II = sinc € £o mais ¢ Lq.

Si f e £1\Lo, il n’existe aucune propriété simple connue et on peut construire des
exemples avec f ¢ L1 u Lo

b Continuité
a Classement selon le comportement global d’une fonction

* Soit f € £y, d’aprés (B5D) f est continue.
* Soit f et x> xf(x) € L1, dapres BE) f € CL(R).
* Soit f, ..., & — 2" f(z) € L1, par récurrence on a f € C"(R).
* SiVneN, z— 2" f(x)e Ly, alors f € CP(R).
Il existe des propriétés plus fines, qui font le lien entre le comportement local et la
continuité, et sont, par contre, valables pour les fonctions € £1 U Lo et méme s’étendent
aux distributions.

B Lien entre le comportement local et la continuité

Le comportement & l'infini de f est lié au comportement local (sur un voisinage
infinitésimal quelconque) de f, et réciproquement, le comportement local de f est lié
au comportement a l'infini de f.

Soit f € L1 ou L5. On assume de plus que f est décroissante a l'infini. Donc, soit
on peut définir des coefficients (a, 3,7, ...) conformément?d & 1a formule (I, soit la
fonction est a décroissance rapide, comme défini au § A 2j«. On a le résultat suivant

21. Cette distinction devient subtile dans le cas présent, car on confond habituellement les nombres
A € C et les fonctions constantes x +— A.

22. Mais on peut aussi définir ’addition par une fonction f,, c’est a dire f — f+ fo, la multiplication
f = ffo, la convolution f+— f % f5, etc.

23. Le plus souvent, la formule (I5h) est vérifié, mais cet énoncé est plus général.
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* Si0<a<l,alors f admet au moins une discontinuité.

* Lecasa =0 (alors B> 0ou f =0et y> 0 ou etc.) correspond a des fonctions
qui ne sont ni dans £1, ni dans £o. Leur transformée de Fourier ne peut exister
qu’au sens des distributions et présentent une singularité.

* Le cas 0 < a < 1 ne peut également se définir qu’au sens des distributions.

* Sil<a<2 alors f e C(R) mais sa dérivée admet au moins une discontinuité.

*Sin<a<n+1, pour n € N* alors f € " (R) et f(™ admet au moins une
discontinuité.

* Si a = o, autrement dit si f est & décroissance rapide, alors f € CP(R).

* La réciproque s’énonce de fagon analogue (en pratique, on échange f et f ).

¢ J est une quasi-bijection de Ly(R)

Si on considére ensemble de départ Lo, alors I’ensemble d’arrivée est F(Ly). On a
précisément F(Lo) = Lo, F réalise une bijection de Lo dans lui-méme aux fonctions
nulle pp prés. Autrement dit, on peut écrire

f=gpp <= f=gpp|. (40)

En termes plus intuitifs, il peut exister des points k pour lesquels f (k) et g(k)
sont différents, de méme qu'il peut exister des points = pour lesquels f(z) et g(x) sont
différents; on a aussi vu qu’il peut méme exister des points ou f et § ne sont pas
définies. Toutefois, ces points forment des ensembles négligeables, et on peut identifier
les fonctions (leur distance ||f — glla = 0 = | f — g2 est nulle.)

d Transformée de Fourier inverse : théoréme d’inversion

o Définition de F

On note F ou encore F~! Popérateur vectoriel : f > F[f], défini par

F[f1(k) = Jem”kxf(x)dx = fcos(?wkx)f(x)dx + ﬁfsin(?wkx)f(x)dx . (41)

R R R

Notez que T est définie de fagon analogue a F. D’ailleurs, si f est réelle, F[f] est la
fonction complexe conjuguée de F[ f].
B Théoréme d’inversion

On a les propriétés suivantes :
* VfelLyoulsy, F[f] est la transposée de f, autrement dit

FLf1(k) = F(=k)|. (42)

* Si on la restreint a Lo(R), F est la réciproque de F, c’est pourquoi on la note
aussi 71, autrement dit

Vfe Ly |F[T[f]] = F[F[f]] = f presque partout |, (43)

relation dont on donnera une idée de démonstration plus loin et qui est appelée
théoreme d’inversion de Fourier.

24. On choisit ici la norme | |2 car on verra que F est une isométrie de L2 avec sa norme | |2.
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v Corollaire : FoF

Un corollaire trés utile, qui combine la propriété de symétrie et le théoréme d’inver-
sion est que F o F est 'opérateur de transposition, autrement dit :

Viely |F2:ff = (44)

e Continuité

F est continue pour la norme Lo ; c’est une conséquence de la propriété d’isométrie, que
I’on verra plus loin.
On peut donc écrire, pour (fy,)nenx € L2, et f, = f € Lo quand n — 0, que lim F[f,] = f,

n—00

soit :

A

pour presque tout k€ R | lim F[f](k) = fo(k)

f—=7s

ou 'on a utilisé une formulation un peu plus générale. Cette formule peut étre étendue aux cas
ou la limite n’appartient plus & un espace de fonction L5, & condition de prendre la transformée
de Fourier au sens des distributions, comme cela sera étudié ultérieurement.

f Comportement a l’infini

Théoréme : soit f € L1 ou Lo, on a

lim f(k)= lim f(k)=0]. (45)

k——o0 k—+00

Démonstration : considérons pour simplifier le cas d’une fonction f réelle et cal-
culons la partie réelle de f ; quand k devient suffisamment grand, dans l'intégrale
Sz [ () cos(2mzk)dz, la fonction cosinus oscille beaucoup plus vite que la fonction f,
qui est quasiment constante pendant une période du cosinus. De ce fait, on doit ad-
ditionner des aires alternativement positives et négatives qui sont, en valeur absolue,
presque égales, puisque f ne varie pratiquement pas. Certes, le nombre des aires a
ajouter ainsi augmente lui proportionnellement & k, mais on peut se convaincre que ce
phénomeéne de compensation est le plus fort, d’otl le résultat, qui est illustré sur les
graphes suivants.

Dans le schéma ci-contre sont tracées
une fonction f réelle en bleu et la fonction
f(z) cos(2mzk) avec k = 2 en rouge (c’est
la partie réelle de la fonction f(z)e 2imzk
dont f mesure laire). Les aires sont al-
ternées et se compensent modérément ; on

A

trouve ici f(2) ~ —0,032.

A

Dans le schéma ci-contre, f est inchan- f(10) ~ 0,0011.
gée et on trace f(z) cos(2rzk) pour k = 10.
Les aires alternent beaucoup plus rapide-
ment et se compensent mieux; on trouve
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Dans le schéma ci-contre, f est inchan-

gée et on trace f(z) cos(2rzk) pour k = 28.
l\l 1L

Les aires alternent extrémement vite et
se compensent encore mieux; on trouve
[ MHH'HH”” s
“

1Dy
Wil

£(28) ~ —0,00081.

3 Opérations sur les transformées de Fourier

a Translation

o Transformée de Fourier d’une translatée

T f1(k) = e oo f(k) | (46a)

Démonstration :

J e—?wrk:z:f<m _ xo)dm _ J e—2n7rk(:1:+wo)f<m)dm
R R
otl on a posé =’ = & — x, puis omis le ’

_ C72i17rka:OJ CiQﬁﬂkaf(éL')déL'
R

B3 Transformée de Fourier inverse d’une translatée

T fl(k) = e F[f](k) |- (46Db)

Démonstration :

J 2iwkx f(.L o £O)d:E _ J CQﬂwk(erzo)f(x)dl,
R R
oil on a posé &’ = x — x, puis omis le

_ eQﬁﬂ'kwo J eQﬁﬂ'kwaC)dCE
R
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~ Transformée de Fourier d’une fonction multipliée par e?imho®

Flemher f(z)] = Fof | (46¢)

Démonstration :

f(‘,72“]{35CQMkOIf(ZL')d:L' f(\/fQﬁﬂ(kfko)l‘f(l.)dl.
R R

f(k — ko) par définition de F .

5 Transformée de Fourier inverse d’une fonction multipliée par e?™ko®

Fleimhor ()] = ~™F[f]}. (46d)

Démonstration :

f CQﬁﬂkx CQﬁﬂk"ff(.’IJ)(l:L' (\2ﬁﬁ<k+k°)x'f(flf)d.’lf
R

Il
=

?[f](k + ko) par définition de F .

b Inflation

a Transformée de Fourier directe d’une dilatée

FIh = Alfe ] (47a)

Démonstration :

J e ATk £/ Ndr = |N| J e~ HTRAL £ da! en posant @' = z/X et dz’ = da/|)|
R R

‘/\‘ J e—QﬁTr()\k‘)(I:f(:I;)dm
R

ALFOR) -

B Transformée de Fourier inverse d’une dilatée

FLAI(R) = INTLFIONK) - (47b)

La démonstration est identique a celle pour la transformation directe.

v Transformée de Fourier de la transposée

* On rappelle que la transposition est une inflation d’un facteur —1.
* La formule ([@Tal) donne pour la transposition

—_— N N

Ff] = Ff] soit f(—k) = F[f](k) . (47¢)
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6 Transformée de Fourier inverse de la transposée

On obtient des formules analogues pour F.

c Parité et conjugaison complexe
a Transposition et conjugaison

On peut établir des formules analogues aux relations ([@2) et ([@7d), qui les généra-
lisent :

F/1 = 511 = 5111 5 (48a)
FU/1 = 3171 = 517) = 9171 (48b)
L] = 9171 = F17] = 517 |. (48c)

Démonstration : pour la premiére équation de [{8al), on écrit
?[f](k) _ J e—Qﬁﬂ'k;L'f(_m)dm _ J e?imk::l:f(x)dx
R R

en faisant le changement de variable z — —x ; puis on applique la relation ([42). Pour la premiére
équation de ([@8L), on écrit

FIf1(k) = JR R f(2)dw ;

puis on applique les relations ([@2) ou [{Zal). Pour les relations ([@Zd), on applique simultanément

les relations ([@8a)) ou (A8L).

B Conservation de la parité

La relation (47d) prouve que la transformation de Fourier conserve la parité :

A

f paire — f paire;

f impaire — f impaire.

~ Fonction hermitienne ou antihermitienne

Soit une fonction de R — C, on introduit les définitions suivantes :
* f est hermitienne si et seulement si

F=f| < VzeRf(—a)=f); (49a)

* f est antihermitienne si et seulement si

J=-f| = VaeRJ(=2)=—f(a); (49b)

° cette notion est utile pour synthétiser les propriétés de la transformation de Fourier,
comme suit.
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6 Formules de conservation par Fourier

* A partir des formules (48al), (48H) et ([@8d), on peut établir les relations suivantes
pour F :

f

~

[
[

oll on remarque qu’apparait, dans chaque relation, une partie réelle ou imagi-
naire de f ou de f.

Ces relations permettent d’établir les lois suivantes :

-+

[——

FLf ; (50a)
A1 £Ff] = Ff : (50b)

H

f réelle <= f hermitienne
f imaginaire <= [ antihermitienne
f hermitienne <~  f réelle

f antihermitienne <= f imaginaire
On peut résumer ces formules d’une fagon assez élégante. En conjuguant la dé-
composition dans C et la décomposition paire/impaire (Bd), on peut décomposer
toute fonction f en quatre fonctions :

f = f?Rpair + f%pair + f?Rimp + f%imp (51)

une partie réelle paire, une partie imaginaire pure paire, une partie réelle impaire
et une partie imaginaire pure impaire. Alors, en appliquant la méme décomposi-
tion pour f, on établit les correspondances suivantes

f = f Rpair + f Spair + f Rimp + f Simp
f = f Rpair + f Spair + f Rimp + f Simp

ce qui s’écrit, de facon plus détaillée,

St[f%pair] = f%pair ; St[fﬁpair] = f%pair ; 5t[f?]‘%imp] = f%imp ; 5t[f%imp] = f%imp .

d Dérivation

a Dérivée de la transformée de Fourier directe ou inverse

df . ,
T —2inFxf(x)]|; (52a)
dF[f] _ .. 2

Condition d’existence : il faut que =z — z f(z) € £1 ou Lo pour que f soit dérivable
partout. Toutefois, ces formules se généralisent dans des cas ou f n’est pas dérivable
partout, éventuellement & I’aide de la théorie des distributions.
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Démonstration : on suppose que f et © — xf(xz) € Lo, le cas général se démontre par
densité :

d —2imwkx o a —2imkx
). e f(z)dx = JR a7 € f(z)dx

. . d .
on a pu intervertir T et par le théoréme de convergence dominée
R

JR(—QMJC) e 2R f () d
= 2inT[xf(x)](k) ;

et pour la dérivée de la transformée de Fourier inverse,

d 2imkx 0 2imkx
i ). e f(z)dx = JRa—ke f(z)dx
d
on a pu intervertir T et J par le théoréme de convergence dominée
R
= J (2imz) ™R f (1) da
R
= 2inT[zf(2)](k) .

B Transformée de Fourier directe et inverse de la dérivée

L Y(k) = 2imh () | (52¢)
?[% (k) = —2iwkT[f](k) | . (52d)

Condition d’existence : il faut que df/dz € £; ou Lo. On ne peut rien dire de
k— kf(k) Par exemple, pour f(z) = z'/4, on trouve que cette fonction n’est pas dans
L1 0 Lo alors que f est dans £1 n L.

Démonstration : on se restreint & f € £1 n Ls, le cas général se démontre par densité :

P © e df
2imwkx _ 2irkx
JR e . (x)dx J_OC e . (x)dx

intégrale de Riemann calculée par parties :

o0

— [072"‘”.}“(:5)]_00 - J (—2i7k) e” A7k £ (2)dx
— R

et pour la transformée inverse,

JcQMmﬁ(x)dx _ JOC C2ﬁﬂkmﬁ(l‘)dl‘
R

dx . dx
intégrale de Riemann calculée par parties :

= [e%‘”f(a:)]ofjo — J (2i7k) eQﬂ“kf(a:)da:
— R
=0
—2iwkT[f](k) .
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e Fonctions gaussiennes

Il aurait été logique d’étudier le cas particulier des fonctions gaussiennes plus tot,
mais on ne disposait pas auparavant des propriétés de transformation, qui permettront
une approche plus élégante.

On notera f, . la fonction gaussienne non normalisée

froala) = ez’

o . _ 2
o Invariance de la fonction e ™ ™*

La fonction fy; est invariante par F, c’est-a-dire que sa transformée de Fourier est
Jor = fo1-
Démonstration :

* il s’agit de montrer que fm est solution de la méme équation différentielle que

Jo;
* notons d’abord que fo1 est solution de f/(x) 4+ 2wz f(x) = 0;
* calculons foi- D’aprés ce qui précéde,

dfi _ _
fOl (]{;) = —2117zj e—znﬂxkxfbl (I’)dl’ — ﬂf e—2117rxk'<_2xﬂ_) e_7r12dx
dk R .

= i [e—Zﬂﬂxk e—wa]x:Jroo

"

ﬁf (—2imk) e ~2imk e ™ dz par partie
R

r=—00
_

v

=0

= _27rkf e 2imak e_”2dx = —27T/<:f01(k)
R

ce qui prouve que foi + 27rkf01(/<:) =0;

* fo1 et f()l sont solutions de la méme équation différentielle du premier ordre.
Les solutions d’une équation du premier ordre forment un espace vectoriel de
dimension 1, ce qui signifie ici que fo1oc fm. Pour démontrer que le coefficient de
proportionnalité est 1, calculons enfin fm(O) ;

* for(0) = Sz e dy = Sz e_tQ% en posant t = xz4/m. Enfin, on calculePd

fp e dt = /7, dott for(0) =1 = fo1(0).

25. Démonstration : soit I = SR et dt, on écrit

12

2 2
f e ” dxf e Y dy par changement de nom des variables muettes
R R
2 2
= f e (T Y )dxdy par le théoréme de Fubini (cas de variables séparées)
R

= J efpzpdpde avec le changement de variable (z,y) — (p,0)
R

e_”2 Oo
2r | — 5 =T
0

d’ou le résultat (on a utilisé le jacobien standard du changement de variables cartésiennes en variables
2 oz

8

polaires J = = p, d’ou le facteur |J| = p).

<

x
20
9y
?

0

DD

V|
A
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B Transformation d’une gaussienne quelconque

i Montrons que f,, , = *° <(f01)\/f> (c’est-a-dire que 'on fait subir une dilatation

d’un facteur \/g a fo1, puis une translation de z,). En effet,

—m(z4/2)? — oo

(f01)\/§(95) = foi(z/2) = e

et finalement, “ fo1(x/2) = for ((x — 20)y/2) = e—a(@—z0)?

ii On calcule fxoa en utilisant d’abord la formule de translation,

Faualk) = B2 (for) el()

puis on applique la formule de dilatation

—2inka [T 2
= e 27 \/gfm(k\/?)

. T\2
e—2117rka:o e—ﬂ(k\/g)

e—21'17rka:o e—7r2k2/a )

v Démonstration du théoréme d’inversion

K.~¢>>
=
:—/

o)

5

®

On calcule maintenant

f (@)

ef2ﬂ7rk:mo ef7r2 k2/a] (x)

I
=
@

on applique la réciproque de la formule de translation

_677r2]g2/a] (.%' + 1’0)

«\

e*a,kg] (z + x,) en posant o’ = 7%/a

«\

1 ef7r2 (z+x0)2/a’
a

i

2
—%(x+a:o)2

= (§]

Vel
= el — () = f(a) .

Pour vérifier le théoréme d’inversion de Fourier, on écrit finalement

A~

Ff)(@) = F[f](~a) = f (—2) = e~o(CDFa0)” = gmalemae)® — f(q)

ce qui prouve le résultat pour toutes les fonctions gaussiennes.
L’ensemble des gaussiennes est dense dans Lo, ce qui permet d’étendre par conti-
nuité le théoréme d’inversion a toutes les fonctions de £s.

26. Remarquez l'inversion de l'ordre des transformations.
27. Soit f € L2, soit € > 0, il existe (a1, z1,¢1), ..., (an,zN,cn), N triplets dans R¥ x R x C tels que
2
Ve eR, |f(z) — Zivzl ci e (@T)7 L e,
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f Produit de convolution

a Transformée de Fourier d’un produit de convolution

Soit (f,g) € Lo x Lo ou L1 x L1, 0n a

A

Flf*gl=13|- (53a)

Le produit f g existe dans tous les cas, mais on n’est pas assuré qu’il appartienne a Lo ;
si(f,g) € Lo x Lo, on a fet ge Ly, donc fge Ly, ce qui permet de lui appliquer B39).
Par contre, si (f,g) € £1 x £1, on sait directement que f % g € £ et que donc F[f * g]
existe. Le reste découle de la démonstration qui suit.

De méme, on a

F[f % g] = F1£1519] |- (53b)

J dr 672i17rkt:1: j f(fl? o f)g(t)df
R R

= J [z —t)e 2@ g (1) e 2R gt
R2
on fait le changement de variablePd (t,x) = (t,t' =2 —1)
—2imkt’ —2imkt g/
= e dt'dt
j IRIGEarICL

k)g(k) .

Démonstration :

FLf *g](k)

B Transformée de Fourier d’un produit de fonctions

On se restreint ici aux fonctions de Lo, ce qui nous permet d’utiliser le théoréme
d’inversion de Fourier. La validité de la formule qui suit, pour des fonctions aussi gé-
nérales que dans le cas précédent, n’est pas acquise, malgré une fausse impression de
symétrie entre les deux formules. Soit f et g € L5, on a

N

Flfgl=rf*3g|. (53c)

De méme

Flfgl = Ff1*TFlg] |- (53d)

Démonstration : posons F' = f et G = § (F et G € L3). On peut écrire F[F % G] =
F'G. On prend la transformation inverse de cette relation, ce qui donne

FF* G = FIEG] = Ff §] = F173] = FLFq) = Flfal = FLfo]

ou on a appliqué la conservation de la parité par Fourier, et les formules (48al), (43D)) et
([@8d) (la composition de la transposition et de Fourier inverse n’est autre que Fourier
direct). Si on applique le théoréme d’inversion sur le terme de gauche, il vient finalement

F %G =TJ[fg] — f*xg=1fg

ce qui est bien la formule recherchée.

ot
28. dont le Jacobien vaut (onaz =t+¢t) J = ’ (@x at ’ = ‘
Pt o
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4 Autres propriétés

a Lien entre Fourier et intégrale
a Aire totale d’une fonction

Théoréme : Soit f € L1 ou Lo, si f est continue en k =0, on a :

f(0) = ijwdt | (54)

Démonstration : cela semble trivial puisque, par définition, en k = 0, on a

F1£1(0) = jR &0 £ () i = ij@c)dm

mais il ne faut pas oublier que ’expression de Fourier n’est valable que presque partout.
Plus précisément :
*Sife L, f est continue, en particulier en 0, et la formule est toujours vraie :
« pour les fonctions intégrables, la formule de Fourier est valable pour tout x €
R ».
* Si f e Lo, la condition f continue en 0 assure que 0 ne fait pas partie des valeurs
de k pour lesquelles la formule F[f](k) = § e ™5™ f(z)dx faillit.

B Cas général

Dans le cas général, on utilise la valeur principale de 'intégrale de f, définie & I'infini
par la formule ([B7D), qui existe quand f € Lo (ou £1 a priori). On a alors

w ([ rar) = 30 + froy)|. (59

v Reégularisation

Soit une fonction de £1 ou de Lo, supposons que f admet une discontinuité en x,.
En appliquant la formule précédente, & 'aide des diverses formules de transformation
de Fourier, on montre que

FIU (o) = L)) (56)

ce qu'on appelle la formule de régularisation. Un exemple, qui a été étudié en probléme
les années précédentes, est celui de la fonction de Heaviside H, définie par H(x) = 1
Vo = 0et H(x) =0 Yz < 0. Par régularisation, la valeur en 0 de H est %, puisque

(la démonstration nécessite la théorie des distributions).
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b JF est une isométrie de L,
o Isométrie de Lo

Soit une fonction f € Lo, on a | f]2 = | fll2; autrement dit, F conserve la norme | ||
des fonctions. On peut ’écrire, plus précisément,

f (@) P = f FU) Pk | (57a)
R R

B Cas particulier des gaussiennes

Comme pour le théoréme d’inversion de Fourier, on va démontrer la formule (57al)
pour les fonctions gaussiennes, sa généralisation pour toutes les autres fonctions décou-
lant de la densité des fonctions gaussiennes dans Ls.

On reprend la notation f, 4, (z) = e_a(x_“”o)Q, dont on a calculé précédemment la

transformée de Fourier,
~ 1 _9% 212
fa,mo (k:) = \/7 Ee 2imkzo e T’ k%/a

et on calcule séparément, d’une part,

A T
j |fa,:vo(x)|2dx = j eiza(ximo)de = f f2a,:vo (m)dm = f2a,mo (0) = Py
R R R 2a

ot on a appliqué la formule (B4)) ; et, d’autre part,

2
[ Vawstwpar = (\I) [ es®iear =2 [ fo == [ = [ 2
R a R aJp’ a0 a 2% 2a

ou le facteur exponentiel a donné un module 1; on retrouve bien finalement
| Vo) = | Vo, ()P
R R

v Conservation du produit hermitien

Comme F conserve la norme | ||2, il conserve aussi le produit hermitien, qui lui est
associé. Cela s’écrit, V(f, g) € Lo x Lo, {f|G) = {f|g), soit

fR%aaz)dk _ meg@)dm | (57b)

0 Formule de Parseval-Plancherel

Pour tout couple (f,g) de fonctions dans Lo x Lo, on a

f F(Hg(t)dt = f F(tg(tydt | (58)
R R
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Démonstration : on pose F = f et G = g, et on applique I'équation @8) : (F|G) = (F|G), soit
en détail

A

f FLF) ()G () = f F)G(v)dv
R R

ou on a mis des variables muettes nouvelles, car on ne peut plus ici distinguer entre espace
direct et indirect. On applique la relation (8L, f(k) = §, e~2imk f(z)dz = §, €™ f(z)dz =
F[f(z)] et la premiére égalité peut se récrire

| T T@Iman = | fogwie | Tatade= [ feg

— | switods = | Fogwd.

CQFD.

¢ Continuité de F

F est une fonctionnelle continue dans L£2(R), mais pas dans £;(R).
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D Résumé sur la transformation de

Fourier

a Propriétés générales

Fonction dans I’espace réel

Fonction dans ’espace réciproque

f(z) = F1f](x)

_ SR eQinrkxf(k,)dk

7k = F171)
_ SR e—2117rkacf(x)d:C

"o f(x) = flo— o)

e—2f17rlmo f(k?)

=~ =~

T (a) 7 (k) = F(k ko)
(@) = f(a/A) INfL (k) = [IALF (k)
f(z) = f(-=) I (k) = f(=k)
df /dx 2imk f (k)

—2irxf(x) df /dk

b Transformées de Fourier courantes

C

fonction transformée de Fourier
. i 1 ikl <1/2
sinc(z) = S22 | [1(k) = | ‘ <1
T 0 sinon
—ax? T —72k?/a
Vae /
o ] 22
A2 4472k2

Formule de Parseval-Plancherel

fR F(t)gtydt = fR F(0d(t)dt
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Partie 11

Théorie des distributions
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A Distributions ordinaires

1 Introduction : la fonction de Dirac

a Construction d’une fonction de Dirac

La fonction de Dirac, communément notée d, n’est pas & proprement parler une
fonction. On peut la définir comme la limite de diverses suites de fonctions. Par exemple,
soit la suite des fonctions f,, définies par morceaux,

n 0 . 1
six < —=

T Ful@) = n22x+n s?—%gxfo,

11 —-n°T+n si0<z <o,
non 0 six?%,

cette suite tend, dans un sens que 'on va préciser ultérieurement, vers la fonction de
Dirac 4.

a Limite de la fonction presque partout

Si on suppose que 0, la limite de la suite (f;,)nen*, est une fonction ordinaire, alors
cette suite doit au moins tendre simplement vers sa limite.

Or, pour tout  # 0, on a lim f,(z) = 0. On constate que la limite simple de la
n—ao
suite de fonctions f,, est la fonction nulle presque partout.

Démonstration : soit, par exemple, > 0, soit n, > 1/x (par exemple n, = 1+ la partie

entiére de l'inverse de z), alors, Vn = ng, fo(z) =0, car x ¢ [—-1,1].

De fagon analogue, on montre que lim f,(z) = 0 pour z < 0.
n—00

Pour z = 0, f,(0) n’a pas de limite, puisque c’est lim f,(0) = lim n =0 .
n—ao0

n—00

Finalement, on a prouvé que f,, — 0 presque partout.

29. Il serait parfaitement possible de construire une suite de fonctions f,, dont la limite serait nulle
pour tout x, y compris x = 0. Par exemple, on peut choisir

0 si cv<[)oucv>%,

2 . [

fn(z) = 8n"x si 0<z <5,
—8n’x 4+ 8n  si ﬁ <zr< ,ll

qui tend simplement vers 0, y compris pour = = 0, puisque Vn € N*_ f,,(0) = 0.
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B Limite de Pintégrale

L’aire de f, est indépendante de n et vaut 1. On a donc

lim | fu(t)dt = lim 1 =1.
R

n—aoo0 n—0o0

~v Contradiction

* Toujours en supposant que la limite simple existe dans I’espace des fonctions, on
constate qu’on ne peut pas appliquer le théoréme de convergence dominée. On
observe en effet que

lim | fp(t)dt=1%#0= f lim f,(t) dt ;

les deux limites sont différentes, et on ne peut intervertir limite et intégrale.
Il en résulte qu’on ne peut définir 6 comme la limite lim f,. L’objet des distri-
n—ao0

butions est de donner un sens a cette limite, dont on verra qu’elle n’appartient
pas a I’ensemble des fonctions.

0 Limite définie avec la fonction de Dirac

Sil'on calcule 'intégrale §p f,(t)@(t)dt, ot ¢ est une fonction suffisamment réguliere,
on peut montrer que cette suite est convergente :

i, [ fu(t)p(0)dt = 2(0)
R

n—o0

Démonstration : quand n est suffisamment grand, on a

| futretiae = [ et = o) | futide = o10)

3=

car ¢(t) ~ ¢(0) pour t € [-1, 1] quand n ~ o.

b Espace dual
a Définition

Soit E un sous-espace vectoriel de fonctions définies de RP dans R™ (ses éléments
sont donc une certaine catégorie de fonctions f, x € RP — f(z) € R™).
* L’espace dual E* est défini par les fonctions de fonctions, qui & une fonction de
FE associent un nombre complexe, on les appelle formes linéaires, et on les notera
Ve FE*:
U : E—>C, f—VY[f]

ou la définition implique ¥[f] € C; de plus, ¥ doit étre linéaire :

Y(fi f2) € B2, (A, ) € €% (O fr + Mafo] = MULA]+ MW[f]]. (59)

* On peut plonger E dans E*, de la fagon suivante : & f, on associe ¥y par
Uy : E—C, h— Uy[h] = f f(z)h(x)dx .
R
* Ceci prouve que E c E*.
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B3 Espaces duals inclus

On se rappelle que la limite de la fonction de Dirac 121}[ fn nexiste pas dans F, de quelque
facon qu’on choisisse le sous-espace E. Comme E* D E:l si on choisit intelligemment F, cette
limite existera dans E*.

On a la propriété universelle : soit F et F' deux sous-espaces, vérifiant F < F', alors
E* o F*,

Démonstration : soit W € F'*, montrons que ¥ € E*. Soit f € F, il suffit de montrer que
U[f] est bien définie Vf, pour prouver le résultat. Or, Vf € E, f € F également, donc ¥[f]
existe par définition (puisque ¥ € F*). Ceci prouve bien que ¥ € E*, et finalement, on a prouvé
E* o F'*,

Cette propriété prend tout son intérét ici quand on observe que les espaces de fonctions F
et I’ sont de dimension infinie. En dimension finie, on a, au contraire une bijection canonique
entre un espace E et son bidual E** ce qui signifie que tous ces espaces sont algébriquement
équivalents.

Ainsi, plus on choisit F petit, plus son dual est grand. Il est inutile de choisir un
grand sous-espace E. Le but n’est pas seulement d’obtenir un espace E* grand mais aussi
de travailler avec un sous-espace de fonction plus commode. Pour cette raison, on va
travailler dans le sous-espace des fonctions F = D(RP), que 'on va définir maintenant.

2 Espace de fonctions D(R?)

a Deéfinition

Les fonctions de D(RP) sont des fonctions de RP dans R™, qui vérifient les propriétés
suivantes (on considérera le plus souvent p = 1 et n = 2, donc les fonctions de R dans
C) : ces fonctions sont C* et a support compact. On les appellera fonctions test.
a Fonction infiniment dérivable

* Soit f e D(RP), pour tout (ni,nsg,---,np) € NP, on peut définir

anl...a”pf

ni np
ox - o

et de plus, cette fonction est continue.
* Pour p = 1, cela signifie simplement que la n®™¢ dérivée f(™ existe et est conti-
nue.

B Fonction a support compact

La notion de fonction a support compact (cf. § I A 2b 3) se généralise Vp € N*.

b Exemple

On va prouver que D(RP) est non vide, en explicitant un exemple. On se contente
de p = 1, bien que la généralisation soit élémentaire.
* Soient a < b € R, soit la fonction f définie par

flz) = { e(zfa)l(%‘ﬁ x €la, bl ,

0 sinon ;
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notons que (x — a)(x —b) < 0 Yz €]a,b[. On en déduit que

- T
a:lgg+ (x —a)(z —b) sz— (x —a)(z —b) *

et, par conséquent,

1 1
lim e@=a)==b) = lim e(—a)=-b) =() .
z—at T—b—

f est par construction a support compact. Il reste & prouver que f est C%.

* En premier lieu, f est clairement C* sur |—o0,al U Ja,b[ U ]b, 0. Sur |—o0,a[ et sur
b, 0[, f et toutes ses dérivées successives sont identiquement nulles. Sur ]a, b[, 'expres-
sion des dérivées successives de f est du type

S R
fraction rationnelle x eG@=aG@=b) ;
or, le facteur exponentiel gagne toujours sur les termes polynéomiaux, donc on a, Vn € N,

lhn+ f(")(:L') = 111?7 f(")(:L') =0.
On a donc, Vne N, f™(a=) = f™M(at) =0 et f(b7) = f("(b*) = 0, ce qui prouve

que f est bien infiniment dérivable en a et b, et finalement sur R entier.

c Suite régularisante

L’espace D(RP) est dense dans l'espace des fonctions continues par morceaux. On
se restreint, comme souvent, a p = 1.

Commencons par définir une suite p, de fonctions dans D(R), qui tend vers la
fonction de Dirac.
a Suite p,

* On définit

1
1271/712 1/(t2_1/n2) *l l
Pn(w)_{e /SRG dt wel-5, 0,

0 sinon.

* On sait, d’aprés le § b que p,, est infiniment dérivable.

* De plus, grace au facteur ad hoc, on a {5 pn(t)dt =1 ¥n e N*.

* Puis, pour une fonction f quelconque mais & support compact, et ¢ € D(R),
montrons le résultat suivant : f % ¢ € D(R)

B Convolution d’une fonction a support compact et d’une fonction de D(R)

Soit f a support compact ; soit (a,b) € R? tel que Support(f) < [a,b]. Soit ¢ € D(R),
soit (a, B) € R? tel que Support(y) < [a, 3].
* Rappelons d’abord que le produit de convolution f % ¢ est a support compact. Cela a
été fait en détail au I B 6 b a au chapitre sur la convolution des fonctions. Rapidement,
on a

Frple) = | e =t

Or, les fonctions a 'intérieur de I'intégrale sont non nulles poura <t <beta <x—t <
[, autrement dit
a<t<b
r—f<t<z—o«.
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Pour que l'intégrale soit non nulle, il faut donc que Uintersection [a,b] n [z — 5,2 — ]
soit non nulle. Ceci implique, en particulier que x — 3 < b et x — o < a ; soit finalement
r<b+pfetxr>a+a.

Ceci prouve que le support de f * ¢ est inclus dans [a+«, b+ 3], donc que cette fonction
est a support compact.

Montrons maintenant que le produit de convolution est infiniment dérivable.
Si on veut calculer dp({ggf”, il faut dériver sous le signe somme. Or, comme les
fonctions sont a support compact, on peut toujours les majorer, ou leurs dérivées,
par leur maximum, qui est bien intégrable sur le support, et par zéro ailleurs.

Finalement, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée et écrire

AP f %
TIEL () = dmpff ol — t)dt

_ T
- [ 055w na

_ A
- | r0GEe—n

dxP x —t)P
égaliig a1l

- f (O (z — t)dt
R

qui est bien définie, puisque ¢ est infiniment dérivable. Ceci prouve que f % ¢
I’est également. De plus, en examinant le calcul précédent, on prouve, plus pré-
cisément,

(f*@)® = fxo® | (60)

* On en déduit finalement que p,, * ¢ € D(R).
On définit finalement la suite régularisante

~ Suite régularisante

Soit f continue par morceaux, on définit f,, = (fI[_p 1) * pn-

* Vérifions d’abord que f, € D(R). Soit n € N*, par construction, support flj_, ,; <
[-n,n], fl[_n n] est & support compact. D’aprés le § précédent, f, € D(R).

* Montrons maintenant que lim f, = f. Pour cela, calculons f, — f :
n—0oo

5@ =1 = [ @pate =0~ @) [ ot o
n R

=1
.. 1
on choisit n suffisamment grand pour que x + —<netx——>—n ala fois

n
| |+\/L2

il suffit de prendre n >

= J (f(f) — f(il?)) pn(x - t) dt
R —

=0 pour |z—t|><

- | ) - F@)pala - t)dt

30. Pour p = 1, on écrit 2 (u(z)) = d—“Jt ¢ (u(x)) et 24 = 92—t — 1 et on généralise Vp par récurrence.
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d’ou
il

vaw—fuﬂ<f () = F(@)|onlz — t)dt

Supposons que f est continue en x ; soit €, soit « tel que, pour [t—x| < «, |f(t)— f(x)] <
e; alors, pour n > 1/« (et vérifiant les conditions précédentes), on a

x+%
1@~ @)l < [ epte—ar = .

n

ce qui démontre que f,(z) — f(x).

* Si x est un point de discontinuité de f, on ne peut prouver le résultat. Mais ’ensemble
de ces points est de mesure nulle.
Finalement, on a prouvé que, pour presque tout = € R, f,(z) — f(x) quand n — 0.
On dit que f, — f simplement.

3 Espace des distributions D’(R")

a Deéfinition

D'(R™) est un espace dual de l'espace D(R™), plus précisément, c’est 'ensemble des
formes linéaires T' de D(RP) — C, ¢ — T[p], ou ¢ est une fonction test quelconque,
vérifiant la propriété de continuité suivante :

a Propriété de continuité

Soit I un intervalle quelconque, alors T' est continue au sens des distributions si et
seulement si il existe ¢ € R% et m € N tels que, Vo € D(RP) telle que Support(y) I,
on ait

ITle]l < cle™]]; (61)

(il n’est pas utile de préciser de quelle fagon on définit la norme de o™ car, cette
fonction étant & support compact, toutes les normes sont équivalentes. En pratique, on

prendra souventf] lpllo = max  |p(x)]).
xeSupport(p)

B Suite de fonctions convergente

Soit une distribution T, la propriété de continuité (GI) implique que, si 'on a une
suite convergente définie dans D(RP), ¢, — ¢ quand n — 00, alors, la suite définie dans
C : T[pn] est aussi convergente, et sa limite est T'[¢].

v Notation de Dirac

Par la suite, on utilisera la notation de Dirac, T[] = (T'|¢). Les distributions sont
a gauche, les fonctions test & droite.

Quand cela sera nécessaire, on utilisera la notation des physiciens T'(z), o x est
une variable muette. Dans ce cas, (T'(x)|¢(x)) signifie que T" agit sur la fonction test ¢.

31. L’égalité est vraie car ¢ € C*(R).
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b Propriétés
a Addition dans D'(RP)

Soient T} et Ty € D'(RP), la forme linéaire T} + T, définie par

Ype D(RP) [(Th + Dalg) = (Tilg) + (Talp)

; (62a)

est bien une distribution.
Démonstration : soit I = [«, §] un intervalle, soit (c1,c2) € R’f, et p1 et po tels que les
propriétés de continuité de T4 et de Ty s’écrivent

Vo e DR) |Ti(p)l < 1™ et |Ta(p)] < ea 0P?]|co ;

supposons, par exemple, que p; < p2, notons ps — p1 = m. En appliquant récursivement la
formule des accroissements finis, on montre que max ap(p') < (B —a)™max 99(7’2), autrement dit,
[e® 0 < (8= )™ [¢P2)] 0, o on tire

KTilp) + (Talp)l
KT1le)| + KT2e)]
1o o + 2l P oo
c1(B8 — )™ %) + c2 P
(c1(B—a)™ + c2) %) oo

(T1 + Tolp)l

NN N

ce qui prouve la propriété de continuité ([GI) pour T; + Tb.
B Multiplication par une constante

Soient T € D'(RP) et Ae C, on a

Vo e DR?) | (\Tlpy = XTp) = (T|Ap)

(la derniére égalité utilise le fait que les distributions sont des formes linéaires).

: (62b)

~ Suite

On dit qu’une suite (7}, )pen+ définie dans D’(RP) converge vers T', et on note T,, — T
quand n — o0, si et seulement si, Y € D(RP), on a (T, |¢) — (T|p) quand n — 0.
6 Linéarité dans D(R)

Ceci est un simple rappel : les distributions sont des formes linéaires, donc, comme
on l'a déja vu dans le rappel sur la dualité, soit T' € D'(RP), on a

V(p1,92) € D(R?) [(Tlpr + w2) = (Tlor) + (Tlg) | - (62¢)

Ceci exclut, par exemple, ¢ — {5 [p(t)|dt des distributions.

4 Distributions réguliéres

On rappelle que E peut étre plongé dans E*. Les distributions réguliéres sont jus-
tement les images des fonctions élémentaires, quand on les plonge dans D’(RP). On va
d’abord définir 'espace des fonctions que 'on peut prolonger comme distribution. On
se restreindra, dorénavant, & p = 1.
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a Espace L] (R)

loc
On dit que f est localement intégrable et on écrit f € Llloc(R) si et seulement,
Y(a,b) € R?, t)|dt existe. Autrement dit, f n’est pas forcément intégrable, mais
[a,b]
fljap) Vest, V(a,b) € R2. On évacue ainsi les problémes d’intégrabilité a l'infini.

On peut remarquer, par exemple, que z — 1 € Lllo (R).

b Définition

Soit f € LIIOC(R), on définit la distribution réguliére associée & f, que 'on notera
[f], par :

Ve e DR) |<[flle) = JR f)p(t)dt] . (63)
Vérifions que §, fdt existe bien. Soit I > Support(p) un intervalle I = [a, b] contenant
le support de ¢; soit M = max |¢(x)|; on a
zeSupport(p)

b
f f(t)so(t)dt‘ <f [f(B)e(t)]dt < Mf |f(#)]dt
R R a

1

o (R). Par dessus le marché, on a démontré (GII) avec

qui existe bien, puisque f € £
m=0e¢t c={,|f(t)dt.

Plutdt que d’écrire [f](z), on notera simplement [f(x)], ot la variable muette per-
met de préciser la fagon dont on fait Uintégrale. Ainsi, {[f(z)]|e(z)) = {[f]l¢) =
§r f(@)e()dz, tandis que ([f(2)]lp(z +y)) = §g f(@)o(x + y)d.

¢ Produit scalaire

L’espace des fonctions £2 de carré sommable est muni du produit scalaire (on se
restreint dans ce § aux fonctions réelles) :

V(fg) e L2 (flg) = j FB)g(t)dt

On remarque que la définition du § précédent d’une distribution réguliére généralise
le produit scalaire, autrement dit, on serait tenté d’écrire

Lflpy = {fle -

Cette identification est formellement exacte, elle permet d’identifier f et la distribu-
tion réguliére associée [f]. Cela dit, on notera toujours [f] de fagon propre, sans faire
d’abus de notation; en effet, 'espace £} (R) est beaucoup plus grand que L£%(R), et
Pintégrale §i f(t)p(t)dt n’existe que parce que la fonction test ¢ € D(R), qui est un
espace beaucoup plus restreint. Autrement dit, soit f € LIIOC(R), soit g € L£L2(R), alors
Vintégrale ( f(t)g(t)dt n’est généralement pas convergente.

d Propriétés

a Addition

Soient [h1] et [he] deux distributions réguliéres, on a

‘ [711] + [h2] = [h1 + ho] ‘ : (64a)
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Démonstration : soit ¢ € D(R), on a

(Pl + [helley = ([halle) +([h2]le)
- jR ha () (t)dt + JR ha(t)g(t)dt

= L{(hl (t) + ha(t)p(t)dt = {[h1 + ha]p) .

B Multiplication par une constante

De méme, soit A € C, soit [h] une distribution réguliére, on a

AH] = [M]] . (64b)

~v Densité

{[h],h € LL (R)} est dense dans D'(RP).

loc

Démonstration : soit 7' € D’(RP), on définit h,, par

hn(y) = <T($)|pn(l’ —y))

ou p, est la suite régularisante définie plus haut ; alors, on trouve

Ype DR) ([hnllp) j ()0 (y)dy

I

f@“@"”ﬂn@ — y)e(y)dy

I

(T(x)| j Pl — o)y

= (Tlpn*¢)
=% Ty

cela est vrai pour toute ¢ € D(R), donc [h,] — T quand n — 0. Le passage entre la seconde
ligne et la troisiéme, ot on intervertit intégrale et notation de Dirac, peut se comprendre de
la facon suivante : I'intégrale peut s’interpréter comme une somme finie de N termes, dont on
prend la limite N — co. Comme l'interversion est acquise pour un nombre fini de N termes,
parce que T est une forme linéaire, il suffit de prouver qu’on peut intervertir limite et notation
de Dirac. Or, ceci découle de la continuité de la distribution. On pourrait le montrer & la main,
en faisant la différence entre les deux termes et en la majorant a l'aide de (GI)).

e Distributions réguliéres particuliéres
a Distribution nulle

* Soit h e £{ (R), nulle presque partout. Alors, [h] = 0 est la distribution nulle.
* Réciproquement, la distribution nulle est bien réguliére, puisqu’on peut 1’écrire

0 = [0].
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B Distribution C*(R)

On appelle distribution € €*(R) une distribution T' = [f] avec f € C*(R). Pour
ces distributions, on notera spécifiquement f au lieu de [f] dés que f intervient dans
un produit de distributions, ce qui permet de distinguer cette classe particuliére de
distributions.

5 Distributions singuliéres

On va étudier deux exemples de distributions singuliéres, sans aborder ici la défini-
tion formelle, qui sera vue avec 1’étude du support d’une distribution.
a Distribution de Dirac
a Définition

On note d, ou encore §(z — a) la distribution de Dirac centrée en x = a, définie par

Vo e D(R)

b0+ 9 (ale) = 0(a)|. (65)

En particulier, on notera d = dg la distribution centrée en z = 0.

B Suite régularisante a support compact

Soit p, une suite de fonctions, vérifiant les trois propriétés suivantes :

* Support(p,) — {0} ; ce qui s’écrit rigoureusement [ ) ( U Support(/)k)) = {0};
neN “k>=n

VneN f pn(t)dt =1
R

* la suite {5 |p,(t)|dt reste bornée, c’est-a-dire qu’il existe M € R tel que
WneN f pu(®)dt < M ;
R

(on remarque que la suite p,, € D(R) introduite plus haut vérifie bien ces propriétés),
alors, au sens des distributions,

Jim [pn] =6

Démonstration : soit ¢ € D(R), calculons

=tep’ ()

32. La troisiéme est ici triviale puisque, dans ce cas, pn(t) = 0 pour tout ¢, et donc §, |pn|dt =
§g pondt = 1.
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ou t’ €]0,t[ d’apres le théoréme des accroissements finis. Soit M’ = max  |¢/(x)], on trouve
zeSupport(y)

Klonlier = Gled] < | Ipn()(e(t) = p(0))]dt
< M It
R
< ]\/[’( max >f |on (t)|dt
zeSupport(p, R

< MM max

|z
)
xeSupport(py)

2 ‘
—0 quand n—o0

donc, Vo € D(R), {[pn]le) — (d|¢) quand n — oo ; donc, par définition, [p,] — §. CQFD.

(Remarquons que la troisiéme propriété assure que SRtp,l(t)dt reste bornée; sans elle, il

serait facile de fabriquer des contre-exemples).

b Peigne de Dirac

On appelle peigne de Dirac, et on note 11, pour tout a € R la distribution suivante :

[o0]

N
I, = Zapa = lim Z Spa - (66)
peZ TP =N

Veérifions que cette distribution est bien définie, soit ¢ € D(R), on a

[oe}
UL|ey = > ¢(na)
p=—00
or, tous les termes tels que na ¢ Support(y) sont nuls, donc

= > p(na)

min(Support(p max(Support(p
(Support(e)) ¢, max(Support(c)

la derniére expression est une somme finie, elle est donc toujours bien définie (pour
démontrer la propriété de continuité (GIl), il suffit de remarquer que, a I fixé, le nombre
de termes est fini et déterminé, et d’utiliser 'addition dans D’'(R)).

On note I = III; quand a = 1.

6 Multiplication par une distribution C*

a Impossibilité de définir le produit en toute généralité

La multiplication des distributions est trés mal définie. Ainsi, il est impossible de
définir le produit de deux distributions dans les cas suivants :

* Soit T = §,,, avec x, € R, il est impossible de définir 72, autrement dit le
produit de T par lui-méme.

* Soit hy et hy deux fonctions dans Llloc (R), on ne peut définir en toute généralité
leur produit au sens des distributions [hq][hz], alors que hihg € L1 (R) et que
donc [hihso] est défini.

En particulier, on ne peut pas identifier a priori le produit [h1][ha] avec [h1hs],
car la relation (73) n’est pas vérifiée dans tous les cas.
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* Soit T' = d,,, pour z, € R et h € L}

oc(R), on ne peut définir le produit [h]T
quand h est discontinue en z,.

Toutefois, on pourra le définir dans des cas particuliers. On procédera en deux temps,
on va ici introduire le produit d’une distribution quelconque par une distribution €*(R).

b Produit d’une distribution quelconque par une distribution C*(R)

Soit une fonction f € €*(R) et une distribution T' € D’(RP) quelconques, on définit
le produit fT par

Ve DRP) [{fTlp) = (TIf9)]; (67)

on remarque que f¢ € D(RP) parce que f est C*; ainsi, {T'|f¢) est-il bien défini.

¢ Multiplication d’une distribution réguliére par une distribution C*(R)

Soit f une fonction €*, soit [h] une distribution réguliére, on a

flh] = [fh]}- (68)
Démonstration : soit ¢ € D(R), on a

(fInlle

S
[ n s = s

7 Distributions discontinues

* Les distributions discontinues sont des distributions non singuliéres, définies &
partir d’une fonction A, comme les distributions réguliéres. Mais, contrairement
au cas des distributions réguliéres, h admet une singularité telle qu’elle n’est plus
localement intégrable, h ¢ £110C (R). Dans ce cas, pour certaines fonctions test ¢,
§g h(t)e(t)dt diverge.

* Pour définir les distributions associées a ces fonctions h, il faut donner un sens
aux intégrales §p h(t)p(t)dt divergentes. On appelle cela régulariser Iintégrale.

* Il existe deux méthodes principales de régularisation, valeur principale et partie
finie.

* On va étudier wvaleur principale & travers un exemple fondamental, de fagon
détaillée.

* Partie finie généralise valeur principale, mais cette méthode est beaucoup plus
sophistiquée et on n’en verra rapidement qu’un seul exemple.

a Valeur Principale de 1/z

Remarquons tout d’abord que z +— 1/ ¢ Llloc

contourne cette divergence en introduisant la définition suivante :

(R) car il y a un probléme en z = 0. On

33. Rappel : on note de fagon spécifique f et non [f] parce que f € C*(R).
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o Définition

On note vp(2) la distribution définie par

Voe DR)  |(vp(D)py = tim | @dﬁf @dt . (69a)

X E*’O‘" —00

®)

Autrement dit, on retire lintervalle symétrique [—e¢, €] dans XR g"Tdt, puis on fait
tendre € — 0.

B Définitions équivalentes

On a deux autres définitions

S R Y (690)
€T [—e,c]

et

bl = [ H= A ) (69¢)

ou ¢ > 0 est tel que Support(p) < [—c¢, | (on prend (a,b) tels que Support(y) < [a,b],
puis on choisit ¢ = max(|al,|b|)).

Montrons que ([69a) <= (69d), puis que ([69D) <= (E9d). On a
Je @dHr’ so(t)dt:joo p(t) — (1)

ot t t

€

ou l'on a fait le changement de variable ¢t — —t dans la premiére intégrale.
Quand on prend la limite € — 0 de cette égalité, on obtient exactement (69d). Pour

(@90), on écrit
_ 0 _ c o
f p(t) —(0) ,, _ j o(t) sD(O)de p(t) = »(0) .,
[—e,c] t —c t 0 t
ol on coupe l'intégrale en deux. On fait ¢ — —t dans le premier terme
_ f so(t)so(O)dHf p(t) = ¢(0) .,
0 —t 0 t
C _ _ Q0 _ _
_ f p(t) — (1) :f o) — (=)

0 t 0 t

b Partie finie de 1/z?

Remarquons tout d’abord que x + 1/z% ¢ L%OC(R) car l'intégrale n’est pas conver-
gente au voisinage de x = 0. On contourne cette divergence par la définition suivante :
a Définition

On note pf (%2) la distribution définie par

—¢(0) —t'(0) ,

2 tl. (70a)

L
YoeD®) |Gl = i [ £

34. Cette définition est liée a la valeur principale des intégrales divergentes définie au IB 5 b eq. (37h),

on peut écrire
op(Dle) = v (f dx@) |
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B3 Définition équivalente

On a une définition équivalente

<pf(%)|cp> _ fooo ()O(t) + ()O(;Qt) — 2()0(()) dt . (70b)

8 Dérivée d’une distribution

a Deéfinition

Dans de nombreux paragraphes, on étudiera d’abord le cas des distributions régu-
lieres, pour s’inspirer de lidentification entre h et [h] afin de trouver des expressions
générales qui préservent cette identification.

a Cas des distributions réguliéres dérivables

Soit h e L1 (R) et h dérivable.d On cherche une formule compatible avec I'identification,
donc

[R]) =[M]].
Soit ¢ € D(R), on a alors
{qnl'ley = <Wle) = : h () (t)dt
= [e) % - [ e

ou l'on a fait une intégration par partie

= —([nrll¢" .

ou 'on se rappelle que ¢ est nulle & I'infini.

B Formule générale

D’aprés la derniére formule, on définit, de facon plus générale, pour toute distribution
T € D'(R), sa dérivée T" par

Ve DR) [(T"|g) = =<(TlgH|. (T1a)

On définit de la méme fagon la dérivé & n’importe quel ordre :

Yoe DR) [(TP|p) = (~1)XT|e™)|. (71b)

35. Toutes les fonctions de £i. ne sont pas dérivables.
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v Exemple : dérivée de la distribution de Heaviside

On rappelle que la fonction de Heaviside H est définie par

1 =20,
H(x)_{() rx<0.
He £l

loc(R) mais n’est pas partout dérivable. On lui applique la définition générale :
soit ¢ € D(R), on a

A = ~(Hle)
- | -
~ 60) =Gl

finalement, comme c’est vrai pour toute ¢ € D(R), on a prouvé

[H] =d].

Remarque : H est dérivable presque partout (sur R*). Or, sa dérivée, définie presque
partout, est nulle et définit donc la distribution nulle [0] = 0. Heureusement que 'iden-
tification ne donne pas simplement [H]" # [H'] = 0.

b Formule des sauts

C’est une généralisation du cas précédent pour une fonction réglée sur R dérivable

par morceaux. Soient a1, as, - -+, ay € R tels que a1 <as< - -- <ap et que h soit dérivable
sur chaque intervalle |—c0, a1[, Ja1,as[,- -+, ]an, . Calculons [Rh]. Soit ¢ € D(R), on
a

{R]'le)

<MW5=kh®¢®ﬂ

— h(t)' (t)dt — f h(t) (t)dt — -+ — f h(t)' (t)dt

—o0 al an

—[h(®)e®)], — [h()e(B)]a: - — [h()e(t)]ay
+ jal B (t)et)dt + - + j B (t)p(t)dt

e} anN

a9 o0

par partie

on peut raccorder les intégrales, par contre, on doit distinguer h(a;r) et h(a; )
= —(h(ay)p(ar) = 0) = (h(ay )p(az) — h(af )p(a1)) -+ — (0 — hay)p(an))
+j B (t)p(t)dt
R
= pla)(h(af) = hlay)) + -+ plan)(hlay) = hlay)) + {[I]l¢)
= (0o, AR(a1) + - + Say Ah(an) + [F]]p)

ot l'on a définit Ah(a;) = h(a;") — h(a; ). Comme cela est vrai pour tout ¢ € D(R), on
a prouvé la formule générale

[R] = [I] + da; AR(a1) + -+ + dap Ah(an) | . (72)

La dérivée de h au sens des distributions est égale a la dérivée au sens des fomctions
plus la somme des distributions de Dirac aux points de discontinuité de h pondérées par
les sauts de h en ces points.

Remarque : on retrouve directement [H|" = §, puisque, d’une part H' = 0, et d’autre
part, le saut en 0 vaut 1.
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c Dérivée du produit d’une distribution quelconque et d’une distri-
bution C*

Soit T e D'(R) et f€C®, ona

(1) = f'T+ f1'], (73)

ou la dérivée de f est prise au sens des fonctions puisqu’il n’y a pas de saut (la dérivation
au sens des distributions et au sens des fonctions se confondent). En particulier, la
notation f’ au lieu de [f'] est bien légitime puisque f’ € C(R).

Démonstration : soit ¢ € D(R), on a

{fT) ey = —fTl¢')
—(T|f¢")
—(TI(fe) = o
{T'|fo) +<T|f'v)
TNy +{f'Tlw)
= (fT'+ f'T|p)

vrai pour toute ¢ donc on a bien le résultat.

d Primitive d’une distribution

On a le résultat suivant : toute distribution 7' € D’(R) admet une primitive.
Démonstration : soit ¢ € D(R), soit p = p; définie a la section Bea. On a §;, p(t)dt = 1 et
p(t) = 0 pour tout ¢ ¢ [—1,1].
a Primitive d’une fonction de D(R)

* La fonction P(y) définie par

existe et € D(R).
* En effet, notons I = [min(—1, min(Support(¢))), max (1, max(Support(¢)))], la fonction ¢ —
@(t) — p(t) §z @(t")dt’ est nulle en dehors de I, donc bien intégrable.
* (Cest, par construction, une fonction infiniment dérivable, et on vérifie que P(p)(z) est
également nulle hors de I. Finalement, on a prouvé que P(¢) € D(R).
* Enfin, P(¢) est une primitive de ¢ — pSR pdt, par construction.
B Primitive d’une distribution de D’(R)

Soit T' € D(R), on définit sa primitive P par

Ve DR) (Plp) = ~(TIP(p)) .

on trouve alors, soit p € D(R),

(P'lpy = =(Ple'y ={TIP(¢)) ;

comme §, ¢'dt = 0, P(¢’) est une primitive de ¢’. Donc, P(¢’) et ¢ sont égales a une constante
prés. Comme elles sont nulles & 'infini, elles sont égales. On a donc

(P'lpy =<{T|p)

vrai pour toute ¢ € D(R), donc, finalement, P’ = T. CQFD.
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9 Autres transformations sur les distributions

a Translation

a Translatée d’une distribution réguliére

On définit la translatée d’une distribution réguliére par

1] = [°h]].

Soit ¢ € D(R), on a
Clhlle)

(chgt de var. t >t +a )

B Translatée d’une distribution

i) = | nie = apptiyar

= JR h(t)p(t + a)dt = {[h]| *¢) .

On définira donc la translatée “T" d’une distribution T' par

Vo e D(R)

("Tlpy ={T|""¢)

soit encore (T'(z — a)|¢(x)) = (T (x)|¢(x + a)).

b Changement d’échelle

a Dilatation d’une distribution réguliére

On définit le changement d’échelle d’une distribution réguliére par

VA e R*
Soit ¢ € D(R), on a

(rlxley =

(chgt de var. t —> A\t ) =

B Dilatation d’une distribution

[R]x =[] |-

OVORS RICECE
A e = ARy

On définira donc la dilatation Ty d’une distribution T" par

Vo e D(R)

(ilgy = [AKT|p1)

soit encore (T'(z/\)|p(z)) = | AT (x)|e(Ax)).

N.B. : 11, n’est pas la dilatée de 11, mais elle est proportionnelle & (II),.

c Transposition

* On définit la transposée d’une distribution réguliere [h] par [h] = [h].

* On définit la transposée d’une distribution S par

Vpe DR) | (Slp) =(SI5)
soit encore (S(—x)|p(x)) = (S(x)|e(—x)).
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d Parité
a Distribution paire

Soit S € D'(R), on dit que S est paire si et seulement S=8.

B Distribution impaire

On dit que S est impaire si et seulement si S=-5.

~ Définitions équivalentes

On montre que
* S paire < Yy e D(R) impaire, on a {(S|p) = 0.
S impaire <= Yy € D(R) paire, on a (S|¢) = 0.
Démonstration :
* soit S paire, c’est-a-dire ¢ € D(R) une fonction test, on a

(Slp = &) = (Sle) = (Sle) = (Sl) = (Sl = 0

ce qui démontre que S donne 0 pour la partie impaire de , donc pour toute fonction
test impaire.
* Soit S impaire, soit ¢ € D(R) une fonction test, on a

(Slp + @) = Slwy +<Sle) = (Sley = {Sley = 0
ce qui démontre que S donne 0 pour la partie paire de ¢, donc pour toute fonction test

paire.
* Soit S donnant 0 sur toute fonction test impaire, soit ¢ € D(R) une fonction test, on a

(§ = 5Slp) = (Sley = (S&) =Sl — &) =0
ou la derniére fonction test est la partie impaire de ¢ et donne 0. On en déduit que

5=5.
* Soit S donnant 0 sur toute fonction test paire, soit ¢ € D(R) une fonction test, on a

(S + S|y = (Sle) +(S|E) = (Slo + $) = 0

ou la derniére fonction test est la partie paire de ¢ et donne 0. On en déduit que S=-8.

10 Support d’une distribution

a Support d’une distribution réguliére

I1 est naturel de définir le support d’une distribution réguliére [h] par Support([h]) =
Support(h). On cherche & caractériser cet espace de fagon plus intrinséque, de fagon a
généraliser la notion a toutes les distributions.

Introduisons tout d’abord la notion de portage.

b Portage d’une distribution

Soit une distribution 7', soit I un intervalle ouvert, ou une union quelconque d’in-
tervalles ouverts disjoints, on dit que I porte la distribution 7' si et seulement si, pour
toute ¢ € D(R) vérifiant Yz € I, p(z) = 0, alors, (T|p) = 0.

Notons que R, par exemple, porte toutes les distributions!
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c Propriété fondamentale

Soit une distribution réguliére [h], on a la propriété suivante : I porte [h] si et
seulement si I o Support([h]).

Vérifions d’abord que I © Support([h]) = I porte [h] : Soit ¢ € D(R), vérifiant Vo € T
©(z) = 0, on remarque que R\I < \RSupport[h] et on calcule

{[h]lpy = Lg h(t)p(t)dt = Jh(t) e(t) dt + fu{ h(t) @(t)dt=0.

I , S
sur Cct:i(lltcrvztllc sur Cct:i(ljltcrvztllc
Vérifions maintenant I D Support([h]) = I ne porte pas [h].
Soit donc un intervalle ouvert U # & inclus dans Support([h]) et exclus de I, on a
Support([h])n(R\I) o U ; soit z, € U et e > 0 telsBq que |xo—€, xot+e[c U et Va €|z, —e, o +e],
h(x) # 0. On définit alors ¢ par

1
h(z)e?-G-2? |z —a,| <€,
(,2‘(1) = ( ) ‘ . 0‘ ’
0 sinon .
¢ est bien nulle sur tout 'intervalle I, par construction, et pourtant,

e = |

To—e€

To+E€E .
RA(t) e =G0 dt > 0

ce qui prouve bien que I ne porte pas, en ce cas, [h].
Finalement, les deux sens de 'implication sont prouvés, et la propriété est vraie. CQFD.
d Définition intrinséque pour une distribution réguliére

Grace & la propriété fondamentale, on peut maintenant donner la définition du
support d’une distribution [A] :

Support([h]) = ﬂ I.
I portant [h]
a Exemple

Le support de [[[, 5] et de [, ] est U'intervalle fermé [a, b].

B Propriétés

Si h est dérivable, on a Support([h]’) = Support([h']) < Support([h]).
Bien stir, si h n’est pas dérivable, on espére généraliser cette propriété, mais cela ne
sera possible qu’avec la définition générale du support d’une distribution.

e Support d’une distribution
a Définition
On définit le support d’une distribution 7' € D’'(R) par
Support(7T') = ﬂ I.

I portant T'

Par construction, cette définition recoupe celle pour une distribution réguliére.

36. Il est toujours possible de trouver un tel intervalle sinon h serait nulle sur U, contrairement
aux hypothéses. Il est certes possible de trouver z, tel que h ne soit pas continue en z,. Mais, les
discontinuités de h forment, par définition d’une distribution réguliére, un ensemble discret, et donc de
mesure nulle. Donc, il est toujours possible d’éviter un tel cas, sinon U serait de mesure nulle lui-méme,
absurde.
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B Propriété

* La propriété fondamentale du §a se généralise & toutes les distributions.

* Soit T une distribution quelconque, on a Support(7”) < Support(T).
Pour le montrer, il suffit de montrer que, si I porte T', il porte aussi T7. Or, p(z) =0
Vo € I implique ¢'(x) = 0 Yo € I (ceci n'est valable que parce que I est constitué

d’intervalles ouverts).

f Distributions singuliéres

Les supports ponctuels posent un probléme particulier. Examinons un cas simple :
a Support de 4§,

Considérons T' = §,. VI > {a}, I ouvert, I porte T. En effet, soit ¢ € D(R), telle
que Yz € I ¢(x) =0, on a p(a) = 0 en particulier, donc,

<6a|90> =0.

Finalement, (1) = {a} : le support de la distribution de Dirac est le singleton {a}.
I>{a}

3 Support de 5((1p )

I aurait été plus simple de définir directement, dans ’exemple précédent, Support(d,)
comme le plus petit ensemble portant J, (en étendant alors la propriété fondamentale
aux intervalles fermés).

Cependant, ceci n’aurait pas fonctionné avec d), : Le support de ¢/, est bien {a}, mais
il est facile de construire des fonctions ¢ telles que

p(a) =0 et gy = —¢'(a) # 0 simultanément.

Au contraire, quelque soit I ouvert contenant {a}, chaque fonction ¢ € D(R) nulle
sur I a toutes ses dérivées nulles en a, ce qui prouve que I porte §%) ¥p € N, et finalement

Support(égp)) ={a}|. (77)

v Théoréme

Réciproquement, soit une distribution 7" telle que son support s’écrive Support(7') =

{a}, alors, T est une combinaison linéaire finie des distributions 5¢(Lp ), peN,

N
T=)> 0% ouNeN.
p=0

6 Définition d’une distribution singuliére

* Soit une distribution 7', on dit que T' est singuliére (on dit parfois purement
singuliére) si 3{x;, i € N*} un ensemble dénombrable, sans point d’accumulation,
tel que

Support(7T') = {z;, i € N*} .
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D’aprés le théoréme précédent, il existe des coefficients (¢,;) € RN*N* 6] que

T= > cud™(@—a)|. (78)

1EN* neN

Par exemple, la fonction de Dirac est singuliére, ainsi que le peigne de Dirac.

¢ Décomposition d’une distribution

Théoréeme : « Une distribution T quelconque peut étre décomposée de facon unique
en une distribution singuliere Ty, et une distribution T}, associée a une fonction h,
qui peut étre soit discontinue (comme Ty, = vp(l/z)), soit réguliére. »

g Distribution causale
o Définition d’une distribution causale

On dit qu’une distribution T" est causale si son support Support(7’) < [a, o[, ou
a € R. D’apreés la propriété fondamentale du §a cela signifie que, pour toute ¢ € D(R)
telle que, Vx = a, ¢(x) = 0, alors

(Tlpy=0.

B Exemple

[H] est causale, puisque Support([H]) = [0, oo[.

~ Action sur des fonctions test anticausales

Soit T causale et a € R tel que Support(T) < [a,0[. Soit une fonction test ¢ € D(R).
Remarquons d’abord que si on remplace ¢ par x — H(z — a)p(z), on ne change pas le résultat
puisque ces deux fonctions ne different que sur U'intervalle | — o0, a[, qui ne porte pas T'.

Ce raisonnement est faux parce que “*He ¢ D(R). S’il y a une discontinuité en =z = a,
'action de 7' pourrait induire une erreur. Pour corriger la construction, on va rendre la coupure
continue. Pour cela, on définit H,, = H(x— %) * pn, oun € N* et p, est la fonction régularisante
définie & la section Zkar.

Soit ¢ € D(R), on observe que (H,(z — a)T(z)|¢(z)) = (T(z)|H,(x — a)p(z)) = (T|e).
La premiére égalité est vraie parce que “ﬁln € C?(R) et la différence des deux derniers termes
s'écrit (T|x) avec y = (“H, — 1)¢. La fonction x est nulle sur [a, o[, donc, par définition de
Support(T), {T|x) = 0, ce qui démontre la deuxiéme égalité.

Finalement, soit une fonction ¢ € C*(R) anticausale (ce qui signifie que Support(p) <
] — 0,a] ot a € R, c’est I'opposé de la causalité et a priori ¢ ¢ D(R)). Remarquons que
aﬁncp € D(R) parce qu’elle est a la fois causale et anticausaleP] et elle coincide avec @ sur
[a,0[. On définit action de T sur ¢ par

(T =T (@)|p(x)Hp(z — a)) .

Sin — o0, on remarque que aff ne —% Hp mais il ne faut pas atteindre la limite (qui peut étre
¢ C*(R)). Au contraire, dans la plupart des cas, on peut se contenter de n = 1.

~

37. Soit b tel que Support(p) <] — 0, b], alors Support(“Hnp < [a — %, b]. Si a > b, ce support est

& pour n suffisamment grand, ce qui signifie que 'action de T sur ¢ donne alors 0.
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h Définition d’une distribution a support compact

On dit qu’une distribution S est & support compact si son support Support(S) <
[a,b], ou (a,b) € R2. D’aprés la propriété fondamentale du §c, cela signifie que, pour
toute ¢ € D(R) et telle que Vz € [a, b], alors

(Slpy=0.

a Exemple

N[

1.

[IT] est causale, puisque Support([II]) = [—3,

3 Action sur des fonctions test étendues

Soit S a support compact, a et b € R tels que Support(S) < [a,b]. Soit une fonction test

¢ € D(R). Remarquons d’abord que si on remplace ¢ par = — H(ﬁx - Q&tl;))go(a:), on ne

change pas le résultat puisque ces deux fonctions ne différent que sur I'intervalle | —o0, a[u]b, 20|
qui ne porte pas S.

)

Ce raisonnement est faux parce que 20-a1II,_,p ¢ D(R). S’il y a une discontinuité en
x = a ouen x = b, 'action de S pourrait induire une erreur. Pour corriger la construction,
on va rendre la coupure continue. Pour cela, on définit 11, = ﬂ[,%,i_% +17 % pn, avec encore la
fonction régularisante p,, définie a la section Bea. La fonction II,, € D(R).

Soit ¢ € D(R), on observe que (T, (772 —5%5)5(2) |o(x)) = (5(2)|, (715 0— 55 ) (@)

= (S|¢). La premiére égalité est vraie parce que Fay (I, )p—a € CP(R) et la différence des deux

derniers termes s’écrit (S|x) avec x = (28772) (I1,,)p—a — 1)¢. La fonction x est nulle sur [a, b]

donc, par définition de Support(S), {S|x) = 0, ce qui démontre la deuxiéme égalité.
Finalement, soit une fonction ¢ € €*(R) quelconque (donc a priori, ¢ ¢ D(R)). Remarquons

)

~

atb ~ z+b
que 20=a) (II,,)p—qp € D(R) (parce que 2@-a) (II,,)p_, est & support compact) et elle coincide
avec ¢ sur [a, b]. On définit I'action de S sur ¢ par

(Sle) = S@Ipa (e = 57w

a+b ~ a+b .. .
Si n — o0, on remarque que 20— (IL,)p_qp —2®=a) II;,_,p mais il ne faut pas atteindre la
limite (qui peut étre ¢ C*(R)). Au contraire, dans la plupart des cas, on peut se contenter de
n=1.

i Produit de distributions

On va généraliser le produit de distributions & de nouveaux cas.

a  Multiplication d’une distribution par une fonction C€*(U)

* Soit une distribution 7" donnée. Soit U un ouvert connexe contenant son support, U D
Support(T) et une fonction f € C*(U). Alors, le produit [f]T" est bien défini.
Démonstration : on a

Voe DR) ([fITe) = <([fITlelu)
(T fly)
[fIy]T|e)

ou on a remplacé ¢ par ¢l puisque leur différence est nulle sur le support de T et
donne 0. Or, finalement fTy € C*(R) et comme [fIy]T existe bien, [f]|T également.
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* En pratique, on traite différemment les cas ou Support(7') est compact (auquel cas, il
n’y a aucune condition a l'infini sur f) des autres cas, par exemple, si T est causale,
f(x) doit s’annuler quand x — oo (& moins que la distribution ne soit tempérée, auquel
cas elle doit décroitre rapidement, cf. plus loin).

B3 Multiplication de distributions ayant des supports séparés

* Soit T et T deux distributions telles que Support(T’) n Support(7”) = &, alors on peut
définir leur produit, qui vaut TT" = 0.

* Le complémentaire de Support(7”) joue le role de U pour T, et réciproquement.

* Un exemple élémentaire est

Oxo0x, =0

pour xg # x1 (on rappelle que ce produit n’existe pas pour z¢ = x1).

~ Combinaison des cas précédents

Soit T et T”, telles que, sur chaque composante connexe U de Support(T’) n Support(7”),
l'une des deux soit une distribution € (U), alors on peut définir leur produit en combinant les
différents cas déja étudiés.

Il ne faut guére espérer de meilleure généralisation. Toutefois, on sait définir a la main le

produit vp% par lui-méme, qui vaut d.

11 Convolution des distributions

Avant de définir la convolution, étudions rapidement D’(R?).

a Distributions de D'(R?)

Soit T € D’(R?), soit une fonction test & deux variables ¢ € D(R?), on notera
(Tlpy = (T'(x,y)|¢(x,y)) a la fagon des physiciens. ¢ est & support compact dans le
plan R?, ce qui signifie qu'on peut inclure son support dans un carré (ou au choix un
disque) fini.

o Produit tensoriel

Les seules distributions & deux variables dont nous aurons besoin sont les distribu-
tions S(z)T'(y); on a une sorte de formule de Fubini, qui s’écrit :

peDR?) = (S@)TW)le(z,y) = (S(x)

TW)le(x,y)))
—_—

fonction de x=

@wwmmm»

fonction de y

B Exemple

La distribution de Dirac a deux dimensions d,5 = 6(z — a)d(y — b) est définie par

Vpe DR?) [ Gapl®) = (3(z — a)l{5(y — b)le)) = (B(y — b)S(x — a)lp)y = P(ab) |.
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b Convolution
a Remarque préalable

Soit deux distributions réguliéres [h1] et [ho], h; € £L (R); on ne peut définir la

loc
convolution au sens des fonctions hj % he. En effet, pour que

B # ha(z) = f B () ha (& — £)dt

soit défini, il faudrait que h; et ho soient intégrables (ou, au moins, qu’elles appar-
tiennent & £2), ce qui n’est pas toujours le cas.

En conséquence, [hy * he] n’existe pas, et, plus généralement, on ne pourra pas
deéfinir [hq] *[h2].

Par contre, lorsque h; * ho existe, on démontrera que

[h1] *[he] = [h1 * o] |, (79)

la convolution préserve bien I'identification des fonctions avec les distributions réguliéres.

B Cas d’existence

On ne va définir, dans ce cours, la convolution de deux distributions que dans les
deux cas suivants :
* soit les deux distributions sont causales;
* soit le support de I'une des deux est borné.
Il est possible de traiter d’autres cas, comme par exemple, la convolution de deux
distributions anticausales. Cependant, soit qu’ils n’apportent pas d’idées originales, soit
qu’ils soient trop compliqués, on se restreindra aux deux premiers.

~v Définition

Soient deux distributions S et T, telles qu’on se trouve dans I'un des cas d’existence
précédents, on définit alors le produit de convolution par

Ype D(R) (S *Tlp) = (S@) [T W)le(z +y)) = (T)KS@)p(x +y)»|  (80)

(I’égalité des deux derniéres expressions est un résultat démontrable, que nous n’étu-
dierons pas ici.)

0 Existence

On a défini implicitement une fonction test
de R? par 9 (z,y) = p(xz+y), ot ¢ € D(R). Or,
soit (a,b) € R? tels que Support(yp) < [a,b],
Y(x + y) est constante pour z + y = ¢, avec
¢ € [a, b] arbitraire. Support (1)) contient toutes
les droites de pente -1 qui coupent I’axe des or-
données (ainsi que 'axe des abscisses) en un
point ¢ € Support(y), comme représenté ci-
contre. 1) n’est donc pas a support compact,
donc pas une fonction test.

R / =
Q
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C

(07

Cependant, on peut utiliser 'action des distributions étendues a des fonctions test ¢ ¢ D(R)
pour montrer que, dans les cas d’existence que nous étudions, la formule (&) est applicable.
Les deux cas s’étudie séparément :

T causales. Soient

Support(S) <

alors

[a,00[ et

a tel
b tel

Supposons les deux distributions S et

que
que

Support(T') < [b, [, on peut remplacer S
par “H,S et T par YH,T. On peut écrire

(S * Ty =

(Hi(x = a)S(x)Hi(y — )T (y)le(x + y))
— (S(2)T(y) s (2 — a) i (y — bl + ) et
la fonction test ¢ implicitement définie par
W(x,y) = Hi(x—a)H (y—b)p(z+y) est &
support compact, comme on peut 'obser-
ver sur la figure ci-contre (ou on note ici
[«, B] Pintervalle qui contient le support de

), donc ¢ € D(R?).

Supposons la distribution S & support

compact. Soient alors a et b tels que
Support(S) < [a,b], on peut remplacer

a+b ~
S par 20-a) (II1),—,S . On peut écrire

(S*T|py =

(7w — 5525)S (@) TW)le( + 1))

= (S(@)T(y)|Th (525 (r = %32))p(x +)) et la

fonction test v implicitement définie par

W(w,y) = T (525 (e -

b—a

a+b
2

Np(x +y) est a

support compact, comme on peut 1’obser-
ver sur la figure ci-contre (ou on note ici
[«, B] Pintervalle qui contient le support de

¢), donc ¢ € D(R?).

Commutativité

N N

\ T
ANEHAN
AN
AN
AN

D’aprés (B0), le produit de convolution, quand il existe, est commutatif. Par contre,
I’associativité est plus délicate & démontrer et fera ’objet d’une section spéciale, plus
loin.

Cas des distributions réguliéres

Conditions d’existence

Soient deux fonctions de £

1
loc

(R), les conditions d’existence signifient que

* soit les supports des deux fonctions peuvent étre inclus dans les intervalles, res-
pectivement [a, oo[ et [b, o0[, auquel cas les distributions associées sont causales.
* soit le support de I'une d’entre elles est inclus dans un intervalle [a,b], auquel

cas sa distribution associée est a support compact.
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B Produit de convolution des fonctions

Remarquons qu’alors I'intégrale {p hy(t)h(x — t)dt est bien définie. En effet, selon

les cas, elle peut se récrire
r—b

° f hl(t)hQ(l’*t)dt = f H(t* a)h1 (t)H(l’*t* b)hg(l’*t)dt = f hl(t)hQ(l'*
R R a
t)dt
(hy et hg étant causales), on voit de plus sur cette expression que la fonction
h1 * hg est également causale et vérifie Support(hl % ha) < [a + b, +00].

b
° J hl(t)hQ(l’ — t)dt = f h1 (t)hg(l’ — t)dt
R

a
ou hi est a support compact. Ici, par contre, on ne sait rien du produit hq % hs.

~ Produit de convolution des distributions

Pour finir, démontrons 'égalité [Td). Soit ¢ € D(R), on a

([Pa] *[ho]le) = {[ha(@)]K[h2(W)]le(x +y)))
= (e |fh2 o + 1) dy)
_ th fhg e —H/)dy)da:
_ th o(z +y)dzdy onposet=z+y
_ th Vao(t — 2)p(t)dwdt
_ L@ f hg(f—az)da:)d
= | ett) exh

= ([h1*h2]lp) .

d Exemples

o L’élément neutre de la convolution est §

Soit T € D'(R)
=T 1)

Démonstration : soit ¢ € D(R), on a

O xTlp) = G@)KT(Y)le(z +y))) = TW)le0 +y)) =<Tlp) -

B L’opérateur de translation est 1T — 0, % T

Soit T' € D'(R)
0g T =°T1|. (81b)

Démonstration : soit ¢ € D(R), on a

(ba * Ty = (6(x — a) KT (y)|p(z + y))) =T (y)lpla+y)) =T ") ={"T|p) .
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~ L’opérateur de dérivation est T +— §' % T

Soit T' € D'(R)
Far=7] 019
Démonstration : soit ¢ € D(R), on a
& *Tlpy = '@KT W)z +y)))
1
= —T()le(a+y))]

- ) Y,

— a2 +y)

der +vy

r=

D
+
<

= —(TWI' (@ +y)|e=0) = T W)l (y)) = {T'|p) .

e Associativité

Soit R, S, T € D'(R), vérifiant I'une de ses deux conditions :
* soit elles sont toutes causales.
* soit deux au moins d’entre elles sont & support compact.
alors, on peut démontrer que

[R*(S*T) = (RxS)*T

, (82)

nous ne le ferons pas mais noter que R* S, R* T et S % T sont bien définies.

a Application a la dérivation

Soit S et T € D'(R), si S* T existe, autrement dit, soit qu’elles sont toutes deux
causales, soit que 'une est a support compact, alors, ¢, S et T vérifient les conditions
précédentes (en effet, dans le premier cas, elles sont toutes causales, y compris &', et
dans le second, deux sont bien & support compact, en particulier §’). On a

(8% S)*T =S%(0"*%T)=08%(S*T)

donc

ST =S%T' =(S*T) |; (83a)

« pour dériver un produit de convolution, il suffit de dériver l'un des facteur. » ‘

On peut généraliser la formule & tout ordre, et écrire, V(p, q) € N2,

SP) 5 7@ = S+ 4 T — § 5 T(P+a) — (§ 5 T)P+a) | | (83b)

B Application a la primitive d’une distribution causale

Soit une distribution causale T' € D’(R), alors, une primitive P de T s’écrit tout
simplement P = [H]| % T.
Démonstration : P/ = ([H]%T) = [H'*T =0T =T.
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v Contre-exemple

[H], 0’ et [1] ne vérifient pas les conditions pour lesquelles on a prouvé lassociativité.
Or, les produits ([H] * ¢') *[1] et [H] % (¢’ *[1]) existent et sont différents. En effet,

((H]* &) *[1] = [HI'*[1] =0%[1] =[1];
[H]*(8 %[1]) = [H]*[1] =[H]*0 =0.

De plus, il faut noter que le troisiéme produit & %([H]| *[1]) n’existe pas, car
[H]*[1] n’existe pas!
6 Application a la translation

Soit S et T' € D'(R), telles que S % T existe. De fagon identique a l’application
de T'associativité a la dérivation, J,, S et T vérifient les conditions d’application de
I’associativité. On a

(g %S)*T = S*(0g%T) =0, %(S*T)

donc

ST =S%T =2(S*T)

; (84)

« pour translater un produit de convolution, il suffit de translater l'un des facteurs. » ‘

On peut généraliser la formule et écrire, V(a, b) € R?,

S %P7 = TG % T = S % T = TS % T) .

12 Continuité

a Principe

Les applications, définies dans D’(R), associées respectivement a I’addition, la multiplication
par une constante complexe, la multiplication par une distribution €*(R), la translation par
une constante, I'inflation par une constante, la dérivation, la convolution par une distribution,
sont continues.

b Applications

En pratique, on utilise la continuité lorsque 'on étudie une suite convergente dans D'(R)
S, — S. Elle implique que I'on peut inverser la limite et ’application en question.

Soit donc une suite convergente S,, — 5. La continuité des applications sus-citées implique
la convergence des suites suivantes :

o Addition

Soit T, € D'(R), la suite S,, + T, est convergente, et sa limite est S + Ty,

B3 Multiplication par une constante complexe

Soit A € C, la suite AS,, est convergente, et sa limite est \S.

v Multiplication par une distribution G

Soit f une fonction infiniment dérivable, la suite fS,, est convergente, et sa limite est f.S.
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0 Translation

Soit a € R, la suite “S,, est convergente, et sa limite est *S.

e Inflation

Soit A € R, la suite (S,,)\ est convergente, et sa limite est S.

¢ Dérivation

La suite S/, est convergente, et sa limite est S’.

11 Convolution par une distribution

Soit T, telle que S, * T existe; (soit les distributions S,, y compris S et T sont toutes
causales, soit T' est & support compact, soit les distributions S,, sont toutes, y compris .S, a
support compact).

La suite S, % T est convergente, et sa limite est S % T'.

En particulier, si S, est une suite régularisante a support compact [p,,], telle que [p,] — 9,
pour toute T' € D'(R), la suite [p,,] * T est convergente, et sa limite est 6 ¥ T = T.
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B Transformation de Fourier

1 Introduction

Dans I'espace des fonctions, la transformée de Fourier d’un produit de convolution est
le produit simple des transformées de Fourier. Dans I’espace des distributions, le produit
ordinaire et le produit de convolution posent les problémes que ’on vient d’étudier ; cela
présage de grande difficultés.

En fait, I'espace D’(IRP) est trop large pour définir correctement la transformation de
Fourier. Suivant les notions qui ont été rappelées au A 1 b, on va considérer un espace
de fonction §(RP) > D(RP), et son dual associé 8'(RP), qui vérifie donc §'(RP) < D'(RRP).
On appellera 8'(RP) I'espace des distributions tempérées.

2 Espace de fonctions S(RP)

On dit qu’une fonction ¢(z1, x2, - - -, xp) € S(RP) si et seulement si p € C*(RP) et, V(mq,nq, -
. 9 my o711 om .
my,np)€ N, Tensemble {[27" - 2p” Sp - - Tz o1, -+, @p)|, @5 € R} est borné.
e

Ay P
oxy

Le cas p = 1 sur lequel nous nous restreindrons la plupart du temps s’écrit plus
simplement ¢ € 8(R) si et seulement si p € €°(R) et, ¥(m,n) € N, {|z"¢™ (z)|,z € R}
est borné : ¢ et toutes ses dérivées sont a décroissance rapide (cf. §I A 2 j~, elles tendent
vers zéro, quand x — +00, plus vite que toute puissance de x).

3 Espace des distributions tempérées 8'(R)

8'(R) est le dual de 8(R), mais muni d’une propriété de continuité plus délicate que
sur D'(R); on ne la détaillera pas ici.
a Restriction a I’espace de fonctions D(R)

On a 8'(R) c D'(R), donc toute distribution tempérée S € 8'(R) est une distribution
ordinaire, et pour toute ¢ € D(R), on peut définir

(Sl ;

en pratique, on exprimera les choses en sens inverse : soit une distribution quelconque
S € D'(R), est-elle tempérée, autrement dit, a-t-on S € 8'(R) ?
b Exemples

Pour mieux comprendre la notion de distribution tempérée, donnons quelques exemples :

(p)

* 0, est tempérée, de méme que les dérivées g ’.
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Le peigne de Dirac, 11, est tempéré. Vérifions le. Soit ¢ € §(R), on a

0

Ml|gy = > @(na) = > w(na) + Y. o(—na) ;
n=0

n=—0u

les deux suites sont convergentes ; en effet, p(na) tend vers 0 plus vite que 1/n?;
on peut donc les majorer par des suites convergentes. CQFD.
* explll, n’est, par contre, pas tempérée : soit ¢ € §(R), on a

na

(expllly|p) = (Mg (z)] e Z ¢"p(na) = Y ¢"“p(na)+ Y] e " p(—na);

n=—o0 n=0

s

or, cette fois-ci, la suite de terme e"®p(na) n’est pas forcément convergente
(puisqu’on peut choisir ¢ € §(R) telle que p(z) ~ e quand = ~ ).

c Addition des distributions tempérées

L’espace des distributions tempérées 8'(R) est stable par addition. Soient donc S et
T deux distributions tempérées, alors S + T est tempérée.
Démonstration : il suffit de sommer les majorations afférant & chacun des cas.

d Multiplication d’une distribution tempérée par une distribution C*

Les deux derniers exemples du b démontrent que, contrairement a 'espace D’(R),
il n’est pas possible de définir la multiplication par une distribution €*(R) dans 8'(R),
puisque I1I, € 8'(R) et que explll ¢ 8'(R) ; par contre, pour S € 8'(R) et f C*(R), on a
fSeD(R).

Toutefois, on peut définir le produit de S € 8'(R) par une distribution associée a un
polyndéme p, ou a toute fonction f a croissance lente%; par extension, on dira que [f]
est une distribution a croissance lente.

e Transformations dans §'(R)

8'(R) est stable par les transformations suivantes : Soit S € 8'(R), on a
Se 8 (R).
. 25 e 8'(R).
¢ S € S/(R).
S" e 8'(R).

4 Définition de la transformée de Fourier

a Stabilité de I’espace de fonctions §(R) par Fourier

Soit ¢ € 8§(R), alors la transformée de Fourier ¢ existe, et de plus, ¢ € 8§(R), ce qui
permet de définir la transformée de Fourier réciproque de .

Cela provient des résultats du I ¢ 2 8 : comme ¢ € €*(R), sa transformée ¢ est a
décroissance rapide. Comme ¢ est a décroissance rapide, ¢ € €*(R).

38. C’est une fonction telle que Vz € R, | f(z)| < p(x), cf. équation ([I0).
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b Deéfinition

Soit S € 8'(R), on définit sa transformée de Fourier § = F[S] par

Vo e S[R) |(Slp) =(SI®) (852)
et la transformée inverse de Fourier par
Vo e 8(R) [(FIS]le) = (S|Fle])|- (85b)

c¢ Variables

Attention, si on appelle x la variable de 'espace direct, et k celle de I'espace réciproque,
dans ces formules, S agit dans I'espace réciproque, donc sur une fonction ¢(k), tandis que S
agit dans l'espace direct, donc sur une fonction @(x).

Ainsi, il faut inverser espace direct et espace réciproque quand on passe des distributions
aux fonctions, et introduire

T+ lk) ~ Tlpl@) = (@) = | o Hp(k)dk

et

T glo) — FRIH) = plb) = | H™p(o)do

otu le seul changement par rapport aux formules habituelles est 'inversion & <« k.
Par exemple, les formules (B2a)) et (B2d) de dérivation avec la transformation de Fourier
s’écrivent main&enan‘c
?[d—:](aj) = 2iraxF[p|(x) = 2irxd(x) .
dp .
2 @) = —2inFke(k)](@)
De méme, les formules ([@Gal) et ([@Gd) de translation ou [{Zal) d’inflation avec la transformation
de Fourier s’écrivent maintenant

2 p(w) = Fle2ihoe o(k)](2)

d Propriétés
a Dérivation

Soit S € 8/'(R), on a les formules suivantes :

ds ~
T —(2im)xS|. (86a)
Démonstration : soit ¢ (k) € 8(R), on a
dS .
- = (S|
(e (Sle")
de
= (82X
$15>

—  (S|2imzg())
= ((-2ima)S|p)
= ((~2im)z8p) ;
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en appliquant la relation ([B2d) telle qu’écrite a la section ¢ précédente; comme cela est vrai
Vi € 8(R), le résultat est déemontré. CQFEFD.

ds ~
3"[—] = 2iwkS |. (86D)
dx

Démonstration : soit ¢ (k) € 8(R), on a

as

|5 |let

ds .
(1o

- 15D

= (8| - 2inFlke(k)])
— (2inSlke(k))

— (2inkS|p) ;

en appliquant la relation (B2al) telle qu’écrite a la section ¢ précédente; comme cela est vrai
Vi € 8(R), le résultat est déemontré. CQFED.

B Translation

Soit S € 8'(R), on a les formules suivantes :

F[we§] = e 2imkzo G| (87a)

Démonstration : soit (k) € §(R), on a

F=Slpk)y = (5|p())
~ (S| ™)
— (S|F[e iR (k)] ()
— (8l (k)
— (edimhaglp)

en appliquant la relation [Gd) telle qu’écrite a la section c¢ précédente; comme cela est vrai
Vi € 8(R), le résultat est déemontré. CQFEFD.

koS — F[e2imkoz §] |, (87b)

Démonstration : soit ¢ (k) € 8(R), on a

*Slp(k)y = (S| Rp(k)

en appliquant la relation {Gal) telle qu’écrite a la section précédente; comme cela est vrai
Vi € 8(R), le résultat est démontré. CQFD.

On remarque que les fonctions k — eT2i7kTo o g — e+21mko® gont majorées, en
module, par 1, et donc que la multiplication de S par ces fonctions est bien légitime.
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~ Dilatation

Soit S € 8/'(R), on a la formule suivante :

F[Sx] = |AIS (88a)

1
X

Démonstration : soit ¢ (k) € 8(R), on a

FSalle) = (Salp(x))
AKS|py (@)
= (S|F[pa(k)](x))
(Sloa(k))
A5yl

ou on a utilisé les régles d’inflation ([@Tal) (telle qu’écrite a la section ¢ précédente) et (T5D)
pour une homothétie de rapport % ; comme cela est vrai Vo € 8(R), le résultat est démontré.
CQFD.

6 Transposition

Soit S € 8/(R), on a

—_—

F[S] = F(5]|. (88D)

Démonstration : soit ¢ (k) € §(R), on a
FS)le) = (Sl&
= (S|Fle])
= (Sl¥)
= (5|¢)
= (FSlle);
ot on a utilisé la relation [@Zd); comme cela est vrai Vo € 8(R), le résultat est démontré.
CQFD.

e Continuité

La transformation de Fourier est continue dans 8'(R). Autrement dit, soit une suite de
8'(R), convergente : S,, — S quand n — o0, alors la suite S, est également convergente, et on
a S, — S quand n — .

5 Cas des distributions réguliéres

On cherche tout d’abord a quelles conditions une distribution réguliére [h] est tem-
pérée. On distingue les quatre cas suivants :

a Conditions pour qu’une distribution réguliére soit tempérée

Soit h € L] _(R), [h] est tempérée quand

i he L' h estintégrable.

ii |h(x)| < p(x), ou p est un polyndéme (h est & croissance lente).
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iii h = hy + hg, ot hy € L' et |ha(z|) < p(x), h est la somme de fonctions
appartenant aux deux premiers cas.

iv h est périodique.

a Cas d’une fonction intégrable

Dans le premier cas, non seulement on a bien que §;, f(t)@(t)dt existe Ve € 8(R), d’ou [h]

est tempérée ; mais on peut méme définir [h] directement a partir de h, qui existe au sens des
fonctions, on a alors

o~

[h] = [A]

Démonstration : soit h intégrable, soit ¢ € 8(R), on a

[l = (mlIpy = | gt = | hierpat = (hllg)

R

ou l'on utilise I'égalité de Parseval-Plancherel (G8]).

B Cas d’une fonction majorée par un polynéme

Soit h majorée par le polynéme p, soit ¢ € 8(R), l'intégrale ’SR h(t)cp(t)dt’ est majorée
par §, p(t)|p(t)|dt qui existe, c.f. le § 3 d. Donc, [h] est bien tempérée.
~ Meélange des deux cas précédents

Les deux cas précédents peuvent étre mélangés, selon la régle du § 3 c.

0 Cas d’une fonction périodique

Les fonctions périodiques sont souvent bornées et entrent alors dans le second cas. Toutefois,
§’il y a des divergences (périodique!), comme pour & — +/|tan(x)|, qui est bien localement
intégrable, ce cas se distingue des précédents et mérite une démonstration propre. Soit h de
période a, et ¢ € 8(R), montrons que §, h(t)@(t)dt est bien définie. Soit m € N*, on a

ma m—1 ~pa+ta
| mwewnae = Y [T el

—ma p=—m VP2

m—1 a
Z J. |h(t)p(t + pa)ldt . Soit M tel que |¢(t + pa)| < —
p——m 0 P +1

A

—— F Ih(t)|dt

p——m p?+1Jo

ou M existe car ¢ € 8§(R). La derniére expression est bien définie, et converge quand m — oo.
Quand on applique le théoréme de convergence dominée, on en déduit bien que SR h(t)p(t)dt
existe, donc [h] est bien tempérée.

Posons h, la fonction restreinte sur une seule période, par exemple,



b Exemples

[1], [H], [x] sont tempérées (second cas). [log] est aussi tempérée, en appliquant le troi-
siéme cas : on pose hy(x) = [j_1 1) log(x) et ha(x) = (1 — [j_1,1)) log(x). hy est a support
compact, donc intégrable. Et on vérifie |ha(z)| < |z|-1 < 2% — 1 < 22 (car |z > 1 sur le

support de ha).

6 Exemples de transformée de Fourier

7 Théoréme d’inversion de Fourier

Alors qu'il est faux dans £1\La, le théoréme d’inversion que l'on vérifie sur les
exemples précédents est vrai en toute généralité dans 8'(R). Le paradoxe n’est qu’ap-
parent. Les cas de violation de ce théoréme ne se produisent que lorsque f ¢ L1 u Lo
11 est alors impossible de calculer la transformée réciproque au sens des fonctions, mais
cela est possible au sens des distributions.

Démonstration : soit S € 8'(R), soit une fonction test ¢ € $(R). On a

(Sle) = (Slgy
= (S|$)
- (51%)
= (Sle)
ol on a appliqué le théoréme d’inversion pour . Comng\e cela est vrai pour tout ¢ €

8(R), le résultat est démontré (ou plutdét son corrolaire S=5 , qui lui est équivalent).

8 Transformation de Fourier et convolution

a Transformée de Fourier d’une distribution a support compact

On a le théoréme suivant : la transformée de Fourier d’une distribution & support
compact est réguliére, et dans € (R) ; autrement dit, soit S € 8/(R) a support compact,
il existe s € €%, telle que S = [s].

De plus, on montre que s est a croissance lente (|s| majorée par un polynome).

a Transformée de Fourier d’un produit de convolution

On peut définir la transformée de Fourier d’un tel produit dans les deux cas sui-
vants :

95



* Soit T' € 8'(R) tempérée et S a support compact, la transformée de Fourier de
S % T existe; soit s € €% telle que S = [s], on a

SxT =8T =sT|. (89a)

* Soit f € 8(R), et S € 8'(R), la transformée de Fourier de S %[ f] existe, et vaut

Sx*[fl=[f1S = fS|. (89b)

* On ne sait pas calculer S % T dans le cas général, car ST nexiste pas a priori.

B Transformée de Fourier d’un produit fT

o~

On suppose que f € C*(R). Alors, on sait que S = [f] est a support compact et
fT = ST

ou le produit de convolution est toujours bien défini puisque S est a support compact.
La généralisation & d’autres cas est extrémement pénible & écrire en terme généraux,

mais, dés que fT et m *T existent, cette formule est vérifiée.

b Transformée de Fourier d’une distribution périodique

On dit qu'une distribution T est périodique de période a € R si et seulement si
oT =T.

La formule 5 a §, valable pour les distributions réguliéres périodiques, se généralise ;
on montre qu’il existe S de support compact, telle que

, 0

ou on peut imposer, de plus, que le support est de taille a.

Démonstration : on peut prendre Sp = (pn * [[_1 44 17)T. et faire la limite quand n — co.

On en déduit que toutes les distributions périodiques sont tempérées : on calcule la
transformée de Fourier de T en appliquant les formules précédentes,

)8

9

e I3

e

~ 1 1 &
T=—-Ilis =— Z s(
a @ a, =,

oS = [s] et on a utilisé la transformée de Fourier du peigne de Dirac, qui est démontrée
au paragraphe suivant.

c Transformée de Fourier du peigne de Dirac

Soit @ > 0, on a

— 1
I, = —I. |. (91)
a a

Démonstration : remarquons tout d’abord que, I1I, est périodique, de période a, autrement
dit, ¢III, = Il,.

La transformée de Fourier de cette relation est e
(e?imak 1) Mg = 0.

—

2imak 117, = IIl,, soit encore
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Montrons maintenant que /H_Ta est périodique, de période % Calculons tout d’abord
eZiﬂ'm/ama .

o0 0 -
eziﬂ—m/ama _ 2 ezimz/a(;pa _ Z ezimpa/a(;pa — 2 Opa = g ,

p=—00 p=—0w p=—0w

d’oti également ( e?i7@/a _1)ITI, = 0. Sil’on calcule la transformée de Fourier de cette relation,
on obtient directement @ /H-l\a = /H—l\a
Si on applique la relation énoncée au ¢, on en déduit qu’il existe S, de support borné de
taille 1/a, telle que
/]_[Ta = III 1 * S

On peut méme choisir le support de S, on prendra ici Support(S) = [0, %]

La formule (e?i7ak _ 1) T, = 0 peut s’écrire maintenant (e?imak _ DI %S = 0.
Or, la restriction & [f%, %] du terme de gauche s’écrit tout simplement (€272 —1)8 elle est
également nulle (ce n’est pas tout a fait exact, cf. 'examen du 7 septembre 2005, mais le vrai
résultat ne change rien a la suite).

Il se trouve que I'on peut décomposer la fonction (€2 —1) = k f(k), ou f ne s’annule
pas sur [f%, %] On obtient ainsi kf(k)S = 0. L’équation kT = 0 a pour solution T' = ¢4,
dong, ici on trouve fS = ¢ §. Finalement, S = ¢ /f(0) = d §, avec d = ¢/ f(0).

Si on remplace dans 'expression de la transformée de Fourier du peigne, on obtient

T, =d1ls %6 = d 11 .

Il ne reste plus qu’a déterminer la constante d.
27,2
La fonction ¢(k) = e ™ %" ¢ §(R) a pour transformée de Fourier @(x) = %e
(avec l'inversion des variables ¢ < k). On calcule

—mx?/a

— 1
{ H_Ia|e_"'a2k2> = <H_[a|; e_"mz/“z} mais aussi

2

(dIll.|e ™Ky don

1 “ 2 2 & 2.2
= ) Gpale ™ = d Y] (bplem W

p=—w0 p=—w0
1 - 2/, 2 & 2(p)\2
—m(pa)‘/a o —ma“ (&
— — 2 e T(Pa)’/ = d 2 e (%) y
a p=—0 p=—w0

les deux sommes étant égales, on en déduit d = 1/a. CQFD.

d Formule sommatoire de Poisson

Soit @ > 0, on en déduit la formule remarquable

o0 X 1 e} p
DB - — N S — =) (92)
. a = a
p=—0 p=—®0
Démonstration :
— - ~ * .
I, = Z Opa = Z e 2iTPaT  4ig aussi
p=—00 p=—0w0
1 1 & p
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e Théoréme d’échantillonnage

Soit S & support compact, et [s] sa transformée de Fourier. On a le théoréme suivant :

«s (et donc S) est déterminée par les coefficients {s(2), p € Z} pour tout a plus grand
que la longueur de Support(S). »

Dans certaines conditions restrictives, on a, plus précisément,

a(t) = Y s(2) o-2imsot (D)7 sin(mat)

(93)
a T at —p

PEZ

ou Z, est le centre de Support(S).
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de fonction, [I4]
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de distributions, 82]
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Ensemble,

de Cantor,
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négligeable,
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Isométrie (Fourier), 52
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de fonctions,
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rationnel,
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réel, [12
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Parseval,
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Périodique,
Plancherel, voir Parseval
Point d’accumulation, 1]
Poisson (formule de),
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Primitive
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Produit, voir Multiplication
Produit hermitien, [I7
Produit scalaire, [I7
Produit tensoriel de distribution,
Prolongement par continuité, [I4]

Rationnelle (fraction), I8
Réciproque (de fonction),
Réglée (fonction), [I4]
Régularisante (suite),
Régularisation, [51]

Réguliére (distribution), 63l [93,

Schwarz (inégalité de), 7]

Séparation,

Singleton, @ 72

Singularité,

Singuliére (distribution), [68, [78,

sup,

Support
de distribution,
de fonction,

Support compact
(distribution &), [68,
(fonction a), [I4]

Symétrie, voir Transposition

Tempérée (distribution), [89
Topologie,
Translation
de distribution, [75] (54,
de fonction,
de Fourier, [{3
intégrale, [23,
Transposition
de distribution, [75]
de fonction, [15] [{2
de Fourier,

Union,

Valeur Principale
distribution,
intégrale, [34]

Variable muette, [I3], [91]
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