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INTRODUCTION

On va s’intéresser dans ce cours a un systéme d’électrons dans un solide homogéne. Le
nombre d’électrons est quasiment infini, de sorte qu’on pourra utiliser des méthodes statistiques.
Cependant, la situation est trés différente de celle d’'un gaz ordinaire, car les électrons sont en
interaction avec des atomes et occupent des états différents (par exemple, il y a Z = 26 états
électroniques différents dans un cristal de Fer). On parle de probléme & N-corps ou N-électrons,
ou N est le nombre d’électrons.

Dans une structure cristalline simple (admettons qu’elle soit construite a ’aide d’un seul
élément atomique), on peut, de fagon exacte, réduire le systéme en un probléme a Z-électrons,
ot Z est la charge du noyau atomique; si on néglige les électrons de coeur (qui interagissent
peu avec les autres), on peut encore réduire le nombre d’états pertinents (dans Fe, on trouve 8
niveaux 3d et 2 4s); en jouant sur les symétries du systéme, on peut encore réduire le nombre
de particules inéquivalentes (par exemple, dans Fe, on trouve seulement trois sites inéquivalents
pour les électrons de valence).

Méme en réduisant ainsi le nombre de corps, le systéme reste non soluble de facon exacte
(seul le systéme a deux corps est exactement soluble) et nécessite des stratégies d’approxima-
tions. Une des approximations les plus importantes de la physique du solide est ’approximation
a 1-électron. C’est elle qui permet, entre autres, de distinguer des niveaux de coeur, des niveaux
de valence et des niveaux de conduction.

D’autres types d’approximations existent, par exemple on peut négliger le caractére discret
de la structure, et lui appliquer un traitement statistique, comme en mécanique des fluides;
cette analyse peut fonctionner pour des structures amorphes. Par contre, pour des structures
comme les alliages complexes, les quasi-cristaux, la phase de Laves, elle ne peut pas étre utilisée.

Nous nous intéresserons plus particulierement & ces alliages complexes. La démarche du
cours consiste a expliquer les différentes approximations et symétries qui sont employées pour
résoudre un systéme a N-corps, dans le cadre de cette approximation a 1-électron.






1 NOTIONS DE BASE

Ce chapitre comporte notamment des rappels, et des exemples simples. Elle vise également
a fixer les notations pour la suite du cours.

Aprés avoir présent les équations microscopiques fondamentales, je vais détailler les princi-
paux outils que I'on emploie dans le cadre de 'approximation & 1-électron.

1 Equations fondamentales

a Hypothéses

— Soit un solide quelconque, on séparera les noyaux atomiques, les forces extérieures et les
champs phononiques d’une part, et tous les électrons d’une autre.

— Dans tout le cours, on se place dans 'approximation de Born-Oppenheimer, c’est-a-dire
que I'on néglige les déplacements des atomes ainsi que les variations des forces extérieures
(autrement dit, wr < w, ~ 810'7rad.s™!). Seules sont prises en compte les vibrations
phononiques infinitésimales. Le champ de phonons doit étre résolu de facon cohérente
avec les électrons ; cependant, il sera traité ici comme un champ extérieur (autrement
dit, on ne résoudra pas les équations couplées électron-phonon).

— Les électrons forment ainsi un gaz baignant dans un champ de forces complexes. On ne
distinguera pas les électrons entre eux, dans un premier temps.

b Hamiltonien
On décrit un systéme de N électrons par la fonction d’onde :
\I/(rlaala o ',I'N,O(N) )

ou r; décrit la position spatiale de la particule ¢, et «; décrit les autres nombres quantiques de
cette particule (spin, ...).
m étant la masse d’un électron, on prendra comme Hamiltonien de ce systéme

N
M= Z

En seconde quantification, on utilise une base de Dirac, pour les électrons, en notant |i) un
état a 1-électron. Le nombre d’états de base vaut M > N et ¢ varie de 1 & M. Le choix de la
fonction d’onde (r, a|i) = ¢! (r) est arbitraire. Dans ce cas, 1'état ¥ s’écrit :

i#£]

\I[<I'1,()61,"',I'N,06N): Z gpgl(rl)gpg\]’\,(r]\;) :
{t1-in}



Les opérateurs de création et d’annihilation des états |i) s’écrivent a] et a;, ceux d’un état
|oa(r)), — désignant la conjugaison complexe,

M
= ph(r)al et ta(r Z ol (r
=1

¢ Densité électronique

La densité électronique en r est égale a la somme des probabilités quun électron quelconque
soit en cette position, donc

1 N
' i=1

SES(N) a1--a N

ot S(N) est 'ensemble des permutations & N éléments. Comme ¥ est antisymétrique, il y a
N! termes identiques, donc

N/dr2 -dry Z |W(r, o, 1y, - - I'NaOfN)|

agaN

Soit 714 (r) = 11 (r)1,(r), on pose N Topérateur nombre de particule :

Z/drna Za a

et la densité peut s’écrire

n(r) =Y (V]ia(r)|P) .

On peut, de fagon plus générale, définir le tenseur densité a 1-électron :
1
Yog (1) = (W[ () a (1) 0) -
(Soit na(r) = 744 (x, r), on a bien sir n(r) = Y o Nalr).)

d Antisymétrie

Comme cela a été déja utilisé, les électrons sont des fermions, et ¥ est donc antisymétrique,
‘I’(Fhal, I“N,OéN \/— E I‘s (1), Qs(1), * 7rs(N)7as(N)) .
seS(N)

Donnons un exemple simple d’application, soit V' un opérateur diagonal selon les variables
d’espace, local, indépendant du spin, on a

Giviey = Y / dry -~ dry g, (1)@ (Ta) ok, (03 (£4) X
XV(I‘l — 1'2)(5(I'1 — I'3)5<I'2 — r4)5a1a25a1a35a2a4
- X / drydrs g (v )b (02) o (1)L (r2)V (x1 — 1)

et peut encore s’écrire, par symétrie,

= iza:/drldrg (cpg(h)soé(rz) —wé(rl)%(m)) X

x (P (1) (r2) = b (r) Rk (r2) ) Vs = x2)
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2 Reéduction & un systéme & 1-électron

a Justification

On ne sait pas résoudre H|W) = E |¥) pour une fonction W & N-électrons. Cependant, si
on écrit, en notation abrégée, H = T'+V, ou T est la partie cinétique, on observe que le systéme
d’équation est séparable dans I’espace réel quand V' = 0 et on peut écrire ¥(ry, aq, -+, Iy, ay) =
X1(r1, a1) -+ xn(rN, ay), chaque fonction y; étant solution d’une équation a 1-électron que 'on
sait résoudre.

D’ou l'idée, inspirée des méthodes mathématiques de variation de la constante pour la
résolution des équations différentielles, d’utiliser cette méme forme séparée pour la solution
générale.

Bien stir, la solution exacte n’est pas séparable, et la solution séparée n’est a priori qu’ap-
proximative. On peut cependant, dans une hypothése de champ moyen, modifier V' de sorte
qu’elle le devienne exactement (voir le théoréme de Kohn-Sham).

b Etats de Slater

Avec D'antisymétrisation, les états séparés s’écrivent :

\I’<I‘1, Qy, -, TN, aN) = W det (Xl(rh Oél), T XN(rNa OfN))
(on a utilisé I'expression du 1d) qui constitue un état de Slater.

On peut remarquer que cet état n’est plus, formellement, séparé; cependant, on peut
généralement se contenter d’une solution séparée, que I’on antisymétrise ensuite, & condition de
prendre en compte a ’avance, dans le potentiel en particulier, les conséquences de I’antisymétrie
des états fermioniques.

On peut aussi noter que I’état non symétrisé reste encore séparé dans l'espace des moments
(il suffit de prendre chaque transformée de Fourier séparément), mais qu’il ne 'est pas dans la
représentation de Dirac :

|U) = Zf({nz})\nl, --o,ny) avec n; € {0,1}, an =N,
{ni} i=1

ot f({n}) =] (f)" avec fi=(ilx),

M
i=1

ot on peut utiliser un indice ¢ unique, car chaque état |x;) n’est défini que sur un état de Dirac.

¢ Equation a 1-électron

Il n’est pas question ici de formuler rigoureusement cette équation, car c’est, entre autres,
une des finalités de ce cours. On va cependant obtenir une expression générique, dont le détail
sera précisé par la suite.

L’équation a N-électrons, qui peut s’écrire

/ / ro / / ro / /
/drl"drN E \D(rlaalv ,I‘N,aN)<r1,a1,---,rN,aN|'H|r1,a1,---,rN,OzN>

! !
al--aN

= E\Il(r17&17"'7rN7aN)7
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devient avec un état séparé

/ / / / / / / / / /
/drl" drN E X1<r17 al) e XN<rN7 OéN)<I'1, Qp, 0, Ty, &N|H‘r17 a1, -, TN, aN)
afaly
= Exi(ri,a1) - xn(rw, an) .
Dans le chapitre sur Hartree-Fock, on se raménera, de fagon approximative, a un potentiel Vi
a une particule, qui tient compte des symétries, de sorte que H se décompose en

N
H = ZH’ avec H; =T, + Vi(r;) ,
i=1

ouT =), T;; dans ce cas, les équations se séparent et se réduisent a
,Hl‘Xl> = EZ|XZ> Vi e {17 ) N}

et >, E; = E est 'énergie totale. On peut, dans une approche de champ moyen, moyenner
sur les états, de facon a omettre l'indice i et définir Veg; on peut sommer partiellement les
états d'un seul atome : Vg dépend alors de cet atome; on peut, de fagon plus approximative,
sommer également sur tous les atomes (cette seconde hypothése est inutile quand le cristal est
périodique, car Vg est alors également périodique, d’aprés le théoréme de Bloch). Par ailleurs,
indice ¢ de T; = p?/2m est inutile; pour cette raison, on notera simplement H, sans indice,
I’hamiltonien & 1-électron, par la suite.

d Densité électronique

En appliquant I'expression générale de la densité a un état de Slater, on trouve :

n(r) = Z Z |Xi<r7&>|2 ) (Il>

ou l'on moyenne, en quelque sorte, toutes les densités électroniques a 1-particule.

e Limites

Signalons tout de suite certains inconvénients : F; permet de raisonner directement en terme
de niveaux d’énergie, les études faites en liaisons fortes donnent généralement les courbes de
dispersion des F;. Pourtant, cette énergie est rigoureusement impossible a définir, seules les
différences d’énergies entre niveaux peuvent 1’étre.

Pour preuve, on trouvera, dans le chapitre traitant I’équation de Hartree-Fock, que I’énergie
totale du systéme n’est pas

N N 1
E#Y E, mas E=)» E- 521@ ,
i=1 i=1 i#j

ou V; ; est I’énergie d’interaction électron-électron.
3 DBase a 1-électron

Le choix de la base |p;) pour les états de Dirac a 1-électron, bien qu’indifférent en théorie,
est primordial dans les applications pratiques, en raison des nombreuses approximations qu’il

controle.
Trois bases sont utilisées couramment dans la littérature.
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a Ondes planes
— Les ondes planes a une particules s’écrivent, dans un cas sans spin,

pi(r) = (rlex) = &',
et, dans les cas avec spin n/2, il faut introduire des (n + 1)-uplets.

— Elles constituent une base continue, orthogonale, rigoureusement définie sur le plan
mathématique. Son seul inconvénient est que les états . n’appartiennent pas a l'es-
pace de Hilbert des états physiques. En particulier, ils ne sont pas normalisables. On
peut cependant montrer que la base est orthonormée au sens généralisé :

[ v (el = 50 - )
et on vérifie bien la relation de fermeture

[ el (oude') = o~ )

— Elle est bien adaptée a la description d’un /
état étendu. Examinons le cas d’'un réseau
périodique carré a deux dimensions. Suppo-
sons que, dans 1’état fondamental, toutes
les fonctions y;, que l'on cherche, soient
égales. Imaginons, par exemple, que, dans
cet état fondamental, la densité soit uni- /
forme, mais évite cependant les centres ato-

miques. On représente une cellule élémen-
taire, la densité n est uniforme dans la zone
hachurée et nulle ailleurs.

La décomposition en onde plane de x peut s’écrire ici, a un facteur pres,

i(ka+ly) 2=
x(z,y) o< E cpg et
k,lezZ?

avec a largeur de la cellule et ¢y, le coefficient de Fourier de n(z,y),

Crl = /dwdye_i(kwly)%ﬁn(%y) ;

et on utilise : n = |x|? oc x car n est uniforme.

— En pratique, on calcule numériquement la décomposition en ondes planes, la plupart
du temps on impose des conditions périodiques aux bords. Cette méthode se généralise
assez bien cependant aux réseaux non périodiques.

— Par contre, elle est mal adaptée pour décrire un état fortement localisé : Il faut intégrer
sur les grandes valeurs de k, mais comme cette intégration est numériquement discrétisée,
il faut augmenter le nombre de points, ce qui rend vite les calculs prohibitifs.

— Signalons enfin que c¢’est la méthode la plus utilisée actuellement, en raison de sa facilité
a étre programmeée.

13



b Base des états atomiques

— On utilise une base d’états localisés, plus adaptée a certains cas pratiques : les états
propres de chaque atome lorsque 1’on supprime les interactions.

— La seule vraie base que 1’on peut construire, qu’on appellera base atomique, est consti-
tuée des états propres d’'un seul atome sans interactions. On doit considérer le spectre
complet de I'atome, sa partie liée discréte (E, = —E;/n? pour I'atome d’hydrogéne)
et sa partie continue libre (un spectre d’ondes quasi-sphériques). Toute 'analyse serait
basée sur cet atome unique : pour décrire les états localisés d’un autre atome, il faut
monter trés loin dans le spectre continu, cela ressemble & la décomposition en ondes
planes, avec une base d’ondes beaucoup plus délicate a utiliser.

— Pour construire la base des états atomiques, on additionne toutes les bases atomiques,
de chaque atome. Ce n’est donc pas une base mais une famille génératrice. Il n’existe
pas de méthode exacte permettant de revenir a une vraie base, mais, en pratique, on
tronque chaque base atomique en ne gardant que les premiers niveaux discrets (n < 3,4
ou b).

— On doit renoncer au schéma naif sui-
vant : états localisés décomposés sur
les états discrets des bases atomiques,
états étendus décomposés sur les états
du spectre continu des bases atomiques. << = < —e< >
Comme Slater ’a montré au début des
années 50, par le simple effets des re-
couvrements entre orbitales, les états dis-
crets des bases atomiques engendrent des
états étendus

— Cette base est trés adaptée pour des états localisés ou faiblement délocalisés (comme
des états de valence). Elle est surtout utilisée par les chimistes, qui choisissent, soit
[07%% —nr

on(r) =7%"e ,

ol r = |r| et on optimise numériquement les coefficients «,, soit les états hydrogénoides,

solutions de
2
p Qo
n :En n/
(2m + T) |lon) |lon)

soit des fonctions ¢, gaussiennes...

— Chaque base atomique est une base orthonormale standard, par contre, la base des états
atomiques est non orthogonale, a cause des recouvrements entre orbitales; cela sera
étudié en détail dans le chapitre sur Hartree-Fock. Pour retrouver une base orthonormée,
on a introduit la base suivante :

14



¢ Base de Lowdin

Pour orthonormaliser les états atomiques sans trop perdre leur localité, on introduit la
matrice des recouvrements :

S = (Sm,n> Sm,n = <90m‘()0n> ’

ou les fonctions |p,) sont les états atomiques, du § précédent.

S étant symétrique, on peut définir sa racine T telle que T1T = S. On vérifie que, S étant
la métrique des états |@,), I est la métrique des états |p,,) = T71|p,). Vérifions-le directement,
afin de préciser les choses :

M
[@n) = Z Tn_m,ln“:om> donc  (Pm|dn) = Z<90k‘ Tk_,rln Tl;ml“pl>
m=1 k.l \T/';
e

m,k

-1 _
= Y TSI

= Omn -

En réalité, ces états comportent une part trés délocalisée, qui en rend 'usage moins pratique ;
de plus, les calculs deviennent impossible & effectuer, lorsqu’on ne sait pas inverser S, ce qui
arrive lorsque (S — I) est grand. Je renvoie, pour I'analyse détaillée, au chapitre sur Hartree-
Fock; on doit en retenir ici qu’on sait, en pratique, faire les calculs pour S ~ I, ce qui est le
cas, justement, quand les états sont bien localisés! et que les recouvrements sont petits.

L’étude générale des bases a 1-¢électron se borne a cette introduction, par contre, nous allons
approfondir, maintenant, I’étude d’'une des bases d’états atomiques, sur laquelle une grande
partie du cours s’appuiera, la base des états hydrogénoides.

4 Etats hydrogénoides
Cette base joue un role théorique particulier, qui justifie son étude détaillée.

Commencons par rappeler les états propres de ’atome d’hydrogéne.

a Atome d’hydrogéne

Les états propres de I’atome d’hydrogéne sont connus de facon exacte. Donnons les états du
spectre discret :

. (mn—1—-1 2\, . 2
Onim(r) = Ru(r)Y"(0,0)  Ry(r) = 22l(n + D \ 7o r'e "”’Lilizl(mo),

L% sont les polynomes de Laguerre et ¥, sont les harmoniques sphériques normalisées :

/ Y"Y dOdg = 61p0m -

Il faut bien noter que la relation d’orthogonalité

5171/ (/d?“ Rann/l/T2 — 5n,n/) =0

15



n’existe que pour [ = ['.

Ame,h?
-

vaut nr, et, soit F; I'énergie de Rydberg, on trouve les énergies du spectre électronique :

est le rayon de Bohr (e charge de I’électron), le rayon moyen d’une orbite @,

E] 62
E, = —— Er=-— .
n 4me,r,

Pour généraliser a un atome quelconque, on procéde en deux temps :

b Modéle en couches simples

On suppose que toutes les couches sont indépendantes, chaque électron ne voit que le noyau
(autrement dit, on néglige toutes les interactions électron-électron) ; dans ce cas, on se raméne
a un systéme a Z-électrons indépendants, que ’on résout comme un produit de fonctions ¢,
a 1-électron. Chacune est solution de I’équation de Schrédinger d’un atome d’hydrogéne, otu le
potentiel V' = e?/r est multiplié¢ par Z.

Dans ¢pim, le facteur Y™ est inchangé, et, dans le facteur R,;, on change r en Zr et on
multiplie par Z3/2? pour normaliser, autrement dit R, (r) — Z%2R,,(Zr).

Le rayon moyen devient maintenant nr,/Z, et les énergies s’écrivent E,, = —Z 2, / n2.

¢ Modéle de Slater

Le modeéle en couches simples, quoique fréquemment utilisé, est incohérent : Les premiers
niveaux électroniques sont plus profonds, ils écrantent donc, de la valeur de leur charge, les
suivants. Il est donc faux de supposer que tous les niveaux voient une méme charge centrale
Ze.

Slater a imaginé le modéle suivant en 1930, dans lequel il prend en compte, non seulement
I’écrantage par des couches plus profondes, mais également 1’auto-écrantage des électrons d’une
méme couche.

On calcule la charge effective du noyau, que voit chaque électron, en fonction de son niveau
quantique, selon les régles suivantes :

— S’il n’y a qu’un électron, on retrouve 'atome d’hydrogéne, on peut donc exclure ce cas.

— Pour la couche n = 1, les deux électrons voient (Z — 0,3)e. Le 0,3 vient de l'auto-
écrantage.

— Pour la couche n = 2, la couche n = 1 étant compléte, les N électrons 2s et 2p voient
(Z—-2%0,85— (N —1)%0,35)e. Les 0,85 viennent de I’écrantage par la couche n = 1,
les 0,35 de I'auto-écrantage; on a N < 8.

— Pour la couche n = 3, les couches n = 1 et n = 2 étant complétes et la couche 3d vide,
les N électrons 3s et 3p électrons voient (Z —2 —2% 0,85 — (N — 1) % 0,35)e. Le 2 vient
de I’écrantage par la couche n = 1, les 0,85 de celui par la couche n = 2 et les 0,35 de
I’auto-écrantage; on a N < 8.

— Pour la couche n = 3, les couches 3s et 3p étant alors complétes, les N’ électrons 3d
voient Z — 18 — (N’ — 1) % 0,35. Le 18 provient de I’écrantage par les couches n = 1,
n=2,3set3p;onalN <10.

— Pour la couche n = 4, la couche 3d pouvant étre incompléte, on va noter N, les électrons
3d et N, les électrons 4s. On a N, < 10 et N. < 2. Les N, électrons 4s voient (Z — 10 —
8% 0,85 — N, % 0,85 — (N. — 1) % 0,35)e. Le 10 vient de I’écrantage par les couches n =1
et n = 2, les premiers 0,85 de celui par les couches 3s et 3p, les suivants de celui par les
couches 3d et les 0,35 de I'auto-écrantage.
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— Et ainsi de suite, il est toutefois dangereux de généraliser a de grandes valeurs de n, car
Slater n’a testé son modéle que pour des métaux ordinaires (n < 6).

— Résumons de fagon plus synthétique les regles précédentes : ’écrantage par des niveaux
plus profonds est total (e par électron) a deux couches de distance, ou bien lorsque 'on
se place sur une couche d. On écrante de 0,85¢ par électron de la couche précédente (sauf
donc si on est sur une couche [ > 2). Enfin, on compte 0,35¢ pour les autres électrons
de la couche sur laquelle on est (ce qui explique le facteur N — 1), ce 0,35 devenant 0,3
pour la couche n = 1.

On note généralement Z — s ou encore Z* la charge écrantée (au facteur e prés) du noyau.

Le modéle de Slater prévoit également de modifier n en n* dans 'exponentielle de R,; (les
autres facteurs dépendent de la normalisation et doivent étre recalculés en fonction). Le tableau
n|1]2]3] 4 [5]6 |
nt|1]2]3]37]4[42]

Pour les fonctions d’onde d’atomes dans une poudre, auxquelles s’intéressait Slater, les
résultats expérimentaux sont trés bien reproduits par ce modeéle.

Dans un vrai cristal, par contre, les fonctions d’onde ainsi calculées sont beaucoup trop
étendues par rapport aux vrais états électroniques. Il ne faut pas perdre de vue que, bien que
la base & 1-électron soit arbitraire a priori, comme en pratique on la tronque aux tout premiers
niveaux, ’allure des fonctions d’onde de la base doit étre proche des vrais états localisés.

des valeurs de n* est le suivant :

Pour tenir compte de cet inconvénient, la meilleure méthode consisterait a recalculer les
coefficients s et n*, pour un vrai cristal, en espérant qu’ils seront plus ou moins universels.
Les développements récents par les méthodes ab initio, qui ont remporté de nombreux succes
ont éclipsé ces méthodes plus anciennes, et ce travail n’a jamais été fait (on peut néanmoins
regarder les travaux de Clémenti, qui n’en sont pas trés éloignés).

Par compte, il est possible de tenir compte, de facon ad hoc, de ’hybridation des niveaux,
dans les cristaux, en modifiant tout simplement les nombres N, et N, en fonction de 'hybrida-
tion (par exemple, N, = N, + 1 et N, — N, — 1).

Un des avantages de cette base est qu’elle préserve la normalisation (les états sont normali-
sables), par contre, les états ont des recouvrements entre base atomiques d’atomes voisins, ceci
sera étudié plus tard.

5 Structure de bande

a Rappels

Je voudrais faire ici quelques rappels sur la notion de bandes, dans les systémes a 1-électron.

La structure de bande pour un solide, est I'exacte généralisation de la structure discréte
dans le spectre atomique, a ceci prés qu’on ne distingue plus les états localisés et les états
étendus de facon immédiate ; & partir de la remarque concernant la construction, par Slater,
d’états étendus a partir d’états localisés des bases atomiques, on peut se rendre compte que
tous les états sont étendus, méme s’il est plus exact, numériquement, de traiter les couches
profondes comme des niveaux localisés (plus la fraction “délocalisée” tend vers zéro, plus le
temps de cohérence est grand, et plus cela est exact).

Quand on résout mathématiquement I’équation de Schrodinger & 1-électron H|p) = E |¢),
les solutions ¢(r) ne sont pas analytiques, génériquement (elles divergent quand r — oo dans
certaines directions), sauf pour certaines valeurs d’énergies, qui se regroupent par bande. Quand
on construit le solide en rapprochant progressivement les atomes, initialement isolés (dans
la configuration de départ, ils sont tous indépendants, leurs spectres sont identiques, et la
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résolution du systéme par des fonctions a 1-électron est exacte), on obtient le schéma suivant :

Les niveaux discrets s’élargissent
en bandes continues

Certaines bandes se recouvrent
(c’est li¢ a 'hybridation des niveaux)

atome solide

La structure de bande est donc totalement indépendante de la résolution par les fonctions de
Bloch, a laquelle on la relie souvent : les méthodes usuelles de résolution des états électroniques
dans un cristal périodique, a ’aide des fonctions de Bloch, permettent seulement de démontrer
leur existence. L’existence d’une structure de bande dans un quasi-cristal est un contre-exemple,
bien qu’elle soit difficile a prouver rigoureusement.

b Bandes de conduction, de valence, de cceur

On s’inspire cependant de la résolution exacte dans un cristal périodique pour classer les
diverses classes de bandes, que 1’on rencontre, lorsque ’on résout numériquement les systémes
¢électroniques.

Ceci n’est valable que dans 'approximation & 1-électron. On distingue, traditionnellement,
trois types de matériaux, selon la situation.

— Pour un isolant, on trouve ol les niveaux de coeur sont quasiment dis-
crets et le niveau de Fermi Ey permet de
distinguer nettement une bande de valence
et une bande de conduction, qui sont sépa-

/\ rées par un tres large ‘gap’.

Ef E

— Pour un semi-conducteur, on trouve ou, par rapport a la situation précédente,
le gap séparant la bande de valence et celle
de conduction est trés réduit, de sorte que
de petites excitations permettent aux élec-

/\ trons de devenir conducteurs.

E; E

— Pour un métal, on trouve ou il devient impossible, en toute rigueur,
de distinguer une bande de valence et une
de conduction.
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c Interprétation physique : ouverture de Peierls

On considére, dans le Hamiltonien & 1-électron, que Vig est petit devant 7' (on utilise une
approximation de champ moyen), de sorte qu’on peut le traiter comme une perturbation.

E
Le spectre d’un électron libre Vg = 0 est

continu. Voici la courbe de dispersion, a une
dimension :

p

Peierls a imaginé un modele d’école simple, & une dimension, prouvant qu'une interaction
V', méme petite, induit une ouverture d’'une bande interdite, au niveau de Fermi.

Supposons V' # 0; les états | — ky) et |kf) non perturbés sont dégénérés, on néglige les
interactions de ces deux états avec les niveaux plus bas dans le spectre. On projette donc H
sur ces deux états, ce qui donne la matrice :

EfA
Aef

a cause des symétries. ey est le niveau dégénéré des états non perturbés, et A I'interaction entre
les deux états.

E

Les nouveaux niveaux d’énergies sont F =
ef £ A, ce qui prouve louverture dun L e
gap, de largeur 2A, au niveau de Fermi : 2A

b

Toutefois, cette ouverture induit une déformation du cristal (les atomes s’adaptent a la
déformation de la densité électronique), qui cotte de I’énergie. Une étude plus détaillée permet
de vérifier que le bilan total est favorable & une ouverture, au niveau de Fermi; c¢’est 'objet du
§ suivant.

d Modéle exact & une dimension

Ce modéle est inspiré du modeéle de Frenkel & Kontorowa, dans un cas particulier de dimé-
risation. Il s’agit d’'un modéle & une dimension sur un réseau discret |i), les fonction d’ondes
sont décrites par une fonction ¢,, = (n|¢).

Des électrons sont placés dans un potentiel périodique, par ailleurs, ils sont soumis a une
interaction plus-proches-voisins; de plus, on impose qu’ils se répartissent alternativement et
réguliérement par rapport a une ligne de potentiel moyen :

A, + A

OO AL A
NN Na-a

Soit A, = A, + (=1)"A, ou A, est fixe, et A est le paramétre ajustable du modéle, le
Hamiltonien du systéme s’écrit, dans la base |n),

Hmn = —/ﬁ(ém,nﬂ + 5m,n71> + Aném,n :
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On cherche une solution |¢) de la forme ¢,, = ™ F(=U"# si I'on substitue dans I'’équation

_K’(gbn-i-l + ¢n—1) + Angbn =F ¢n s

on trouve
—r(e P p e ) L (A, + A = E°
—r(eP p et L (A, —A)e ™ = Ee P,
d’ou
A, —A—-F
B3 _ =—o0 — -~ _ _ A _ _ 2 _ A2
e ATA_E >0 et 2rcos(a) =v(A, +A—E)(A,—A—FE)=+/(A,—E?2-A

et finalement, £ = A, & /A% + 4k2 cos(a)2.

Le spectre est composé de deux bandes, 'une E € [A, — VA? +4k2 A, — A], autre
E €A, + A A, + VA? + 4K2], séparées de 2A, comme dans le modeéle de Peierls.

B est fixé et v décrit toutes les solutions possibles. A priori, a € [0, 27[, mais, par symétrie,
on peut se restreindre & « € [0, /2] et multiplier par 4. Comme fo% dow = 27, on normalise par
1/(27) (ou plutét par 2/7 en tenant compte des symétries).

On se place a demi remplissage (seul cas intéressant ici), donc la premiére bande est tota-
lement remplie, et la seconde totalement vide. Dans la bande occupée, les énergies augmentent
quand a augmente de 0 & /2.

L’énergie électronique totale vaut donc

2 jus
Fii = —/2 (AO — \/A2 + 4K2 cos(a)2>da
™ Jo
VA2 4+ 4k2 3
= A, — — (2 + <1n(4\/1+(2f)2)7%) A+ 3 (1n(4\/1+(%)2)7g)m

45
+103 (ln(4\/1+( )2)*6) ATt )
A? A? A2 A
= A, — + — In (—)
8K
Le systéeme gagne de 1’énergie quand A croit, mais, bien sir, il faut tenir compte de I’éner-

2tk Amk 271K
gie phononique (relaxation élastique du systéme), qui s’écrit typiquement C' A% On doit alors
minimiser ’expression :

A2 A 1
C’A2+—ln< ) avec ' =(C — — |
2K 8Kk ATK
(out Pargument du logarithme étant < 1, on a pu faire disparaitre la valeur absolue) ce qui
donne finalement

A=8ke 2™ >0.  CQFD.

e Généralisation au cas non périodique

Quand la structure atomique est non périodique, et méme, dés qu’elle est complexe, la sur-
face de Fermi a peu de chance d’étre symétrique, et 'argument de Peierls perd de sa pertinence.

Pourtant, comme je ’ai déja mentionné, le phénomeéne d’élargissement des niveaux ato-
miques discrets vers des bandes séparées persiste, et le modéle précédent devrait pouvoir se
généraliser. La difficulté est essentiellement technique; le cas périodique est le seul facilement
soluble ; on se contentera donc, ici, d'un calcul numérique dans le cas quasi-périodique, ot 'on
vérifiera cependant ainsi I’existence de bandes interdites.

20



a Structure incommensurable

Définissons tout d’abord la structure quasi-périodique. A une dimension, il s’agit d’une
structure incommensurable. Pour définir cette derniére, définissons les structures commensu-
rables discrétes de rapport /s (r et s premiers entre eux) : ce sont des structures périodiques,
de période sa, vérifiant une propriété d’invariance

(anrr = ¢n+8a )

ou a est le pas du réseau discret. Les structures incommensurables sont alors définies comme
la limite de structures commensurables r,,/s,, telles que

T'n

lim ™ =¢ . (¢Q

n—o00 Sn

et ( est appelé le rapport incommensurable de la structure.

Notons que la solution n’est plus un simple dimeére ; Les cas commensurables, trimére, qua-
drimére, pentameére, sont beaucoup plus ardus a résoudre, et nécessitent déja un traitement
numeérique. Pour les systémes incommensurables, on prendra la limite /s — (, & condition que
les quantités étudiées soient continues par rapport a r/s.

B Systéme fini

Pour résoudre un cas commensurable, au lieu de procéder comme au d, on aurait pu se
limiter & un systéme fini a s états. On impose dans ce cas des conditions périodiques et on se
limitera de plus au cas A = 0. Le Hamiltonien s’écrit alors

A, -k 0 -+ 0 -k
—K . T T 0
b O . . . . :
: 0
0 .. .. SR —
- 0 - 0 -k A,

0 --- -+ 0 1
1 - 0

J=10 e : ;
0 0 1 0

2itk/s .

soient e; les valeurs propres de J, on a J° = I, donc e¢; = e ; soit |¢;) le vecteur propre

associé a e; (tel que J|¢;) = e;|¢;)), on remarque que
H=AJ—rk(J+J)=AJ —k(J+JY,

d’ou H|p;) = (A, — k(e; + (e;)*™1)|di) = (Ao — 2K cos(2mi/s))|¢;) et on a retrouvé le spectre
de H, sous une forme discrétisée ; on retrouve exactement la bande liée du d quand n — oo.
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~ Reésolution pédestre

Pour préparer la généralisation au cas non périodique qui va suivre, voici une démonstration
un peu plus pédestre du méme résultat. Pour simplifier les calculs, on peut poser, sans perte
de généralité, k = 1 et A, = 0. Posons

1 -1
0 -1 0 - 0 01 ol .
_1 . . . E - .' :
Hs: 0 0 ) [N{s: 0 . . O s
: .. .. .. -1 ' '
0 —1
1
0 0 0 -1 0 0O -1 0

ott H, n’a pas de conditions périodiques, posons h, = det(H, — AI) et he = det(H, — \I), alors
le spectre est I’ensemble des racines A de hg et on trouve les relations de récurrence

hg = —Ahg_1 — hs_s he = —Ahs_y — 2hs_o + 2(_1>s )

qui donnent les solutions

hs = i\/lll_iv <<—)\+i;/m)s+l B (—A—i;m)w)

Si I'on paramétrise A = 2cos(#), on en déduit finalement hy = 2(cos(nf) — 1), d’oit le spectre
est bien donné par 6; = 2in/s, soit \; = —2cos(2imw/s). CQFD.
6 Cas non périodique

Pour généraliser ces calculs a un cas non périodique, remplagons, dans ’expression matri-

cielle de H, A, par (A, Ag, -+, Ay),

A —x 0 -+ 0 —k

—K AQ 0
o O ) ) ) ) : ;

: . . . .0

0 o

-~ 0 - 0 -k A

les équations des déterminants hs et hy deviennent :

hs = (As — )\)hsfl — thS,Q

hy = (Ay— Nhs 1 — K?hg_o — K*H, 5 —2(k)*71,

ot I/ est obtenue & partir de h par une permutation circulaire (on fait la permutation sur hg
pour le calcul de hy_5).

On résout ces équations numériquement, pour s, telle que limr, /s, = (. Les cas ¢ € Q
sont périodiques (par exemple, le dimére étudié au d correspond & ¢ = 1/2), les autres sont
incommensurables. Quand n — oo, on voit apparaitre des bandes interdites (cf. par exemple
I'escalier du diable et les travaux de P. Y. Le Daeron et S. Aubry). Pour engendrer des états
vérifiant la bonne condition de périodicité (cf. «), on peut prendre A; = A,[i{ + «f, ou []
désigne la partie entiére.
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6 Méthode de Green

On introduit la fonction de Green, pour calculer la densité électronique.

Il existe deux formulations non équivalentes des fonctions de Green. L’une consiste & utiliser
une formule exacte, que I'on ne sait calculer que de fagon approximative (cf. Abrikosov et tous
les ouvrages traitant de la méthode par le groupe de renormalisation) ; 'autre consiste a utiliser
une formule moins exacte mais plus facile a calculer. Dans le cadre de la réduction du probléme
a 1-électron, c’est la seconde voie que je choisirai, et je ne m’occuperai pas des premiéres (des
liens assez formels peuvent étre établis, péniblement, qui ont pour seul intérét d’expliquer la
ressemblance frappante entre les développements établis suivant ces deux formalismes).

a Deéfinition

On définit 'opérateur de Green G par

z
F)=Ilm ———

(on notera G au lieu de G(FE), par économie, et on oubliera la limite, Z représente I'identité),
qui s’écrit en représentation d’espace

T
no__ /
g<r7r) - <r|H—E+Z€|r>
et, dans ’espace réciproque,
G(k, k/) = / drdr/ <k|r> <r|ﬁ|r/> <r/|k/>

dI'dI'/ kv’ —kr
N / gt T G(rr)

(2mh)
I !/
= Mg

Le signe + devant € est, dans un sens, arbitraire, mais on n’entrera pas ici dans le détail.

b Formule de la densité électronique

Soit |nu) les solutions, de fonction d’onde ¢y, de I'équation a 1-électron
Hlnp) = Ennp)

ou l'indice p contient toutes les dégénérescences discrétes ou continues, alors la densité s’écrit
2
n(®) =Y > lou®); (I.2)
n occ [

comme dans la formule du 2d, il faut préciser ici que 'on ne prend que les états occupés du
spectre (c’est I’analogue de la différence entre M et N).

Si l'on veut calculer la densité On/0FE(r), il faut transformer la somme discréte en somme
intégrale, en introduisant des fonctions de Dirac,

) = 2 o 0(5— ).
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oll ’'on somme sur tous les n, de sorte que

on
/M SLwiE= Y S low )l =)

n tel que “w
E<E¢

Par un simple calcul de résidu, on peut vérifier que

1 1
F—-FE)dl = —— | ——dFE
/5( ) E, E+ze

1
- _I& E
7T\S</E E+zed )

puis on remplace, dans la formule précédente, 6(E — E,,) par (—1/7)(1/(E, — E + i¢)) :

9 ) = Sl F (-9 )

- —%S <Z(r|nu>ﬁ(”#|r>>

np

- -8 (<r\ﬁﬂ.€ > \nu><nu\r>>

(=) -

ot l'on a utilisé la relation de fermeture des états propres de H (car il est hermitien). On
reconnait 'opérateur de Green, tel qu'on I’a défini, d’ou la formule fondamentale

on 1.
8—E<r) = ——3(G(r,r)) . (L.3)

™

&

1
s

Pour finir, a partlr de la relation fE<E s5(r)dE = n(r), si I'on définit la densité d’état en

énergie p(FE f dr , il vient

/ p(E)dE = Z Z(num,u) = N le nombre de particules.
E<E;

n occ [

¢ Généralisation

La formule plus générale

F1 1 F1 1
0(E — E,)dE = —=S — dE |
( ) W\S(/OOE—EO—F% )

ou l'on a substitué F; a +o0o, est indispensable par la suite. Pour la démontrer, remarquons que
+ (i) — In(E — E, + i€) est une primitive de 1/(E — E, + i€), On la choisit, plus précisément,
de la facon suivante :

o osi B < E,

)+ i5 "E=E,,
0 "E>E,,

—In(\/(E — E,)? + ) + iArctan(E _6 Z

ol l'on note que la partie réelle n’est pas définie, en ¥ = FE,, quand ¢ — 0. En prenant la limite
€ — 0, on trouve directement le résultat recherché.
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11 SYMETRIES

Ce chapitre sur les symétries fournit un outil fondamental pour la physique. Les symétries
concernent toutes les branches de la physique, mais ont un intérét accru dans I'étude des
solides. Je vais tacher de maintenir un point de vue pratique, et de n’entrer que dans la mesure
du nécessaire dans les détails mathématiques.

1 Groupes de symétries

Soit un groupe 7 de symétries fini. Il faut, tout d’abord, définir 'action d’une symétrie sur
les états et sur les opérateurs. L’action sur les états sera 'objet d’une section ultérieure, on
commencera ici par 'action sur les opérateurs.

a Représentation

Soit une base |i) orthonormale, soit un opérateur O, tel que
J

la base étant orthonormale, on a (i|O|j) = O;; (cf. Hartree-Fock).

Soit une symétrie g € T, elle agit sur O selon O — O’ = T(g9)OT!(g), o T(g) est un
opérateur unitaire, vérifiant T~1(g) = T7(g); on dit que T'(g) est une représentation de g; on
établit que 1'on peut toujours représenter une symétrie par un opérateur unitaire.

Si on fait agir deux symétries g; et go de T ala suite, O — O” = T(gQ){T(gl)OT_l(gl)}T_l(gz),
on définit une opération T'(g2)7(g1) qui est la représentation du produit g;gs. Or, ce produit
est propre au groupe de symétries T et ne dépend pas de la représentation. La structure de
groupe est intégralement transportée par la représentation. C’est cet isomophisme de
groupe qui définit une représentation.

b Représentation irréductible

a Décomposition par blocs

Soit h le cardinal de 7. Il existe une base abstraite, telle que toutes les représentations 7'(g)
correspondant & des symétries g s’écrivent par blocs :
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oul chaque bloc [ correspond & une ma-
.h a trice carrée [, X [;. Les blocs sont communs
Iy a toutes les symétries du groupe 7T, et sont ap-
" pelés des représentations irréductibles ™) (T)
du groupe de symétries. Cette représentation
ly en blocs est optimale dans le sens ou aucune
Iy base ne peut réduire le groupe d’avantage. On
omettra (7) dés qu’il n’y a pas d’ambiguiteé,
pour alléger la notation.

— On peut toujours distinguer une représentation ‘triviale’ T, telle que [; = 1. Dans cette
représentation, toutes les symétries de 7 sont représentées par 1. La structure de groupe
est bien transportée, puisque 1 est 1’élément neutre.

— Notons d le nombre de blocs, on trouve la relation 32¢_, (Ix)* = h.

— Ce qui rend cette représentation difficile & appréhender, pour certains, c¢’est que la base
abstraite ne peut étre réalisée simplement, elle ne correspond pas, par exemple, a la base
des états, d’ailleurs, elle n’est pas définie dans l’espace des états (par contre, chaque bloc
peut étre, séparément, défini dans 'espace des états).

— Il ne peut exister aucun isomorphisme entre les différentes représentations.

B8 Résultat fondamental

Voici un résultat général, concernant la représentation irréductible.

Soit, pour toute symétrie g; de T, T®*)(g;) sa représentation I'® sur le bloc I;. L’ensemble
de ces opérateurs {T"(g;),i € {1,--,h}} engendre vectoriellement tout 'espace I x I
(autrement dit, il est de rang (1;)°).

~ Exemple

Donnons un exemple, qui permettra de mieux comprendre.
— Soit le groupe T (K, J) agissant dans R3, engendré par les deux opérations :
J :i— j— k —1i, de représentation dans (i, j, k)

0 0 1
J=11 0 0
010
(c’est une rotation de 27 /3 autour de i+ j + k)
et :i— —i, j— —j, k = k, de représentation
-1 0 0
K=|10 -10
0 0 1

(c’est une rotation de 7 autour de k).
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— Cette représentation en matrices 3 x 3 est irréductible. Cela signifie que ’ensemble des
matrices du groupe engendre tout 1’espace des opérateurs. En représentation 3 x 3, les
éléments du groupe sont :

I,J, J° K, KJ, JK, KJ* J’°K, J’)KJ, JKJ?*, JKJ=KJ?K et J’KJ*=KJK ,

soit h=12 éléments (I = I3 est la matrice identité). Quand on cherche les relations non
triviales entre ces 12 matrices, on obtient trois relations :

J+KJ+JK+ J*KJ*? = 0
TP+ KPP+ PK+JKJ =
I+ K+ JKJ*+ J’KJ =

et le rang de I'’ensemble de ces matrices est donc 12 —3 =9 = 3 x 3, CQFD.

¢ Caractéres

Pour trouver ’ensemble des représentations irréductibles d’un groupe de symétries, on doit
introduire la notion, trés puissante, de caracteéres.

a Classes

Une classe, dans une représentation irréductible IT'*) du groupe de symétries, est définie
par la relation d’équivalence : g; ~ gy si et seulement si Jg tel que T®) (g)T®) (g)TH®1(g) =
T™®(gy) (une classe est 'ensemble des éléments reliés par la relation d’équivalence).

— On a le résultat suivant : Le nombre de classes = le nombre de représentations = d.

— Dans la représentation irréductible trouvée a ’exemple précédent, on trouve 4 classes,

notées C1, Cy, C3 et Cy, et on notera N; le nombre de symétries dans la classe [ :

Cl - {[} Nl - 1,
C, = {K,J’KJ,JKJ?} N, = 3,
C; = {JKJJK, J?KJ?} N3 = 4,
C, = {JLKJ%JPK,JKJ} N, = 4,

il existe donc d = 4 représentations irréductibles, que nous allons déterminer par la suite
(on en connait déja une, ou plutot deux, en comptant la représentation triviale).

B8 Définition d’un caractére

On définit le caractére xy¥)(C;) d’une classe dans la représentation I'®)(T") comme la trace
d’une matrice quelconque de cette classe.
~ Premiéres propriétés

i. On a la propriété suivante : les vecteurs

XOEC)\ [xO(C)\ XD
(@) | [x2@) | [ x@c)
X)) \x9(@)/) \x@c)

sont orthogonaux, au sens hermitien, et leur norme vaut h/Nj.
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ii. On a une propriété duale de la précédente : les vecteurs

XW(C1)V Ny X (C1)V Ny X (C )V Ny
X(l)(CZ)\/E X(Q)(CQ)\/E o X(d)(CZ)\/E
x(U(Obm x<2><0;>m X(d)(C:d)\/Vd

sont orthogonaux, au sens hermitien, et leur norme vaut h.

iii. Une conséquence de cette derniére propriété, quand on applique 'orthogonalité a 1 et k,
en notant que les caractéres de la représentation I'™ valent y™") = 1, est

S ONX®(C) =0 VEk#1.
!

iv. Je vais donner une ultime propriété, qui sera utile par la suite. Définissons tout d’abord
le produit de deux classes, C;.C; = {T®(g;)T*)(g;) € C; x C;} comme 'ensemble des
produits des éléments de chaque classe. Un produit de deux classes est a priori I'union de
différentes classes, certaines pouvant apparaitre plusieurs fois dans cette décomposition ;
on écrit cette décomposition

Ci.Cj = p;;C1 +p}iCa+ -+ + pliCy
ol pij peut étre nul et est égal au nombre de fois que la classe Cj intervient dans la

décomposition de C;.C}.

5 Exemple
Donnons ’ensemble des produits de classes, que I'on peut former dans notre exemple :
Cl.Cl - Cl ([1][1] - [1] = 1) 5 Cl.Cl = Cl.Cl - Cl ([1][Nl] - [Nl] = Nl) y
02.03 = C3.CQ == 303 02.04 == C4.02 - 304 ([3][4] = 3[4] - 12) 5
C3.Cy = Cy.C3 = 4C, + 4C, ([4].]4] = 4[1] + 4[3] = 16) ,
ol j’ai vérifié entre parenthéses que l'on retrouve les bons cardinaux, le cardinal d’une classe
simple étant noté entre crochets.
e Formule fondamentale

On peut énoncer maintenant la derniére propriété : les lois de produits se transposent sur
les objets a; = N;x™(C)), pour toute représentation I'®)(T), autrement dit,

d
;.0 = Zpij()él .
I=1
— Dans notre exemple T (K, J), on trouve donc, entre autres,
3xM(Co) Ax ™ (Cs) = 12X (Cy) -+ 9XP(Co)x ™ (Cs) = 3xM(C1) + 6x M (C)

16X (Ca)x ™ (Ca) = XV (C1) + 124 P(Cs) -+

et ainsi de suite.
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¢ Applications

Grace a toutes ces régles, on peut finalement calculer la matrice compléte des caractéres,

dans T (K, J), qui vaut

1 1 1 1

(k) _ J J
(X (Cl)) Kl 1 1 j2 ,] )

3 =1 0 0

avec j = e*™/3. La premiére ligne de 1 provient de la représentation triviale IV (T (K, J)), et
se retrouve pour tous les groupes de symétries.

A Tlaide des caractéres, on peut facilement remonter a l’ensemble des représentations ir-
réductibles d’un groupe de symétries. Dans chaque cas, on ne donne que les générateurs du
groupe.

— Les représentations irréductibles du groupe 7 (K) engendré par K sont M) avec KV = [

(I = 1), et T® avec K = —T (I, = 1) (dans les deux cas I = I; est la matrice identité).

— Les représentations irréductibles du groupe 7(J) engendré par J sont IV, avec J) = I
(I, =1), T® avec J@ = (j) (I, = 1), et T® avec JO) = (52) (I3 = 1).

— Finalement, les représentations irréductibles du groupe T (K, J) sont I'M | avec K1) =
JYV =T (1 =1), T® avec K& =T et J? = (j) (I = 1), I'®, avec K& = I et
J® = (5%) (I = 1) et T®, out les matrices K™® et J® sont les matrices 3 x 3 donnée a
la section précédente (donc Iy = 3).

Pour établir ces résultats, il faut remarquer que, sachant a l'avance que l; = 3 et que
Eizl(lk)z =12, on trouve [y = Iy = I3 = 1; donc les matrices des représentations 'V,
I'® et I'® coincident avec leur trace.

Les notations ', I'® | etc., ne recouvrent pas a priori les mémes représentations, selon les
groupes. Toutefois, par convention, '™ désigne toujours la représentation triviale (ot toutes
les symétries sont représentées par I). Le fait que les représentations du sous-groupe 7 (J) re-
couvrent celles du groupe T (K, J), et que celles du sous-groupe 7 (K) pas, ne provient d’aucune
regle générale et procede de ce cas particulier.

d Lemme de Schurr et Wigner
a Lemme (premiére version)

Soit une représentation irréductible I'®) de T (fini) ; soit un opérateur H, défini dans cette
représentation, invariant par toutes les symétries du groupe, [H, T®)(g;)] = 0 Vg; € T. Alors
on a

H=cl,

oil ¢ est une constante complexe et I est l'identité dans I'espace de la représentation I'®)(T").
Démonstration
— Soit |u) un vecteur quelconque de cet espace, soit |v) = H|u), montrons dans un premier
temps que |v) est proportionnel & |u).
Soit S = |u)(u|, d’aprés le b, S est décomposable sur les représentations T (g;) des
symétries, autrement dit, il existe \; tel que

(on ne peut pas préciser i € {1, -, h}, car les T (g,) sont générateurs mais ne forment
pas une base a priori), d’ott on tire [H, S] = 0, soit
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HS|u) = SH|u)
Hiu)(ulu) = |u)(u| Hlu)
ey m

) = ju) -

— 1l reste a vérifier que la constante ne dépend pas de |u), ce qui prouvera que H est une
homothétie. On cherche donc a prouver que

(ulHlu) _ (v|H]|v)
{ufu) (v]v)

Vlu), [v)

= (o]o)(ulHu) — (o|H[v) (ulu) = 0
= (o(|u)ulH — Hv)ul)lu) = 0

or [[v)(u|, H] = 0 par le méme argument que [S, H] = 0. CQFD.

B Lemme (deuxiéme version)

Soit 7" la projection du groupe 7T sur une représentation non irréductible; on peut donc
la décomposer en blocs irréductibles, comme on I’a fait dans le cas général, avec maintenant
d < d blocs, et Zz;l(lk)Q = h' ou W = #T" < h (# désigne le cardinal). Deux situations
peuvent se présenter : soit, chaque représentation irréductible T(k)(T) ne se trouve qu’en un
exemplaire dans cette décomposition, soit elle est dupliquée ry, fois.

Soit H un opérateur commutant avec tous les opérateurs de symétrie de T”, si 'on est dans
la premiére situation, H est diagonal et de la forme

A O
0 X
A 0
0 )\d’
Si on se trouve, au contraire, dans la seconde situation, H n’est que diagonal par blocs,

chaque bloc r; correspond a une représen-

0, ) tation irréductible T*)(T"). Dans un bloc r;,
r on peut choisir la base de telle sorte que H
UL s’écrive

9 a b
DL R c d ’
T3
ot les vides indiquent des zéros. (On retrouve

L J le résultat du lemme premiére version).
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~ Exemples

i.

11.

1il.

Soit H invariant par I ; on a vu que le groupe de symétries 7 (K) admet deux représen-
tations '™ et T®. Plus précisément, on trouve r; = 2, ky = 2 et ry = 1, ky = 1, d’oil,
en appliquant le résultat précédent, H s’écrit

(1)

Soit H invariant par J.; on a vu que le groupe de symétries 7 (J) admet trois repré-
sentations I'M, T et T3 donc ici r; = 79 = r3 = 1, on se trouve dans la premiére
situation, et H est diagonale dans la base propre de J (la base selon laquelle J est
représentée par blocs, chaque bloc correspondant a une représentation irréductible, n’est
pas la base canonique) que 1'on peut choisir telle que k1 = 1, ko = 2, k3 = 3, soit

0
0
2

J

J =

o O =
O~ O

(c’est donc une représentation de 7).

Soit, & 3 dimensions, les translations selon l'axe des z, T'(z,) : f(r) — f(r — x,i); cette
représentation est irréductible. Soit H commutant avec toutes ces translations, H est
o I, selon z, autrement dit,

<.§C’y2‘H|I‘/y/2/> 8 5(1’ - 'r/)f<y7 Z, y/7 Z/) )

d’ou, plus simplement, H ne dépend pas de x.

2 Représentation dans ’espace des états

Quoique les développements suivants soient en continuité avec ceux qui préceédent, je les
regroupe dans cette section, ce qui indique simplement un changement de point de vue.

a Action du groupe de symétries

Soit un groupe de symétries T fini et {g} ses éléments; soit € 'espace de Hilbert dans
lequel sont définis les états. On suppose qu’il est de dimension fini; soit {|¢;)},_;.,, une base
orthonormée, on représente les opérateurs O par la matrice M x M définie par O;; = (¢;|O|¢;).
En particulier, les symétries sont représentées par les matrices T'(g) d’apreés la loi

g: O 0 =T(9)0T (g) .

On impose la condition de compatibilité suivante : 7 conserve le produit scalaire (hermitien)
dans &. Soient |¢) et |x) deux états, soient |¢') et |y') leurs images sous I'action d’une symétrie
g de T ; soit O un opérateur et O’ son image sous I'action de g. On veut

((o1x)) = (o]x) — (@'IX) = (dlx)

mais aussi, de fagon plus générale,

(¢'10'1X') = (¢|O]x) ;
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de la deuxiéme équation, on tire |¢') = T'(g)|®) (et |x') = T(g)|x)), puis, si on substitue dans
la premiére, on (re)trouve T'(9)T"(g) = I <= T~ '(g) = T'(g). Plus précisément, on a, grace
a la relation de fermeture, O;; = TZ-kOlele et ¢f = (pil¢’) = T,*¢;. ou I'on somme selon
les conventions d’Einstein (on remarque que la matrice représentant une symétrie a un indice
covariant et un indice contravariant, les lecteurs intéressés pourront se référer & un cours sur
les tenseurs).

b Représentation d’un état

a Construction d’une représentation provisoire

Soit |¢) un état donné, et un groupe de symétries 7. On note ici g1, - -+, gn, les symétries,
et on les fait agir séparément sur |¢). On note |¢1) = T(I)|p) = |9), |o2) = T(g2)|P), -+,
|pn) = T(gn)|®) ou j’ai choisi gy = I et on ne garde que les états différents (mais non
nécessairement libres). Comme #7 = h, on a bien str n < h; on vérifie, en fait, que n est un
diviseur de h. De plus, n < M la dimension de £ (ceci est l'occasion de signaler qu'on peut
avoir h > M).

Dans la base (|¢1), -, |®n)), les g ont des représentations matricielles du type
0 0 0 1
~ 01 0 0
0 01 0

c’est-a-dire avec des 0 et des 1, et un seul 1 par colonne; on appellera cette représentation (non
irréductible a priori!) T'(T).

On peut former une base a partir des |¢;), notons-la (|¢}), -, |¢./)), avec n’ < n. Les re-
présentations des g sont différentes dans cette derniére base, et ce sont les seules vraiment

correctes, comme je vais l'expliquer maintenant sur notre exemple.

B Analyse sur un exemple

1
— Soit, & 3 dimensions, |¢) = | 1 |, et le groupe de symétries T (K, J) déja étudié.
1
On trouve n = 4, a savoir
1
o) = lo)=Tlo)=Tle)=| 1| ,
1
-1
02) = Klo) =KT|¢) =KT*|¢)=| -1 | ,
1
1
03) = JTKlo) = TKT|6) = TKT?|¢) = | -1 | ,
1
-1
62) = T?Klo) = T°KI|¢) = T*KT?|¢)=| 1 | ,
-1
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puis, pour s’en tenir aux générateurs du groupe de symétries, dans cette représentation

1 00 0 0 1 0 O
= 0 0 0 1 - 1 00 0
7= 01 0 0 K= 0 0 0 1
0 010 0 01 0

Attention, la présence de J® dans J ne prouve rien, puisque, d’une part, I'® ne fait pas
partie des représentations irréductibles du groupe 7(J) ce qui nous oblige & considérer
KC en méme temps, mais d’autre part, on ne retrouve pas K4 dans le bloc correspondant
de K.

Faisons le changement de ‘base’, défini dans (|¢1), |¢2), |¢3), |04)) -

1 1 1

-1 —1 1
|ug) = 1 ug) = _1 |ug) = 1]

-1 1 -1

lur) =

[N G U W T W S

alors, dans cette nouvelle base, on trouve

1 0 0 0 1 0 0 0
= 0 0 0 1 = 0 -1 0 0
7= 0 1 0 O K= 0O 0 -1 0]°~
0 0 1 0 0 0 0 1

otl 'on distingue les représentations '™ (T(KC, 7)) et TW (T (K, J)).

On a presque achevé I'analyse de la représentation f‘(T(/C, J)), puisqu’on vient de prou-

ver qu’elle est décomposable en deux représentations irréductibles. Toutefois, la famille

(|p1), |d2), |P3), |#4)) n’est pas une base, ce qui oblige & modifier ce résultat : en effet,
0

dans la base canonique, |u;) s’écrit tout simplement |u;) = | 0 |, c’est le noyau (la
0

relation de liaison) des |¢;), il suffit de le retirer pour obtenir une représentation non

ambigué de T(7T(K,J)). Autrement dit, on a n’ = 3 et on peut choisir |¢}) = |us),

04) = lus). 104) = [us).

Dans la représentation I'(7 (K, 7)) modifiée (je n’'introduit pas de nouvelles notations,

car c’est la seule représentation correcte, comme je viens de U'expliquer), I (T(K, J))

disparait et il reste juste I (T(KC, J)). Ceci montre, en passant, que, dans la représen-

tation d’une symétrie sur un état, '™ n’est pas toujours présent dans la décomposition

en représentations irréductibles.

La premiére représentation est formellement correcte, mais elle contient des représenta-

tions inutiles ou redondantes, quand on la décompose en représentations irréductibles.

Elle fournit une méthode pour construire la représentation I

~ Formulation générale

Dans le cas général, la représentation I'(77) n’est pas irréductible. On peut énoncer le résultat
général suivant. Soit |¢) un état, il existe une famille (|¢1) = |¢), -+, [¢n)) et des nombres sy,
S, - Sq, tels que

d/
Yos=M et Vo)=Y |0,
7 =1
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0
ou, Vi |tk = D ek la boite est de taille s; ,
0 :
: I’ensemble des botes sy - - s
('] forment une partition de E |

et, soient D) (g) les matrices représentant les 7% (g), 'action d’une symétrie g sur 'état |¢pq)
peut s’écrire

n

9)|6a) —ZZD(’” (9)]647) . (IL1)

B=1 i=1

6 Exemples

Dans I'exemple du 3, il n’y a donc pas de somme sur i. Ce n’est pas toujours le cas, comme
le prouvent les exemples suivants :

i.

11.

1il.

1v.

1
Soit |¢) = | 1 |, la représentation I'(7(J)) associée est tout simplement I'™ (77(7)),
1
puisque |¢) est invariant par J.
1
Soit [¢) = | 0 | =1, on a donc |¢1) =i et [¢2) = T[d) =j et [¢3) = T?|¢) =k, d'ou
0
) 00 1
J=J=11 0 0] ;
0 1 0
il existe une base sur laquelle
) 10 0
J=J=(0 5 0
0 0 j?

et finalement, on peut écrire T'(T(J)) = TW(T(T)) +TA(T(T)) +TE(T(J)) (rappel :

le -+ est I’écriture traditionnelle d’'une décomposition en représentations irréductibles).

Soit |¢) = ;2 ,on a J|p) = j|¢) donc & =1 et J = (j) dans cette représentation
unique, ce qui7 indique T'(7(J)) = T@(T(J)).

Soit |p) = 312 ,on a J|@) = j%|¢) donc d’ =1 et J = (j2) dans cette représentation
unique, ce quij indique I'(7(J)) = TO(T(J)).

Soit [¢) = ? , on a donc |¢1) =|9), [¢2) = T|d) = _01 et |¢3) = T?[¢) = —11

-1 1 0
dans cette base ; on trouve encore J = J, mais, cette fois-ci, si on détaille le changement
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de base qui permet de diagonaliser la représentation J = J',

lu) = |¢1) + |d2) + |¢3)
lus) = |p1) + jld2) + 5°|¢s)
lus) = |o1) + 5°|d2) + jlés)

on trouve, comme au 3, que |u;) = 0, et la représentation finale, sur la base (|us), |us)),
donne T(T(J)) = TO(T(T)+IT®(T(J)). Jai donné cet exemple qui ressemble formel-
lement, au départ, a I'exemple ii, pour mettre ’accent sur les pieges, qui sont nombreux
dans ces calculs.

vi. En guise d’exercice, demandez-vous pourquoi il n’y a aucun exemple de calcul de f(’T(/C, J))?

Groupe de Schrodinger

Soit H un Hamiltonien, et 7 un groupe de symétries laissant H invariant. Soit g € 7, on

a, soit |¢) € &€, de valeur propre E,

T(g)H|¢) = T(9)El¢) = E T(9)|¢) = H(T(g)|¢)) ,

donc T'(g)|¢) € Eg le sous-espace propre associé a F.

Ceci prouve que les sous-espaces propres sont invariants par 7, ce que 'on note 7 (£,) C &g.
Le groupe de Schrodinger est le plus grand groupe 7T laissant H invariant. Le sous-espace

engendré par |¢1), ..., |¢,) (définis au b) est maximal pour ce groupe.

On dit que les dégénérescences d’'une valeur propre sont non accidentelles si

— o) € &g tel que |@1), ..., |pn) engendre Eg.

— La représentation de |¢)), ..., |¢},) est irréductible.

Cet énoncé ne correspond pas exactement a ce que l'on trouve dans la littérature, pourtant,

ces deux conditions sont indispensables, selon moi, pour définir précisément la dégénérescence
non accidentelle.

Si ces conditions sont remplies, il n’y a plus de somme sur i, dans la formule (II.1), qui

devient trés commode a utiliser, et on a, de plus, T(€,) = Eg.

Une conjecture prévoit que tous les Hamiltoniens fondamentaux possédent des valeurs

propres non accidentellement dégénérées. Il faut reconnaitre, en tout cas, que cela a permis
de découvrir des symétries cachées, qui expliquent les dégénérescences du spectre de 'atome
d’hydrogeéne (seule la dégénérescence & moment L fixé est non accidentelle, selon les symétries
courantes).

d Action du groupe de symétries sur un opérateur

On peut généraliser la formule (II1.1) pour les opérateurs : soit O un opérateur, on définit

O1 = O et O, = T(9,)OT(go)~" les images successives différentes de O par les différentes

symétries g, de T. Alors, il existe une base telle que, Voo O, =, O et alors,

VgeT T(9)0.T Y g) = DS ()0, (I1.2)
Bi

ou il faut comprendre les indices comme dans la formule (II.1) et on a appliqué l'avance les
résultats du 3b3 (autrement, on obtient une écriture comme celle donne dans la démonstration
de 'équation (II.3) ci-apres).
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3 Orthogonalité. Régles de sélection

Nous voici arrivés a des applications plus concrétes de la théorie des groupes de symétries.
De nombreux résultats importants vont étre dérivés grace aux symétries.

a Orthogonalité
a Résultat préalable

Soit I'®) et ') deux représentations différentes (non équivalentes) d’un groupe de symétries
T,ona:

S DYDY, (9) =0 V(a,B,0",8) . (IL3)
geT

— La conjugaison, dans cette formule, n’est pas obligatoire. En effet, le groupe conjugué
associé aux matrices D*) est équivalent au groupe D®) | ce qui prouve qu’il existe une
matrice P telle que D®) = PD® P~1 (voir Petrachéne & Trifonov). On D'utilisera plus
souvent, par la suite, sans la conjugaison, qui rend cependant la démonstration suivante
plus facile.

— Voici une esquisse rapide de démonstration : soit un opérateur agissant dans ’espace
abstrait dans lequel est défini la décomposition en représentations irréductibles de 7', on

peut arbitrairement le choisir, dans la base ou sont définis les blocs [; x [;, de la forme

A
Ay
Az '
M

ou les vides sont des zéros, A; des blocs [; x [; et M un bloc rectangle [, x [; choisi et
placé arbitrairement.

D’aprés une généralisation de l'équation (II.2), M se transforme sous 'action d’une
symétrie g en M/ 4(g) = Ma/B/Dg;/ (g)Dgfy(g) ot la somme est implicite.

Si M était invariant par 7, il serait nul, d’aprés le lemme de Schurr-Wigner. Or, on
montre que M '(g) est invariant, donc, il est nul. En utilisant le fait que M peut étre

choisi arbitrairement, on en déduit I'équation (II.3).

B Etats orthogonaux

Soient deux états |¢) et |x), ils se transforment sous I’action d’une symétrie g grace a la
formule (II.1),

T(g)lda) = > DY (9)o5?)
Bi

l; l;
T(9)lva) = > D9 .
B3

ou k; et [; permettent de distinguer la décomposition des I respectifs, et j’ai omis le détail des
sommations.
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Comme T est compatible avec le produit scalaire, on peut écrire

(Xlo) = (XITH(9)T(9)|0)

I; i L)) (ks
= ZD;{)(Q)Dé,l) (g)(x(ﬁ’)kb(ﬁl N, on peut moyenner sur les g ,
Pre
ij
1 I; ks L) (ki
= 5 > Dit (9D (9) 0 1957)
0p8"
ij
1 1)) o (ks 1) ks
-G ) (EoReniw)
e~ \ g
ij non défini pour ki#lj J

peut étre nul quand ki:lj

{OSI {k’z}ﬂ{l]}:@,

une somme dans les sous-espaces k; = [; sinon,

=0 des que k;#l;

les 1 dans les matrices D(g) proviennent de ce qu’on a utilisé la formule (II.1) pour o = 1
(I1) = o).

On prouve ainsi que le produit scalaire est nul dés que les symétries des états sont différentes,
sans connaitre les états. Il peut s’annuler dans des cas moins simples, mais il faut étudier alors
les états en détail, ce qui ne reléve plus de la simple application des symétries.

S’il n’y a pas de dégénérescences accidentelles, alors, on peut oublier les indices i et j, le
produit scalaire est nul dés que k # [ (dés que les états n’ont pas la méme symeétrie).

b Produit de groupe de représentation

Il s’agit ici de généraliser le résultat précédent.

a Résultat préalable

Une propriété analogue a la formule (I1.3) est

VE#£1 Y DW(g)=0. (11.4)

geT

Cette formule généralise celle-ci Y, N;x®(Cy) = 0, qu’on peut encore écrire Y g x® (gCh) = 0.
Sans en donner une démonstration explicite, nous allons justifier cette généralisation par le §
suivant.

B Produit de groupes de représentation

On définit le produit tensoriel de groupes de représentation I'®)(T) x T®(T") par le produit
des matrices de représentation Dgg (g)DSg (g). Cette structure transporte encore les propriétés
du groupe de symétries, c¢’est une représentation, que 1'on peut décomposer en représentations
irréductibles du groupe 7. Cela généralise le produit de classes et on obtient des formules du
genre

e x r® =1® L ™ 4 op®)

(j’ai pris cette formule sur un exemple réel, mais, étant que ’on ne connait pas 7T, cette écriture
est dénuée de sens, je ne la donne qu’a titre d’illustration).
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~ Exemples

— Soit |u(k ) un vecteur se transformant selon ) (autrement dit, sa représentation I =
I'®) et |[v®) un autre vecteur se transformant selon I'V. Alors, I'opérateur (projectif)
|u®)) (v®| se transforme selon T'*) x T®,

— Plus concrétement : soit SGz) la représentation de spin 1/2 et S ou S™ celles des spins
0 ou 1. Alors, la formule d’addition de moments, établie grace a I’algébre de Lie, s’écrit :

53 % §G) = g0 4 g(1) |

5 Application

On peut redémontrer la formule (I1.3) : on applique, dans le terme de gauche, la décompo-

sition
% 70 — Z Ay r®
peEA
et il reste a prouver 1 € A, puis a appliquer la formule (I1.4) précédente.
Vérifions que I'®) x T'® contient '™ si et seulement si k = [. Par 'absurde, il vient immé-
diatement, si c’est faux, que les conclusions du a sont également fausse. CQFD.

e Généralisation

Cette approche par produit de représentations se généralise facilement. On peut décomposer
un produit de trois représentations I'*) x F(l) x T'®) ou plus; on en déduit que

ZD )D(”)( )=0

geT

dés que T'M ¢ la décomposition en représentations irréductibles de ce produit.

Il n’y a pas de méthode générale de calcul de la décomposition en représentations irréduc-
tibles, sauf pour le groupe des rotations (étudié plus loin) mais, pour les groupes finis ponctuels,
les plus fréquents, de nombreuses tables se trouvent dans la littérature.

c Reégles de sélection

Soit un Hamiltonien #, possédant une / / //
structure avec une bande interdite ; on imagine
que les bandes ne sont pas plates, quand on re- ©
garde la structure dans I’espace réciproque, et D @ 3

possédent des points remarquables : _J\/\
ZNT

Les interactions interbandes sont créées par un potentiel V' que 1’'on ajoute au Hamiltonien
de base, et on traite H = H, + V' en perturbation. On suppose que les transitions possibles ont
lieu entre les quatre points remarquables (D) ,---, (@ de l'espace des phases. Soient |¢) I'état
non perturbé correspondant au point (D), |¢) celui correspondant a (2), |0) celui correspondant
a @ et |x) celui correspondant a (@, la régle d’or de Fermi implique que les probabilités de
transition entre ces états sont proportionnelles au module carré de (¢|V|x), (¢|V|O), etc.

Soit 7 un groupe de symétries laissant #H, invariant (le plus grand groupe possible est le
groupe de Schrodinger), on cherche les régles de sélection de ces probabilités de transition,
autrement dit, les conditions de leur annulation par symeétrie.
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a Remarques préalables

Les espaces propres associés aux énergies F; non perturbées des états |¢) - -|y) sont stables
par 7 et on peut décomposer la représentation dans ces espaces propres, f, en représentations
irréductibles T = D I'*) (ou méme T' = I'®) §'il n’existe pas de dégénérescence accidentelle).
Dans tout ce qui suit, 'indice ¢ = 1, -+, 4 n’est jamais sommé et sert seulement de marqueur.

On peut également appliquer la formule (I1.4) & 'opérateur V', et poser € ks ['*#) 1a décompo-
sition en représentations irréductibles de ses symétries (de fagon analogue aux états, I'indice u
n’est pas sommeé et sert de marqueur).

B Calcul des probabilités de transition

Les termes (¢|V]x), ---, doivent étre invariants par symétrie. Par ailleurs, ils varient selon
une loi du type (II.1) mais avec le produit D*)(g) D% ) (g)D%:)(g); on a, pour le premier terme,

@V = (Vi) = 3 3 D8 () DY (9) D% ()00 Vi [ )

k1kuks ofy

On peut moyenner sur tous les g € T, dans les probabilités de transitions il apparait

> D®)(g)D¥)(g) D™ (g) .

geT

~ Condition d’annulation

Une condition suffisante pour que la probabilité s’annule est donc que cette derniére expres-
sion s’annule. Or, cela est vrai si et seulement si la représentation triviale 'V n’apparait pas
dans le produit de représentations correspondant.

On étudie donc les produits de groupes de représentation I'*9) x T'ku) x T'(ki)Si T n’ap-
partient a aucun de ces produits (pour i et j fixé), la transition entre les pomts () et () est
bloquée, par la régle de sélection.

6 Discussion des régles de sélection

En pratique, les seuls calculs que 'on trouve dans la littérature concernent des cas simples
(cf. groupe de Schriodinger) ou la symétrie de chaque état est irréductible (autrement dit, il n’y
a pas de somme sur les ki, ..., ky).

L’idée physique sous-jacente est que les symétries des états entre lesquels la transition se
produit doivent étre compatibles. Bien sir, la symétrie de V' joue un role; si V' est tres peu sy-
métrique, sa représentation est ‘proche’ de '™ et on est ramené a I’étude des produits scalaires
(#]X), ..., auquel cas finalement, pour quune transition se produise, les symétries T'*) et T'(%s)
doivent étre égales; quand V' posséde une symétrie compliquée, il peut induire, au contraire,
des transitions entre états de symétries différentes. Dans ce dernier cas, la ‘compatibilité’ entre
les symétries des états est beaucoup plus difficile a énoncer selon une régle simple.

Méme lorsque la transition est autorisée, la décomposition des différents produits I'*)(kx)T'(k;)
permet d’indiquer quels (k;, k,, k;) sont permis et interviennent dans le calcul de la probabilité
(il s’agit en fait d’'une généralisation du théoréme de Wigner-Eckart, lequel ne concerne que le
groupe des rotations).
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e Cas plus sophistiqué

Imaginons maintenant, dans une étape ultérieure, que seules les transitions () — (@ et
B — (@ soient permises. Les états |¢) et |©) d’une part, |¢) et |x) de l'autre, peuvent
cependant transiter entre eux via des interactions intra-bande de type phononique. Pour fixer
les idées, supposons que le potentiel d’interaction interbandes V' = e p est dii au champ dipolaire
électrique, et soit Vpnon le potentiel intra-bande.

Dans ce cas, une transition () — (@ est
permise, selon les deux voies D) — @ — @
ou( — B — @, et la probabilité de transi-
tion est proportionnelle au module carré de

(0]ep¥) (¥ [Vinon|X) + (¢]Vonon|©) (Olep]x)

qui fait intervenir des produits de quatre groupes de représentations! Les calculs précédents
se généralisent formellement, mais bien str, les extinctions par symétrie seront moins probables,
des lors que Vppon a des symétries non triviales.

Par ailleurs, comme on le voit dans la formule, la possibilité d’interférence destructive entre
les deux voies n’est pas exclue, mais cette cause d’interdiction de la transition excéde largement
le contenu de ce cours.

4 Application au groupe des rotations

La trés grande majorité des études de symétries s’appuient sur les rotations, et ont connu
des développements trés importants, dont nous ne donnerons ici que des esquisses.

a Représentation des rotations

Je 'ai déja cité incidemment : la décomposition en représentations irréductibles du groupe

de rotations est
@ K& :

jSentier

ou entier
ott chaque I') est le groupe de spin j engendré par les opérateurs J? (de valeur propre h2j(j+1)),
J*, J et enfin J, (de valeurs propres im, —j < m < j et m variant par valeur entiére d’un
extréme a l'autre). Ces groupes sont supposés connus. Dans ce groupe, la représentation triviale
sera bien stir notée I'® au lieu de la notation utilisée jusqu’ici.

b Angles d’Euler

On rappelle que toute rotation zyz — x”'y”z’" (ou les lettres désignent ici les axes) peut se
décomposer en
— une rotation d’angle a autour de z, soit zyz — 2'y'z,

— une rotation d’angle 8 autour de 3/, soit x'y'z — z"y'Z,

— et une rotation d’angle v autour de 2/, soit x"y'z" — 2""y"2’.
Les angles (o, 3,7) sont appelés angles d’Euler (on trouvera un dessin trés clair dans le

Rose, page 50).
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c Transformation des harmoniques sphériques

Les harmoniques sphériques Y;™ se transforment selon la représentation I'") du groupe des
rotations. Si on interpréte Y, comme un état |¢p) = |¢1), les états |¢y,) de la formule (II.1)
seront simplement donnés par les {Y/™',m/ = —1I,--,1}.

Plus précisément, soit T (a, 3,7) une rotation quelconque, on trouve

T(a, B,7)Y;" (6, Z DS, (o, B, 7)Y (0. ) .

La matrice de transformation pour le cas [ = 1 vaut

e 1+CZS(6)) e sir\l([ﬁ) e~ otia (1—c;s(ﬁ) o=
2
DM — Sln(Qﬁ) o—ia cos(B) Sln\/_(f) otia :

ol (17038(B)> e i su\l/(?) ety ptia (Hc;s(ﬁ)) et

pour calculer les autres, on considére le produit de groupes DU DU2) qui se décompose en

DUiz=ail) ... DU+i2) - on crit la formule inverse,
DY), = Z (i g glma (m = ma) m) Gy o jlna (n —na) n) DS, D2,
mini

valable pour tout (71, 72) tel que |7 £ j1| < jo, les intervalles des sommes sont implicites, et les
facteurs entre () sont les coefficients de Clebsch-Gordon.

d Transformation des états

On décompose les états dans la base des orbitales hydrogénoides atomiques |@p;m) (cf.
Chapitre Introduction) & ceci prés qu’on notera ici |@gnim) la fonction d’onde |@,,;,) centrée en
R, ou Ry est la position de 'atome k, et k € R est un indice multiple permettant de repérer
les atomes (k = (n,m, ) indices de Miller pour un cristal ordinaire, k est plus compliqué sinon).

On écrit donc un état quelconque |¢) sous la forme

= Z Cknlm|¢knlm> .

knlm

Pour calculer I’action d’une rotation sur I’état |¢), on utilise cette décomposition, chaque |@gnim)
étant lui-méme le produit d’une partie radiale R,;(r) invariante par symétrie (autrement dit de
symétrie I'?) et d'une harmonique sphérique, qui se transforme selon les régles du ¢ ; finalement
|Prnim) est de symétrie T® et on a :

T(ev, B,7)|dknim) = Z DY (. B,7)| Prtr) -
e Calcul des termes de recouvrements

Un terme, que 'on rencontre dans les calculs Hartree-Fock, est la matrice S des recouvre-
ments,

it = (Drentm|Ormrirme)

et son calcul nous servira de modéle pour les calculs suivants.
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S # I car les |¢gpim) sont non L .
On rappelle que { T = O O Oy quand k = k' car on retrouve une base |@pim) -
Pour les cas k # K/, on se limitera a |Ry — Ry/| < nr,, avec n = 2 ou 3, autrement dit
aux atomes k et k' proches voisins, ce que I'on notera par la suite k <> k’. En effet, S décroit
comme une exponentielle de —|Ry — Ry/| et devient négligeable au dela.
L’opérateur identité Z s’écrit §(r — r’), et, en recentrant correctement les fonctions d’ondes

©nim, ON trouve
SJ lell/m/ = /drdr' Rnl(r)Rn’l’ (T,)}/lm(Q)}/lzn,(S(r — I', — Rk + Rk’) .

Par la suite, on pose R = R, — Ry, et on fait tourner les axes de facon que R — Re,
(o1 je note le vecteur canonique k = e, pour éviter toute ambiguité). Soit R la rotation, qui
réalise R(R) = Re, et T(R) sa représentation dans l'espace des états. On a, par définition,
(r|T(R)|¢) = (r'|¢) ou r’ = R(r), ce que 'on notera encore T'(R)p(r) = ¢(r’). On peut avoir
le sentiment que la définition de la rotation est inversée, par rapport a son intuition, de toute
fagon, ce n’est qu’une convention, on obtient, par exemple

TH(R)[r) = T(R7Y)|r) = |r') .
Opérons cette rotation dans le calcul de .S, on obtient
<¢knlm|¢k’n’l/m/> = /dI‘dI‘l <¢knlm|r> <rl|¢k’n’l/m/>5(r - rl - R)
— / drdr’ G| TTRHT (R e) (¢ |THR ™ T(R™Y)| b )0 (r — 1/ — R)
= /drdr’T(R—l)gb;mlm(R(r))T(R_l)gbk/n/l,m, (R(r")) é(r — ' — R)
—_——

=5§(R(r—r'—R))
=6(R(r)~R(r')~Rez)

= /drdr’T(R‘l)qbknzm( )T(R ™Y bprmrime (¥)5(r — 1/ — Re.,) avec (R(r), R(r")) — (r,1)
~ [ v > DER o 1D (R )G (¥)3(x — 1 — Re.)

car |R|=1

== D;%(R—l)pg,;, (R / drdr’ Ry (r) Ry (r Y (Q)YF (Q)6(r — 1’ — Re.)

/

pp ~ .
ne dépend que de n,l,pn/,l';p’ e¢ R = [dp donne 5pp/

= > Dpn(R7YD,, (R s (R) .

n/l’

p

oup < inf(l,l') et U iy (R) représente la quantité sur l'accolade et sera appelé coefficient de
Slater. On peut Changer de base par une transformation unitaire, qui rend toutes les fonctions
réelles (voir Slater). Le résultat final sera donc réel.

Dans le cas [ = I, la symétrie p — p’ transforme U — U. Comme le résultat est réel, cette
symétrie laisse S inchangé, et on obtient finalement

X Unip (R) ;

n’l

l _ _ .
S =3 Dyn(R) Dy (R™) + DY (RTHDY, L (R7Y) sip #0
olint DY (RHDY (RY) sip=0

il n’y a donc que [ + 1 et non 2[ 4 1 coefficients de Slater a calculer.
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Exemple pour [ =2

— On écrit les harmoniques dans la nouvelle base

E(Y{1 +Yy)  ew) =

1
|2 — ) = ﬁ(YQ_Q +Y5) 32 — %) = Y,

— La fonction de Dirac peut s’écrire, & un facteur prés,

oy) = = (Y7 = Y5)  yz) = Yy =Yy)

5%
-

0) — R
5(r’ — 2+ R2 - 2rR cos(@))é(sin(@’) — ; sin(@))é(cos(@’) — %) :
le premier Dirac va générer de nouvelles harmoniques sphériques! On remplace alors les
Y, (§Y) par des combinaisons de Y;"(2) plus précisément, pour [ = 2, on trouve

@) = (D) v

T,

@) = (5) v - e

7»/
/ ), l 3 3 l 32 ’,,2 ’,,/2

T’2

0 "\?50 0
B = (5) %O - vy
— Si l'on fait toutes les substitutions décrites précédemment, on trouve une formule ex-

plicite des éléments de matrices S. Il est d’ailleurs possible de procéder a ’envers, en
faisant d’abord le changement de variable, ce qui fait immédiatement tourner les Y;™.

Les deux méthodes donnent bien le méme résultat.

f Termes d’interaction

a Familles de termes

Grace a la décomposition en harmoniques sphériques, et a l'utilisation des formules de
Racah, on peut généraliser ce calcul a des termes d’interaction (@gnum|V (r — /)| Gpmim), ou
encore (Ggnim|V(r — Ry)|dknim), dont la compilation est nécessaire pour trouver les états
¢lectroniques.

Le premier est un terme d’interaction électron-électron, que 1’on traite en perturbation, le
second est directement un potentiel a 1-électron, avec un §(r —r’) implicite, et vient des termes
de dérive.

On peut aussi rencontrer des termes ou V est remplacé par L, ou p?/2m etc. Dans le
premier cas (L), il vient un facteur Y,°(2) supplémentaire, qu'il faut rajouter aux calculs qui
vont suivre. Dans le second cas, on peut écrire

P R 9 ,0 L?

£ o — 2 L=rAp:
2m 2mr? 8rr or + 2mr? avee TAP;

or, les |drnim) sont états propres de L2, de valeur propre A%l(l + 1), de sorte qu’on a
R 0 ,0 h2l(l +1)

2mr2 Or  Or S omr?

ou l’'on voit que le premier terme ne modifie que la partie radiale, donc que les coefficients de

Slater et non la partie trigonométrique, tandis que le second terme se raméne directement au
cas générique que je vais traiter maintenant.

<¢knlm‘ |¢k’ "'m /> = <¢knlm‘ -

‘(bk:/ "I'm > nn/éll’(smm/ )
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B Cas V(r—R,)
On décompose V' (qui contient un facteur 6(r — r’) implicite) en harmoniques sphériques :

=3 ) Coglr )Y (Qo)YA(Q)

p g=—p

d’ou
<¢knlm‘v<r - Ro)‘(bkn’l/m/)
= 3 [ e R ) VTG ) VTRV Rur ()Y ()

= ST [ drRur)Cofr i) R [ a0 @ @¥ (@) ,

~~
tourne selon le produit F(Z)F(p)f‘(l/) seule la représentation r(0) donne #0

—rom!
plus simplement, on calcule Ylmylfn et on fait le produit avec YI;Z

d’ot pe{|l—1/|,-,l4+1'} et m=m'+q

la quantité sur 'accolade ainsi que la premiére intégrale sont formellement calculables, donc
cette expression fournit un développement en harmoniques sphériques YJ(€,). Comme les va-
leurs de p sont en nombre fini, ce développement est toujours convergent.

v Cas V(r—1r')

On décompose V' en harmoniques sphériques :

V(ir—r1') ZZcpqrryq QYY)

P gq=—p
d’ou

<¢knlm‘v<r—r |¢k’ I'm, Z/drdr Rnl ’l’( )

VY () Cogr, ) Y (Q)5(x 1/ — R) .

A ce stade, on pourrait utiliser la stratégie du d avec un produit de quatre DGO D) D@ D@
la place de la fonction trigonométrique (et le reste analogue au coefficient de Slater).

Mais, il est plus rusé de réduire le nombre de D (en utilisant, de fagon cachée, la décompo-
sition partielle du produit de groupe) grace a la formule

oy 20+ 1)(2l + 1 ——
Ylll(Q)YbQ(Q):Z\/< 147T<2>l<+21) >(lll21|m1m2m1+m2><l1 [ 11000)Y;™*™2(Q)

d’ou finalement

(BrstenlV (= ¥ brns) =

Pq
tt!

X(Iptlmgm+q)(Ipt|000){I'pt'|m' gm'+q){I'pt'|000)x
x / drdr’ Ro(r) Ruvy (") Co(r, Y7 Q)Y H ()5 — 1/ — R) |

2+ 1 \/(21 +1)(20 + 1)

X
A (2t +1)(2t' + 1)

qui est exactement, avec une nouvelle partie radiale (invariante par rotation), et ({,1") — (¢,t'),
I’expression trouvée au e. On vérifie, au passage, qu’il vient un terme d,,,,, et que t €

{|{t=np|, - l+p}ett €e{|l'=pl|,--,I'"+p}; m+q joue dans cette formule le role de m dans celle
du e.
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6 Cas général

Pour résoudre le cas le plus général, il faudrait étre capable d’obtenir une décomposition
d’un potentiel quelconque

VI =1t —R) =Y Crup (r, 1, 1)V (Q)YHQYE ()

20 aqd
et de réunir les deux calculs précédents. Mais, je ne ’ai pas encore signal, il n’est pas vrai qu’il
existe toujours une décomposition en harmoniques sphériques dans le cas v précédent, il semble
donc peu probable que cela soit possible dans le cas générique ici (voir cependant
H. Yasuda & T. Yamamoto).
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ITI MODELE DE HARTREE-FOCK

On va trouver et analyser dans ce chapitre I’équation a 1-électron.
1 Modéle de Hartree
Commencons par le modele initial.

a Modéle microscopique

On considére le Hamiltonien & N particules

=z

2

H = Zl 2p;n + Zl (Vo(l"i) + Z Vk(ri>) + % ZW<I'Z —1j),

keER i#j

ot le premier terme est 1’énergie cinétique, V; le potentiel créé par le noyau (auquel on peut
adjoindre les électrons de cceur, lorsqu’ils sont considérés comme sans interaction avec les autres)
localisé au site k, V, le potentiel créé par les forces extérieures (ainsi que celui créé par les
électrons de conduction, lorsqu’on considére qu'’ils sont découplés des électrons de valence), et
enfin W le potentiel d’'interaction électron-électron (qui est réduit aux électrons de valence dans
le cas ou les deux approximations citées ci-dessus sont valables; dans ce cas, on ne s’intéresse
qu’aux électrons de valence, dans ces développements). W est pair, donc invariant quand on
échange i <> j.

Dans W, on ne prend en compte généralement que les termes intra-atomiques (i et j sur
le méme site k) et les termes interatomiques voisins (i sur le site k; et j sur le site k; tels que
k; <> k; soient voisins).

On posera V = V, 4+ >, Vi par la suite, (le second terme est traditionnellement séparé
en Vi, et >, "y Vi ou k = k; désigne ici le site de I'électron ¢ sur lequel agit le potentiel, le
second terme est appelé terme de dérive) et on ne détaillera plus 'origine de ce potentiel & une
particule. On travaille dans I'approximation a 1-électron et on cherche donc les solutions sous
la forme

U(ry, o, ry,ay) = x1(r, 1) - xn(ry, ay) -
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b Principe variationnel

On cherche les solutions du type précédent qui minimisent £ = (V|H|W¥). On doit toutefois
rajouter les contraintes ||x;|| = 1, donc on considére finalement 1’équation

( UIH|W) - ZA (Xilx5) — 1)) =0,

ot A\; sont les multiplicateurs de Lagrange. Or, on peut développer

(UHY) = (- xmzj“+vn 5> Wl ) )
Z#J
= SOl vl + 5 3 0eul e - 1))

i=1 i#£j

d’ot, en substituant,

<5Xz

(i) [xa) + (O

> 0GIW (s —1)1x;)

J#i

Xi) — 220X xi) = 0

pour tout ¢ fixé, puisque dy; peut étre choisi arbitrairement. Plus exactement, on trouve la
partie réelle de 'expression précédente, mais on peut choisir dy; de fagon adéquate pour oublier
cette restriction.

La somme j # i dépend explicitement du N-uplet {x;} choisi; en particulier, elle peut étre
compléte (on somme sur tous les j € Z tels que k; <> k; ou tels que k; = k; et i # j) ou
partielle (certains indices j étant absents du N-uplet). L’intégration sur la variable r; est bien
str implicite. Les équations sont couplées et trés difficiles a résoudre. Dans les calculs numériques
habituels, on fait la moyenne, sur '’ensemble des N-uplets {;}, ou encore on remplace ce terme
par Vi, (r;), qui dépend explicitement de i (il en dépend aussi & travers la variable r;) ; puis, on
résout de fagon cohérente 1'équation supplémentaire Vi, = > (x;|W (r; —r;)[x;). Cependant,
dans les calculs suivants, on utilisera la formule idéale non approximée (sans expliciter sur quoi
porte la somme).

On pose

p@
Ho= 2o V() + 3 0uIW (e = 1))
J#i

et £; = 2)\;, on a prouvé (voir cependant le 2a)
Hilxi) = Eilxi)

qui est exactement le Hamiltonien & 1-électron que l'on cherchait. Il est a priori illégitime de
noter ‘H ce Hamiltonien, car H; dépend explicitement de i (et non pas seulement a travers r;).

Si on remplace E].<>Z(X]\W(ri —1;)|x;) par Vii,, on obtient : H; = ;; +V(r;)+ Vi (r;). On
suppose maintenant que Vi, ne dépend pas de i, ce qui revient a le remplacer par son champ
moyen, on peut alors écrire H; = H pour toutes les particules. Vi, dépend a priori de I'atome
k; ; on peut omettre cette dépendance, cette deuxiéme approximation se justifie rigoureusement
pour un cristal simple, par invariance par translation d’un vecteur du réseau cristallin. Pour
des structures complexes comme les quasi-cristaux, cette invariance disparait et cela reste une
approximation.
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¢ Energie totale

On peut développer F en fonction des F;. On écrit pour cela :

N 2
P; 1
E = Y (alo =+ V) +5 > 0aulW s —rp)hi)

i=1 ]
al 1

= > OaM =D 06w — )l x) + 5 D W (s = 1) Ixaxg)
i=1 i#i i#]
al 1

= > Ei—- 5 > 0 —r)lxixg) -
i=1 i#]

On constate que Y F; ne donne pas la bonne énergie, car les interactions électron-électron
y sont comptées deux fois.

Remarque : pour calculer 'énergie totale, il faudrait également rajouter les interactions
noyau-noyau % > oy Vioy (R, — Ry), ce qui permet, entre autre, de trouver une valeur positive.

2 Modéle de Hartree-Fock

a Antisymétrisation

On doit en fait utiliser un état antisymétrisé \/% det (Xl(rl, ap), -, xn(ry, aN)), ce qui va
entrainer une modification de I'expression exacte de H;.
On reprend les mémes étapes, le Hamiltonien a N-particules restant inchangé.

b Principe variationnel

a Termes de ’énergie contenant p?/2m + V

Soit j donné; quand on substitue un état de Slater & |U) ou a (¥|, il vient (N — 1)! termes
contenant xi(r;, a;). Or, seuls ces termes donneront la contribution

1 v
yialg - V) -
L’indice 7 = 1..N est muet, et on obtient N contributions identiques.

Il vient la méme chose pour les termes s, ..., et on obtient finalement

N

Sl 1 V)

2m

=1

comme pour le modéle de Hartree.

B8 Termes d’interaction

Par contre, des changements interviennent ici. Tous les calculs utilisent implicitement 1’in-
variance de W par parité.

Pour 4, j fixés, il y a (N — 2)! termes contenant x1(r;, o;)x2(rj, ;) — x1(rj, o) x2(ri, ;) (on
a déja pris en compte les permutations internes ¢ <» j). Or, les indices i et j restant muets, il

o1



y a N(IN —1)/2 fagons de les choisir (c’est un choix ordonné, puisque 1 et 2 sont des nombres
fixés). Il vient donc, avec le facteur de normalisation 1/N!, un facteur global 1/2, d’ou

i ()ﬁ(rl, 1) X2(r2, @2)—X1(r2, a2)x2(r1, 041)) W(ri—r2) <X1(1"1, a1)X2(Ta, ag)—X1(r2, a2)x2(r1, 041))

= %(Xl(rl, a1)Xa2(r, ag)W(ry — ro)x1(ry, a1)xa(r2, a2)>

_% (X1(r1, 1) X2(r2, a2 )W (11 — 12)X1(T2, a2) Xa(T1, al))

ol j’ai directement remplacer les indices muets par 1 et 2. On trouve finalement
1
3 D (s, ai)x (v, )W (ri=r;)xi (s, )X (v, )= (T, ) x5 (g, )W (=) i (5, ) x5 (i, )
i#j

que 'on intégre par rapport a r; et r;.

~ Variation infinitésimale
Quand on substitue les expressions précédentes dans 1’équation de Lagrange, on trouve :

/dr]ZX] )W (ri — 1) () | xa)

J#

/ dr; 37 ()W (s — 1))

J#i

ot la variable d’intégration implicite, dans le dernier terme |x;) est bien r;.

Ol ZE 4 V(E)) + (o,

—(0x; X;i) — 2X(0xilxi) =0

d Terme de Fock

On trouve donc H; = H; Hartree + 0H; le Hamiltonien précédent de Hartree plus un terme
supplémentaire de Fock, qui est un terme d’échange :

0Hi = > (W (s = 15)xa) [xs) (l
J#

ol je n’ai pas précisé les variables internes, et toutes les difficultés déja évoquées concernant la
somme j # i restent vraies. W contient implicitement un terme d,,; si I'interaction ne dépend
pas du spin.

e Propriétés

On peut récrire 'interaction de Fock, sous la forme, plus commode,
o) = 33 [ G W = (e, )y (r.a)
Jj#FL o«

Ce Hamiltonien a 1-électron dépasse déja, de beaucoup, 'approximation du champ moyen,
puisqu’il intégre un terme d’échange. Ce terme est, toutefois, trés difficile & manier, car il est,
c’est clair dans la derniére expression, non local!
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¢ Densité d’échange

On définit la densité de Hartree-Fock, selon

HG / X_j<r,7 OZ)XZ'<I'/, O‘)%(r7 OZ)X]'(I', Oé)
p; (r,r')=— — .
) ==2 2 T a)(ra)
Alors, comme on a
DY G )W =), @)x;(r, @) = —pF (e, F)W (K = 1)xi(r, a)
J#i o

on peut récrire le terme d’échange sous la forme

SHilxs) = — / dr’ o (e, T )W (' — 1)) -

n Propriété fondamentale

On trouve la formule
/dr' o (r,r’) = —1

dont l'intérét physique apparaitra ultérieurement (cf le chapitre sur Kohn-Sham).

# Densité moyenne d’échange

Comme dH,; dépend explicitement du N-uplet {x;}, on en prend la moyenne sur tous les
N-uplets possibles, puis sur tous les i (de fagon analogue aux approximations successives que
I'on a faites pour le modéle de Hartree).

On remplace alors le terme d’échange par — [ dr’ pHF (r,r’)IWW(r' — r) (certains auteurs en
profitent alors pour supprimer le —, de fagon assez étrange).

On obtient ainsi le modele le plus usuel de Hartree-Fock. Il faut bien noter que le terme
d’échange reste toujours non local !

¢ Energie totale

On écrit
N 2 1
E = Z(MIQ;1 +V(r)ha) + 5 D 0 =) (gxa) — [xixs))

i=1 i#j

= > 0aHi =D 0GIW s — 1)) ) + Oal D06 (e = 1)) [x;)
i€ER j#i i

1
+5 > eI =) (gx) — [xix;)
i#j

al 1

= > B - ) > e W =) (gxa) — [xixs))
i=1 i#j
al 1

= S By 1Y [ o) Pt )P - 1)
i=1 it «

‘|‘% Z Z / drdr’ X—j(r” O[)Xl‘(r/’ a)%(r, Oz)Xj(I', Q)W(ri — rj)

i#j «
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et 'on retrouve la correction de Hartree, plus une nouvelle correction d’échange, au terme ) E;.

3 Deéveloppement dans la base locale

a Equation maitresse

a Notations

Soit H le Hamiltonien & 1-particule (il peut dépendre du site k, par exemple, mais on oublie
ici tous les indices superflus). On en cherche les solutions |nu) d’énergie E,, (u la dégénérescence)
dans la base hydrogénoide |pgnim). Les équations de départ sont donc :

H|nu) = E,|np) (I11.1)
) = Ci¥lps) - (I1L.2)

et C™ désigne donc le vecteur solution de I’équation matricielle. On notera, par simplification,
|ps), au lieu de |pgnim), ol s est un indice abstrait qui remplace tous les autres.

B Equation maitresse

On notera H la matrice H;; = (@;|H|p;) et Si; = (@ilp;) est la matrice S des recouvrements.
Attention, comme la base {|¢s)} est non orthogonale, on n’a pas

J

notons donc H la matrice qui conviendrait pour que I’équation précédente soit vérifiée,

> H,C"=E, C* . (I11.3)
J

Multiplions I’équation (III.1) & gauche par (p,|, on trouve
Z Hpiéinﬂ - En Z é?“Spi y

ce qui s’écrit matriciellement

HC™ = E, SC™ .

Si S est inversible, on en déduit S~THC™ = E,C™: en comparant avec la formulation de
I'équation (II1.3), HC™ = E,,C™, on trouve

H=5"'0H. (I11.4)

Comme on n’est pas sir que S soit inversible, on se contente, au lieu de 1’équation (I11.3),
de chercher les solutions de

(H—-E,S)C"™ =0,

que 'on appelle équation maitresse.
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~ Action dans I’espace des états

Dans l'espace des états, on trouve I’équation
J

ot l'on note la transposition (due au caractére contravariant des vecteurs).
Démonstration : supposons que cette équation soit vérifiée, multiplions-la & gauche par (p,|,

on trouve
Hyi = SpiHji
J
qui s’écrit matriciellement H = SH, on a retrouvé I’équation (I11.4). CQFD.

b Relation de fermeture

a Préambule

La relation

Z [@q)(pgl =1

est fausse. Pour s’en convaincre, raisonnons par l’absurde. Partons de I’équation (III.1) et
introduisons la fausse relation de fermeture a gauche, et substituons (II1.2), on a

D g HyiCjt = B,y C* ;)
qj J

puis, multiplions & gauche par (p,|, on trouve

> S HyCt = E, ) 8,00

qj J

soit matriciellement SHC™ = E, SC™.
Si S est inversible, on en déduit HC™ = E,C™, qui est fausse, comme on le sait, en raison
de la non-orthogonalité de la base. CQFD.

B8 Démonstration

On admettra que S est inversible. On part de la relation 5.5~ = I.
Posons N =1 — S (on admettra que ||N|| < 1), on a

SA+ N =T,

et, comme ||N|| < 1, on peut développer le second facteur en série entiére,

Z SN*(—=1)* = I, puis on multiplie a droite par S :
k=0

S = S(i]\f’f(—nk) S,
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soit, en détaillant les éléments de matrices,

(pplg) =

WE

(DR T (epls) (@sl0sn) - - (05 l0g)

1 51+ 5
8{7Si41

i

ou s; # s;41 vient de la définition de N =S — [ : les termes N, valent, pour s = t,
Ny =S — I,c =1 —1=0 et doivent donc étre retirés de la somme!

Comme la derniére expression est vraie pour tout (p, ¢), on peut retirer le bra (p,| et le ket
log), d’ott la relation

1 = Z<_1>k+1 H |9031><9031|90n2> e <(103k‘
k=1 515k
875541
= > ler)lerl = Dl (ele (ol + - - - (I1L.5)
k=0 k£l

qui est la relation de fermeture exacte, valable dans une base non orthogonale.

~ Opérateurs

— On peut définir, puisque ce n’est pas I'identité, un opérateur

S=> le){psl .

dont la matrice associée (p,|S|p,) est S2.

— On peut le rapprocher de l'identité Z, qui a pour matrice associée (p,|Z]|¢,) = S la
matrice des recouvrements.

— On vérifie également que S™! a pour matrice 1.

¢ Fonction de Green

a Calcul des moments

Il est souvent trés utile de calculer les moments

<90p|,Hn‘90q> = <90p|,Hn71H‘90q>
= <‘Pp|Hn_1ZHinq|§0in>

in

par récurrence = Z <<Pp|gilz‘2 e ‘gz‘nq|%‘1>
i1 0n

= Lsganq :

B Calcul de la fonction de Green

On peut généraliser, pour toute fonction f développable en série entiére,

(ool f (H)lpq) = LSF(H) Ipq
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en particulier, on trouve

v 1
Gy = (0| ) = | S
P <%|H—E+z’e|%> L H_E+¢€Jpq

ol il ne faut pas oublier que, H dépendant éventuellement du site k;, voire de I’état i sur lequel
il est appliqué, GG en dépend aussi.

~ Propriétés

Notons tout d’abord une propriété de H : elle n’est pas hermitienne, dans le cas générique.
En effet, AT = (S7'H)! = HS~' # H a priori (on a utilisé le fait que les matrices H et S sont
hermitiennes, par construction).

Soit T une racine de S, vérifiant donc S = TTT, on peut définir la matrice

H=7tgr !t =7-TtraT = TAT!

qui est hermitienne (cela est immeédiat sur sa premiére expression). On montre, pour toute
fonction f développable en série entiére, que

Sf(H) = ST f(H)T =T'f(H)T

d’ott la fonction de Green peut s’écrire

d Base de Lowdin

a Changement de base

On s’inspire du dernier changement de base pour définir |@,) = T w,) = 35 T, p,). On
a déja défini ce changement de base, dans le premier chapitre, et on rappelle que

(@pldq) = ZT 1T (pile))

f—1p—1
ZTPZ' jq Sij

= LTT*lSTJpq

= 5pq-

B Fonction de Green

Soit f développable en série entiére, on a

(B0l = Tl 0l
- ZT* |

= Lf(ﬁ)Jpq )
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ce qui donne, pour la fonction de Green dans cette base,

N 1
qu = { ~ ; J
H— F +ie
On est revenu a une situation orthonormale.
~ Densité d’état

Dans cette base, on retrouve directement toutes les formules du premier chapitre, par
exemple, si on introduit deux fois la relation de fermeture ordinaire

Z |95p> <95p| =1

dans la relation (I.3), on en déduit

on 1 A A N
9 = — ZZ(I'OCWp)%(qu)(SthOZ) )
pg «

puis, en appliquant Y, [dr|rA)(rA| = Z, on déduit

p(E) = /dr g—g(r) S 3 S(Gyy) = —% Tr (%(C:)) .

™

e Développement en fraction continue
a Cas orthogonal

On s’intéresse aux épq. On développe tout d’abord les é’pp en fraction continue,

N 1
Gpp =

uf

b

P
7E+a27ﬁ
—Etay— —p2

et on va déterminer les a et b par deux méthodes.

B Triangularisation

Soit la base {|¢;),j = 1--M}, ot l'on gardera muet 'indice p de la section précédente,

pour simplifier la notation ; on définit dans cette base les vecteurs U, = (cﬁl|q§> par la récurrence

suivante :
1

U =1. et, (71, (72, S Un,l étant construits,
0
Un = Vn—l - an—lUn—l - bn—lUn—Q Vn = HUn )
st

ou, si U est la représentation dans cette base d'un état |¢), HU est la représentation de H|¢),
et les coefficients sont donnés par :

A A

UTVn o UT f/n Un 2
a, = —— (au départ, a; = val) et b, =—"1"— |A | )
|Un|2 ‘Un71|2 |Un71‘2

On montrera directement dans le cas général (non orthogonal) que les coefficients (a;, b;)
sont bien ceux de la section précédent.
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~ Meéthode des moments d’énergie

On définit le p-éme moment d’énergie i, = (¢;|H?|@;). On développe le dénominateur, dans
la fonction de Green,

]' _ i - n E n_ . _1\n+1 Hn
H—-FE Enzzo( 2 (E) _;( 1 Entl’

d’ou 'on tire finalement .
A n Mzr)z
Gop = _(=1) HW :
n=0

En égalisant avec la fraction continue du e, on trouve les relations entre les u! et les af| par
exemple,

p M5 = 20iph + (W)
’ h

Si on connait les 2p premiers moments, on en déduit les p premiers coefficients (a;, b;). Récipro-

quement, si on connait les p premiers coefficients, ce qui signifie que 1’'on a calculé la fraction
continue jusqu’a la p-me fraction, alors on en déduit les 2p premiers moments de fagon exacte.

&= =<E>, W=uh—()?=<E*—(<E>)*>, a

6 Terminaison

J’ai, au § précédent, omis de traiter de la fagon dont on tronque la fraction continue. Si
on la coupe brutalement, la densité électronique va présenter des oscillations non physiques,
analogues aux oscillations de Gibbs. Pour un solide, cristallin ou plus complexe, la terminaison
la plus approprie est la terminaison infinie : on remplace a? et b par a2 et b2 a partir d’'un
certain i,. On écrit donc

~ 1
Gpp = P
—E +aj - .1....b17
—E+ a5 — Bt io .
Si 'on pose
1
—E+al,— =2
on trouve la relation exacte
1
Y(E)

T _Etde—WX(E)’

qui conduit a une équation du second degré, dont on tire finalement
_ —E+4d +e/(—E+dk)? — 45
= A 7

>(E)

oll € = =1, 7 selon les cas.

En général, on se rameéne a af, = a et b2, = by, ne dépendant pas de I'é¢tat p, ou l'on
calcule la densité électronique. Cela simplifie la discussion selon les valeurs de £ :

Pour E < as — 2v/bs 0 E > oo + 2¢/boo, les racines sont réelles, avec € = =+1. @pp est
donc réel, donc %(@pp) = 0 pour tout p, la densité est nulle pour ces énergies; cela détermine
une bande finie en énergie d’états permis, E € [aoo — 2v/boo, Gso + 2v/bso) ; attention, il peut
toutefois exister des niveaux discrets d’énergie en dehors de la bande.

Pour F dans la bande permise, on a € = =+, les conventions de signes sur G (que j’ai passées

sous silence) déterminent le signe de e.
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e Cas général non orthogonal

Tout ce formalisme se généralise sans probléme, dans le cas non orthogonal. Les relations
de récurrence, pour la méthode par triangularisation, deviennent, Uy, ---,U,_1, Vi,---, V,_1,
Ay, -+, a1, by, -+, b,_1 étant connus ('indice p est & nouveau omis),

Un - Vn—l - an—lUn—l - bn—lUn—Z Vn - gUn 5
ot si U représente un état |¢), V représente H|¢) dans la base {|g;)}, et
Lo uisv. ul_sv,  UisU,
" UnTSUn " Unflhl-SUnfl B Unflhl-SUnfl .

Pour finir, montrons que ces coefficients (a;, b;) sont bien ceux de la section a.
Soit un état |p,) quelconque; on cherche GG,. On choisit donc |¢1) = |¢,), correspondant &
Ui, |¢2) = H|¢1) correspondant a Us, etc. D’aprés la récurrence sur les U,,, H est trigonale et

s’écrit :
a by 0 .-
~ 1 a9 bg 0
H =

0 1 as b3

ou on oublie les termes i€, quoiqu’ils jouent un role crucial, car cela ne change rien au calcul
(pourtant, sans eux, la partie imaginaire de G serait nulle!).

G71S est aussi trigonale et s’écrit :
ap — E b1 0 tee

1 a9 — E b2 0

1o _ . _
G S=H E 0 1 a,g—E bg

Finalement, pour les termes diagonaux, on a
[S7' Gl = (l(H— E) o) = [(H-E)"|, .

Soit Dy = det(H — E), Dy_1 = det(Hy_; — E), ou H,_; est une matrice analogue a H,
mais dont la premiére ligne et la premier colonne ont été supprimées, elle commence donc par
as, Dy_o = det(hy_o — E), etc; la formule des cofacteurs pour I'inverse s’écrit exactement :

Dy_
-1 N-1
L(H_E) Jll - Dy
On développe Dy sur la premiére colonne :
by O
as b3
DN = (CLl — E)DN,1 — det

0 1

= (a1 — E)Dn_1+byDy_»

en résumé, on trouve
G N DN_1 . DN—l _ 1
7 Dy (- E)D biDy_s Dz
N (a1 )JDN_1 +biDn_y  a; — F + by 22=2

Dy

comme 28=2 egt analogue a Dy=1 on peut poursuivre ce développement par récurrence, et on
DN—l DN ? 9

retrouve exactement les coefficients du a. CQFD.
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¢ Termes non diagonaux

Pour les termes non diagonaux, la relation de récurrence devrait trés modifie. Au lieu de
cela, on pose |¢n) = |pp) + |©q) €t |05) = |¢p) — |@,) (il est inutile de normaliser ici).
A chaque |¢;) (i = a, B) correspond un terme de Green Gj; et on a

Gaa = (0alG|Pa) = ({pp] + {pgl) G (l0p) + |0g)) = Gpp + Gpg + Gop + Gy
Gpp = (081G108) = ((p] = (2ql) G (lpp) — [€q)) = Gpp = Gpg — Ggp + Gy
d’ou
Gaa — GBB _ qu + qu
4 2 '
Je voudrais détailler le point suivant du calcul, assez délicat. G n’est pas un opérateur hermitien,
ni réel, a cause du terme ie (dont on prend la limite € — 07). On peut le récrire sous la forme :

g =0r +19z ou

= (1
=) G
p= p=1

sont les parties réelle et imaginaire de G.

On constate sur leur expression explicite que Gr et Gz sont hermitiens (tandis que G aurait
été antihermitien, G = —Gz, si G avait été hermitien).

Dans les termes (¢,|G|p,), les fonctions d’onde sont réelles (le facteur e'™~™)¥ donne, une
fois intégré, soit 0 (m # m’) soit 1). Ceci permet de prouver que G,, = Gy, ; en effet,

Gap = (PglGr + 1Gzlwp) = (0qlGrlep) + i{pq|Gzlwp) = Gpy

(il n’apparait pas de partie conjugue car chaque terme est réel, en dehors des facteurs 7).
On a finalement G, = (Gua —Gpp)/4, les termes non diagonaux peuvent s’exprimer a ’aide
de termes diagonaux, que 'on a déja traits.

f Calcul de la densité

a Deéfinitions

Soit |¢) 'état fondamental ( 1-électron) du systéme, on le décompose dans la base non
orthogonale |;) ; posons Cj, = (px|¢) et, comme avant, |¢) = >°. Ci|¢;). |¢) est un des états
propres |nu) d’énergie F,, du Hamiltonien H. Tout se qui suit pourra étre généralisé a un état
|nu) quelconque, pour lequel la représentation C' devient C™.

i. L’état |¢) est normalisé,

(0lo) =1 <= > Cilpilp;)C; =CTSC =1.

ij

Cette écriture exprime le fait que ) . |C;|? n’est pas la densité totale. En effet, sinon, on
compterait deux fois les électrons communs & deux orbitales ¢ et j appartenant a des
atomes k; et k; voisins.

On peut le vérifier par I’absurde : si on imposait la condition ), |C~'Z|2 = 1, on trouverait
(p|p) > 1, correspondant aux électrons comptés deux fois.
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ii.

iii.

1v.

On trouve la relation

Crh=> Sg'C.
!
Pour le démontrer, on multiplie la relation |¢) = 3=, Ci|¢;) gauche par (] :
Ck = ZélSkl = LSéJk = é = S‘lC .
I

On appelle p, la densité locale pour une seule orbitale p, autrement dit,

pp(E) = (npley){(eplnp)é(E — E,)

- (6.

d’apres la formule (I. 3)
On vérifie que —< [ ( E)dE = {pp|ep) = 1.
On définit alors la populatlon locale sur I'orbitale p par
1
N, = ——/ dES (G,)(E)) .
E<E;
ot la substitution de 6(E — E,,) en —1/7(E, — E+i¢) peut étre généralisée aux intégrales
partielles [ p<p, comme on I’a montré a la fin du chapitre I.
La relation Ep N, = N nombre d’¢lectrons est, malgré son ¢élégance, fausse, puisque
I’'on compterait sinon, comme dans le cas précédent, deux fois les électrons communs a
deux atomes voisins. On va corriger cette expression plus loin.

On peut montrer que la densité totale s’écrit
1 - ~
E) === 3" G (Gu(E))Ci .
) - k;“ WS Gr(E) )G

Pour le démontrer, on part de

g—g(r) = Y (nplra)(ralnu)d(E - E,) = —% > (nplra)(ral3(G)nu)

npo npo

= Stmul(lew) — X Sualow) + ) oulr,0) x

npao kl k'#k

x(ralS(@)len) (il = D Swrliowl + ) Inn)

VA
- _% Z(W— LWNJk+---)s0k(r,oz)<ra|\s( )|gpl>(0"“ LC"MNJI+___>

nuo kl

or C=8CetI—N-+N?—...=871 il apparat exactement @ et C"
1 Znn Am
= LS (e a)ral3(@)) (T

npao kl

et, d’apres p(F f dr 2 a5 1l vient la relation annoncée.

vi. Si on intégre sur tout le spectre (et pas seulement les états occupés), on vérifie

/ E)E = —— Z o / (Gr)CM™MdE = Z C""SMC"“ -

nklu nklp
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Approximation de Mullikan

Il s’agit d’améliorer la définition de p, pour retrouver une formule du type Zp N, = N.

i. On définit arbitrairement la population de Mullikan

ii.

iii.

1v.

5 1 = ~n
() = —— 3" CS (G O

knp

et on trouve bien, par construction,
> hl(E)
p

On peut vérifier que 'on a distribué les électrons communs a deux atomes, sur les deux,
selon des pondérations arbitraires.

Dans le calcul de p(E) a la section précédente, on peut faire disparaitre les ¢™* en
utilisant la relation de fermeture |nu)(nu| = T; en substituant les termes (¢1]¢oy,)
par Sy, on obtient, finalement,

T (r) = = 3 e, ) ralS(G) ) i

akl

puis, on intégre sur r pour en déduire

= —— ZSlk \S le %;% Gkk - Z%(le)Slk — e

kAl

d’o1 une nouvelle expression de la population locale de Mullikan :

:——ZS 3(Giyp)

Si on intégre plutot la premiere expression de p,, on définit

v Z @@gugpk :
TL#(?CCC
qui est la formule originale de Mullikan. Et la somme donne bien
%= 5t =N
n occ [

comme on le souhaitait.

On peut encore retrouver p, en écrivant

~ 1 AN o — — n,
pe(E) = = ZCI u51p1%<qu)qu10ku
nulpgq

1 _ —
= == (o [r) (naa] 1) S!S (G S

nlpq 7

1
- __Zskls 3(Gpo) Sy = ——S(E)S i
lpgq
_ _lcx(G )+EL<‘(G)NJ _l
= 7r\$ kk W\f kk .

— (E)+ 2 5uS(Gy) -

p#k

|S(G)N? i + - -
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~ Calcul direct de I’énergie totale

On a, sans les termes de correction (énergie d’interaction électron-électron qui est compte
deux fois, etc.),

£ = /EEp(E)dE

<Ey
= E E, E CYFSuCl = E E, mais par ailleurs
n occ W kl n occ W

- Y [EnE) e

on remarque qu’il suffit de compter les valeurs propres, par unité d’énergie.

6 Calcul exact

Les calculs ont été pour 'essentiel déja faits, il s’agit d’écrire ici de fagon synthétique les
formules de la densité totale, qui sont les pendantes, pour le cas général, des formules du d
obtenues dans le cas orthogonal.

On écrit

) = Y (nnlva) (raln)i(E — B,

= == 3" (el )

npo

= —%Z@'& <|90k> - Zsk/k\%/) +> X

k' £k

<otz ton) (o = 3 vt -0 o
= Y A )| s7S@)s 7

kla

si on intégre sur les variables r, il vient un terme Sy; qui simplifie 'un des S~! et on retrouve

p(B) = — = 1SS = = TH(SS(G)) = — - THS(G)S ).

™ s
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IV METHODE DE LA FONCTIONNELLE DE DENSITE

Ce chapitre apporte un support théorique exact aux méthodes de liaisons fortes. Elle néces-
site cependant une approximation de champ moyen.

1 Principes de base

a Meéthode variationnelle exacte

a Energie totale exacte

Soit |¥) la fonction d’onde a N-électrons, état fondamental de I’équation de Schrédin-
ger (I.1). L’énergie totale exacte s’écrit

= (U[H|V) = mZ“w ]S V) + (W - ) )

i#£]

on note le premier terme T, et on récrit les deux autres en seconde quantification :

o (] [dr S a0V )
o (U] [avds’ 370 ) D) D)W )|
af

U) = /dr n(r)V(r) ou n est la vraie densiteé,

Z/dr7a6 r,vr, v )W(r—r'),

ol on développe ensuite 7((126)(1“, r,r, 1), la densité deux particules en fonction de n, & I'aide d'un

développement diagramatique.

B Equation variationnelle

Dans I'expression précédente, I’énergie est une fonctionnelle de la fonction d’onde ¥, et méme
de |¥]? (c’est une conjecture que je ne démontrerai pas; par la suite, en suivant W. Kohn,
on supposera méme que c’est une fonctionnelle de n). Donc, E = E(|¥]?) et I'énergie du
fondamental, F, est le minimum de cette fonctionnelle, qui est atteint quand |¥) est I’état
fondamental.

Cette fonctionnelle est stationnaire, au premier ordre, pour toute variation infinitésimale
§|¥|? autour du fondamental. On peut écrire

SE S(U[H|D)

1)
= -0 — T drnV drdr’'~vPW) =0 .
S[UE = o2 ﬂmx */r” +/rr” )
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~ Bijection V < n

Dans le § précédent, V est le potentiel introduit au dernier chapitre. Cependant, on va
le faire varier, par la suite; pour cela, on le considére comme une variable fonctionnelle du
probléme, et on va établir une bijection V' +— n, ol la densité électronique est celle de 1'état
fondamental calcul avec ce V.

V' s’interpréte alors comme un potentiel local ajustable, on impose toutefois la contrainte :
V(r) — 0 quand ||r|| — oc.

— Injection : On décompose I'application V +— nen V — |¥) et |U) — n, ou |¥) est I'état

fondamental calcul avec ce V.

Supposons d’abord que I'application V' +— |¥) n’est pas injective. Soit |¥) un état don,
image de V' et V'. |¥) est solution de deux équations H|V) = E|¥) et H'|V) = E'|¥),
ot H est calcul avec V', et H' avec V'. En faisant la différence, on obtient

(V'=V)|¥) = (E'—E)|¥) <= VYr (V(r)-V()T(r) = (E—E)¥(r) < V-V =E-E;

si on utilise la condition physique V(r) — 0 pour ||r|| — oo, on en déduit E = E’ et
V=V.

Supposons maintenant que V' — n n’est pas injective. Soit V' # V' donnant deux états
|U’) # |U) (d’aprés ce qui précéde) de méme densité n.

Soit ' = (V|H|V) et £ = (V'|H'|¥’'). On peut encore écrire

E = (U +V — V/|U) LU [H|T) + /dr (V(r) = V'(r)n() > E + /dr (V(r) = V'(r))n(r)
E = (W[H + V' — VW) L0 [H]| T + /dr (V'(r) — V(r))n(r) > B + /dr (V'(r) — V(r))n(r) ,

ot les inégalités proviennent de la définition d’un état fondamental (qui minimise 1’éner-
gie) ; on trouvera, dans la littérature, des discussions prouvant 'exclusion de tout cas
d’égalité. On additionne ces deux inégalités, et on obtient

E+FE >E+FE,

ce qui prouve, par I'absurde, l'injectivité de 'application V +— n. CQFD.

— Surjection : On reprend la décomposition de V' — n en deux applications.
V +— |U) est surjective par construction, car les états |¥) sont définis pour un V' donné.
|¥) — n n’est surjective que dans le sens ou 'on réduit I'espace d’arrivée aux densités
n correspondant & un état fondamental.
Toutefois, on va utiliser, par la suite, la bijection V' +— n dans un contexte plus tendu :
soit n(r), une densité donne, qui correspond & un état fondamental, on cherche un
antécédent quand W est modifié, et remplacé par W = 0. Dans ce cas, la subjectivité se
démontre explicitement.
On va construire un état et un potentiel, qui lui correspondent quand W = 0. Une
solution a t propose par English & English. On choisit, comme potentiel,

_ P2 VE(Vr)
2m  \/r

et, expression de W étant assez complique (voir références dans le Dreizler et Gross), je
la donne & une dimension et sans spin. On construit d’abord un état a 1-électron,

V(r)

)

ou() = ”J(\f) o 2 (@) +9(@))
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ou k € {0,---,N — 1} est un entier, f(z) = [ n(t)d(t) et ® arbitraire. Ces états
constituent une base orthonormale au sens généralisé :

/dt¢k—(75)¢k' (t) = dppr et Z%—(SU)%(ZJ) =d(z—y),

et on construit I’état a N-électrons comme ’état de Slater correspondant,

(s)
U (21, an) = € O1(20) - - O (Toin) -
1 N SEES(N) T ) N (To(n)

Alors, on trouve (W, |a|W,) = SV |¢i(2)]> = n(z). Remarque : On a pu écrire |¥)
comme un état de Slater, puisque, quand W = 0, le systéme est séparable.

— Discussion : V est considére comme une variable fonctionnelle, donc, quand on cherche

|¥) en minimisant I’énergie, a V' constant, on ne tombe pas sur la vraie densité n de
I’état fondamental.
Appelons V,, le potentiel donnant la bonne densité (il existe d’aprés la bijection que 'on
vient de démontrer). Si on calcule maintenant |¥) en minimisant I’énergie, avec V =V,
fixé, on obtient la bonne densité, par construction ; pourtant, 'état | W) n’est pas le bon
état, comme on le verra par la suite.

b Théoréme de Kohn-Sham

Ce théoreme fournit une base fondamentale & la réduction du systéme & N-particules en
systéme a l-particule; on va supposer que les fonctionnelles de |¥(ry,---,ry)|* (jomets les
variables de spin pour alléger I’écriture) sont des fonctionnelles de n(r). dés lors, on substitue
ﬁ par % dans les équations variationnelles ; en particulier, on va obtenir ’expression exacte
du potentiel Vg qui se substitue & V' + W.

On notera, par la suite, n, la densité électronique exacte de 1'état fondamental que l'on
cherche.

a Définition de T

On suppose que W = 0. Soit Vg le potentiel dont I'image Vg — n, est la densité exacte.
On peut encore le définir par 'implication

5% (T + /drn(r)veﬂc(r)) =0 = n=n,.

Soit |Ws) = |¢1) - - - |¢n) la solution de Slater (qui doit encore étre antisymétrisé), corres-
pondant également a n, pour W = 0. Cet état est donc calcul avec la bonne densité mais pour
un systéme sans interactions. On définit alors

2
[

N
p
T= (> 2m|\1fs> .
=1
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B Expression de Vs en fonction de V.

On récrit ’énergie totale comme

E=T,+ /dr n(r)V(r) + % /drdr’n(r)n(r')W(r’ —r)+

1 / (2) / / / /
+T—T5+§/drdr (Zvaﬁ(r,r,r,r)—n(r)n(r ))W(r -1),

—— ap
Txec>0

J/

—~
Exchxc

les deux derniers termes forment ensemble 1’énergie d’échange-corrélation, FE., le premier
d’entre eux étant ’énergie cinétique d’échange-corrélation.
D’apreés 1'équation 6 E/§|¥|* = 0, on en déduit

OFE =0T, + /dr V(r)on(r) + /dr'n(r’)W(r’ —r)on(r) + 0Ey. .

Calculons plus en détail §7; dans le cas sans spin :

0T, = Z/dr d¢;(r <——V2) ¢;(r) + complexe conjugué
A,—/

—Ezf‘/eff
N N
— ZEZ /dré\qﬁz r)? /dr Vea(r) > 6lgi(r)* = —/dr Ve ()6 ()
D e — i=1
=0 conservation de la charge jn’(r)_/

= —— Z Z/ --dI“NVeff(I'1)5}‘I’(I“su),asu),"',I“s(N),Ozs(N))}Q;

seS(N ) ar-an

on en déduit

5T, N Via(r)) 5T,
TP R A

Dans l'expression de dF, les trois premiers termes ont un comportement analogue et ne

dépendent que de dn. On applique la substitution M,'Q par ; 5 dans I’équation fondamentale :

OE

/ / / 5EXC
5 =0=— eg(r)—i—V(r)—i—/dr n(r YW —r) +

on

on supposera donc que JFy. ne dépend que de n, on peut alors définir Vi, = §Fy./dn, d’ou
Veg(r) = V(r) + /dr'n(r’)W(r’ —r) + Vi .

~ Discussion

C’est une approximation de champ moyen, Vg est local, et ne dépend, ni de 'orbitale ¢ de
I’électron sur lequel il agit, ni méme de I'atome k;. Pour revenir une expression plus exacte,
il faudrait utiliser un potentiel non local Vi, = 0Ey/0|¥|?, mais, on obtiendrait alors, non
'expression de Vg, mais celle de ), Veg(r;)/N. La seule fagon de briser ce cercle vicieux serait
d’utiliser I'approximation & 1-électron, dont W. Kohn croyait pouvoir s’affranchir.
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6 Enmergie cinétique d’échange-corrélation

On trouve, dans la littérature, deux formules, a priori séduisantes, mais d’usage peu com-
mode, permettant de calculer T},

T = —FEy — /dr n(r)rVVi ,
qui n’est valable que dans I'approximation de champ moyen, bien entendu, et
OFEx. ’
5. @ PoW W' —r) c
aO

ol a, est toujours le rayon de Bohr.

T = = —
xe = o dre,|v’ — 1|’

e Systéme d’équations complet

On résume les équations précédemment obtenues par le systéme
Vg = V+/dr'W(r’ —1)n(r) + Vie

n(r) = Y (ral(H - Epra)

«

et, en rappelant la définition du tenseur densité vélﬁ)(r, r') = (ra|d(E — Ef)|r'B3), on définit le

tenseur densité de Slater par

y s, = (W] () D () 0y)

¢ Energie totale

1
E = T+ /dr V(r)n(r) + 3 /drdr’W(r’ —r)n(r)n(r’) + E,. , on substitue V' :

= T.+ /dr Vi(r)n(r) — %/drdr’W(r’ —r)n(r)n(r’) + By — /dr Vie(r)n(r)

N

TV
énergie totale calculée quand W=0

— Z E; — %/drdr’W(r’ —r)n(r)n(r) + Ex. — /dr Vie(r)n(r) .

Ei<E;

¢ Lien avec Hartree-Fock

On va étudier ce que deviennent les équations précédente, quand on choisit |¥) = |U).

a La densité n est un paramétre ajustable

Dans l'expression de ’énergie totale, le terme contenant le potentiel V' devient

(U |V W) = /dr V(r)n(r) ,
ol la densité n est calcule de fagon approximative. On retrouve cependant bien la densité exacte

parce que la solution |Wy) a été construite pour redonner n,, considéré comme paramétre. Par
contre, |¥y) n’est pas un état réaliste.
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B Décomposition de V.. en V, et V,

De fagon analogue, on peut examiner la correction de Hartree-Fock

%/drdr’W(r' —r)n(r)n(r') — % ;/drdr’W(r' — 1)1 (v, )1 (1, @) da(r!, ) (1, @)

4

~
terme de Fock

/drdr W' —r)n Z/drdr Wir ’7 /)}2 ;

qui peut étre rapproché du développement diagrammatique de ~(

(1) =9+ a1 )0 (r, )65, B)a(r', B) + i1, a)a(r, 0)dalr’, B)61 (x, B)

connexe

m (X2 (x’) Vo 1o )v;t; H(rr)
Finalement, on peut écrire V.. = ‘?—;C + 0Hur + Veonnexe ; le premier terme a déja été étudié
plus haut ; les suivants montrent que le terme de Fock est celui de plus basse approximation
qui apparaisse dans le terme d’échange-corrélation ; les termes connexes, qui suivent dans le
développement diagrammatique de v, ne sont pas inclus dans le modeéle de Hartree-Fock.

Pourtant, on ne peut pas en conclure que la méthode de la fonctionnelle de densité soit un
prolongement exact du modéle de Hartree-Fock, car elle utilise une approximation de champ
moyen, qui est implicite ici. En réalité, c’est le champ moyen du terme de Fock, qui apparat
dans la décomposition précédente ; ce terme est local, a la différence du modéle de Hartree-Fock,
et, en un sens, plus approximatif.

~ Energie d’échange
On appelle, de fagon arbitraire, ’énergie d’échange

9

’ 2

E, = /drdr W(r' —r1) [y (r, 1)

ou fys(l) est défini plus haut, d’ott une définition de ’énergie de corrélation E, = E,. — Ex.

On définit la densité correspondante, de facon analogue a pyr,

1
4" (e, ) 2

pX = 2n(r) Y

avec une somme implicite sur a et 8 (contrairement au modéle de Hartree-Fock, il n’y a pas de
dup, ce qui explique le 1/2 supplémentaire). D’ott

1
E, = 3 /drdr'W(r’ —1)n(r)p(r,r’) .
5 Approximation par une moyenne sphérique

De facon encore analogue a ppp, on approxime alors py par sa moyenne sphérique py et
I'énergie d’échange par E,(py), qui, & une dimension, s’écrit :

By —2n / drn(r) / dyyn(r,y)
0 0
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On a la propriété py(r,r) = —n(r)/2 et la régle de somme
/dr'[);(r,r') =—1;

Becke trouve la formule approximative

Aulr) = n (1) (V?)% -

mns3

2 Développement en fonction de la densité

Il s’agit de mettre en ceuvre 'ide majeure de W. Kohn et de développer toutes les quantités
physiques en fonction de n, Vn, V?n, - --

Ce développement est toutefois un peu plus général que le développement initial propos, en
fonction de n seulement.

Ces ides étaient depuis longtemps diffuses dans le monde scientifique, et nous allons com-
mencer par étudier les modeéles originaux.

a Modéle de Thomas-Fermi

En 1927, Thomas et Fermi ont publié le calcul suivant : On considére un gaz d’électrons
libres. On calcule la valeur exacte de T' = Ty + Ty, # Ty a priori et on oublie tous les autres
termes, d’échange, etc.

a Densité d’un gaz d’électron

On rappelle la formule classique d'un gaz d’électron :

K}
n(r) = constante 52

Pour le démontrer, on écrit

_ Vtotal - 24%]{:3" - k?‘V

Vcellule B (2%)3 B 37T2 ’

ot V = L3 désigne le volume et le facteur 2 provient du spin.

B Energie de capture
Si on note u I’énergie nécessaire pour rajouter une particule dans le gaz, on a
oT thJ%
Mt =37 = 5 — -
ON 2m

Pour le démontrer, on part de dE' = p; AN = p; quand dN = 1. D’apres le spectre d'un gaz
d’électron libre (voir p.19), on voit qu'il faut donner I’énergie y, = Ey. CQFD.
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~ Détermination de 1’énergie cinétique

Si on substitue ky par (372)3n3 dans OT/ON, il vient

or 7 (37%)5 N3
ON 2m V3
B 3(3m%)5 s
= T = g fannvn,
d’ott une densité d’énergie
3 h? P
o = 1_0%(37#)5”%

b Modéle de Thomas-Fermi-Dirac

En 1930, avec la participation de Dirac, le modele précédent est notablement amélioré.

Il ne s’agit pas de reprendre le calcul de T' mais d’ajouter une estimation du terme d’échange.
Estimation de I’énergie d’échange

On développe ici un argument propre et non contemporain a l’article original.
L’énergie d’échange est analogue & I’énergie d’interaction entre les niveaux | — ky) et |+ ky),
qui a été introduite au chapitre I, pour expliquer le mécanisme d’ouverture de Peierls. Comme

le potentiel qui est responsable de cette interaction est celui de Coulomb, on écrit, de fagon
similaire au § précédent,

_ 0E; e?
Hx="3N dmeyr,
ou 7. est calcul au niveau de Fermi, donc r, = 27 / 2ky et puy = —%k?f, et, en reprenant
k= (372)3n3, il vient
3\s € . 3§e2Né( ¢ 43 dimensions)
x = —|= ns =—|— on est & 3 dimensions
H m ) 4re, w) 4me, L

=FE = -

d’ou, soit Ex = [ dr py,

¢ Modéle de Weizsacker

Les travaux de Weizsécker ont commencé par un article de 1935. Il s’agissait de développer
T, en fonction de la densité.

On va donner directement un développement plus complet de Tj.
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a Deéveloppement de T;
A partir de I’expression

N

N

1 h2V2 h*V?

T,=> {0l —1bw) = D (brl-— o)
k=1 s,s'€S(N) k=1

avec ¢ = /2 e'*/+®) on peut montrer que

h? (Vn)?

En 1935,Weizsdcker avait propos le premier terme de ce développement, qui est bien une
fonctionnelle de la densité.

B Approximation pour un gaz homogéne

En 1986, Herring et Ludena ont propos une estimation du second terme par une fonctionnelle
de la densité. En se basant sur 'expression plus générale (cf. d+y)

h? 1
= / de 5 [ VeV |
2

ils ont montré que ce second terme peut étre approximé par / dr 10
m

nkff, qui devient, si on
. N oy1 1
remplace ky par son expression pour un gaz homogene (37°)sn3s,

2
/dr—gh (372)3nt |

10m

ce qui redonne exactement l'expression de Thomas-Fermi. Ceci laisse d’une part comprendre
que, dans le calcul approximatif de Thomas-Fermi, la contribution T}, n’est pas prise en compte.
Cela permet aussi d’'interpréter le terme obtenu par Weizsécker comme une premiére correction,
concernant ’énergie cinétique, au modéle de Thomas-Fermi.

d Développement de Kirzhnits

a Approximations initiales

Ce développement, quoique bien plus poussé techniquement, se base sur les approximations
suivantes, E. = 0 et Ty, = 0. On va donner tout d’abord les outils mathématiques, trés pointus,
nécessaires a ce développement.

B Formule de Taylor-Young généralisée

Il s’agit de généraliser la formule de Taylor-Young pour les opérateurs. Kirzhnits a établi
la formule suivante : soit |¥) un vecteur propre de A, et f une fonction développable en série
entiére,

fA+B)|T) = Zf">A+B)LI W) |
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ol les opérateurs U,, sont donnés par

Z/{O:]. Z/[l =0 Un_;,_l ([AU ]+C1U0+C2U1+---+Cnbln_1) et

n+1
Co=1 Ci=[AB] C= % A, [B,A] C,= (—n1!)" [B, [B, [ [B,Aﬂ,

la définition plus formelle des opérateurs U, tant

—)\B )\A-I—B) —>\.A Zu A"

~ Expressions exactes de T, et V

On utilise ’approximation de champ moyen, et on considére que les électrons forment un
gaz plongé dans le potentiel Vog. Dans ce cadre, on démontre les formules suivantes :

T. = L dr {V vV, (e r’)J = [ drpy(r)
° 2m R P
1
E, = —Z/drdr’ hs(l)(r,r')fnf(r/_r) = /dr,ox(r) .

5 Deéveloppements de p; et p,

— Développons 1", en partant de la formule Yoo (ra|O(H — Ef)[r'B). On va utiliser une

représentation mixte, (ra|H|k3) = (ra|5- B V(1) k)8, 0, Uinteraction ne dépendant
pas du spin, il apparat le facteur d,p. On écrit, en ne gardant que les termes a = [3,

N = dk ro — _ e r'a
() = 3 | Gl Valr) = 37 NS

—-A

k2
+Z(5 (Ef — Via(r )—%)(raWnH\ka))(ka\r’a)

ﬁjl(k‘ﬂr —rf)
w2 kglr’ —r|

ot l'on a appliqué la formule du 3 précédent, et ky = \/é—?(Ef — Veg(r) .

— A partir du développement de ™) en fonction de ks, Vkp, V2ky, ..., on déduit celui de
la densité X 5o oo
ky V7k; (VE?)

") = 502 T S, 06

(IV.1)

— A partir des développements précédents, on tire :

hzk? th:fvsz% hQ(VkJ%)Q
pt e — — + e et
10mm2 48mr? 64mmn2k;
PR e? ki_;lc B e? 1 (ij%)Q
* e, 4m3  4Ame, 57673 kj%
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— La relation (IV.1) permet d’établir une bijection entre n(r) et ks(r). On peut inverser
cette relation, puis, en substituant I'expression de k¢ obtenue, dans les suivantes, on
trouve finalement

3(37)3h%n3  R2(Vn)? h2 v2nY 9V2n (VnN 1 (Vn\
pe = + + ; —- — )+ (=) )+
10m 2mn 540m(3n2)s n 8 n n 3\n
<§)é e2 . € 7 (Vn)?

3
T

3
x = T n
P 4 4me, 4me, 4327?(37?2)% ns

et, a partir de ces expressions, on obtient celles correspondantes de T; et de F.

— On reconnait, dans le premier terme du développement de T celui de Thomas-Fermi.

— On reconnait dans le premier terme de E celui de Dirac.

— Le second terme de T différe de l'expression de Weizsécker d'un facteur numérique;
nous allons revenir, trés bientot, sur cet aspect.

— Rappelons que ce développement sort du cadre trés strict de la fonctionnelle de densité,
puisqu’on a exprime les quantités en fonction de n, mais aussi de ses drives successives,
Vn, etc. Il est impossible d’exprimer, en effet, Vn en fonction de n, on est ici aux limites
de la conjecture exprime par W. Kohn.

e Autre développement

Le développement précédent ne converge que de fagon asymptotique. Une des difficultés
2
provient du potentiel d’interaction électron-¢lectron W = ;== I £r|
Dans une approximation trés différente, on trouve, par exemple,

3 2h2 |VTL|
Pt = 1_0(3 ) TL f( ’)’1,3 ) 5

ou f est une fonction intrinséque connue. Quand n varie lentement, I’argument de f tend vers
0, et on peut substituer a cette fonction une expression équivalente approximative

3,k
pe= g3

2 2 2 2 2\1 4
s, SR (Vn) R (Vn)? <2(3ﬁ) n ) ;

2m n 18m n |Vn|

lorsque le sinus prend ses valeurs maximales et minimales, on trouve, en sommant les deux
derniers termes, % avec un préfacteur, qui oscille entre % et é. Donc, ce modéle oscille
contintiment entre 1’expression trouve par Kirzhnits et celle trouve par Weizsécker.

Cette approche ne permet pas de choisir I'une plutdt que l'autre, elle en montre les limites.
Le développement de Weizsécker, bien que trouvé de facon plus approximative, n’est pas moins
valable que celui de Kirzhnits. Aucun des deux n’est capable de prévoir les oscillations du

présent développement.

e Approximation de la densité locale LDA

L’approximation ‘Locate Density Approximation’ est une méthode, essentiellement numé-
rique, qui vise a calculer F,., dans le cadre de la méthode de la fonctionnelle de densité.
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a Principe

On écrit I'énergie d’échange-corrélation comme une fonctionnelle formelle

Eye([n]) = / dr exe([n], V)n(r)

( ne pas confondre avec [ dr py.([n])). Cette expression est toujours formellement vraie.

On fait approximation suivante ey.([n],r) = ex.(n(r)), autrement dit, e,. ne dépend que
de la densité n(r) au point r considéré et non de n en tout point; (du coup, la dépendance
explicite en r disparait automatiquement).

Si on considére maintenant un systéme homogene, tel que n(r) = n, constante, et qu’on lui
applique l'approximation précédente, on trouve une quantité homogéene e,.(r) = ex.(n,), que,
pour cette raison, on notera encore €™ (n,).

La LDA consiste a approximer e, par la fonction suivante ex.(r) = ™ (n(r)) ; plus expli-
citement, soit un point r, fixé, calculons la densité n(r,); soit le systéme homogéne ayant la
densité uniforme n,(r) = n(r,), on peut lui associer €19 (n,), et on approxime e (r,) par cette

XC
fonction €™ (n,), ce que I'on résume par 'application suivante :

ro — n(ry) = n,(r) = n(r,) — 9™ (n,) = ex(r) |

Xc

ce qui s’exprime ainsi : En chaque point de l’espace, on calcule e,. comme si tout le systeme
avait une densité uniforme égale a la densité en ce point. On trouve alors

Uxe =

O0F,. B on exc
on  on
On définit de méme Ty = [drn(r)ty, E. = [drn(r)e., Ex = [drn(r)ex, v. = One./On
et vy = Oney/0n. Alors, on trouve
tee = v, — 4de.

( partir de ty. = 3vg. — 4eye et de 3v, — dex = 0), ce qui prouve que Ty, est entiérement lié au
terme de corrélation, que 'on a négligé dans le développement de Kirzhnits.

B Application

— Commencons par une remarque importante : On a l’expression exacte
1 / /
By = 5 drdr pXCW(|I' - I‘|) )

olt pyxe = n(r’) (Y (r,r') — 1) et 7 désigne la moyenne de la fonction de corrélation, prise
en un certain sens (voir les ouvrages donnés en référence).
On remplace la fonction de corrélation par celle du systéme homogéne, qui vérifie les
propriétés suivantes : 2 o (p p') = 42 hom(p ¢ ot 4@ hom(R) 3 1 quand R — oc.
Grace a cette approximation, ’énergie d’échange-corrélation F. ne prend ses contribu-
tions que localement.

— On prouve de fagon générale la relation, maintenant familiére,

/drpxcz—l,

qui permet d’'interpréter p,. comme une densité de trou.
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— Si on calcule p,. dans 'approximation LDA et, de plus, & partir des fonctions d’onde de
Slater, on trouve

9
homs _ _ “
pXC 2

J(r" —r|ky)
|t/ —r|ky

ou ky = (37‘(‘271)% ; cette formule a peu d’intérét pratique.

— Beaucoup plus utilisé est la formule empirique

1 1
Cc = —nc<(1+x3)ln(1+;) — g —z? - g) :

e2

1
ou r = (i)3 L ¢~ 0,0225 et A = 21. Il n'y a cependant pas de formule

47n Aao’

équivalente pour la partie d’échange pure. En général, on calcule E2°™ numériquement
par une table de Ceperley et Alder (obtenue par la méthode de Monte-Carlo).

4meqao

Correction de gradient GGA

Cette méthode est une variante trés proche de la précédente. On suppose ici que ey va

dépendre, non seulement de la densité calcule localement, mais du gradient de la densité, ce
qui s’écrira donc :

exc([n], [Vn],r) = exc(n(r), Vn(r)) .

On ne peut plus, comme précédemment, calculer chaque ey.(r) comme celui d'un systéme
homogene de densité n(r).

Il existe de nombreux développements, dans la littérature, que 'on appelle des méthodes

GGA. De fagon inattendue, les résultats numériques sont parfois moins proches des valeurs
expérimentales que ceux de la méthode LDA.

Il faut noter enfin que, dans la plupart des cas, les calculs en LDA ou en GGA sont faits

dans 'espace réciproque.
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— R.M. Dreizler & E.K.U. Gross, ‘Density Functionnal Theory, An Approach to the Many
Body problem’, ed. Springer-Verlag 1993.

— V. Heine, Sol. Stat. Phys. 24 (1970), p. 1.
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V PSEUDO-POTENTIEL

Les pseudo-potentiels ont été introduit par des chimiste, Heine et Abarenkov ; puis, ils ont
connu un développement considérable, notamment grace a la méthode de projection des états,
introduite pour la premiére fois dans un article de Herring, paru en 1940. Je vais surtout insister
sur I'un des modeéles les plus achevés, le modele de Vanderbilt.

Pour comprendre la philosophie des pseudo-potentiels, le plus simple sera de commencer
par analyser certains des modeles initiaux, qui ont servi d’ébauches aux suivants.

1 Premiers modéles

a Modéle de Heine-Abarenkov

a Principe

L’ide de base de Heine et Abarenkov est de modifier le potentiel effectif V g dans la zone de
coeur, de fagon que, Veg + V4, étant le nouveau potentiel, 1) la solution de H (avec Vog) et |¢)
la solution de H' (avec Veg + Vi), les fonctions d’onde ¢ et ¢ ne différent que dans la zone de
coeur.

De cette facon, on va simplifier Vg et, partant, sa résolution, sans modifier le comportement
des solutions dans la zone intéressante (il est sous-entendu, dans toute ce chapitre que I'on étudie
plutot les états de valence, et non les états de cceur).

Il se trouve que les fonctions d’onde présentent de fortes oscillations dans la région de ceeur,
aussi, cette démarche empirique aura pour guide la recherche de solutions dont le comportement
est plus régulier dans cette région de coeur.

B8 Modéle

Heine et Abarenkov ont propos de modifier arbitrairement V.g dans la région de coeur.
Différents choix sont possibles, le plus simple et le plus connu est le modéle de coeur dur, dont
la résolution partielle, pour un cristal simple, se trouve dans Animalu.

Ay

T

Modéle du coeur dur a une dimension
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b Modéle de Harrison
a Modéle

Le modéle de Harrison utilise I'ide de Herring de modifier Vg par une projection. Soit |nlm)
la base hydrogénoide (on ne précise pas la position de I’atome, pour simplifier la notation),
admettons, pour simplifier, que les états de cceur correspondent exactement a n =1 (ol = 0),
n=2((<1)etn=3,pourl<l1.

Si l'on cherche V,, sous la forme

Z Al (E)|nlm)(nlm|

n=1,3 1=0,[ 2
m=—1,l

on est certain de ne modifier que la partie de coeur des solutions. (Bien stir, cette formule peut
étre généralisée dans tous les cas). Les coefficients A}’ sont arbitraires et peuvent étre optimisés
numériquement.

B Charge de déplétion

Il y a une incidence indirecte de la modification des fonctions d’onde : la charge totale
n’est pas conserve par la modification. Comme on soustrait (on le verra mieux par la suite) les
électrons de coeur, le nombre total d’électrons diminue, ce qu’on interpréte en disant qu’on a
introduit une distribution de trous, dans la zone de coeur.

L’apport principal de Harrison est d’avoir calcul exactement la charge totale de trous, que
I’on appelle charge de déplétion.

— On se place dans une base d’ondes planes en représentation d’espace, et on notera doréna-

vant |1y ) la solution exacte et |¢x) la solution modifie (leurs fonctions d’onde coincident
loin du coeur). La charge totale de trous est exactement

Ptrou = Z |wk|2 - |§bk|2

k<k
et, par définition, on a
h? h?
——Awk + Vet = Exthx - —A<Z5k (Vest + Vi (Ek)) ok = Exthxc
ot j’ai admis, pour simplifier, que les énergies ne dépendent que de k = |k|. De plus, le
spectre ne doit pas étre modifié.
— On effectue une transformation standard, pour chacune des équations : on multiplie a
gauche par 1, puis on fait la différence avec I’équation conjugue prise en k', que l'on a
multiplie droite par ¥. On obtient

U At — APty = 2m — (Bw — Ex) Yyt

h2
DA — Ay P

2m —

2 (Be = Bx = (Vi) = Vi BL)) e
soit, en appliquant la formule de Green-Ostrogradski, en intégrant directement les va-
riables angulaires,

— 0 e 2 A

ik [T 5 = | = T B = m) [[ari o
— 0 I 2 A f -
ke 5,50 - 0| = B (BB [[arBeo— [0 - vl E0)en)

82



ol R est choisi tel que ¥y (r) et ¢ (r) coincident pour tout r tel que r = |r| > R.
— On va supposer dorénavant que k et k' sont voisins, on développe k’ ~ k + 0k, d’ou
Ey ~ FE, + BE’“ ok et P ~ Py + awk 0k (idem avec ¢). Il vient

8 O K 2. 2m oE a
R

)0

)

ou l'on ne garde que les ordres dominants.
— On obtient d’une part,

o3, (52)], o

et, d’autre part, en simplifiant 0k,

Oy O 0%y 2m OEy /
2 _ _ 2 2
Arlt {8k or  okor ' . T2 ok [ Al
2 _ _ r2 2 _
Am Rt {8k or ~ Okor . 2 ok / o\ 1= =25 ) -

— On peut écrire 2 = 28 9 e facon a simplifier le facteur 225 et il vient, en supposant
1% 9k — ok OB ¢ 1% Ok ; pp

que les fonctions d’onde sont toujours réelles,

P ) L I
R

AnR? L%;(m@k))(pih - 2;; PR <1—3VaéE>) . (VD)

Il ne faut pas s’inquiéter de 'hypothése supplémentaire que je viens d’introduire ; méme
si les fonctions ne sont pas réelles, les termes de gauche des deux égalités précédentes
sont égaux, avec des conditions initiales ordinaires, dés que R est suffisamment grand,
de sorte que les termes de droites sont égaux, et que 'on peut écrire

OVm(E
Ptrou = _/dr|¢k|2 aé ) .

2 Modéle de Vanderbilt

Avant de commencer 1’étude proprement dite du modeéle de Vanderbilt, je vais introduire de
nouvelles notions, qui complétent I’étude de I’équation maitresse dans une base non orthogonale,
du chapitre III.

Ces notions, non seulement nous permettront d’écrire plus élégamment les équations du
modéle, mais encore nous donneront le moyen d’établir un lien avec cette étude précédente.
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a Deéfinitions

a Base duale

Soit une base |1;) orthonormée, et une base |¢;) non orthogonale. On définit |5;) la base
duale de |¢;) telle que

Vi, j (5¢|¢j> = <¢i\5j> = 0ij ;
on l'appelle encore base réciproque.
B Opérateurs M et autres
On définit 'opérateur qui transporte la base non orthogonale vers la base orthonormale :
M = Z |¥i) (Bil
dont I'inverse est

M= Z |¢z><¢z| .

On peut vérifier la définition fonctionnelle de M, M(|¢;)) = [¢;), et M71(|1;)) = |¢i) ; de plus,
on a M(|¢;)) = |B:), ete.

Si on rappelle la définition de 'opérateur
§=2_loo
son inverse s’exprime maintenant comme
St= Z 1B:)Bil
et on trouve les relations S = M~ M1 et S~ = MTM.

~ Relation de fermeture

On rappelle les relations de fermeture

=) [yl =D (=DM 3" 160, )(nldin) (Bia] -+ 163,) (4] -
; k=1 T

La relation de fermeture peut encore s’écrire
=16 (Bil =Y _ 180l ;
pour le montrer, il suffit d’appliquer, selon le cas, ces opérateurs a |¢;,) ou |3;,).

5 Propriétés

On travaille ici en représentation non orthogonale ; la matrice associe & un opérateur O est
O;j = (¢:]O| ;). Certaines de ces propriétés ont déja été formulées dans le chapitre III.

La matrice représentant 7 est S;; = (¢;|¢;) la matrice des recouvrements.

La matrice représentant S est S2, celle représentant S~ est 1.

De fagon plus générale, soient A et B, représentés par les matrices A et B, le produit AB a
pour représentation AST!B.

Ainsi, la matrice représentant M est M;; = (¢;];). Celle représentant M1 est SMT. On
vérifie les relation S = MMt et 7' = M1 ML,
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e Exercice
Si on écrit S sous la forme MM~ on doit retrouver sa représentation :
— ALt t -1 _ Q2
S=M"M - SM" S MS =S
=M1t M1
-1 mpmf o=l M=
) MM — M'S™ M=1.
=M1t M1

b Equation maitresse

Dans la base orthogonale, I’équation maitresse (II1.3) se récrit tout simplement
Vij (il H — Ejle;) = 0.

Or, si on introduit les changements de base, via 'opérateur M, on va obtenir une formulation
différente, dans le cas non orthogonal, de cette équation. On écrit

(il MI(H — EjyM|g;) =

= MS'HS'M-E;; = 0,
=M-1 =M—1t

ou on utilise la représentation non orthogonale.

Finalement, résoudre ’équation maitresse revient a trouver les valeurs propres de la matrice
M=YHM™, qui est encore égale a MTHM™'.

c Pseudo-potentiel

Aprs cette bréve parenthése, revenons au modéle de Vanderbilt proprement dit. A partir des
modeéles de Phillips et Kleinman, les coefficients A}’ ne sont plus arbitraires, la solution modifie
est, en quelque sorte, une projection orthogonale aux états de coeur

) = 37 s curi) 1 cur)

he e
ou on ajoute la condition de raccordement |¢;(R)| = |1;(R)| V¥ i et R suffisamment grand.
Vi s’interpréte donc comme une sorte d’opérateur de projection. Nous 'appellerons, suivant
Vanderbilt, le potentiel non local ; ce dernier a déterminé son expression exacte, que I'on peut
écrire sous la forme

Vi =D alxa) (il

avec Vi |x;) = (E; — T — Vig)|éi) (T est toujours la partie cinétique du Hamiltonien H); les
coefficients a;; seront explicités par la suite.

L’objectif de cette section est de montrer que le potentiel propos par Vanderbilt a le com-
portement d’'un bon pseudo-potentiel, selon la théorie de Harrison.

Notons tout d’abord que, dans la zone r = |r| > R o ¥(r) = ¢(r), on a x(r) = 0, de sorte
que Viu(r) =0.

Il suffira donc de vérifier que T+ Vog + V;, posséde le méme spectre que H.
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a Projection

Avant de s’engager dans un calcul assez délicat, examinons le cas d’une projection sur un

seul état ; soit donc 7 fixé, le potentiel non local s’écrit ici V,, = ‘<XZ>\<¢>><Z>| ol le dénominateur est
choisi de fagon a vérifier la propriété spectrale :
Ixi) (xil
(T + Veg + Vi)|di) = (T + Ver)|9s) + Tulon [
{xi| 1)

= _|Xz> + E |¢z> + |X2>
= —|xi) + Eiloi) + [xq)
= FEil¢:) .

On a utilisé I’équation maitresse du cas orthogonal. Cela n’est pas toujours justifié, comme
on le verra par la suite. L’expression de V;, est presque celle d'une projection.

(xil pi)

B Généralisation

Soit B;; = (¢:|x;) une matrice, dont on comprendra la signification physique par la suite;
la définition des états |x;) est inchangée. On a

|Xz Z |/BJ )

pour le montrer, il suffit de multiplier a gauche par (¢,|. La matrice B n’est pas inversible.
Vérifions la formule de V;,, en calculant, comme précédemment, le spectre. On suppose
encore que la base est orthogonale, et on utilise I’équation maitresse correspondante :

(T + Ve + Vi) |di) = (T+V3ﬂ“)|¢i>+z |Bk) Bk (Bild:)
611

= —|xi) + Eilé:) + > 18k) Bri
kl

= —|xi) + Ei|¢i) + |xi)
— E|¢). CQFD.

d Matrice des différences de recouvrement

On a prouvé l'expression exacte du potentiel non local, telle qu’elle a été formulée par
Vanderbilt, dans le cas ot la base reste orthogonale. Pour mieux comprendre cette formulation,
il importe d’analyser la matrice B.

a Expression de la matrice B

En reprenant 'expression initiale de y;, et en se rappelant que x;(r) s’annule quand r > R,
on trouve, en effectuant directement la sommation sur les variables angulaires,

A 2 g2 2
h* d hel(l+1
By = 47T/0 dr;(r) (E T o % - Veff('f’)>uj(7“) pour tout A > R,

A 2 A
_ h*4m du
= Bynf a5 ([ dﬂ

du; du; U1+ 1)au; A
N DRSNS
0 / dr dr 2mr FO Ui Ve
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ou u; est Ry, en particulier, u;(0) = 0.
Nous allons montrer que B est lié & la matrice () des différences de recouvrements.

B Définition de la matrice )

On appelle matrice des différences de recouvrements la matrice
Qij = (Wilvs) — (diley) -

Les termes non diagonaux sont non nuls si 'on n’impose pas aux états |¢;) d’étre orthogonaux.
Les termes diagonaux sont nuls si I’on impose une normalisation canonique. Ils sont liés a la
charge de déplétion, dans le cas général.

Dans les développements précédents, on a utilisé I’équation maitresse du cas orthogonal,
donc on a posé () = 0.

~ Herméticité de la matrice B

— A partir de 'expression de B, on trouve la matrice adjointe, dont les coefficients s’écrivent

A 2 T— 14 A _ — A
- . h4rn ([ du; di; du; (1 + 1)Tu; .
i = 4”/0 A Ay Q M o‘/o ar i dr Tj>> _47T/0 dr g Ven

d’ott 1l vient

— A RA4pi [ _du;  du;

Bij — le' = (E] — Ez) 47T/0 d'r’u_iuj + 2—75 [md—; — deuj:|0
qui définit une fonctionnelle f de u.

— Si maintenant, au lieu de B, on définissait un objet analogue, en remplacant partout ¢
par ¢ (il conviendrait alors de redéfinir les y, mais cela ne sera pas réellement nécessaire),
on obtiendrait évidemment la méme fonctionnelle f(v) ou 'argument v serait lié a la
partie radiale de v. Or, la limite, quand A — oo, de f(v) est nulle : Vérifions-le terme
a terme. Pour le premier,

A
Vi) lim / dr v oc (tl45) = 0
— 00 0

car les états propres d'un opérateur hermitien sont orthogonaux. Pour ¢ = j, le facteur
E; — E; assure la nullité. Pour le suivant,
Vi,  lim w;(A) = lim %(A) =0 et wu;(0) =u;(0) =0
A—o0 A—o0

(d’apreés la définition de u; remarquez que les drives ne divergent pas). CQFD.

— Comme u et v coincident pour r > R, on peut finalement écrire, en faisant la différence,
que By — Bji = [ f(u) — f(v)|a=r; or, cette derniére quantité vaut exactement
—(E; — E;)Qij. On peut calculer les coefficients de fagon inverse, et on trouverait alors
Bij — Bji = (E; — Ei)@ij, ce qui confirme tout simplement que () est un opérateur
hermitien.

— En conclusion, on observe que B est hermitien si et seulement si () = 0. La formulation
du potentiel non local doit étre améliorée, si on relache cette contrainte, puisqu’on calcule
le spectre d'un opérateur non hermitien.
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Généralisation du pseudo-potentiel

Il s’agit encore une fois de modifier 'expression de V;,, dans le cas @ # 0, puisqu'on a

prouvé, précédemment, que le Hamiltonien que ’on utilisait n’était plus hermitien dans ce cas.

a Deéfinition de la matrice D

On introduit la matrice D;; = B;; + E;Q;;. D est hermitienne, car

Dj; = Bji+ EQij = Bij + (E; — E;)Qi; + EiQij = Dyj .

D recouvre exactement la matrice B, quand ) = 0, c’est donc une facon de rendre B hermi-
tienne dans tous les cas.

B Formule exacte du potentiel non local

Vanderbilt propose, dans le cas général,

Vi = ZDij|6i><Bj| :

— I est notable que le potentiel non local ne peut plus s’exprimer a ’aide des seuls états

Ix:) : le terme du potentiel, proportionnel a @, modifie le potentiel total dans tout
I’'espace. Ceci est contraire aux objectifs de départ, mais, si () reste petit, comme cela
est souhaitable par ailleurs (on ne veut pas une forte violation de 1'orthogonalité, ni des
normes), cette modification globale reste également petite.

— Vanderbilt utilise une formule qui permet un calcul plus élégant,

ST=T+> QulB)Bl;
ij

pour la démontrer, il suffit de calculer la représentation de 'opérateur de droite, dans la
base {|¢;)}. Il vient S;; + Q;; = d;;, CQFD.

On peut également remarquer que, soit &’ 'opérateur de droite, il vérifie S§'S = S.
Pour controler que le spectre est bien préservé, on utilise une forme originale de ’équation
maitresse. La section suivante sera entiérement consacre sa justification; il vaut mieux
I’admettre, d’ici 1. On calcule

(T + Vet + Vin = ES 6s) = (T +Ver)|6i) + Y DiilB) — Eilds) — Ei Y Quil Bi)
k k

= —Ixi)+ ZBki @

k _
:Zj Bjkl ‘Xj)

= —ha) + D05 =0,

J

ce qui achéve I’énoncé du modeéle théorique de Vanderbilt, que nous allons maintenant
analyser.
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f Analyse du modéle

a Cas orthogonal

Supposons, dans un premier temps, que ();; = 0. Alors, S =1, S =T et la base {|¢;)} est
orthonormale.

Le potentiel non local V,;, tel qu’il a été défini dans ce cas, a pour représentation, dans cette
base, Bija et iCi, Bij = _Hij + EjSij = _Hij + Ej5ij.

Oublions une seconde que S, S, etc, sont U'identité, et utilisons les formules générales de
représentation, dans le sens inverse, ¢’est—dire cherchons les opérateurs ayant des représentations
donnes, ce qui va nous fournir une nouvelle expression de V.

— FEj est la représentation de MIHM.

— L’opérateur correspondant a S est déja connu, et, il faut compenser le S~! qui s’ajoute

dans le produit. Donc E;S;; est la représentation de SMTHM.

— Finalement, B;; est la représentation de SMIHM — H.

Ceci prouve V,, = SMTHM —H, donc que le nouvel Hamiltonien, modifi¢ par Vanderbilt, vaut
HA Vi =H — SMIHM +H = MHM.

Si on compare a la nouvelle équation maitresse, établie au b, on constate que 1’on utilise
M™IHM & la place de MTHM et T la place de S~

Ceci reste cependant exact, puisque, dans notre cas, on a S = Z, d’ou 'on tire facilement
que M~! = M. L’étude du cas non orthogonal parait ici une suite naturelle, il faut pourtant
savoir qu’a I’époque son article fit sensation.

B Cas général

Une grande partie du travail a déja été fait, au § précédent. Je rappelle, de plus, que
Qi; = 0ij — Si;. On cherche une expression analogue & celle qu’on vient de trouver, pour le
potentiel non local général.

— Comme D;; = B;; + F;Q;;, Vi a pour représentation la somme de B;;, que 1'on connait

déja, et de EjQij~

— En suivant la démarche du § précédent, cherchons directement l'opérateur, dont la

reprsentation est |QS];; = S — SZZJ D’aprés la section a, c’est 7 — S.

— Donc, E;Q;; = QijE; est la représentation de (Z — S)MIHM

En rassemblant tous les termes, on trouve donc Vi, = MIHM — H, et le Hamiltonien
total modifié par Vanderbilt est exactement MTH.M, donc I’équation maitresse que nous avons
utilisée au e est exactement celle que nous avons démontrée au b.

~ Lien avec la méthode du chapitre 111

Il ne faut pas confondre les méthodes utilisées dans le chapitre III avec celles que nous
venons d’étudier. Bien str, elles traitent de facon similaire le probléme de la non-orthogonalité
de la base, mais, dans le chapitre III, on modifie, en quelque sorte, la représentation pour
un Hamiltonien donné; tandis qu’ici, on modifie le Hamiltonien pour garder la représentation
traditionnelle.

On pourrait dire, en un sens, que ces méthodes sont duales.

6 Charge de déplétion

Si on reprend le calcul de Harrison de la charge de déplétion, avec le potentiel non local V,

du cas orthogonal (donc non hermitien), on constate que le terme, correspondant a %LEm, dans

89



I'équation (V.1), est ici

= lim (Gw[Vialér) — (ulViilow)

= hm gbk” Z sz|ﬁz Z sz’ Bz ¢k
= lim Bk’k - Bk;k;’
k'—k
_ OF

ou je suis passé dans une représentation dans I'espace réciproque. Le calcul est inachevé, il faut
W

entre autre multiplier par ——. Au final, le terme qui s’écrivait, chez Harrison, —\¢k|2 est
ici +Qkk ) ,
8¢ Iy 9%
Si les fonctions gbk a , 5Ea- sont bien continues avec les fonctions ¢y, %%, aEa ,

de gauche de 'équation (V.1) ne donne aucune contribution, et on obtient finalement

/ dr (16u” — ) = —Qu

qui est vraie par définition. La charge de déplétion n’ajoute aucune contrainte sur le
systéme d’équations.

C’est Grace a cette absence de contrainte que Vanderbilt peut modifier le potentiel non
local, pour le rendre hermitien.
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V NOTATIONS

Les vecteurs sont notés en gras. La norme d’un vecteur r est note r. La conjugaison est note
—. La partie entiére d’un nombre réel x est note [z].

i, j, k représentent la base canonique d'un espace vectoriel a 3 dimensions.

Les états a N-particules sont notés W. Les états & 1-particule sont notés ¢ en général, les
bases d’états a 1-particule étant presque partout notes .

Les opérateurs s’écrivent M a l'exception de T' (énergie cinétique), V' et W (potentiels).
Par exemple, 'opérateur identité s’écrit Z.

Les représentations matricielles des opérateurs s’écrivent M. Par exemple, la matrice identité
s’écrit 1.

[, représente 'identité des fonctions f(z) de la variable z.

Les symétries sont notes g dans le cas générique, mais C pour les cas particuliers.

La matrice de représentation d’une symétrie g est note D(g) dans le cas générique. La
matrice représentant une symétrie I est note K dans la base canonique, K dans une autre
base.

I'D(g) désigne un groupe de représentation d’une symétrie g, on le note I'® dés qu’on peut
omettre g sans risque de confusion.

T est le groupe associé a un état physique (ou & un opérateur).

i <> j signifie que le site i et j sont voisins (I'égalité peut parfois étre exclue, selon
le contexte). J’ai utilisé, autant que possible, la notation implicite suivante, sous les signes
sommes : ¢ <> j signifie qu’a la fois ¢ et 7 sont sommés; tandis que j <> ¢ signifie que seul j
est sommé.
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