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Postulat 1 : Description d’un systeme physique

A un instant t, fixé, I'état d’un systéme physique est défini par [p(ty) > € €
€ ala structure d’un espace vectoriel
D’ol principe de superposition: |p; > € € et |p, > € € donc |p; > +|p, > € E

Postulat 2 : Description d’'une grandeur physique

A toute grandeur physique mesurable A est associé un opérateur A hermitique
agissant dans €; cet opérateur est une observable

Remargue : une grandeur physique et un état sont différents
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Postulat 3

La mesure d’une grandeur physique A ne peut donner comme résultat qu’une des valeurs
propres de I'observable A (qui est un opérateur hermitique)

Conséquences :

e Une mesure de A donnera toujours une valeur réelle puisque A est hermitique

e Sile spectre de A est discret (nbre de val. prop. discret), les résultats de la mesure de

A sont quantifiés
* Une des val. prop. signifie plusieurs résultats possibles pour la mesure : probabiliste
* Le résultat des mesures possibles est indépendant de I'état du systeme.

2 situations :
Spectre discret non dégénéré Spectre discret dégénéré
Alu, > = aylu, > Alu,t > = a,|u,’ >

Base ) ,|lu, > <u,| =1 Yondilupt > <u,t =1



Postulat 4

La probabilité avec laquelle on peut trouver a, comme résultat de la mesure de A,
noté P(an) , dépend de I'état du systeme physique |[p > . L’état du systéme
physique aprés la mesure est la projection normée de [yp > sur |u,, >

|l/) > =Zi2ncni |uni > norme

<yly>=1

Spectre des valeurs propres discret et non dégénéré
> =Xncnlu, > Alun>:an|un>
P(a,) = |< Uy, |y > |2

<UL|Y > =<uplXmomUm > =2mCn < Upl|tm >=2m €O = CN

Pla) = |[<unlp > |2 =1c,I?

Spectre des valeurs propres discret cas général :
Alu, > =aylu’ > ety > =YY, 00 luyt >
g
Pla) =) |wilp> |2=) e/
i

i=1

g=1 P(a,) =1silp > normé



e Valeur moyenne de ces mesures :
<A> =<yld |P >
I¢ S

Y > :zcnlun>

n
Ay > = Azncn |un > = chn/ﬂun >= Y C, Ayluy >
<¢|: ng<um|

<1/J|A Y >

Zcm <u IZa C,
ZZcma <u,|lu,>= z:anlcnl2 =Zan73(an)

n n
AA = <A?> - <A>2

u, >




e Valeur moyenne de ces mesures :

Base discréte

lu,, >

Alu, > = aylu,, >

Etat du systeme :

P(a,) = |<u,lyp > 2
AvecYN_. P(a) =1

Base continue orthonormée :

lx > €c¢
X|lx >=x|x >

dP = |<x|1,b > |2dx

> = J |< xly > |2dx =1= fo () |2dx



Postulat 5

Si la mesure de la grandeur physique A sur le systeme dans |'état

Y > donne le résultat a,, I'état du systeme apres la mesure est |a projection

. P, ly> s
normée : de [p >  surle sous espace propre associé a an
J<wIP,p>
P, =X lu,t >< u= |u, >< u,| sia,estnon dégénéré

L'état du systeme aussitot apres la mesure est donc toujours un vecteur propre de A
de valeur propre a,. Pas n‘importe quel vecteur propre :

lp> _ =zlYp> —> La mesure perturbe le systeme physique

e Casdiscret non dégénéré :

Pl > =lu,><u,ls c,_ w, > =Xm clu,> <ulu,>
=c,|u, >

e Cas discret dégénéré :
Méme calcul [ > =X;-; ¢ [u, >
n



Conséguence Postulat 5 :

- La mesure perturbe le systeme physiqgue
—> Aprés la mesure on est tjrs dans un état propre associé a la val. prop. a,
—> Si on refait la mesure, on trouve a, avec certitude (réduction du paquet d’onde)




Postulat 6 : Evolution de |@(t) >

dle() > .
ih Iwét) = Hl|p(t) >

Remarques :
* Vient de Schrodinger dépendant du temps
e Energie totale 2 Opérateur hermitigue nommé Hamiltonien

e H(t) si V(rt)

Conséquences du 6éme postulat :

1) La norme se conserve :

N=<olp>

ih 120> _ glo@) > et-inE=2 —< o)A
dt dt
d<o®lp@®) > d<o)/ dlo(t) >

lp(t) > + < @(t)]

dt dt dt

1 R 1 .
=— <O |p(®) > +— < o®Hlp(t) >
< @|p >=cste



b) Evolution de la fonction d’'onde en t

Hlp,(t) > = E;lo,(t) >
V@) > = Xncn(®)e, > etc(t)?

ih 2 = Fly(r) >

dXncn(®)|@n >

ﬁE c,(t) |p, >=ih 7
n
. dc,(t
Z c,(t)H |p,, > =ih Zn dtn( ) lp,, >
n
L Lndcn(t)
Z cn(O)En [on > = ih = dtn |, >
n
dc, (t
c,(E, = ih Zf )
den(t)  Epdt Epdt
c,(t) ih h

_Ent
c,(t) =c,e h

—i
Yo > = z Cne

Ent
hlfpn>
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EXERCICES

|) Systémes a 2 niveaux

H|E, > = E{|E; >
H|E, > = E,|E, >

<E1|E1 > = <E2|E2 > = 1

1)|Y> =a |E;>+p |E,> avec|al?+ |[F]|? =1 par normalisation
W'> =da |E;>+p |E,>

<yYl=a" <E|+p <E|

<yY'lYy>=0 d’ou ada+p'B=0

2) [ > est normé. Il n‘est pas état propre de H car nous ne pouvons écrire :
Hiy_>=E_[p_>
-~ _ 1 1 1
Ona: H(ﬁlEl > _|E2 >) =EE1|E1 > -\/_§E2|E2 >+ E(|E1 > —|E2 >)
Il est état propre si E1=E2



3)Sol. 1:

<H>=<y_|HlY_ >
Hly_ > = _2(H|E1 > —H|E; >) =—=(E1|E; > —E3|E; >)

e v
<Y_|H[Y_ > :ﬁ(< E | =< Ez|)ﬁ(51|51 > —E,|E; >)

<H>=1/2(E,+E)

Sol. 2 : Potulat sur la mesure
<H>=PE)E,+P(E,)E,
1
PED=I<E |Y_->|*=
PEN=<E; Y- >|*=
<H>=1/2(E,+E)

N|=N|

Sol. 3 : Sous forme matricielle
1

_ (L _ 1 (Ey O\ vz, 1 1 (E; 0)_
<yl >=G-2 (¢ ) OG- (g 5 )1/2E+E)
V2
AH? =< (2 >—< B>2 > §| E,-E,|= AH



Car :
< A?>=(E? — E})

H(Y- >) = H(GlY: >, >) = 2 > -2, >

HH(w. ) = lip > —E2p s
(ll/}— ) - \/Ellpl \/Ellpz
<Y_|[HH(|Y- >) = (ﬁ@/ﬁ _ﬁ< Y, )(ﬁ Y, > NG Y, >>

1 1
=5E12 <Pl > +§E22 <Py >+ (<Pylip, >=0)



I11) Postulat sur la mesure / Evolution d’un systéeme physique

lu, > |u, > ug >

A
1 0 O
0O 0 2

hwy 2 |u, >
2hw, (dégénéré 2x)=> |u, > ou |u; > (ou toute autre combinaison linéaire)

i 1 0 O
A=al0 0 1
O 1 O

Recherche valeurs propres : |_A 1

_ 2 _1 = _] =
{ _/1|—O A—1=0 - —A1 = =1 (doncv.p. xa)

D’apres |'exercice précédent :
1
a->|u, > et \/—E(|u2 > +|u; >)

1
—a - \/—§(|u2 > —|u; >)



R 0 1 0
B=b{1 0 O
0 0 1

Recherche valeurs propres : |_1/1 —11| =0 A2—1=0 - —1 = =1 (donc v.p. +a)
D’apres 'exercice précédent :

a2 |u; > et \%ﬂul > +|u, >)

—a 2> \%ﬂul > —|u, >)



1 1 1
lp(0) >=—|u; > +3 |u2 >+ |u3

N

A)) Mesure a t=0, on mesure I'énergie = On trouve donc les val. prop. de H

1) |@(0) > est-il normé ? :

< @(0)|p(0) >= 1+1+1—1

¢0)|g =5t117=

Comme combinaison d’états propres de H, ¢(0) n’est pas un état propre de H :

H|p(0) > 1(H| > +H|u, > +H|u; >) . | 1>+2hw°| > 4 2000
=—(H|u u u = —hw, |u u

2 2 1 2 3 NG 0 5 2 5
1 1 1 1

= 'ha)o(\/—_|u1 > +u, > +|ug >) # 'ha)o\/—_|u1 > +— |u2 > + = |u3

2) a) On trouve le systeme avec I'énergie :
* hwg avec la probabilité

_ I<uale(@)>" 2 —
P(hwg) = SHECEL — | < w,1p(0) > |7 =172

* 2hw( avec la probabilité
P(2Zhwo) = 2| <uy'le(0) > |? =
Ou P(2hwy)=1 — P(hwy)=1/2

=1/2

-M»—\
-M»-x

luz >



b) On trouve le systeme immédiatement aprés la mesure dans I'état :

Pn|§0 > In ; ;
x> . = :Z lu,! ><uwtle >=|un >
J< o|P, o > i=1
x> hoy luy > . )
lx > tha, = lu, ><utlu, > +u; ><ut|u; >= |u2 > + = |u3

A normer = |y > =\/—1§(|u2 > +|ug >)

Zhwo

c) La valeur moyenne de H vaut :

* <H > = hwoP(hwy) + 2hweP (hwy) = %('ﬁwo)

*< H>=<gl|H|p >=

i(< U +<u,| +<u |)(i(hw |u >) + 2% 2hawo| u, > + = * 2ha |u >)) =§(ha) )

=

1 11 1 0 0 ? 3
* < [ >= (T——)hw(,(o 2 0) 2 =2 (hwy)
2 2
o 0 2/\|1
2



3) Soit 'opérateur A : (rappel)

) 1 0 O
A=al0 0 1
0O 1 0

Recherche valeurs propres : |_/1

{ _1/1|=0 A2—1=0 -» —1 = +1 (donc v.p. +a)

D’apres I'exercice précédent :
1
a->|u, > et \/_E(qu > +|u; >)
1

a) aavec la proba P(a) et -a proba P(—a)
_q) = | L _ 2- | L 1 1 1 2 _
P(—a) = |\/§(< Uyl =< uz)ep(0)>]*= \/E(< U)—< u3l) (\/—E|u1 > +E|u2 > +E|u3 >)| =0

P(a)=1-P(—a)=1

. 1 1 1 . s
En fait |@(0) > = \/—E(lu1 > +\/_§ |lu, > +\/_§ |u; >) est une combinaison linéaire d’états propres
associés a la méme valeur propre a, c’est donc un état propre de A. Donc la probabilité de

trouver la valeur propre associée (a) est de 1.

b) Le vecteur état aprés la mesure est le vecteur propre |@(0) >



O<A>, ,=a

B)) Mesure a un instant t quelconque :

D’apres le cours :

_;Ent . lhwot thth
|§0(t) > = Zn Cne h |§0n \/_5 e |u1 >+ (e n )(_ |u2 >+ |u3 >)
Ent
@) > esttoujoursnormécar:y, |cpe N %=X, cp2=1si l9() > estnormé

D’apres le théoreme d’Ehrenfest :

d A H,A
- < >——<[ | >

Si A ne dépend pas de t et en prenant A=[
<A>=<o®|A|e®) >=<o®)|e®) >

|H,4] =0
d
7 < o)) >=0

Donc la norme de @(t) est constante



2) Mesure de I'énergie :

. _ I<uqlo(®)>]2 _
* hwg avec la probabilité P(hwy) = “oDloO>
< up]p(t) > |2 1 Mot
| 1|(p() | =|<u1|<p(t)>|2=|<u1|—elh |u1> 2:1/2
< o®)lp(®) > V2

La probabilité reste inchangée. Le théoreme d’Ehrenfest est vérifié :
Si A ne dépend pas de t et en prenant A=H

<H>=<A() >

|A,H| =0

d —~

— < H >=0donc

dt

< H >=cste

Donc I'énergie est une constante du mouvement.

3) Mesure de A

r<A>=< cp(t)|/i|g0(t) >=a (@(t) est vect. prop de A avec « a » comme v.p.)
* Théoreme d’Ehrenfest :

[ﬁ , A] = 0 car les deux opérateurs ont des vecteurs propres communs

9%<A>=09<A>:cste9</i>t =<A>, ,=a



3) Mesure de B

0O 1 0
< E S = b(%e+iw0t 1/Ze+2ia)0t 1/Ze+2ia)0t) (1 0 0
0 0 1

1 _; 1 1
=b(;5e l“)it -l-ﬁe“‘“oﬂ 1/4) = b(5 cos(w,t) + 1/4)
Evident car [H,B] * 0
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