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Postulat 1 : Description d’un système physique

A un instant t0 fixé, l’état d’un système physique est défini par |߮ሺݐሻ  ߳	Ԫ	
Ԫ a la structure d’un espace vectoriel
D’où principe de superposition : |߮ଵ  ߳	Ԫ		et |߮ଶ  ߳	Ԫ	 donc |߮ଵ  |߮ଶ  ߳	Ԫ		

መܣ

Postulat 2 : Description d’une grandeur physique

A toute grandeur physique mesurable ࣛ	est associé un opérateur ܣመ hermitique
agissant dans Ԫ; cet opérateur est une observable

Remarque : une grandeur physique et un état sont différents

|߮ 	ݔ ݔ ݔ
ݔ ݔ ݔ
ݔ ݔ ݔ

ݔ
ݔ
ݔ



Postulat 3
La mesure d’une grandeur physique ࣛ ne peut donner comme résultat qu’une des valeurs 
propres de l’observable ܣመ (qui est un opérateur hermitique)
Conséquences : 
• Une mesure de ࣛ donnera toujours une valeur réelle puisque ܣመ est hermitique
• Si le spectre de ܣመ est discret (nbre de val. prop. discret), les résultats de la mesure de 

ࣛ	 sont quantifiés
• Une des val. prop. signifie plusieurs résultats possibles pour la mesure : probabiliste
• Le résultat des mesures possibles est indépendant de l’état du système.

2 situations :
Spectre discret non dégénéré Spectre discret dégénéré
ݑ|መܣ  ൌ ܽ|ݑ  ݅ݑ|መܣ  ൌ ܽ|ݑ݅ 
Base ∑ |u୬  ൏ |ݑ ൌ 1୬ 	 ∑ ∑ |u୬݅  ൏ |݅ݑ ൌ 1୧୬



Postulat 4
La probabilité avec laquelle on peut trouver an comme résultat de la mesure de ࣛ, 
noté ࣪ሺܽ݊ሻ , dépend de l’état du système physique |߰ 	. L’état du système 
physique après la mesure est la projection normée de |߰ 	 sur |ݑ 	
|߰  ൌ ∑ ∑ ܿ݅ ݅ݑ|  normé

< ψ|߰  ൌ 1

Spectre des valeurs propres discret et non dégénéré
|߰  ൌ ∑ ܿ ݑ|  ݑ|መܣ  ൌ ܽ|ݑ 
࣪ ܽ݊ ൌ ߰|ݑ >  2

߰|ݑ >  ∑|ݑ >	= ܿ ݑ 	ൌ ∑ ܿ݉ ൏ ݑ ݑ| 	ൌ ∑ ݉݊ߜ݉ܿ ൌ ܿ݊

࣪ ܽ݊ ൌ ߰|ݑ >  2 ൌ ܿ݊ 2

Spectre des valeurs propres discret cas général :
݅ݑ|መܣ  ൌ ܽ|ݑ݅  et |߰  ൌ ∑ ∑ ܿ݅ ݅ݑ| 

࣪ ܽ݊ ൌ


ୀଵ

߰|݅ݑ >  2 ൌ ܿ݊݅


2

∑ேୀଵ ࣪ ܽ݊ ൌ 1 si |߰  normé



• Valeur moyenne de ces mesures :
<መܣ>

|߰ 

ൌ൏ መܣ|߰ |߰ 

|߰  ൌܿ


ݑ| 

߰|መܣ  ൌ መܣ ∑ ܿ  หݑ 	ൌ ∑ ܿ  ݑመหܣ ൌ ∑ ܿ  ݑ|݊ܽ 	
൏ ψ|ൌ ∑ ܿ ൏ |݉ݑ

൏ ߰ቚܣመ ቮ߰ 

ൌܿ ൏ ܽ݊ܿ݊|݉ݑ อ݊ݑ 	


ൌܿܽ݊ܿ݊ ൏ ݊ݑ|݉ݑ 	ൌܽ݊ ܿ݊


2 ൌܽ݊


࣪ ܽ݊

Δܣ ൌ መ>2ܣ> − <መ2ܣ>



• Valeur moyenne de ces mesures :
Base discrète 
ݑ| 
ݑ|መܣ  ൌ ܽ|ݑ 
Etat du système :
࣪ ܽ݊ ൌ ߰|ݑ >  2

Avec ∑ேୀଵ ࣪ ܽ݊ ൌ 1

Base continue orthonormée :
ݔ|  	ߝ	߳
ݔ|ොݔ ൌx|ݔ 
݀࣪ ൌ ߰|ݔ >  ݔ2݀

|߰  ൌ න ߰|ݔ >  ݔ2݀ ൌ 1 ൌ න ߰ሺݔሻ ݔ2݀
ஶ

ିஶ



Postulat 5
Si la mesure de la grandeur physique ࣛ sur le système dans l’état  
|߰  	donne le résultat an, l’état du système après la mesure est la projection 

normée : 
P|టவ

ழట|P|టவ
	de	|߰  sur le sous espace propre associé à an

P݊ ൌ ∑ ݅݊ݑ| ൏ |݅݊ݑ

ୀଵ

L’état du système aussitôt après la mesure est donc toujours un vecteur propre de ܣመ
de valeur propre an. Pas n’importe quel vecteur propre :

|߮  
	≠ |߰  	 La mesure perturbe le système physique

หൌ ݊ݑ| ൏ |݊ݑ si an est non dégénéré

• Cas discret non dégénéré :
P݊|߰  ൌ ݊ݑ| ൏ |݊ݑ ∑ ܿ݉

݉ݑ|  ൌ ∑ ݊ݑ|݉ܿ  ൏ ݉ݑ|݊ݑ 
	ൌcn|݊ݑ 

• Cas discret dégénéré :
Même calcul |߮  

ൌ ∑ ܿ݊݅ୀଵ ݅݊ݑ| 



Conséquence Postulat 5  : 

 La mesure perturbe le système physique
 Après la mesure on est tjrs dans un état propre associé à la val. prop.  an
 Si on refait la mesure, on trouve an avec certitude (réduction du paquet d’onde)



Postulat 6 : Evolution de 

݅ħ
݀|߮ሺݐሻ 	

ݐ݀ ൌ ሻݐ|߮ሺܪ 	
Remarques :
• Vient de Schrödinger dépendant du temps 
• Energie totale  Opérateur hermitique nommé Hamiltonien
• H(t) si V(r,t)

Conséquences du 6éme postulat :

1) La norme se conserve :
N ൌ ൏ ߮|߮ 
݅ħ ௗ|ఝሺ௧ሻவ	

ௗ௧
ൌ ሻݐ|߮ሺܪ 	 et ‐݅ħ ௗழఝ|

ௗ௧
ൌ൏ ߮ሺݐሻ|ܪ

݀ ൏ ߮ሺݐሻ|߮ሺݐሻ 	
ݐ݀ ൌ

݀ ൏ ߮ ݐ /	
ݐ݀

|߮ሺݐሻ 	  ൏ φ(t)|
݀|߮ሺݐሻ 	

ݐ݀

ൌ
1
−݅ħ ൏ ߮ሺݐሻ|ܪ ቤ߮ ݐ  

1
݅ħ ൏ ߮ሺݐሻ|ܪ|߮ ݐ 	

൏ ߮|߮ =cste



ሻݐ|߮݊ሺܪ  ൌ ሻݐ|߮݊ሺܧ 
|߰ ݐ 	ൌ ∑ ܿሺݐሻ|߮ 	 	et cn(t)?

ܿሺݐሻܪ ቤ߮ 	ൌ ݅ħ
∑ ݀ܿሺݐሻ

ݐ݀
|߮ 



ܿሺݐሻܧ 	ቤ߮ 	ൌ ݅ħ
∑ ݀ܿሺݐሻ

ݐ݀
|߮ 



ܿ ݐ ܧ ൌ ݅ħ
݀ܿሺݐሻ
ݐ݀

݀ܿሺݐሻ
ܿሺݐሻ

ൌ
ݐ݀ܧ
݅ħ ൌ െ݅

ݐ݀ܧ
ħ

ܿ ݐ ൌ ܿ݁
ିா௧ħ ߰ ݐ 	ൌ	



ܿ݁
ିா௧ħ |߮ 

݅ħ ௗ|టሺ௧ሻவ	
ௗ௧

ൌ ሻݐ|߰ሺܪ 	

ሻݐܿሺܪ ቤ߮ 	ൌ ݅ħ
݀ ∑ ܿሺݐሻ|߮ 	

ݐ݀


b) Evolution de la fonction d’onde en t



c) Théorème d’Ehrenfest





EXERCICES

I) Systèmes à 2 niveaux

ଵܧ|ܪ  ൌ ଵܧ|ଵܧ 
ଶܧ|ܪ  ൌ ଶܧ|ଶܧ 
ଵܧ|ଵܧ>  ൌ ଶܧ|ଶܧ>  ൌ 1

1) |߰  ൌ ߙ ଵܧ|   ߚ ଶܧ|  avec  ߙ 2  ߚ 2 ൌ 1	 par normalisation

|߰′  ൌ ′ߙ ଵܧ|   ′ߚ ଶܧ| 
൏ ߰ᇱ ൌ ᇱߙ ൏ ଵܧ  ᇱߚ ൏ |ଶܧ
൏ ߰′|߰ 	ൌ 0 d’où ߙഥ′ߙ  ߚഥ′ߚ ൌ 0	

2) |߰ି  est normé. Il n’est pas état propre de H car nous ne pouvons écrire : 
ି߰|ܪ  ൌ ି߰|ିܧ 
On a : ܪሺ ଵ

ଶ
ଵܧ|  െ ଶܧ  ൌ ଵ

ଶ
ଵܧ|ଵܧ  ‐ ଵ

ଶ
ଶܧ|ଶܧ 	് E(|ܧଵ  െ ଶܧ 

Il est état propre si E1=E2



3) Sol. 1 :

൏ ܪ 	ൌ൏ ି߰|ܪ|ି߰ 	

ି߰|ܪ  ൌ
1
2
ሺܪ|ܧଵ  െܪ|ܧଶ ሻ ൌ

1
2
ሺܧଵ|ܧଵ  െܧଶ|ܧଶ ሻ

൏ ି߰|ܪ|ି߰ 	ൌ
1
2
ሺ൏ |ଵܧ െ൏ ଶ|ሻܧ

1
2
ሺܧଵ|ܧଵ  െܧଶ|ܧଶ ሻ

൏ ܪ 	ൌ 1/2ሺ1ܧ  2ሻܧ

Sol. 2 : Potulat sur la mesure
൏ ܪ 	ൌ ࣪ 1ܧ 1ܧ  ࣪ 2ܧ 2ܧ
࣪ 1ܧ ൌ| ൏ ଵܧ |߰ି  |2 ൌ ଵ

ଶ
࣪ 2ܧ ൌ| ൏ ଶܧ |߰ି  |2 ൌ ଵ

ଶ
	

൏ ܪ 	ൌ 1/2ሺ1ܧ  2ሻܧ

Sol. 3 : Sous forme matricielle

൏ ߰ି ቚܪ|߰ି 	ൌ ሺ ଵ
ଶ
െ ଵ

ଶ
ሻ 1ܧ 0

0 2ܧ
ሺ

ଵ
ଶ

െ ଵ
ଶ

)= ሺሺ ଵ
ଶ
െ ଵ

ଶ
ሻ 1ܧ 0

0 2ܧ
)=1/2ሺ1ܧ  2ሻܧ

Δ2ܪ ൌ൏ 2ܪ െ൏ >2ܪ ଵ
ଶ
|E1‐E2|= Δܪ



Cܽݎ ∶
൏ 2ܪ 	ൌ ଵ

ଶ
ሺܧଵଶ െ (ଶଶܧ

ି߰|ሺܪ ሻ ൌ ሺܪ ଵ
ଶ
|߰ଵ ‐

ଵ
ଶ
߰ଶ  ൌ ாଵ

ଶ
|߰ଵ  െ ாଶ

ଶ
|߰ଶ 

ି߰|ሺܪܪ ሻ ൌ
12ܧ

2
|߰ଵ  െ

22ܧ

2
|߰ଶ 

൏ ି߰|ሺܪܪ|ି߰ ሻ ൌ
1
2
൏߰ଵ −

1
2
൏ ߰ଶ

12ܧ

2
߰ଵ  െ

22ܧ

2
߰ଶ 

=ଵ
ଶ
ଵଶܧ ൏ ߰1|߰1 	+

ଵ
ଶ
ଶଶܧ ൏ ߰2ห߰2   ( ൏ ߰1|߰2 	ൌ 0ሻ	



III) Postulat sur la mesure / Evolution d’un système physique

1ݑ|  2ݑ|  3ݑ| 

ܪ ൌ ħ߱

1 0 0
0 2 0
0 0 2

ħ߱ 1ݑ| 
2ħ߱ (dégénéré 2x) 2ݑ|  ou |3ݑ  (ou toute autre combinaison linéaire)

መܣ ൌ ܽ
1 0 0
0 0 1
0 1 0

Recherche valeurs propres :  െߣ 1
1 െߣ ൌ 0 2ߣ െ 1 ൌ 0	 → െߣ ൌ േ1 (donc v.p. ±a)

D’après l’exercice précédent :
ܽ 1ݑ|  et	 ଵ

ଶ
ሺ|2ݑ  |3ݑ ሻ

െܽ	 ଵ
ଶ
ሺ|2ݑ  െ|3ݑ ሻ



ܤ ൌ ܾ
0 1 0
1 0 0
0 0 1

Recherche valeurs propres :  െߣ 1
1 െߣ ൌ 0 2ߣ െ 1 ൌ 0	 → െߣ ൌ േ1 (donc v.p. ±a)

D’après l’exercice précédent :
ܽ 3ݑ|  et	 ଵ

ଶ
ሺ|1ݑ  |2ݑ ሻ

െܽ	 ଵ
ଶ
ሺ|1ݑ  െ|2ݑ ሻ



|߮ 0 	ൌ
1
2
1ݑ|  

1
2 2ݑ|  

1
2 3ݑ| 

A)) Mesure à  t=0, on mesure l’énergie  On trouve donc les val. prop. de H

൏ φሺ0ሻ|߮ 0 	ൌ
1
2 

1
4 

1
4 ൌ 1	

1) |߮ 0  est‐il normé ? :

Comme combinaison d’états propres de H, ߮(0) n’est pas un état propre de H :

߮|ܪ 0 ൌ
1
2
ܪ 1ݑ  ܪ 2ݑ  ܪ 3ݑ  ൌ

1
2
ħ߱	|1ݑ  

2ħ߱
2 2ݑ|  

2ħ߱
2 3ݑ| 

ൌ ħ߱ሺ
1
2
1ݑ|  |2ݑ  |3ݑ ሻ ് ħ߱

1
2
1ݑ|  

1
2 2ݑ|  

1
2 3ݑ| 

2) a) On trouve le système avec l’énergie : 
∗ 	ħ߱ avec la probabilité 
࣪ ħ߱ ൌ |ழ௨భ|ఝሺሻவ|ଶ

ழሺሻ|ఝ  வ
ൌ | ൏ ߮|1ݑ 0  |2	 ൌ 1/2

∗	2ħ߱ avec la probabilité 
࣪ 2ħ߱ ൌ ∑ | ൏ ߮|1݅ݑ 0  |2 	ൌ ଵ

ସ
 ଵ

ସ
ൌ 1/2

Ou ࣪ 2ħ߱ =1 െ ࣪ ħ߱ =1/2



b) On trouve le système immédiatement après la mesure dans l’état :  

|߯  ܽ݊	 ൌ
ܲ݊|߮ 

൏ ߮ ܲ݊ ߮ 
ൌ ݅݊ݑ| ൏ ߮|݅݊ݑ 	ൌ ݊ݑ| 



ୀଵ

|߯ 
ħ߱

ൌ 1ݑ| 

|߯ 
2ħ߱

ൌ 2ݑ| ൏ ቚ݅݊ݑ 2ݑ  |3ݑ ൏ ቚ݅݊ݑ 3ݑ 	ൌ
1
2 2ݑ|  	

1
2 3ݑ| 

À  normer |߯ 
2ħ߱

=  ଵ
ଶ
ሺ|2ݑ  |3ݑ ሻ

c) La valeur moyenne de H vaut :  
ܪ> * 	ൌ ħ߱࣪ ħ߱  2ħ߱࣪ ħ߱ ൌ ଷ

ଶ
ħ߱

* ൏ ܪ 	ൌ൏ ߮ ܪ ߮ 	ൌ
ଵ
ଶ
ሺ൏ |1ݑ ൏ |2ݑ ൏ ሻሺ|3ݑ

ଵ
ଶ

ħ߱ 1ݑ ሻ 
ଵ
ଶ
∗ 2ħ߱ 2ݑ   ଵ

ଶ
∗ 2ħ߱ 3ݑ  ሻ ൌ ଷ

ଶ
ħ߱

* ൏ ܪ =( ଵ
ଶ
ଵ
ଶ
ଵ
ଶ
)ħ߱

1 0 0
0 2 0
0 0 2

ଵ
ଶ
ଵ
ଶ
ଵ
ଶ

=ଷ
ଶ

ħ߱



3) Soit l’opérateur A : (rappel)  

a) a avec la proba ࣪ ܽ et	–a	proba ࣪ െܽ
࣪ െܽ ൌ | ଵ

ଶ
ሺ൏ |2ݑ െ൏  = ሻ߮ሺ0ሻ>|2|3ݑ

ଵ
ଶ
൏ 2ݑ െ൏ 3ݑ

ଵ
ଶ
1ݑ   ଵ

ଶ
2ݑ   ଵ

ଶ
3ݑ 

2 ൌ 0

࣪ ܽ =1‐࣪ െܽ =1
En fait |߮ 0 	ൌ ଵ

ଶ
ሺ|1ݑ   ଵ

ଶ
2ݑ|   ଵ

ଶ
3ݑ| ሻ est une combinaison linéaire d’états propres 

associés à la même valeur propre a, c’est donc un état propre de A. Donc la probabilité de 
trouver la valeur propre associée (a) est de 1.

መܣ ൌ ܽ
1 0 0
0 0 1
0 1 0

Recherche valeurs propres :  െߣ 1
1 െߣ ൌ 0 2ߣ െ 1 ൌ 0	 → െߣ ൌ േ1 (donc v.p. ±a)

D’après l’exercice précédent :
ܽ 1ݑ|  et	 ଵ

ଶ
ሺ|2ݑ  |3ݑ ሻ

െܽ	 ଵ
ଶ
ሺ|2ݑ  െ|3ݑ ሻ

b) Le vecteur état après la mesure est le vecteur propre |߮ 0 	



c) ൏ መܣ  ݐ ൌ 0	 ൌ ܽ

B)) Mesure à un instant t quelconque :

D’après le cours :

|߮ ݐ 	ൌ ∑ 	 ܿ݁
ିಶħ |߮  	ൌ ଵ

ଶ
݁ି

ħഘబ
ħ 1ݑ|   ሺ݁ି

మħഘబ
ħ ሻሺଵ

ଶ
2ݑ|   ଵ

ଶ
3ݑ| ሻ

|߮ ݐ 	 	est toujours normé car : ∑ |ܿ݁
ିಶħ |2=∑ 	 ܿ2

	=1 si  |߮
0
	 est normé

݀
ݐ݀ ൏ መܣ 	ൌ

݅
ħ
൏ ,ܪ መܣ 	 	

Si ܣመ		ne dépend pas de t et en prenant ܣመ=ܫመ
൏ መܣ 	= ൏ φ ݐ መܣ ߮ ݐ 	ൌ൏ φሺݐሻ|߮ ݐ 
,ܪ መܣ ൌ 0
݀
ݐ݀ ൏ φሺݐሻ|߮ ݐ 	ൌ 0
Donc la norme de φ(t) est constante

D’après le théorème d’Ehrenfest :



2) Mesure de l’énergie :
∗ 	ħ߱ avec la probabilité ࣪ ħ߱ ൌ |ழ௨భ|ఝሺ௧ሻவ|ଶ

ழሺ௧ሻ|ఝ ௧ வ
=

| ൏ ሻݐଵ|߮ሺݑ  |2
൏ φሺݐሻ|߮ ݐ  ൌ | ൏ ߮|1ݑ ݐ  |2	 ൌ ൏ 1ݑ 	

1
2

݁ି
ħఠబ௧
ħ 1ݑ|  |2 ൌ 1/2

La	probabilité	reste	inchangée.	Le	théorème	d’Ehrenfest est vérifié :
Si ܣመ		ne dépend pas de t et en prenant ܣመ=ܪ
൏ ܪ 	= ൏ መܣ ݐ 
,ܪ ܪ ൌ 0
ௗ
ௗ௧
൏ ܪ ൌ 0 donc

൏ ܪ =cste
Donc l’énergie est une constante du mouvement.

3) Mesure de A
∗	൏ መܣ 	ൌ ൏ φ ݐ መܣ ߮ ݐ =a  (φ ݐ est vect. prop de A avec « a » comme v.p.) 
* Théorème d’Ehrenfest :
,ܪ መܣ ൌ 0 car	les	deux	opérateurs	ont	des	vecteurs	propres	communs


ௗ
ௗ௧
൏ መܣ ൌ 0 ൏ መܣ 	ൌ ൏݁ݐݏܿ መܣ  	ݐ ൌ൏ መܣ  ݐ ൌ 0 ൌ ܽ



3) Mesure de B

	൏ ܤ 	ൌ ܾሺ ଵ
ଶ
݁ାఠబ௧ 1/2݁ାଶఠబ௧ 1/2݁ାଶఠబ௧ሻ

0 1 0
1 0 0
0 0 1

ଵ
ଶ
݁ିఠబ௧

ଵ
ଶ
݁ିଶఠబ௧

ଵ
ଶ
݁ିଶఠబ௧

=

= ܾሺ ଵ
ଶ ଶ

݁ିఠబ௧  ଵ
ଶ ଶ

݁ାఠబ௧+ 1/4ሻ ൌ ܾሺ ଵ
ଶ
cos ݐ߱  1/4ሻ

Évident car  ,ܪ ܤ ് 0


