OUTILS MATHEMATIQUES POUR LA
MECANIQUE QUANTIQUE



ESPACE DES FONCTIONS D'ONDE DE CARRE SOMMABLE

(7, t) = Fonction d’onde décrit I'état d’un systéme physique

| Y(7, t))|2dV=dP = Probabilité de présence a I'instant t dans le volume dV

[IpE D)2dv =1

Y(7,t) € F = Ensemble des fonctions de carré sommable :
* Intégral converge

e Définie partout

* Continue

* Indéfiniment dérivable

* bornées



ESPACE F

Structure de F : F est un espace vectoriel

Siy (P t) e Fety (P, t)e F > MY (7, t) + A,(Ft) € F(heth,eC)

Produit scalaire :

(0. 9) = [If oPp(@)av

(o, %)= @, )

(@, A1 + A292) = A1(@, 1) + A2(9, P2) : linéaire

(A1 + 202, ) = L@, )+ A2(@, Y ) : antilinéaire
Si (@, )= 0 on dit que @ et ¥ sont orthogonales

(p, @)= fffm@@)df = [[fle® |2dV=N2 - Norme N : réel positif,

nul si et seulement si @(7)=0
Opérateur linéaire :

Y(F) € F Ay () + Ao (F))=A1 Ay () + A A0, (F)



ESPACE F

Base discrete orthonormée / Relation de Fermeture :

u () eF, u,(¥) eF, ..
(w; (), u; () = [ff ui(ﬁuj(F)d3_’ = &;; (Symbole de Kronecker §;;=1 si i=j et §;;=0 si i#]

u;(7") Constituent une base : Y(7) = Y; ¢; u;(7)
(wj, ¥) = (wj, X; ciwy) = Xy ci(wj, ug) = X ¢ 655 = ¢
¢ = (u;,Y)

Relation de fermeture :

Zui(F).ui (7-7) =86 -7

i



Notation de Dirac

Il existe des systemes physiques dont |la description quantique ne peut se faire avec une
fonction d’'onde. C’est le cas d’un électron avec un spin = On généralise les fonctions

d’onde et I'espace F

Tout état d’une particule sera caractérisé par un vecteur état appartenant a I'espace des
états €, sous espace de Hilbert.

Postulat 1 : Auninstant t, I'état d’un systeme physique est défini par la donnée d’un
vecteur ket : |P(7,t) > € €. Le complexe conjugué de ce ket est un bras < Y (7, t)|

€1
| (#,t) > est un vecteur colonne <C2>
C3

< Y(7, t)| est un vecteur ligne (¢c; ¢ C3)



ESPACE ETATS £

Structure de £ : € est un espace vectoriel LINEAIRE

Si|py >€e€et|p, >€€ 2N P> + 4P, >€ E(Meth,el)

Produit scalaire :

(lo > Y >) =<l >= 1eC

(Y >, lp >) =<ylo >= (p, ) =1

<@/p>=llp>*eR

Si | > décrit I'état d’un systeme physique < ¢ /¢ > = 1 fonction d’onde normée
< olY >* o >< Y|

Si (¢, ¥)=0 on dit que @ et Y sont orthogonales

Opérateur linéaire :
o > e DAlp > €«
o, >et|p,>€ce> A(Allcpl > +1;|@, >)=/11/T|(p1 >+, +/12/T|(p2 >




ESPACE ETATS €

Valeurs propres et vecteurs propres d’'un opérateur M ou d’'une matrice:

X vecteur propre, A nombre réel

Mx = Ax

* Six est vecteur propre ax (a réel) est aussi vecteur propre

e Siaune valeur propre A, est associé un seul vecteur propre on dit que A est non dégénérée
e Siaun A, sont associés n vect. prop. linéairement indept, on dit que A est n fois dégénéré

* On trouve les valeurs propres A en faisant : det(M —AI) =0

Propriétés :

Si [/T,l? ] = 0alors > AetB ontdesvect. Prop. Communs
- on peut mesurer les grandeurs physiques liées 3 A et B simultanément

Exemple d’opérateur linéaire : le projecteur |¢p >< @]



ESPACE ETATS €

Base discrete orthonormée :

lu; > tg <ui|uj > = §jj
> = chui >
i
< U; |l/)> =chj<ui|uj>=2jcj6ij=ci

Relation de fermeture :
<ui|l/J > = (; d’ou

|1/J>:Z<ui Y >y > =Z|ui><ui|¢>:Z|ui><ui| Y >
i i

i
Avec obligatoirement : Y;|u; > <u;| =1

Base continue orthonormée :

lug, > €e tq<ua|uﬁ>=5aﬁ
|l/)>=fca|ua>

Relation de fermeture f|ua > < uﬁ| da =1



A
AF

At =2 a) Aij=(Ai+j )=A

Opérateur hermitique = observable

AT =A
> (AT)ij= Ay
ji
-2 éléments symétriques par rapport a la diago sont conjugués
- Les éléments de la diago sont réels

b) Les valeurs propres sont réelles = observable = mesurable

Conclusions :

AT =A > Diago réelle

- Symétrique par rapport a diago sont complexes conjugués
- val. prop. réelles

—> vect. prop. associés a des val. prop. différentes sont orthogonaux



Exercice 1:

G _d
o dt

) d f

Af =—2=af?
f I Af

d

—fz/ldt

f
Inf = At + cste

f = Cexp(At)



Exercice 2 :

2
Vi :ﬂ_ 2
du?
_ o _u? u?
Me 2 =Ae 2 7?
_u?
d _u* —2ue 2 u?
e 2)= = —ue 2
du( ) 2
az ¥ g ( _ﬁ) w2 22
L=~ e
d? u? u2
— e 2 = 6_7(—1 + uZ)
du?
Me =——e 2 —ule 2 =e 2(—1+u?—ud) =—e 2
du

Valeur propre -1



Exercice 3 :
_ h% d>?
T

2m dx?

To(x) = Ep(x)

—h? d?

o a2 ¥ = Ee()

d? 2mE

ﬁ(p + hz QD(X) =0

E > 0 on pose k2 = 222
h

d2

2@ k() =0

o(x) = Aet™* 4 Be~kx
(p(x’ t) — (Aeikx 4+ Be—iI(X)e—iwt
— Ae—%wt—kx) 4+ Be—ij(wtﬂcx)
Onde Onde
progressive X progressive X
croissants décroissants



Exercice 4 :
A lp > =alp >

A commute avec B [A,l? ] =0 AB = BA

A(Blo >) =§A|go >=§a|g0 >=aB|p >

BI(p > est vect. prop. de A avec « a » comme val. prop.

or Alp >=alp >

donc [ > vect. prop. de A avec « a » comme val. prop.

« a » est une val. prop. non dégénérée

donc |@ > et B|p > sont proportionnels :
Blp > =blp >

B et A ont méme vect. prop. (mais pas méme val. prop. )




Exercice 5 :
X o) =xp(x)

d
p )= —ihaﬂx)

X etp commutent si [X,p ] =0=2xp-px

(2.5 o) = 2p(p(x))PRe(x) = —ihxSE — (=i~ (xp(x))

“w N

-ih—  x@(x)

dx
o L. de d L, de  de
X, Jo(x) = —tha + mE(x(p(x)) = —lhxa + 1hxa + ihe(x)

1X,0 lox) = ihp(x)
1X,p ]=ih

Les grandeurs x et p ne commutent pas et ne peuvent donc pas étre mesurées ensemble

D’ou la relation d’incertitude de HEISENBERG :
AxAp = h

Mais on a qguand méme : l)?,ﬁ; ]= 0




Exercice 6 :

~

M = (1 1) dans la base |u, >et |uz >

1 1

Valeurs propr. :

Det (M —A) =0

|1—7L
1

1 i/1|=O

(1-1)2-1=0

1

-2A+A2-1=0

AMA-2)=0
A=0 ou A=2
Vect. propr. : |y > = alu, >+ Bluz >

(

A=0 - Mlpy>=0[py >

LD cra-0 - amy

1
lOov—o > = —=(u, > —|uz >
Pm-0 \/7(2 3 >)

(

1 1)(g)=2(0ﬁf) a+pf =2a et at+pf=2Fdola=p

1
|Py—2 > = \/_5(|u2 > + |uz >)

M =

(

0 O
0 2

)

Dans la base de vect. propr
lop—0 > et [Qyy >




Exercice 6 suite :

1 0 O
(O 1 1) dans la base orthonormée |u; >, [u, > et |uz >

0 1 1
0 0

1-4 1
0 1 1-2

A~ A,

Det (M —Af) =0 = =(1-D((1-D2=1)=0

=1-)D1+22-24-1)=0
A=1,1=00uil=2
Vect. propr. : |y > = aluy >+ Blu, > +y|u; >
c A=0 - |oys0>=0lpyo>

1 0 0\ /« 0
01 180 a=0 |Oy—0 > = Lluy > —Llusz >
0O 1 1/\Y 0

p+y=0
p+y=0

e 1=1 - |(pM—>1>:1|(pM—>1>

1 0 0\ /@ a
(O 1 1) <ﬁ>=1<ﬁ> a=auoa |(pM—>0 > = a|u1 >
0 1 1/ \y )4




e A=2 - |oyo2 > =2|pyse >

1 0 0\ /« a
(0 1 1) <,3>=2<,3> o =2a l0ms0 > = Blu, > +Lus >

0 1 1/\y 14
B+y =2
B+y =2y



Exercice 7 :

0 O
= ( 0 0 )dans la base |[u; >, |u, > et |u; >
0 -1
0O 0 1

B = (o 1 0)

N1 0 O

A et B hermitiques . Ce sont des observables
0
0
0

X 1 0 1 0 O 1 0 O
A2=10 0 0O 0 0 JJ={0 O O
0 -1/ \0 0 -1 0 0 1

Val. prop. 1 (2 fois dégénérée vect prop. : |u; > et|us >) et 0 (non dégénéré) vect. Prop |u, >

R 0 0 1\/0 O 1 1 0 O
B2={0 1 0fl0 1 0])=(0 1 0
1 0 0/\1 0 O 0 0 1

Val. Prop. 1 (3 fois dégénérée vect prop. : |u; >, |u, > et|uz >)



-1 0
det(B—-A)=|0 1-2
1 0

Val. Prop. :
e A=1:2 fois dégénérée

b3 )

e A=-1:non dégénérée

(iEeY

1
0 =—-A1-D(-1)-11-21) =0
—A
= (1-DA-1)=0
lpp_1 > = alu; > +Pluy > +yluz >
y=a«a
a2+,82+]/2:1
B=F 202 + B2 =1
Y f=+V1-2a?
(P > = afuy > 41— 242 Jup > + alug >
Yy =-—«a oo > = aluy; > —alus >
a‘+at=1
B=-B

a =

K

I

I

y
sl -



Exercice 8 :

lu; >, lu, > et |lug >
o1 > = |uy > —2Ju, >
|§02 > = |u1 > +l|U3 >

|3 > = |ug > 1

<@, >=(1 -2 0)(0 >=1
—1

Ou (<uq| — 2<uq[)(luy > —2[u,; >)=1

0
<@z2lp3>=(1 0 —i)<0>=—
1

< @3lp; >=0

lp; >normé? |p; > =|u; > —-2|u, >

|l/)>:zcn|un>

n

< lpnlzzq < uml

m

<1/J|1/)>=1=Z@<um chlun

m

Zicmcn nm Zlcnlz_ 1



Exercice 8 :
Pour |1 > 1+(-2)2=5#1 - pas normé

1 /7
|y > = \/_g(lul > —2|uy >) normé
1 , )
lp, > = ﬁ(lul > +ilus >) normé



