
OUTILS MATHEMATIQUES POUR LA 
MECANIQUE QUANTIQUE



ESPACE DES FONCTIONS D’ONDE DE CARRE SOMMABLE

߰ݎԦ, ሻݐ = Fonction d’onde décrit l’état d’un système physique

ǀ ߰ݎԦ, ሻ)ǀ2dV=dPݐ Probabilité de présence à l’instant t dans le volume dV

 ǀ߰ݎԦ, ሻ)ǀ2ܸ݀ݐ ൌ 1

߰ݎԦ, ࣠	߳	ሻݐ Ensemble des fonctions de carré sommable : 
• Intégral converge
• Définie partout
• Continue
• Indéfiniment dérivable
• bornées



Produit scalaire :

(߮,߰ሻ ൌ 		∭߮ሺݎԦሻ߰ሺݎԦሻܸ݀	

(߮,߰)= ሺ߰, ߮ሻ

(߮, ଵ߰ଵߣ  ଶ߰ଶሻߣ ൌ ଵߣ ߮, ߰ଵ  ଶߣ ߮, ߰ଶ : linéaire

ଵ߮ଵߣ)  ,ଶ߮ଶߣ ߰ ሻ ൌ ଵߣ ߮1, ߰  ଶߣ ߮2, ߰ : antilinéaire

Si (߮,߰)= 0	 on dit que ߮ et ߰	sont orthogonales 

(߮,φ)= ∭߮ Ԧݎ φ Ԧݎ ݀߬ ൌ∭ φሺݎԦሻ
ଶ
ܸ݀=N2  Norme N : réel positif, 

nul si et seulement si φሺݎԦሻ=0 

ESPACE  

Structure de ࣠ : ࣠ est un espace vectoriel

Si ߰	ݎԦ, ࣠		߳	ሻݐ et ߰	ݎԦ, ࣠		ሻ߳ݐ  ߰	ݎԦ, ሻݐ  ,Ԧݎଶ߰2ߣ ࣠		߳	ሻݐ (1 et 2 ሻܥ	߳

Opérateur linéaire :

߰ݎԦሻ	߳ ࣠ Ԧሻݎଵ߰ଵሺߣመሺܣ  ሻݎመ߰ଵሺܣଵߣ=(Ԧሻݎଶ߰ଶሺߣ  Ԧሻݎመ߰ଶሺܣଶߣ



Base discrète orthonormée / Relation de Fermeture :

࣠	߳	Ԧሻݎଵݑ , …	,	࣠	߳	Ԧሻݎଶݑ	
ݑ) Ԧݎ , ݑ Ԧݎ ሻ ൌ ݑሻݎሺݑ∭ Ԧݎ ݀ଷݎԦ ൌ ߜ (Symbole de Kronecker ߜ=1 si i=j et ߜ=0 si i≠j
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: Constituent une base	Ԧሻݎݑ ߰ Ԧݎ ൌ ∑ ܿ 	Ԧሻݎݑ
,ݑ) ߰ሻ ൌ ,ݑ ∑ ܿݑሻ ൌ ∑ ܿሺ ,ݑ ݑ ൌ ∑ ܿ ߜ ൌ ܿ

ܿ ൌ ሺݑ, ߰ሻ	
Relation de fermeture :

ݑ Ԧݎ . ݑ
∗ Ԧݎ െ ′ݎ



ൌ Ԧݎሺߜ െ ᇱሻݎ



Notation de Dirac

Il existe des systèmes physiques dont la description quantique ne peut se faire avec une 
fonction d’onde. C’est le cas d’un électron avec un spin  On généralise les fonctions 
d’onde et l’espace ࣠	

Tout état d’une particule sera caractérisé par un vecteur état appartenant à l’espace des 
états ε	, sous espace de Hilbert.

Postulat 1 : A un instant t, l’état d’un système physique est défini par la donnée d’un 
vecteur ket : |߰ ,Ԧݎ ݐ  ߳	Ԫ	. Le complexe conjugué de ce ket est un bras൏ ߰ ,Ԧݎ ݐ |

|߰ ,Ԧݎ ݐ  est un vecteur colonne 
ܿଵ
ܿଶ
ܿଷ

൏ ߰ ,Ԧݎ ݐ | est un vecteur ligne (ܿଵഥ ܿଶഥ ܿଷഥ ሻ



ESPACE ETATS 

Produit scalaire :

(|߮ , |߰ ሻ ൌ൏ ߮|߰ 	ൌ ԧ	߳	ߣ	

(|߰ , |߮ ሻ ൌ൏ ߰|߮ ൌ 	 ሺ߮, ߰ሻ ൌ ߣ̅

൏ ߮/߮ 	ൌ |߮  ଶ ߳	Թ

Si |߮  décrit l’état d’un système physique ൏ ߮/߮ 	ൌ 1 fonction d’onde normée 

Si (߮,߰)= 0	 on dit que ߮ et ߰	sont orthogonales 

Structure de ࣟ : ࣟ est un espace vectoriel LINEAIRE

Si |߰ଵ  ߳	Ԫ		et |߰ଶ  ߳	Ԫ		  |߰ଵ 		  ଶ|߰ଶߣ  ߳		ࣟ (1 et 2 ሻܥ	߳

Opérateur linéaire :
|φ  መ|φܣ	ߝ	߳	  ߝ	߳	
|φଵ  ݐ݁ |φଶ  ߝ	߳ ଵ|φଵߣመሺܣ  ߣଶ|φଶ ሻ=ߣଵܣመ|φଵ  ߣଶ  መ|φଶܣଶߣ 

൏ ߮|߰ ് |߮ ൏ ߰|



Valeurs propres et vecteurs propres d’un opérateur ܯ	ou d’une matrice:

ݔ vecteur propre,  nombre réel
ݔܯ ൌ ݔߣ
• Si x est vecteur propre ax (a réel) est aussi vecteur propre
• Si à une valeur propre , est associé un seul vecteur propre on dit que  est non dégénérée
• Si à un , sont associés n vect. prop. linéairement indept, on dit que  est n fois dégénéré
• On trouve les valeurs propres  en faisant : det ܯ െ ܫߣ ൌ 0
Propriétés :
ܤመܣ ߝ	߳	
መܣ  ܤ ߝ	߳	
,መܣ ܤ ൌ ܤመܣ െ መܣܤ

Si  ,መܣ ܤ ൌ 0 alors    ܤ	ݐ݁	መܣ 	ont des vect. Prop. Communs
 on peut mesurer les grandeurs physiques liées à ܣመ	݁ݐ	ܤ simultanément

Exemple d’opérateur linéaire : le projecteur  |φ ൏ φ|
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Base discrète orthonormée :

ݑ|  tq ݑหݑ>  ൌ ߜ

|߰  ൌܿ|ݑ 


Base continue orthonormée :
ఈݑ|  	ߝ	߳ tq ൏ ఉݑఈหݑ 	ൌ ఈఉߜ

|߰  ൌ නܿఈ|ݑఈ 

Relation de fermeture หݑఈ  ൏ ఉหݑ ߙ݀ ൌ 1
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൏ ݑ |߰  ൌ ∑ ݆ ܿ ൏ ݑหݑ 	ൌ ∑ ܿ 
ߜ ൌ ܿ

Relation de fermeture :
߰|ݑ> 	ൌ ܿ d’où

|߰  ൌ ൏ ݑ ቮ߰  ݑ| 	 	ൌ |u୧ <u୧|ψ  ൌ|u୧  ൏ ቚݑ |߰ 
୧

Avec obligatoirement :  ∑ |u୧  ൏ |ݑ ൌ 1୧



Opérateur hermitique = observable

መܣ  ܣ
ାܣ  ሺܣାሻൌ ܣ

መାܣ ൌ 	ܣ a)  ܣ ൌ ାܣ ൌ ܣ
2 éléments symétriques par rapport à la diago sont conjugués
 Les éléments de la diago sont réels

b) Les valeurs propres sont réelles = observable = mesurable

መାܣ ൌ 	ܣ

Conclusions :
መାܣ ൌ 	ܣ  Diago réelle

 Symétrique par rapport à diago sont complexes conjugués
 val. prop. réelles
 vect. prop. associés à des val. prop. différentes sont orthogonaux



Exercice 1 :

መܣ ൌ
݀
ݐ݀

መ݂ܣ ൌ
݀ ݂
ݐ݀ ൌ ?݂ߣ

݀ ݂
݂ ൌ ݐ݀ߣ

݈݂݊ ൌ ݐߣ  ݁ݐݏܿ

݂ ൌ Cexp	ሺݐߣሻ



Exercice 2 :

ܯ ൌ
݀ଶݑ
ଶݑ݀ െ ଶݑ

݁ିܯ
ೠమ

మ ൌ ି݁ߣ
ೠమ

మ ?

݀
ݑ݀ ሺ݁

ି௨
మ

ଶ ሻ ൌ
െ2ି݁ݑ

௨మ
ଶ

2 ൌ െି݁ݑ
௨మ
ଶ

ௗమ

ௗ௨మ
ሺ݁ି

ೠమ

మ ሻ ൌ ௗ
ௗ௨

െି݁ݑ
ೠమ

మ ൌ െ݁ି
ೠమ

మ ‐u(‐u ݁ି
ೠమ

మ )

݀ଶ

ଶݑ݀ ݁
ି௨

మ

ଶ ൌ ݁ି
௨మ
ଶ ሺെ1  ଶሻݑ

ି݁ܯ
௨మ
ଶ ൌ

݀ଶ

ଶݑ݀ ݁
ି௨

మ

ଶ െ ଶ݁ିݑ
௨మ
ଶ ൌ ݁ି

௨మ
ଶ െ1  ଶݑ െ ଶݑ ൌ െ݁ି

௨మ
ଶ

Valeur propre ‐1



Exercice 3 :

ܶ ൌ െ
ħଶ

2݉
݀ଶ

ଶݔ݀

Onde 
progressive x 
croissants

Onde 
progressive x 
décroissants

ܶ߮ ݔ ൌ ߮ܧ ݔ

െħଶ

2݉
݀ଶ

ଶݔ݀ ߮ ൌ Eφሺݔሻ

݀ଶ

ଶݔ݀ ߮ 
ܧ2݉
ħଶ

߮ ݔ ൌ 0

ܧ  0 on pose ݇ଶ ൌ ଶா

ħమ

݀ଶ

ଶݔ݀ ߮  ݇ଶ߮ ݔ ൌ 0

߮ ݔ ൌ A݁௫  ௫ି݁ܤ
߮ ,ݔ ݐ ൌ ሺA݁௫  ௫ሻ݁ିఠ௧ି݁ܤ

ൌ A݁ିሺఠ௧ି௫ሻ  B݁ିሺఠ௧ା௫ሻ



Exercice 4 :
መܣ |߮  ൌ ܽ|߮ 

መܣ commute avec ܤ ,መܣ ܤ ൌ 0 ܤመܣ ൌ መܣܤ

߮|ܤመሺܣ ሻ ൌ መܣܤ ቚ߮ 	ൌ ܽܤ ቚ߮ 	ൌ ߮|ܤܽ 	  

߮|ܤ 	 est vect. prop. de ܣመ avec « a » comme val. prop.

Or  ܣመห߮ 	ൌ ܽ|߮ 		

« a » est une val. prop. non dégénérée

donc |߮ 		 vect. prop. de ܣመ avec « a » comme val. prop.

donc  |߮ 		et	ܤ |߮  sont proportionnels :
߮|ܤ 	 ൌ b|߮ 	

ܤ et ܣመ	 ont même vect. prop. (mais pas même val. prop. ) 



Exercice 5 :
ොݔ ߮ ݔ ൌ ߮ݔ ݔ

̂ ߮ ݔ ൌ െ݅ħ
݀
ݔ݀ ߮ ݔ

ොݔ et ̂ commutent si  ,ොݔ ̂ ൌ 0 ൌ ොݔ̂‐̂ොݔ

,ොݔ ̂ ߮ሺݔሻ ൌ ሺ߮̂ොݔ ݔ ሻ‐ݔ̂ො߮ ݔ ൌ െ݅ħx ௗఝ
ௗ௫
െ ሺെiħ ௗ

ௗ௫
ሺ߮ݔ ݔ ሻ

−iħ
݀߮
ݔ݀

xφሺݔሻ

,ොݔ ̂ ߮ ݔ ൌ െ݅ħx
݀߮
ݔ݀  iħ

݀
ݔ݀ ߮ݔ ݔ ൌ െ݅ħx

݀߮
ݔ݀  iħݔ

݀߮
ݔ݀  ݅ħ߮ ݔ

,ොݔ ̂ ߮ሺݔሻ ൌ ݅ħ߮ ݔ

,ොݔ ̂ = ݅ħ

Les grandeurs x et p ne commutent pas et ne peuvent donc pas être mesurées ensemble
D’où la relation d’incertitude de HEISENBERG :

ΔݔΔ  ħ

Mais on a quand même :  ,ොݔ ௬ෞ = 0



Exercice 6 :

ܯ ൌ 1 1
1 1 dans la base  |ݑଶ ݁ݐ	ݑ|ଷ 

Valeurs propr. :
Det ܯ) െ መሻܫߣ ൌ 0

1 െ ߣ 1
1 1 െ ߣ =0

(1‐)2‐1=0
1‐2+2‐1=0
(‐2)=0
ou 
Vect. propr. : |߮ெ  ൌ ଶݑ|ߙ	   ଷݑ|ߚ 
• ߣ ൌ 0 		→ ெ߮|ܯ  ൌ 0|߮ெ 
1 1
1 1

ఈ
ఉ = 

 α  ߚ ൌ 0				 → 	α ൌ െߚ

• ߣ ൌ 2 M|߮ெ  ൌ 2|߮ெ 
1 1
1 1

ఈ
ఉ =2 ఈ

ఉ α  ߚ ൌ α		ݐ݁				ߙ2  ߚ ൌ ߚ2 d’où α ൌ ߚ

ܯ ൌ 0 0
0 2

Dans la base de vect. propr
|߮ெ→  et		|߮ெ→ଶ 

|߮ெ→ଶ  ൌ 	 ଵ
ଶ
ሺ|ݑଶ   ଷݑ| ሻ

|߮ெ→  ൌ 	
1
2
ሺ|ݑଶ  െ ଷݑ| ሻ



Exercice 6 suite :

ܯ ൌ
1 0 0
0 1 1
0 1 1

dans la base orthonormée |ݑଵ , ଶݑ| 	݁ݐ	ݑ|ଷ 

Det ܯ) െ λܫመሻ ൌ 0 ൌ
1 െ ߣ 0 0
0 1 െ ߣ 1
0 1 1 െ ߣ

								ൌ ሺ1 െ λሻሺ 1 െ ߣ 2 െ 1ሻ ൌ 0

ൌ 1 െ λ 1  2ߣ െ ߣ2 െ 1 ൌ 0
ߣ ൌ 1	, ߣ ൌ ߣ	ݑ	0 ൌ 2		

Vect. propr. : |߮ெ  ൌ ଵݑ|ߙ	   ଶݑ|ߚ  ݑ|ߛଷ 
• ߣ ൌ 0 		→ 	 |߮ெ→  ൌ 0|߮ெ→ 
1 0 0
0 1 1
0 1 1

ߙ
ߚ
ߛ

=
0
0
0

α ൌ 0 |߮ெ→  ൌ ଶݑ|ߚ	  െݑ|ߚଷ 	

β  ߛ ൌ 0
β  ߛ ൌ 0

• ߣ ൌ 1 		→ 	 |߮ெ→ଵ  ൌ 1|߮ெ→ଵ 
1 0 0
0 1 1
0 1 1

ߙ
ߚ
ߛ

=1
ߙ
ߚ
ߛ

α ൌ ߙ |߮ெ→  ൌ ଵݑ|ߙ	 	

β  ߛ ൌ ߚ
β  ߛ ൌ ߛ



• ߣ ൌ 2 		→ 	 |߮ெ→ଶ  ൌ 2|߮ெ→ଶ 
1 0 0
0 1 1
0 1 1

ߙ
ߚ
ߛ

=2
ߙ
ߚ
ߛ

α ൌ ߙ2 |߮ெ→  ൌ ଶݑ|ߚ	  ݑ|ߚଷ 	

β  ߛ ൌ ߚ2
β  ߛ ൌ ߛ2



Exercice 7 :

መܣ ൌ
1 0 0
0 0 0
0 0 െ1

dans la base |ݑଵ , ଶݑ| 	݁ݐ	ݑ|ଷ 

ܤ ൌ
0 0 1
0 1 0
1 0 0

መܣ et ܤ hermitiques . Ce sont des observables

2ܤ ൌ
0 0 1
0 1 0
1 0 0

0 0 1
0 1 0
1 0 0

ൌ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Val. Prop. 1 (3 fois dégénérée vect prop. : |ݑଵ , ଶݑ| 	݁ݑ|ݐଷ )

መ2ܣ ൌ
1 0 0
0 0 0
0 0 െ1

1 0 0
0 0 0
0 0 െ1

ൌ
1 0 0
0 0 0
0 0 1

Val. prop. 1 (2 fois dégénérée vect prop. : |ݑଵ 	݁ݑ|ݐଷ ) et 0 (non dégénéré) vect. Prop ଶݑ| 



det ܤ െ መܫߣ ൌ
െߣ 0 1
0 1 െ ߣ 0
1 0 െߣ

								ൌ െߣ 1 െ ߣ െߣ െ 1 1 െ ߣ ൌ 0

ൌ 1 െ ߣ 2ߣ െ 1 ൌ 0

|߮→ଵ  ൌ ଵݑ|ߙ	  ݑ|ߚଶ  	ݑ|ߛଷ 	

2ߙ  2ߚ  2ߛ ൌ 1

2ߙ2  2ߚ ൌ 1
ߚ ൌ േ 1 െ ଶߙ2

|߮→ଵ  ൌ ߙ	 ቚݑଵ  േ 1 െ ଶݑ|	ଶߙ2  	ݑ|ߙଷ 	

Val. Prop. :
• fois dégénérée 2 : 1=ߣ
0 0 1
0 1 0
1 0 0

ߙ
ߚ
ߛ

= 
ߙ
ߚ
ߛ

ߛ ൌ ߙ

β ൌ ߚ
α ൌ ߛ

• non dégénérée : 1‐=ߣ
0 0 1
0 1 0
1 0 0

ߙ
ߚ
ߛ

=‐
ߙ
ߚ
ߛ

ߛ ൌ െߙ

β ൌ െߚ
ߙ ൌ െߛ

|߮→ିଵ  ൌ ଵݑ|ߙ	  െݑ|ߙଷ 	

2ߙ  2ߙ ൌ 1

ߙ ൌ
1
2



Exercice 8 :
ଵݑ| , ଶݑ| 	݁ݐ	ݑ|ଷ 
|߮ଵ  ൌ ଵݑ|  െ2|ݑଶ 
|߮ଶ  ൌ ଵݑ|  ݅|ݑଷ 

|߮ଷ  ൌ ଷݑ| 
൏ ߮ଵ|߮ଶ  ൌ 1 െ2 0

1
0
െ݅

=1

Ou (<ݑଵ| െ ଵݑ|)(|ଵݑ>2  െ2|ݑଶ )=1

൏ ߮ଶ|߮ଷ  ൌ 1 0 െ݅
0
0
1

ൌ െ݅

൏ ߮ଷ|߮ଵ  ൌ 0

|߮ଵ 	normé ?    |߮ଵ  ൌ ଵݑ|  െ2|ݑଶ 

|߰  ൌܿ


ݑ| 

൏ ߰|ൌܿ


൏ |ݑ

൏ ߰|߰  ൌ 1 ൌܿ


൏ ݑ ቮܿ


ݑ|  ൌܿ


ܿߜ ൌ ܿ 2 ൌ 1




Exercice 8 :
Pour |߮ଵ  : 1+(‐2)2=5≠1  pas normé
|߮ଵ  ൌ ଵ

ହ
ሺ|ݑଵ  െ2|ݑଶ ሻ normé

|߮ଶ  ൌ ଵ
ଶ
ሺ|ݑଵ  ݅|ݑଷ ሻ normé


