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I INTRODUCTION : “La matiére dans tous ses états “

Depuis les philosophes et mathématiciens grecs, le débat concernant la structure de la matiere
en « particules discrétes » était lancé. L’idée d’atome n’a été réellement clarifiée qu’a la fin
du siecle dernier (Rutherford, Thomson...puis Bohr...). L’arrangement tridimensionnel des
atomes en matiére condensée ainsi que la mise en ceuvre d’outils comme la diffraction pour
caractériser cet ordre est le sujet de ce cours.

La thermodynamique classe les états de la matiere en trois phases : gaz, liquide, solide, selon
les conditions de température et de pression. Un exemple de diagramme d’équilibre entre
phases est donné figure I-1. Le passage d’une région du diagramme a une autre, constitue une
transition de phase.

En phase gazeuse, les éléments constituant le systéme sont dans un état de désordre presque
total car les interactions entre particules ne se font pratiquement pas sentir (cas limite du gaz
parfait sans interaction). En effet, le volume dont dispose chaque particule (atome ou
molécule) est grand, de I’ordre de V;,=30A% (1A=0.1nm). Si la pression augmente, les
particules en se rapprochant vont entrer en interaction (Vin=3A> en phase liquide). Ceci
conduit a une mise en ordre partielle (liquide) ou totale (solide). L’effet de la température est
contraire. Quand la température augmente, I’agitation thermique, c’est a dire le terme
d’entropie engendrant le désordre, augmente.

Pression 4 Courbe de fusion
Courbe de vaporisation
Liquide
Solide
Gaz
3 - .
Courbe de Sublimation Température

Figure I-1: Représentation schématique du diagramme de phases de I’eau

I-1 Difféerents types d’interactions

Afin de résoudre le probléme a N corps consistant a etudier I’équilibre d’atomes soumis a des
interactions multiples, on introduit naturellement la notion simplificatrice de liaison. Une
grande partie des forces d’interaction attractives intervenant dans la matiére ont une origine
électrostatique (liaison ionique, liaison de VVan Der Waals, liaison hydrogéne). Les autres sont
d’origine purement quantique (liaison covalente ou liaison métallique).

I-1-1 Liaison ionique
C’est typiquement le cas du Chlorure de Sodium (Na'Cl). Dans un systéme constitué de
deux types d’atomes de nature et donc d’électronégativité différente, des électrons peuvent



étre transférés d’un atome a I’autre. L’interaction attractive entre les atomes ainsi ionisés est
une force a longue portée :
1 e?

2

Are, ¥

L’énergie potentielle est de I’ordre de 5eV (1eV =1.610""°J), pour des distances de quelques
angstrom, caractéristiques des solides.

I-1-2 Liaison de Van Der Waals

Ce type de liaison intervient dans les composés tels que les gaz rares (Ar...). En effet, quand
I’atome possede une structure électronique stable, les électrons n’ont tendance ni a migrer
(liaison ionique), ni a se mettre en commun (liaison covalente), seules les interactions dip0le-
dipdle de Van Der Waals sont possibles. Cet effet apparait au hasard des fluctuations de
densité électronique autour de I’atome. Le champ électrique spontanément créé par ces
fluctuations, induit un dipdle sur les atomes voisins, ce qui conduit & une force attractive :

in7
r

Il s’agit d’une force & trés courte distance dont I’énergie est de quelques10~eV pour des
distances de I’ordre de I’angstrom.

I-1-3 Liaison hydrogene

Il s’agit d’une interaction entre deux atomes ionises négativement via un atome d’hydrogene
chargé positivement. Cette force intervient surtout dans le cas d’atomes trés électronégatifs :
F, O, N. Elle est fondamentale dans le cas de I’eau et de tous les systemes hydratés comme les
systemes biologiques.

L’energie d’une telle liaison est de I’ordre de 0.1eV

I-1-4 Liaison covalente

Elle consiste a partager un électron entre deux atomes. L’orbitale moléculaire issue du
mélange atomique possede des niveaux d’énergie liants de plus basse énergie que ceux des
orbitales atomiques initiales (voir figure 1-3). Dans le cas ou les atomes initiaux ont des
niveaux électroniques non satures, il est énergétiqguement favorable de former une liaison
covalente. Les liaisons covalentes sont des liaisons fortes attractives (de I’ordre de 7eV pour
le diamant), et généralement directionnelles (la forme des orbitales est généralement
anisotrope ; orbitale sp* du carbone...).

A
Energie

4 \+
S

Orbitale atomique Orbitale moléculaire Orbitale atomique

Figure 1-3 : Gain énergétique lors de la formation d’une liaison covalente

I-1-5 Liaison métallique
Il s’agit d’une liaison collective médiée par les électrons dits de conduction formant un « gaz
d’électrons libres». L’énergie d’une telle liaison est de I’ordre de 1eV.



Liaison H

(e)

Figure 1-2: Principaux types de forces dans les solides. (a) Les atomes neutres liés
faiblement par la liaison de Van Der Waals. (b) Les atomes echangent des ions et forment une
liaison ionique. (c) Les électrons de conduction sont libres dans la liaison métallique par
rapport au réseau d’ions. (d) Interpénétration des nuages électroniques dans une liaison
covalente. (e) La liaison hydrogéne lie des ions fortement électronégatifs, via un ions H™.

I-1-6 La force de répulsion

La force de répulsion n’est pas d’origine nucléaire. Son influence est sensible sur des
distances caractéristiques de I’ordre de I’angstrém, bien plus grande gque celle du noyau (1Fm
=10"m).

C’est le principe de Pauli qui est a I’origine de cette force de répulsion, interdisant que deux
électrons soient dans le méme état quantique. Conséquence directe : deux atomes ne peuvent



se superposer puisque leurs nuages électroniques ne peuvent se recouvrir. Cette
impénétrabilité de la matiére, est modélisée par une force répulsive dont I’énergie potentielle
tend vers I’infini quand la distance entre particule diminue vers zéro :

B

r12

Dans le cas de particules chargées, la forme de I’énergie (pour des distances r non nulles) est
plutdt :
V(r)=Ae""”

I-2 Cohésion dans les solides

La résultante de toutes les interactions présentes dans le systeme donne lieu a une mise en
ordre qui dépend évidemment du type d’interaction mais également du nombre de particules
en interaction.

1-2-1 Gaz rares

Pour ses systemes, I’énergie potentielle totale prend la forme de Lennard-Jones :

V= C{(g)12 - (g)e} qui présente un minimum stable autour de 3-4A (Figure 1-4)
r r

V(r) A

Figure I-4 : Représentation du potentiel de Lennard-Jones.

I-2-2 Systemes d’ions
Pour des systemes d’ions (distants de r;j), I’énergie potentielle totale est du type :

T 1 .0iq;
V=pAe 1?23 =y
Zj: 472'80 I’“

Dans le cas d’une répartition de charge périodique (cas classique des solides) et
unidimensionnelle, le calcul de I’équilibre fait intervenir une constante dite constante de
Madelung :

-]

avec p; =r;/a, a étant le parametre de maille. Sans précaution de calcul, cette série ne

converge pas. La méthode d’Evjen qui consiste a apparier les charges en paires neutres,
permet d’obtenir la convergence.

I-2-3 Empilements compacts
En général, la recherche de I’arrangement tridimensionnel d’un systeme de N atomes en
interaction peut se ramener a un probléeme géométrique d’empilement compact de spheres



dures. A deux dimensions la solution est un réseau hexagonal. A trois dimensions, la
résolution exacte n’est pas triviale. Elle vient d’étre démontrée par T. Hales (1998). Elle
correspond a I’empilement de plans compacts hexagonaux. Il existe deux types
d’empilement : selon une loi ABAB... ou une loi ABCABC...(voir figure 1-5). Ceci donne
lieu a deux structures tridimensionnelles bien connues : la structure hexagonale compacte
ABAB (structure du Co, Zn...) et la structure cubique faces centrées ABCABC (structure de
la plupart des métaux Ni, Cu...). En réalité, d’autres structures moins compactes apparaissent
dans la nature qui dérivent de la prise en compte plus subtile des interactions réelles et de leur
anisotropie.

NB : La compacité se définit comme le rapport du volume des objets empilés sur le volume
total de la maille.

Ordrelcosaédrique Hexagonal compact Cubique faces centrées
1

2 QO B :
5

o B | G
5

D O
1 B : B

Icosaédre Cuboctagdre

Figure I-5 : Différents types d’empilements compacts.

I-3 Différents types d’ordre

Entre le gaz parfait et les structures ordonnées, il existe toute une gamme d’arrangements
atomiques ou moléculaires possédant des degrés d’ordre extrémement variés. On peut
néanmoins classer les systemes en deux catégories selon que I’ordre est a courte portée ou a
longue portée.

I-3-1Portée de I’ordre

[-3-1-1 Ordre a courte portée

Lorsqu’on considere la probabilité qu’il y ait un atome a une distance r, lorsqu’il y en a un a
I’origine, on s’apercgoit que pour les liquides cette probabilité présente un (ou plusieurs)
maxima pour une distance de I’ordre du diamétre de I’atome (voir figure 1-6). Cela correspond
a un ordre a courte distance entre premiers voisins traduisant des corrélations de position entre
atomes.

Ce type d’ordre caractéristique des liquides peut se retrouver dans les solides amorphes
obtenus par trempe d’un liquide.
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Figure 1-6 : (a) Ordre a courte distance dans un liquide. (b) Dans ce liquide, probabilité g(r)
de trouver un atome a une distance r d’un atome origine.

[-3-1-2 Ordre a longue portée

Dans I’état solide, la plupart des systémes présentent un ordre a longue portée. La position et
I’orientation de I’ensemble des constituants du systéme sont parfaitement déterminés.
Genéralement I’ordre & longue portée conduit a une structure périodique : le cristal.

I-3-2 Exemples de structures ordonnées a longue portée

[-3-2-1 Structures cristallines périodiques

-Le cristal parfait :

Le cristal est la répétition périodique selon un réseau d’un « motif ». Le motif peut étre
constitué d’un atome unique (tels que Cu, Ag, Au...) ou d’un ensemble moléculaire
complexe (molécules biologiques pouvant compter jusqu’a 10° atomes...). Le cristal
correspond a un pavage régulier de parallélépipédes identiques appelés mailles. La figure 1-7
représente un exemple de structure cristalline : le chlorure de césium (CsCl). Le réseau est
cubique simple et le motif est 1 Cs et 1 Cl distants d’une demie-diagonale.

Figure 1-7 : Structure du chlorure de césium CsCI.

- Le cristal reel :

Dans la réalite, les cristaux parfaits n’existent pas car la synthese cristalline engendre
systématiquement des défauts. Plusieurs types de défauts interviennent dans les matériaux
(figure 1-8). Les défauts ponctuels: lacunes (absence d’un atome), atome interstitiel,
impuretés. Les défauts linéaires : dislocations (insertion partielle d’un plan atomique dans un
réseau parfait). Les defauts planaires : fautes d’empilement, présence de la surface.

10



En fait, il est généralement tres difficile d’obtenir un monocristal. La présence d’impuretés
dans le systeme engendre des germes. Ces germes correspondent a des petits grains
cristallisés (cristallites) dont I’orientation cristallographique est aléatoire. On obtient alors,
une poudre ou un polycristal (figure 1-9).

N

(b) )

Figure 1-8 : Représentation de divers types de défauts : (a) une lacune ; (b) une dislocation ;
(c) un joint de grain constitué de dislocations.

Figure 1-9 : Polycristal

11



1-3-2-2 Structures ordonnées non périodiques

Il existe des systéemes ou I’ordre & grande portée ne conduit pas a une structure périodique.
C’est le cas des quasicristaux, systemes présentant des symétries non autorisées pour un
cristal périodique. lls ne peuvent donc pas étre décrits par un pavage régulier de
parallélépipédes identiques. Cependant, il est possible de paver I’espace quasicristallin par
plusieurs types de briques élémentaires (pavage de Penrose figure 1-10). Les quasicristaux ont
été découvert dans des alliages d’aluminium par Shechtman et al en 1984 et sont utilises
industriellement pour leurs propriétés d’antiadhésion.
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Figure 1-10 : Pavage de Penrose a deux dimensions, construit a partir
de deux losanges différents.

I-3-3 Matériaux dans un état d’ordre intermédiaire

[-3-3-1 Les polymeres

Les polymeres sont des composés carbonés constitués de chaines de N monomeres (N, de
I’ordre de 10000). Les caoutchoucs, le nylon mais également le polyéthyléne sont des
polyméres couramment fabriqués et utilisés dans I’industrie pour leur légereté et leurs
propriétés mécaniques (plasticité...). A I’état solide, ils ne sont pas totalement cristallisés (a
80% au maximum). De grandes régions amorphes coexistent avec les zones cristallisées.
L’origine de cet effet est la présence de réticulations ou d’enchevétrements, c’est-a-dire de
liaisons ou de point d’accrochage, entre chaines polymeéres. Ceci empéchent ou freine la mise
en ordre totale des chaines lors de la solidification.

[-3-3-2 Les cristaux liquides

Les cristaux liquides présentent un ordre intermediaire entre le liquide et le solide cristallin.
Ce sont des systéemes constitués de molécules tres anisotropes (batonnets, disques...) . Aux
degrés de liberté de position s’ajoutent donc les degrés de libertés d’orientation. Plusieurs
types d’ordre peuvent s’installer : un ordre positionnel mais également un ordre
orientationnel. En fonction de la température (cristal liquide thermotrope) ou de la
concentration (cristal liquide lyotrope : savon...), ces systemes peuvent présenter toute une
succession de phases faisant intervenir différents ordres (figure 1-11).
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Figure 1-11 : Représentation de la position et de I’orientation de molécules anisotropes dans
les phases cristallines liquides. (a) Phase liquide isotrope : désordre orientationnel et
positionnel. (b) Phase nématique : ordre orientationnel des molécules selon un « directeur »
n. Les centres de gravité restent désordonnés. (c) Phase smectique A : les molécules
orientées se mettent en couches. Il y a un ordre positionnel a longue portee dans la direction
des couches mais un ordre liquide au sein

de la couche. (d) Phase smectique C : similaire au smectique A mais la normale aux couches
est inclinée par rapport a I’orientation du directeur c’est-a-dire I’orientation des molécules.
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Il LASYMETRIE...

« La symétrie est un aspect fascinant de la nature, mais aussi un concept scientifique
fondamental qui a envahi les mathématiques, la physique, la chimie et jusqu’a la biologie...
C’est ainsi I’étude de la symétrie spatio-temporelle des lois de la physique qui a amené
Einstein a formuler la théorie de la relativité, et Dirac a prédire I’existence de I’antimatiere. »
(D’apres J. Sivardiére, La symétrie).

Dans le domaine des matériaux et de la cristallographie, I’importance de la symétrie est
immense. Elle intervient non seulement dans I’aspect microscopique lié a I’arrangement
cristallographique mais aussi dans les propriétés physiques macroscopiques (clivage,
ferroélectricité, diffraction...) qui en découlent. En effet, les propriétés physiques d’un cristal
dépendent de la direction d’observation et sont donc anisotropes. Il apparait cependant des
directions équivalentes selon lesquelles, les propriétés sont équivalentes. Les opérations
mathématiques qui relient les directions équivalentes sont des opérations de symeétrie
d’orientation. Elles définissent la notion de groupe ponctuel.

On les distingue des opérations de symétrie de position qui agissent sur les points et
définissent le groupe d’espace. Le groupe d’espace est I’outil pour décrire les symétries
microscopiques des cristaux, tandis que le groupe ponctuel (deérivé du précédent) décrit la
symétrie des propriétés macroscopiques du cristal.

11-1 Symétrie d’orientation

11-1-1 Définition

Les opérations de symétrie d’orientation sont des opérations qui laissent invariante une figure
finie. Ce sont des isométries, transformations qui conservent les distances. A deux
dimensions, les opérations de symétrie d’orientation sont uniquement les rotations et les
réflexions par rapport a une droite. A trois dimensions, il s’agit des rotations et des roto-
inversions : rotations suivies d’une inversion par rapport a un point.

Démonstration :
Soit M, la matrice associée a une opération de symétrie :

A p Qg3
M=la, ay, axg

a3 8z Ags
M est une isométrie donc vérifie obligatoirement : '"M.M=1. Ce qui implique :

a,’ +a, +a, =1
Vi et detM=+1
zali a, =0
i

Si le déterminant est +1, la transformation est dite «directe » ou « propre », s’il est -1, la
transformation est dite « inverse » ou « impropre ».

- A deux dimensions, les conditions (afi +a§i =1) permettent de poser: a,; =C0S@,

. . T
a, =sinéd, a,, =cosa, a,, =Sin« . Laderniére condition implique : & = HiE.
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o o ) cos@ —sind
On montre donc ainsi que les seules isométries sont des rotations d’angle &: ou

sind cosé
) ~ (cos@ sing
des réflexions par rapport a une droite :

sind —cosé
- A trois dimensions, on utilise la condition sur le déterminant. Elle impose que les trois valeurs
propres de la transformation vérifient : 4, 4,4, = £1

Deux sont complexes conjuguées (e“g et e_'g) et la troisieme est réelle. Les solutions sont alors :
Det M=1 : transformation rotation d’angle 6

DetM=-1: rotoréflexion : rotation d’angle 6 et symétrie miroir perpendiculaire a I’axe de rotation.
Cette opération peut se ramener a une rotoinversion.

11-1-2 Quelques exemples fondamentaux

11-1-2-1 Les rotations discrétes (notées n)

. s . . . , 2
Par la suite nous considéererons exclusivement les rotations discretes d’angle & =—— avec n
n

entier, ordre de la rotation (n pouvant valoir « dans le cas des figures continues). Elles sont
utiles pour décrire des figures finies simples identiques a elles-mémes apres n rotations.

cosd -—-sing 0
sin@ cosd O
0 0 1

11-1-2-2 Les rotoinversions discrétes (notées n)

i 1 1 A ’ 272' .. , . .
Il s’agit de rotations discrétes d’angle & = —— suivies d’une inversion.
A
sing cosd O ' 7\

11-1-2-3 L’inversion (notée 1 ou C) ,x\%ﬂ)
1 2

-1 0 O .%

0 -1 0 |
0O 0 -1
I
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11-1-2-3 Les réflexions ou miroirs 2 (noté M)

&ﬁ
10 0 ] %

01 0 — 0]

0 0 -1

o

11-1-3 Représentation géométrique: la projection stéréographique

Une représentation pratique des opérations de symétrie d’orientation est la projection
stéreographique. Considérons I’ensemble des directions équivalentes par une opération de
symeétrie. L’intersection de ces directions avec une sphere de rayon unité est une description
simple de I’isométrie. Les points intersections sont les pbles sphériques (cercle sur la figure
I1-1a). Considérons la droite joignant le pole sud de la sphére avec un pdle sphérique.
L’intersection entre cette droite et le cercle équateur constitue un pdle stéréographique (croix
sur la figure 11-1a). La représentation stéréographique est la représentation du cercle équateur
et de tous les pbles stéréographiques associés a une opération de symétrie (Figure 11-1b). Pour
obtenir les pdles stéréographiques, on trace le cercle équatorial puis a partir de I’origine des
azimuts (OC), on repere le point A tel que I’angle (COA) soit conservé par rapport a la
représentation sphérique. En effet, la projections stéréographique conserve les angles et les
distances. On effectue ensuite un rabattement des p6les S, N et P par rotation autour de OA.
On obtient alors Sr,Nr et Pr. Le p0le stéréographique T est I’intersection de PrSr avec OA.

Par convention, si le p6le sphérique se trouve sur I’hémisphére nord, le p6le stéréographique
sera noté par une croix. Si le pdle sphérique est sur I’hémisphére sud, on représentera le pole
stéreographique (construit & partir de la droite issue du pdle nord) par un cercle.

Sur une projection stéréographique, I’opération de symétrie proprement dite est représentée
par I’ensemble de ses points invariants (I’axe pour une rotation ; le plan, pour une réflexion).

1
1
I
I
=

Pr
Nr

(a) (b)

Figure I1-1 : a) Pdle sphérique P repéré par les angles p (inclinaison) et ¢ (azimut). (OC) est
I’origine des azimut. b) Construction du pdle stéréographique T a partir du p6le sphérique P.
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11-1-4 Groupes Ponctuels

[1-1-4-1 Définition

Considérons I’ensemble des opérations de symétrie laissant invariante une figure finie. Cet
ensemble doté d’une loi de composition interne, forme un groupe. Un tel groupe est appelé
groupe ponctuel. La notion de groupe ponctuel est extrémement importante pour ce qui
concerne les propriétés de symétrie macroscopique (propriétés physiques d’un cristal). Par
contre elle n’est pas adaptée a la description des propriétés de symétrie microscopiques du
cristal (arrangement cristallographique...). Pour décrire les symétries du cristal on doit faire
appel aux groupes d’espace.

11-1-4-2 Nomenclature

Les symboles utilisés pour la dénomination des groupes ponctuels sont :

n pour une rotation n ; N pour une rotoinversion a ; m pour un miroir M

Dans les conventions internationales (notation d’Hermann-Maugin), les groupes ponctuels
sont détermineés par trois symboles :

- Le premier symbole : Nom de I’élément de symétrie de plus haut degré de symétrie. Cet
élément de symétrie est reperé par une direction (I’axe invariant pour une rotation ; la normale
pour un miroir). Cette direction définit I’axe primaire.

- Le second : Nom de I’opération de symétrie de degré inférieur. Il définit I’axe secondaire.

- Le troisieme symbole : Nom de I’opération de symétrie de degré inférieur, si elle n’est pas
equivalente aux précédentes. Il définit I’axe tertiaire. (Si ce dernier est équivalent a I’axe
secondaire, on ne note pas le 3°™ symbole)

NB : Le degré de symétrie d’une opération correspond au nombre d’équivalents dans sa
représentation stéréographique. Par exemple, une réflexion a un degré de symétrie 2.

I1-1-5 Importance de la symétrie en science

[1-1-5-1 Le principe de Curie

Le groupe ponctuel est un outil précieux pour décrire les symétries macroscopiques d’un
cristal et notamment les symeétries de ses propriétés physiques. Moyennant la connaissance du
groupe ponctuel d’un cristal et grace au principe de Curie, il est par ailleurs possible de
prévoir I’existence de certaines propriétés comme la ferroélectricité ou la piézoélectricité.

En effet, le principe de Curie prévoit que : « Les symétries des causes sont inclues dans celles
des effets » ou plus simplement « I’effet est plus symétrique que la cause ». Ainsi si I’on
considéere un cristal de groupe ponctuel centrosymétrique (c’est-a-dire contenant I’élément de
symétrie inversion), celui-ci ne pourra pas présenter des propriétés de ferroélectricite. L’effet,
ici la ferroélectricité, posséde la symétrie d’un vecteur oM (et ne contient donc pas I’élément
inversion). La cause, ici le cristal centrosymétrique, posséde un centre d’inversion. L’effet
serait moins symétrique que la cause ce qui est contraire au principe de Curie.

11-1-5-2 Chiralité

Un objet est chiral lorsqu’il n’est pas superposable a son image dans un miroir. L’exemple
type est la main. Deux objets chiraux images I’un de I’autre sont dits « droit » et « gauche ».
Ils forment une paire d’énantiomorphes. Cette notion est essentielle en science car bien que
les lois de la physique, chimie... présentent une symétrie gauche-droite, de nombreux corps
sont chiraux.
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11-2 Symétrie de position
Les symétries de position agissent sur des points et laissent invariante une figure infinie (un
cristal par exemple).

11-2-1 Translation
C’est une opération qui transforme un point défini par un vecteur ren un point défini par

r' tel que:r'=r +t, t vecteur de translation. L’ensemble des translations forme un groupe.

o U

i)
o

=

11-2-2 Composition avec les symétries d’orientation

La composition d’une opération de translation et d’une opération de symétrie d’orientation
peut générer des opérations de symétrie nouvelles : réflexions a glissement et axe hélicoidaux.
[1-2-2-1 Réflexions a glissement

Il s’agit d’une operation miroir (M) suivi immédiatement d’une translation t. Toutes les
translations ne sont pas autorisées car la composition (M,t) avec elle-méme doit laisser le
systeme invariant (voir démonstration). L’ensemble des réflexions a glissement

conventionnelles pour décrire des structures cristallines est donné tableau 11-2.
Dém. : La composition de (M,t) avec elle méme doit laisser le systéme invariant. D’ou (M,t).(M,t)=(E,2t)
impose que 2t soit une translation T du groupe des translations. Ceci limite les réflexions a glissement a des
réflexions (M, T/2). On se raméne toujours conventionnellement a un glissement dans le plan mirair.

X

t

T/2
Figure 11-3a : Réflexion a glissement

[1-2-2-2 Rotations hélicoidales
Il s’agit d’une rotation n suivie immédiatement d’une translation t. Comme pour les réflexions
a glissement, toutes les translations ne sont pas autorisées (voir démonstration). La
nomenclature concernant les opérations de rotations héelicoidales conventionnelles est donnée
tableau 11-3. La notation d’une rotation hélicoidale (n,ma/n) d’angle 2z /n et de translation
m/na selon I’axe de rotation est : np,.

Dém. : La composition de n opérations de ce type conduit & I’opération (E, nt). Ceci impose que nt

appartienne au groupe des translations. Cela impose des opérations du type (n,T/n) ou T est une translation
du groupe. On se raméne toujours a des rotations hélicoidales avec translation parallele a I’axe de rotation

a A -’

.
213 |- @

13 ’
o D

Figure 11-3b : Rotation hélicoidale 3; (3,a/3)
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Symbole Représentation graphique Nature de la translation

Normai | Paralléle
au plan du dessin

R /| plan ordinaire, sans translation.

af2le longde x ou bf2lelongdey

c/2lelong de z; (a+ b +c)/2 le long
de [111] en axes rhomboédriques

N (a+b)/20u(b+c)2ou(a+c)2ou
I ' (a+ b+ c)/ 2 (quadratique et cubique)

S — R V)

d (axb)/4oubtc)/dou(cta)/4
' T 3 /8: ' ou (a+b +c)/4 (quadratique et cubique)

Tableau 11-2 : Conventions internationales pour les miroirs a glissement

Symbole Représentation | Symbole Représentation |Symbole Représentation

graphique. graphique graphique

T o) 3, A 6 ®

2 ¢ N 3 Yo\ 6, :
—_ P 4 L 2 6, e

2, ¢ N 4, & 6, ®
— P 4, ¢ 6, ]

s A 6" . ‘ .

3 A 3 X 2 5 &

Tableau I1- 3: Conventions internationales pour les rotations et rotations hélicoidales.



Annexe

Une figure finie peut étre invariante par plusieurs opérations de symétrie. Il est intéressant de
savoir comment se composent ces différentes opérations. Il est évident que la composition de
deux opérations de symétrie d’orientation est soit une rotation, soit une roto-réflexion puisque
la composition de deux isométries est une isométrie.

Néanmoins, il est utile de retenir quelques regles importantes :

1 Composition d’une rotation 2 et d’un miroir perpendiculaire

La composition d’une rotation 2 avec un miroir perpendiculaire est une inversion (et
permutations) : 2/M=C

/M

2 Composition de deux miroirs

La composition de deux réflexions dont les éléments de symétrie font un angle a/2, est une
rotation d’angle o : M1.My=a

3 Composition de deux rotations
La composition de deux rotations est une rotation : ny.n,=ns

Les regles d’Euler, basées sur la trigonométrie sphérique, imposent alors que les ordres ny, ny,
nz des rotations précédentes vérifient :

1 1 1

—+—+—>1avec ng, Ny, n3#1

nl n2 n3

D’ou :
Ny ny N3

n quelconque 2 2
2 3 3
4 3 2
5 3 2

Tableau 11-1 : Liste des possibilités de coexistence entre rotations d’ordre n;.

Ceci signifie par exemple que la composition d’une rotation discréte d’ordre 5 et d’une
rotation discréte d’ordre 4 ne conduit pas a une rotation discréte d’ordre 2n/n car aucune
valeur de n (n=1) ne vérifie les régles d’Euler. En conclusion, lorsqu’on considere les figures

finies simples et qu’on se limite donc a des rotations discretes 2n/n, cela limite le nombre des
compositions possibles aux 5 cas du tableau I1-1.

4 Cas des rotoréflexions
Les roto-réflexions sont équivalentes a des roto-inversions (notées n). En effet la
rotoréflexion est la composition d’une réflexion avec une rotation n. L’opération miroir peut
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elle-méme étre décomposée en un centre d’inversion C et un axe 2. La composition d’un 2
avec la rotation n est une rotation n’. On obtient donc finalement une inversion C suivie d’une
rotation n’, c’est la définition de la rotoinversion. M.n=C.2.n=C.n’=m . L exemple type est la

rotoréflexion 2/M qui est équivalente a la rotoinversion 1.
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111 RESEAU ET CRISTAL

NANINNINNINNN/N
NANNNNNNNNN/S

NANNNNNNNN
NANNNNNNNN/
NANNNNNNNN
NN NNNNNNNN.
NAANNNNNNNNN

A la fin du 18°™ siécle, R. Hally découvrait que I’orientation des faces d’un cristal était
caractéristique de I’espéce cristalline et énoncait la loi des indices rationnels®. Il en déduisait
que le cristal est composé de parallélépipédes unitaires, la notion de réseau était introduite.

111-1 Réseau

111-1-1 Definition
Le réseau est un ensemble infini de points, appelés nceuds, répartis périodiquement. Si I’on
considere un nceud origine, n’importe quel autre nceud du réseau est relié a I’origine par le
u
vecteur : R, = Ud + Vb +W¢ :(é b ¢|v
w

ou u,v,w sont des entiers et a, b, ¢ sont des vecteurs formant une base. Le parallélépipéde
construit a partir des vecteurs de base est appelé maille. L’ensemble des opérations de
translations (R,ww) muni de I’addition constitue le groupe des translations du réseau.

I11-1-2 Notion de maille

[11-1-2-1 Maille Primitive et Maille Multiple :

La maille est le parallélépipede formé a partir des vecteurs de base a, b, c. Les angles entre
(b,c), (a,c) et (a,b) sont appelés a, B, y respectivement. La maille permet de paver I’ensemble
du réseau sans vide ni recouvrement. Elle est dite primitive lorsqu’elle ne contient qu’un seul
nceud. Dans le cas contraire, elle est appelée maille multiple.

b)

Figure 111-1 Schéma d’une maille primitive (a) et d’une maille double (b)

! Considérons 3 arétes du cristal concourantes en O. Deux faces quelconques du cristal coupent I’une des arétes
OP,

en P, et P,” respectivement. On observe que le rapport

est toujours rationnel.
1
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[11-1-2-2 Calculs dans la maille
Pour tout calcul dans un réseau décrit par une maille non rectangle, il est intéressant d’utiliser
le tenseur métrique :G.

(aa) (ab) (ac) a’  abcosy accosf
(G)=|(b.a) (bb) (b&)|=|bacosy b?>  bccosa
(ca) (€b) (cc)| |cacosp cbcosa  c?

-En particulier le volume V de la maille vaut : V? :|detG|. Mais on peut également
déterminer le volume par le produit mixte : V = a.(b A €).
- Soit r=(x y 2z) le vecteur liant deux nceuds. La distance entre ces nceuds s’exprime
X
également en fonction du tenseur métrique : d* =(x 'y z)G)|y
z
- L’angle ¢ entre deux vecteurs T; et r, est donné par :

o X2
cosg= ) avec(ri)=(x v, 2)G) ¥,
IRJIE| .

[11-1-2-3 Cellule de Wigner-Seitz

On appelle cellule de Wigner-Seitz, I’ensemble des points les plus proches d’un nceud origine
que de n’importe quel autre nceud. L’avantage de cette maille est qu’elle est primitive et
possede la symétrie du réseau. C’est pourquoi elle est tres utilisée en physique.
L’inconvénient est qu’elle n’est pas forcément parallélépipédique.

I11-1-3 Notion de Rangées et de plans réticulaires

I11-1-3-1 Rangées réticulaires

Deux nceuds du réseau définissent une droite ou rangée. Celle-ci est caractérisée par sa
direction et la période qui sépare deux nceuds consécutifs. Pour déterminer ces parametres, on
choisit une droite paralléle a la précédente, passant par I’origine. Soit u, v, w, les coordonnées
du premier nceud sur cette droite :

La direction de larangée est : ¥ =ud + vb +we

La distance internoeud est : Hua’ +vb + WCH
On note [u,v,w] I’ensemble des rangees reticulaires paralleles, équidistantes, dirigees selon r
et de période Hué +vb + Wé” .

N.B. : Dans le cas d’une maille primitive, u,v,w sont des entiers premiers entre eux.

[o10] [010] \
\ N\
—\ \0\ \ o [100]
oR_ @ ® [100]
b

Figure I11-2 : Rangées réticulaires
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[11-1-3-2 Plans réticulaires

Trois nceuds définissent un plan contenant une infinité de nceuds. Un tel plan constitue un
réseau a deux dimensions. L’ensemble des plans paralleles et équidistants découpant (ou
feuilletant) entierement le réseau en feuillets sans oublier de nceud, est appelé famille de plans
réticulaires. On définit conventionnellement une famille de plans réticulaires par les indices
de Miller (h,k,l) du plan le plus proche de I’origine. Ce dernier coupe I’axe a en a/h, I’axe b
en b/k et I’axe c en c/l.

Par ailleurs tout noeud u,v,w appartenant a la famille de plan réticulaire (h,k,1) vérifie quelque
soit le systeme d’axes a,b,c (méme dans le cas non orthonormé) :

hu + kv +Iw=m avec m entier (désignant le m*™ plan de la famille)

a)

Figure 111-3 : a) Famille de plans réticulaires (h,k,l). b) Figure de décroissance faisant
apparaitre la relation entre le facettage d’un cristal et I’empilement des plans réticulaires

I11-1-4 Symétries interdites

Certaines opérations de symeétrie sont systématiquement interdites dans les réseaux a cause de
la propriété de périodicité. Nous allons montrer que seules les rotations discrétes An (d’angle
2n/n) et les rotoinversions A, avec n=1,2,3,4,6 sont compatibles avec la notion de réseau.

En particulier, les rotations de type n=5, 10... rencontrées dans les quasicristaux ne sont pas
compatibles avec un pavage périodigue.

Démonstration :

Considérons une rotation R d’angle ¢. On peut facilement montrer qu’il existe un plan réticulaire
perpendiculaire a I’axe de rotation. On place R(¢) sur un nceud A du plan réticulaire (voir figure
111-4). Soit T la translation du réseau la plus courte dans la direction T. Il est possible de placer
R(¢) sur le nceud A’, translaté de A par T . Si on applique R(¢) au vecteur AA' et au vecteur A'A,
on génére les points B et B’ tels que BB'=T —2T cos(¢) . Puisque le réseau doit étre invariant par
I’opération de symétrie R(9) : A, B, A’ et B’ doivent étre des nceuds du réseau. Dot BB'= mT
(m entier). Ceci impose :

mT =T — 2T cos(¢)

cos(¢g)=(1L-m)/2

Les rotations R(¢) compatibles avec la notion de réseau vérifient donc :

m cos(¢) / n=2z/¢
3 1 T 2
2 Y2 2n/3 3
1 0 n /2 4
0 % /3 6
1 1 0 1
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Figure I11-4 : Condition sur ¢ pour qu’une rotation soit compatible avec le réseau

I11-1-5 Classification des réseaux

[11-1-5-1 Classes de symétrie

En cristallographie, on s’intéresse naturellement aux groupes ponctuels compatibles avec la
notion de réseau. Ces groupes ponctuels sont appelés classes de symétrie. On décompte 32
classes de symétrie. Le tableau Il1I-1 répertorie les 32 classes de symétrie et donne les
représentations stéréographiques des éléments de symétrie qui les caractérisent.

[11-1-5-2 Systemes de Bravais
Les classes de symétrie sont répertoriées en 7 systemes de Bravais en fonction de leur
symétrie (voir tableau 111-1).

Triclinique 1/1]

Monoclinique 2, m, 2/m

Orthorhombique | 222, mm2, mmm

Trigonal 3,3,32,3m/3m|

Tétragonal 4,4, 4m, 4mm, 422, 22m, 4/mmm
Hexagonal 6,6, 6/m, 6mm, 622, 62m, [6/mmm|
Cubique 23, m3, 432, 43m, \mﬁm\

Tableau I11-1 : Classification des classes de symétrie en systemes de Bravais

Dans un méme systéme, on appelle classe holoedre (encadrée dans le tableau I11-1) la classe
qui a le plus haut degré de symétrie.

NB: Il est souvent intéressant pour comprendre certaines propriétés physiques
(ferroelectricité...) de considérer les classes qui possédent un centre d’inversion ou classes
centrosymeétriques. Elles sont au nombre de 11 appelées classes de Laue (en gris dans le
tableau 111-1).

[11-1-5-3 Réseaux de Bravais

Lorsque la maille primitive ne présente pas la symétrie de I’ensemble du réseau, on est amené
a choisir une maille multiple. Les mailles multiples conventionnelles nécessaires pour décrire
la symétrie de tous les réseaux sont: (1) : centrées ; (F) : faces centrées; (A), (B) ou (C):
deux faces opposées centrées (A lorsqu’il s’agit des faces opposées a I’axe a...). Si I’on
applique ces mailles multiples aux sept systemes cristallins, en tenant compte des
incompatibilités de symétrie et des redondances, on trouve a deux dimensions 5 modes de
réseaux ou réseaux de Bravais (Tableau I11-3). A trois dimensions, il y a 14 réseaux de
Bravais (voir tableau 111-4 et figure 111-5).
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Tableau I11-2 : Les 32 classes de symétrie et leur représentation stéréographique
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Systeme de Bravais Modes possibles Parametres
Oblique p a=b; y~290°
Rectangulaire p, C a=b; y=90°
Hexagonal p a=b ; y=120°
Carré p a=b ; y=90°
Tableau I11-3 : Réseaux de Bravais a 2 dimensions
Systeme de Bravais Modes possibles Parametres

Triclinique P azb=c ; a#B=y
Monoclinique P,C a#b=c ; a=y=90°,
Orthorhombique P,C, ILF azb=c ; a=P=y=90°

Rhomboédrique

R (primitif nommé R)

a=b=c; a=p=y

Tétragonal P, I a=b=c; a=p=y=90°
Hexagonal P a=b=c; a=B= 90° y=120°
Cubique P,I,F a=b=c; a=p=y=90°
Tableau I11-4 : Réseaux de Bravais a 3 dimensions
P | F C
Triclinique ﬁ
Monoclinique o
Orthorhombique * Saey .
, [}
Tetragonal
Rhomboédrique ’0‘
Hexagonal
[ J
Cubique P

Figure 111-5 : Les 14 réseaux de Bravais classés en 7 systemes de Bravais
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111-2 Cristal et Structure

111-2-1 Définition

Un cristal ou une structure est la répétition d’un motif (groupement d’atomes, figure
géométrique : voir figure 111-6...) sur chaque nceud du réseau.

Réseau+ Motif = Cristal ou Structure]

BT
DTN

SN

I Ay R AN AT

b)

Figure 111-6 : Exemples de structures 2D : a) Dessin d’Escher. b) Architecture Byzantine.
Motifs associés a des structures 3D : ¢) Cg . d) Virus du pied et de la bouche.

I11-2-2 Symétrie et Groupe d’espace

[11-2-2-1 Définition et nomenclature

La symétrie du cristal est décrite par les opérations de symétrie de position. L’ensemble des
opérations de symétrie de position d’un cristal forme le groupe d’espace. Il y a 230 groupes
d’espace nécessaires pour décrire la symétrie de tous les cristaux périodiques a trois
dimensions.

On nomme un groupe d’espace par 4 symboles. Le premier est la lettre (majuscule a trois
dimensions et minuscule a deux dimensions) correspondant au mode de réseau de Bravais.
Les trois autres symboles sont définis comme ceux des groupes ponctuels :
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Premier symbole : Nom de I’opération de symétrie de position de plus haut degré de symétrie.
Il définit I’axe primaire.

Second symbole : Nom de I’opération de symétrie de degré juste inférieur. Il définit I’axe
secondaire.

Troisieme symbole : Nom de I’opération de symétrie de degré encore inférieur. Il définit I’axe
tertiaire.

Les conventions pour les axes définis précédemment sont données tableau 111-5.

Systeme de Bravais Axe Primaire Axe Secondaire AXe tertiaire
Triclinique / / /
Monoclinique Axe 2 (b ouc) / /
Orthorhombique / / /
Tetragonal Axe4, c a,b Bissectricede aetb
Trigonal Axe 3 Axe 2 /
Hexagonal Axe 6 (c) a,b, at+b Bissectrice des axes
secondaires
Cubique Axe 4, a Axe 3 (diagonale du Axe 2 (diagonale des
cube) faces)

Tableau I11-5 : Conventions pour les dénominations des axes définis par le groupe d’espace

[11-2-2-2 Détermination du groupe d’espace

- Chercher tout d’abord la maille et le mode de réseau en repérant les points équivalents. On
en déduit le systeme de Bravais. On connait donc le type de symétrie attendu ainsi que les
directions conventionnelles de ces opérations de symétrie (axe primaire, secondaire...)

- Rechercher les opérations de symétrie de position du cristal. En pratique, on restreint la
rechercher a la portion contenue dans la maille

- Noter le nom des opérations de symétrie dans chaque direction.

[11-2-2-3 Systemes cristallins

On classe les groupes d’espace en sept systemes cristallins globalement identiques aux sept
systéemes de Bravais (voir tableau Il1-1). Ce classement s’obtient en cherchant le groupe
ponctuel associé au groupe d’espace du cristal. Pour ce faire, il suffit de supprimer la
composante de translation de chaque opération de symétrie du groupe d’espace. De la
connaissance du groupe ponctuel on déduit le systeme cristallin.

I11-2-3 Tables internationales

Les groupes d’espace sont répertoriés dans les tables internationales de cristallographie
(« International Tables of crystallography »). Un exemple de fiche correspondant au groupe
d’espace orthorhombique P2;2,2; est donné figure I11-6. Dans chaque fiche est figuré un
schéma de maille ou sont représentés les éléments de symétrie. Par ailleurs est indiqué le
groupe ponctuel. On trouve également des renseignements sur la multiplicité et les
coordonnées des positions générales et spéciales (atome placé sur un élément de symétrie) et
la liste des extinctions systématiques.

111-2-4 Résumé

Le schéma de la figure I11-7 fait apparaitre deux critéres de classement des structures : selon
leurs propriétés de symétrie et leur type de réseau.
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P 21 2121 Dg 222 Orthorhombic

No. 19 P2,2:2: Patterson symmetry Pmmm
t t t t t
T . 17 ' /
I ¢ - —
L PR ’ .
L] -
_ _ .y

P2.2.2,
H H H
¢ § o
O+ O+
3 ¢ ¢ #+O +O
& -O
O%-
‘ ‘ O+ O+
s ¥ ls
Origin at midpoint of three non-—intersecting pairs of parallel 2, axes
Asymmetric unit 0<x<}; 0<y<i; 0<z<L1
Symmetry operations
1 (2) 2(0,0,%) 1,0,z (3) 2(0,4,0) 0,y,% 4) 2(4,0,0) x,i,
CONTINUED No. 19 P2,2,2,
Generators selected (1); (1,0,0); ¢(0,1,0); 1(0,0,1); (2); 3)
Positions
Multiplicity, Coordinates Reflection conditions
Wyckoff letter,
Site symmetry
General:
4 a I (Hxyz () x+4,9,2+4 (3) x,y+4,7+4 4) x+4,5+4,7 h00: h=2n
0kO: k=2n
00Il: [ =2n
Symmetry of special projections
Along [001] p2gg Along {100] 2gg Along [010] p2gg
a=a b'=b a'=hb b'=c¢ a'=c b'=a
Origin at 1,0,z Origin at x,%,0 Origin at 0,y,}

Maximal non-isomorphic subgroups

I 21P112,(P2;) 1;2
[21P12,1(P2)) 1,3
[21P2,11(P2,) 1;4

IIa none
IIb none

Maximal isomorphic subgroups of lowest index
IIc [3]P2,2,2,(a’=3a or b’=3b or ¢’=3c)

Minimal i phic supergroups
I [2]1Pbca;(2]1Pnma;{2]1P4,2,2;[2]1P452,2;[3]P2,3

I [2]A2,22(C222,);[2]1B22,2(C222,);[2]C222,;[2112,2,2,;[2]1P22,2,(2a’= a)(P2,2,2);
[21P2,22,(2b'=b)(P2,2,2);[2]1P2,2,2(2¢'=¢)

Figure 111-6 : Fiches extraites de « International tables of crystallography ».



Classements des structures selon la cristallographie géométrique

Ensemble
des structures cristallines

230 groupes d'espace

(symétries de position)
A

. 32 classes cristallines
14 modes de Bravais (groupes ponctuels)

11 classes de Laue
(classes centrosymétriques)

Meériédries Holoédries

‘ v

4

7 mailles de Bravais < » 7 systémes cristallins
Réseaux Symétries
d'orientation

Figure 111-7 : Classement des structures selon la cristallographie géométrique.
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IV RESEAU RECIPROQUE

Le réseau réciproque est un outil pratique dans I’interprétation des expeériences de diffraction.
Nous verrons qu’il est directement relié aux conditions de diffractions.

Figure IV-1 : Cliché de diffraction X par le composé KM0gO17.
I donne une image du réseau réciproque.

1VV-1 Définition

La définition la plus simple du réseau réciproque est la définition géométrique suivante :
Soit le réseau direct et les vecteurs de base (a, b, ¢) de la maille primitive associée. On définit
les vecteurs de base (a*, b*, c¢*) de la maille du réseau réciproque par :

a*= 27(bAC) b*= 27(C 1 8) ;C* = 27(anb) 'V = a.(b A €)volume de la maille directe.

Vv Vv Vv
Une définition équivalente est a*, b*, c¢* sont des vecteurs de base du réseau réciproque s’il

vérifient :

a*d=2r F*p=0 b*c=0
b*b=27r &*E=0 c*a=0
C*C=27r ph*3=0 E*b=0

(Note : Il existe une autre convention, dite du cristallographe, qui définit le réseau réciproque
sans le facteur 2r)

Si I’on considére un nceud origine, n’importe quel autre nceud du réseau réciproque est relié a
I’origine par le vecteur :

éhkl — h§*+k6*+lé*:(§* b* &*| k| avechk,l entiers
|
I\V-2 Propriétés

IV-2-1 : Relation avec le réseau direct
- Le réseau réciproque possede les mémes éléments de symétrie d’orientation que le réseau

direct et en conséquence, les deux réseaux appartiennent forcément au méme systéeme de
Bravais (mais n’ont pas systématiquement le méme mode).
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- Réseau réciproque et réseau direct sont duals : le réseau réciproque du réseau réciproque est
le réseau direct.

1VV-2-2 Plans réticulaires
1V-2-2-1 Normale aux plans et distance interéticulaire

- A toute rangée du réseau réciproque caractérisée par son plus petit vecteur internoeud thl :

est associee la famille de plans réticulaires (hkl), perpendiculaire a la rangée. La distance
2r

(Note : Dans la convention du cristallographe, dn est défini sans le facteur 27).

entre deux plans successifs, dite distance interéticulaire, vaut | d,,

- Réciproquement, a toute famille de plans réticulaires (hkl) distants de dny est associée une
rangee de noeuds du réseau réciprogque espacés de Héhk, H:Zn/th et perpendiculaire aux

plans.

Démonstration :
- Le plan (hkl) le plus proche de I’origine contient par construction les points A=(a/h) ,

B=(b /k) et C=(C/1). Siéth est normal aux plans (hKl), il est normal aux vecteurs AB et
AC . Or on vérifie bien :

G,y -AB = (ha*+kb *+Ic*).(b/k —&/h) =0

G, -AC = (ha*+kb *+Ic*).(c/I-a/h) =0

- Soit Gy, un vecteur du réseau réciproque normal aux plans (hkl) et R, le vecteur liant

I’origine & un nceud (u,v,w) du plan de la famille (hkl) le plus proche de I’origine : alors
hu+kv+lw=1. La distance interéticulaire d, vaut :

Gy 5 _2r(hutkvilw) 27

dw =7="7 ww = =
thl thl thl
" leul ol 6wl

Rangée du réseau réciproque [100]

+A/
d100=27/ GlOOI
Gioo Ruw

Figure IV-1 : Relation entre réseau réciproque et plans réticulaires

Plans réticulaires (100)

/\/
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IV-2-2-2 Densité de nceuds
On montre que la densité de nceuds D dans un plan réticulaire (h,k,l) est proportionnelle a la

distance interéticulaire dy.
Démonstration :

En effet, si I’on considére le volume V d’une maille primitive ayant une base (a',b") de surface S

dans le plan (h,k,1). Alors, V = Sd,, . Or la maille contient un seul nceud, d’ou :
D=1/S=d,,/V

IVV-2-3 Rangées réticulaires
Toute rangée du réseau direct est perpendiculaire a une famille de plans du réseau réciproque.

: 2 - .
La distance entre plans vaut: d,,, = % ou R, €st le vecteur de plus petite norme de la

uvw g
[Ron]

rangée.

V-3 Calculs dans le réseau direct et le réseau réciprogue

IVV-3-1 Distances interéticulaires et volume de maille

Selon le systeme cristallin, les calculs cristallographiques peuvent étre plus ou moins faciles.
Quelques regles générales permettent cependant de simplifier les choses :

- Le tenseur métrique réciproque est I’inverse du tenseur métrique direct : (G*)=2z(G)™
- Le volume de la maille réciproque est I’inverse du volume de la maille directe : V*=V ™

Systeme triclinique :

27
\/hza*z +k?b*? +12c*? +2hka*b*cos(y*) + 2klb*c * cos(a*) + 2lhc * a* cos(5*)

ou aux,B*,y* sont les angles entre (b*,c*), (a*,c*) et (a*,b*) respectivement.
V =abcsinasin g*siny

dth =

V*=Vy*
Systéme monoclinigue :
b*=2x/b
a* — 2” et pr=n-
asin g a=y=nl2
- 27
csin g
sin g
dth: -
h> 1> k®sin? 8 _hlcosp
—t 5+ ,—2
a“ ¢ b ac
V =abcsin g

Systéme hexagonal :
dhkl =

a
J413(h% +k? +hk) +1%(a/c)?
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Systeme rhomboédrique :
4 - a(Ll+2cos® o —3cos® a)
M J(h K2 +12)sin? o+ 2(hk + kI + Ih)(cos? @ — cosa)

N |-

V =a*(1-3cos’ a +2cos® )

Systéme orthorhombique :

1
g = 2.2 2 12 12 7.2
Jh2/a? +k?/b? +1%/¢c
V =abc

Systéme quadratigue :
a
dhkl =
Jh? +K? +12(alc)?
V =a’b

Systéme cubique :

a
dhkl =
vh? +k? +12
V=al

IVV-3-2 Cas des mailles non primitives- Regles d’existence pour les indices h,k,l.
IV-3-2-1 Exemple d’un réseau C centré

[
az a*y
o o

Réseau direct Réseau réciproque

Figure IV-2 Réseau réciproque d’un réseau C centré

- Soient &,,b,,¢, les vecteurs de base de la maille primitive et &,,b,,c, les vecteurs de base
de la maille double C centrée. On a:
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(¢!

d,=4,+b b, =b, -4, et ¢, =G,

Le réseau réciproque a pour vecteurs de base él*,Bl*,él * définit a partir des vecteurs de la
maille primitive &,,b,,c,.
Considérons les vecteurs réciproques a,*,b,*,¢, * associés a la maille multiple :
27b, AG, ~ ~ 27C, A @ -
8 =—=——_-=12@a +b) et b, =—=2—2-=1/2(b, -4,)
d,.(b, AC,) d,.(0, A C,)

Ces vecteurs construisent le méme réseau réciproque que les vecteurs & *b,*,c, *, si I’on
introduit des regles d’existence : h+k=2n (n entier) pour les nceuds associés aux vecteurs
réciproques a,*,b,*,c, *.

- Le réseau réciproque d’un réseau C centré est un réseau C centré de paramétre de maille
2a5%, 2b2*, Co*.

- Les regles d’existence pour les nceuds associés au réseau réciproque de la maille multiple
sont identiques aux regles d’existence pour les indices de Miller d’une famille de plans
réticulaires (hkl). En effet, si I’on considére les indices de Miller rapportés a la base de la
maille multiple, on observe que les familles de plans du type (010) ne feuilletent pas
entierement le réseau et ne sont donc pas des familles de plans réticulaires (voir figure 1V-3).
Par contre les familles de plans (020) qui vérifient la regle d’existence (h+k=2n) feuillétent
bien entiérement le réseau. Par ailleurs, ces regles d’existence sont directement reliées aux
regles d’existence des faisceaux diffractés en diffraction X.

/ ® ® @

Figure IV-3 : Régle d’existence pour les familles de plans réticulaires

IV-3-2-2 Cas des réseaux | et F

Le méme raisonnement que précédemment permet de montrer que le réseau réciproque d’un
réseau direct F est un réseau | et que le réseau réciproque d’un réseau direct | est un réseau F.
Ceci est relié a des regles d’existence pour les nceuds construits a partir des vecteurs de base
de la maille multiple :

- Pour un réseau direct F, le nceud du réseau réciproque existe si h,k,lI sont de méme parité

- Pour un réseau direct 1, le nceud du réseau réciproque existe si h+k+I=2n (n entier)

1IV-4 Zones de Brillouin

IVV-4-1 Origine de leur importance
Nous verrons dans le cours de diffraction qu’une propriété importante de la propagation du
rayonnement dans les cristaux est I’apparition d’interférences constructives si la célebre loi de

Bragg est vérifiée. Celle-ci impose que, pour une diffusion élastique (Hl?“:“l?” ou k est le
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vecteur d’onde incident et k’ le vecteur d’onde diffusé), on doit vérifier Ak =G, ol G est un
vecteur du réseau réciproque et Ak =k'—k .

La reflexion de Bragg est un phénoméne fondamental qui intervient notamment pour les
ondes associées aux électrons de valence dans les solides. Elle est en effet a I’origine de
I’apparition de bandes interdites (voir cours de structure électronique). Ainsi pour certaines
valeurs d’énergie, il n’existe pas de solution propagative a I’équation de Schrodinger. Certains
niveaux d’énergie ne sont alors pas accessibles aux électrons de valence. Ces bandes
interdites sont a I’origine des différences de propriétés électroniques entre un métal, un semi-
conducteur et un isolant.

1V-4-2 Définition

On peut remarquer que le lieu des points vérifiant la loi de Bragg définit le plan médiateur du
segment porté par G. Cela apparait simplement a une dimension car la condition de Bragg

devient : k = i%G

A trois dimensions et dans le cas d’un réseau quelconque, on peut construire un polyedre
délimité par les plans médiateurs (plans de Bragg) des segments joignant I’origine et les
nceuds plus proches voisins du réseau réciproque. Ce polyedre définit la premiére zone de
Brillouin. C’est aux abords des limites de cette zone que I’on observe les particularités de la
structure électronique (ouverture de bandes d’énergie interdites par exemple) qui déterminent
les propriétés électroniques d’un solide.

IVV-4-3 Construction des zones de Brillouin

Pour construire la deuxieme zone, on trace les plans médiateurs des distances aux deuxiemes
voisins dans le réseau réciproque. La deuxieme zone de Brillouin est le lieu des points qui
peuvent étre atteints a partir de la premiére zone en ne croisant aucun plan de Bragg. La n*™
zone de Brillouin est le lieu des points atteints depuis la n-1*™ zone en ne traversant aucun
plan de Bragg. La figure ci-dessous montre la construction des zones de Brillouin successives
pour un réseau 2D carré simple.

Figure IV-4 : Zones de Brillouin d’un réseau 2D carre.

Il est utile de connaitre I’allure des premiéres zones de Brillouin des réseaux cubiques centré
et cubique faces centrées. Dans le cas d’un réseau direct cubique faces centrées (F), le réseau
réciprogue est un cubique centre et la premiére zone de Brillouin est un polyedre a 14 faces :
un octaedre tronqué par un cube.

Tandis que la premiére zone de Brillouin d’un réseau direct cubique centré est un dodécaedre
(12 faces).
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(@) (b)

Fig.IV-5 : Premiére zone de Brillouin de réseaux directs cubique 1 (a) et cubique F (b)

La premiere zone de Brillouin construite dans I’espace réciproque a son analogue dans
I’espace direct, il s’agit de la cellule de Wigner-Seitz (voir chapitre I11). Ainsi la cellule de
Wigner-Seitz d’un cubique face centré est un dodécaedre correspondant a la premiere zone de
Brillouin d’un cubique centré. De méme la cellule de Wigner-Seitz d’un cubique centré
correspond a la premiéere zone de Brillouin d’un cubique faces centrées.
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V INTERACTION RAYONS X-MATIERE

V-1 Introduction

En 1895 en Allemagne, Rontgen découvre les rayons X. En quelques années ce nouveau
rayonnement révolutionne la physique de la matiére. Ainsi Von Laue (1912), Bragg (1913),
Ewald, Scherrer (1915) montrent que I’interaction des rayons X avec la matiére donne des
informations sur I’arrangement cristallographique et proposent une interprétation simple des
phénomenes de diffraction.

Les rayons X correspondent a une onde électromagnétique dont la gamme de longueur d’onde

s’échelonne de 0.1A 4 100 A. L’énergie des photons vaut : E(eV) = 12400

A(A)
En radiocristallographie, on utilise des rayons X dont la longueur d’onde est dans la gamme
de 0.5 A 425 A. Alors que les rayons X médicaux sont plus « durs » (0.1 A a1 A).

V-2 Production des rayons X

V-2-1 Les tubes et les anodes tournantes

V-2-1-1 Fonctionnement

Les tubes & rayons X modernes fonctionnent selon un principe mis au point dans les
laboratoires industriels de General Electric par Coolidge (1912). Ils sont constitués d’un
filament métallique (tungsténe) chauffé par un courant électrique. Les électrons émis sont
alors accéléres via une différence de potentielle (qgq 10kV) entre le filament et I’anticathode,
élément majeur du dispositif (voir figure V-1). L’interaction des électrons énergétiques avec
I’anticathode produit des rayons X. La collision du faisceau d’électrons avec la cathode
générant essentiellement de la chaleur, le systeme doit étre refroidit par une circulation d’eau.
A partir des années 1960, de nouveaux systemes a anodes (ou anticathodes) tournantes sont
apparus. lls permettent de refroidir plus efficacement I’anode et donc de tolérer un courant
électronique plus important et ainsi d’accroitre le flux de photons produit.

Cupule
Filament

Fenéire
Anticathode

Ampoule

Figure V-1 : Schéma d’un tube & rayons X
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V-2-1-2 Spectre

Le spectre de rayons X émis par de tels systéemes est constitué d’un fond continu issu du
rayonnement de freinage des électrons dans la cathode (Broemstrahlung) et de raies
caractéristiques de la fluorescence de I’anticathode (voir figure V-2).
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Figure V-2 : Spectre démission d’un tube a rayons X

En effet, les atomes de I’anticathode soumis au rayonnement X du fond continu sont excités
par effet photoélectrique (figure V-3). Deux types de processus permettent au systéme de
retourner a son état fondamental : I’effet Auger (désexcitation radiative couplée a I’émission
d’un électron Auger) et la fluorescence. La fluorescence est la désexcitation radiative des
atomes. Les photons de fluorescence sont caractéristiques du remplissage des niveaux
électroniques de I’atome constituant I’anticathode. Les regles de sélection de la physique
atomique permettent de prévoir le spectre de fluorescence de tous les éléments du tableau de

Mendeleiev.

4
* Photoélectron ElectronAuger
4 Ehv-E¢ E=BCE-E,
E
-By
-E_ —0— . 2 5
hV \/\N\/\y
(’LL Photon de fluorescence
hv'=FcE,
E ‘34} v y
Excitation Désexcitation

Figure V-3 : Effet photoélectrique

V-2-2 Les synchrotrons
V-2-2-1 Historique

Les tubes a rayons X et anodes tournantes sont d’une importance capitale dans le domaine
médical comme pour la recherche de laboratoire. Cependant, un autre moyen de production de
rayons X a révolutionné I’utilisation de la diffraction X : le rayonnement synchrotron.
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Prévu théoriquement depuis le début du XX®™ siécle, il fut observé pour la premiére fois en
1947 sur le bétatron 100MeV construit par General Electric (accélérateur d’électrons par
induction magnétique utilisé pour produire des rayons X par collision avec une cible). Le
rayonnement synchrotron est le rayonnement électromagnétique émis lorsqu’une particule
chargée relativiste posséde une accélération centripéte.

A partir des années 1960, les synchrotrons de premiére génération apparurent. Il s’agissait
essentiellement d’anneaux de stockage. Le rayonnement X était émis au niveau des aimants
de courbure. Aujourd’hui, il y a 30 centres de rayonnement synchrotron dédiés dans le monde,
dont 3 sont dits de troisiéme génération. Ces nouveaux synchrotrons permettent la production
de rayons X avec des flux trés importants grace a I’insertion d’éléments appelés onduleurs ou
Wiggler. Ces éléments sont constitués de multipbles magnétiques. Les électrons en oscillant
dans I’onduleur émettent des rayons X. Si la longueur d’onde des photons est accordée a la
période de I’onduleur, I’intensité du rayonnement est renforcée de plusieurs ordre de
grandeur. Un nouveau synchrotron de troisieme génération, SOLEIL, est actuellement en
construction en France (Saclay).

Figure V-4 : Schéma d’un synchrotron (cas du LURE)

V-2-2-2 Spectre

Le spectre émis par un synchrotron est globalement blanc (figure V-6), tangentiel a la
trajectoire de I’électron et polarisé. La grandeur physique importante est la brillance : rapport
du flux par la taille de la source, la divergence et la bande spectrale du faisceau. La qualité
(cohérence, résolution...) des faisceaux synchrotron est telle que la brillance est de I’ordre de
10* fois supérieure & celle de tubes & rayons X (voir figure 5). Ceci permet d’imaginer des
études impossibles jusqu’alors : diffusion inélastique des rayons X, diffusion cohérente,
diffusion anomale...
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Figure V-6 : Distribution spectrale universelle associée au rayonnement synchrotron.

V-3 L’interaction rayons X-matiere

Lors de I’interaction des rayons X avec la matiére, trois phénomenes fondamentaux
interviennent : I’absorption, la diffusion, la réfraction.

V-3-1 Absorption

L’ absorption résulte principalement des phénomeénes photoélectriques (fluorescence, effet
Auger....). Les phénomeénes de diffusion élastique et inélastique sont en effet négligeables
(aux énergies qui nous intéressent) par rapport a I’effet photoélectrique.

Soit un faisceau de rayons X d’intensité lo. Le faisceau perd de I’intensité en traversant un
matériau d’épaisseur x (figure V-7). Si I’on définit un coefficient d’absorption linéique p.
L’intensité en sortie du matériau vaut :

| =1, X
< >
lo(Ro) T o)
Faisceau incident A Faisceau transmis

Figure V-7 : Schéma du phénomene d’absorption
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On définit également un coéfficient d’absorption massique v =% (p= masse volumique) grace
Yo

auquel il est possible de calculer le coefficient d’absorption d’alliages. En effet, si on
considere un composé constitué d’une proportion massique Xa d’un élément A de coefficient
d’absorption massique va et d’une proportion xg d’un élément B de coefficient d’absorption
massique vg. Alors le coefficient d’absorption massique total du composé
eSt I Vi = XaVa + XgVs

Le coefficient d’absorption varie en fonction de la longueur d’onde et de la nature du matériau
comme : o« CZ°2® (Loi de Bragg-Pierce). Les rayonnements plus énergétiques (1 faible)
sont donc moins absorbes.

Cependant, a cette loi empirique se superposent des discontinuités dans la fonction u(L).
Celles-ci correspondent aux rayonnements incidents ayant une énergie proche d’un niveau
électronique du matériau absorbant. Le photon incident est alors absorbé par I’atome par effet
photoélectrique et un électron est éjecté. L'absorption augmente donc brutalement : c'est le
seuil d'absorption (figure V-8). Lors de la désexcitation de I’atome par fluorescence, du
rayonnement est émis. Sa longueur d’onde est caractéristique de la nature de I’atome.

Dans I’effet photoelectrique, I'électron éjecté va sonder les premiers états inoccupés au-dessus
du niveau de Fermi. Ceci induit des modulations du coefficient d'absorption pendant et juste
apres le seuil qui sont liées a la structure électronique de I'atome considéré et sont trés difficiles
a interpréter. Cette région est appelée XANES (X-ray Absorption Near Edge Structure).

Quand I’énergie du photon incident est bien supérieure a celle du seuil, [I'électron
(photoélectron) va étre éjecté hors de l'atome avec une énergie cinétique suffisamment
importante pour étre considerer comme libre. Il interagira néanmoins avec le cortege
électronique des atomes voisins. Ceci engendre également des oscillations dans la courbe (1),
appelées modulations EXAFS (Extended X-ray Absorption Fine Structure). On tire de ces
modulations des informations précieuses sur I’environnement local de I’atome excité et sur
leurs degrés d’oxydation.
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Figure V-8 Coefficient d’absorption en fonction de la longueur d’onde (cas du tungsténe).

V-3-2 Réfraction
Comme toute onde électromagnétique, les rayons X ne se propagent pas de la méme fagon
dans un milieu que dans le vide. L’indice de réfraction s’exprime :
2
n=n,+in =1—/1—Nre +iy—}b
2r 4
2

i e : )
Avec, N nombre de centres diffuseurs, re:ﬁ est le rayon classique de I’électron et p
7g,MC

coefficient d’absorption linéique. Le phénomene d’absorption est relié a la partie imaginaire
de I’indice. La partie réelle a une valeur proche de 1 mais inférieure (1-ng~107). De ce fait, il
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existe un angle critique au-dessous duquel il n’y a pas d’onde transmise : c’est la réflexion
totale. Cet effet est trés utilisé pour étudier les surfaces, le faisceau incident n’explorant alors
pas le volume.

V-3-3 Diffusion

Lors de I’interaction des rayons X avec la matiere, du rayonnement est émis dans diverses
directions, c’est le phénomene de diffusion. Cette diffusion peut s’effectuer avec changement
d’énergie (diffusion inélastigue de Compton) ou avec conservation d’énergie (diffusion
élastique de Thomson). Ceci correspond a deux processus tres différents mais qui
interviennent a priori simultanément.

V-3-3-1 Notion de section efficace

On consideére un diffuseur au repos en O. Il percoit une onde plane se propageant dans la
direction Oy d’amplitude Ay, de pulsation w, de longueur d’onde X et de vecteur d’onde k.
Lors d’une diffusion, I’atome émet a son tour une onde sphérique Aq4 (voir figure V-9) de
méme pulsation a priori et de vecteur d’onde Kkg:

Ag(r,t)y=A, gexp(i(a)t—kdr)) ou b possede la dimension d’une longueur et est appelé longueur

cd

Figure V-9 : Onde sphérique diffusée par un atome.

de diffusion.

¢

Un élément de surface dS recoit une puissance diffusée dPy :

dP, =@, dS = ¢)EFZd£2

Dans I’expression préceédente on définit une section efficace différentielle de diffusion

S—Q directement mesurable dans les expériences de diffusion et un angle solide dQ _d_S
r

selon lequel est vu la surface dS située a la distance r de O. @; et @4 sont les flux incident et
diffusé. On peut relier les flux a I"amplitude des ondes électromagnétiques incidentes et
diffusées tel que :

2 hk N 7k,
Al =A T
nk bb™ 7k
By =[] == ZAOZ—ZWd
De ces relatlons, on déduit la section efficace qui est reliée a la longueur de diffusion b :
d K,
=2 _pb 4
dQ Kk,
Pour la diffusion élastique :
do _ bb*
dQ
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V-3-3-2 Diffusion élastique de Thomson

Lors de ce processus, c’est le champ électriqgue du rayonnement X qui interagit avec les
charges du systéeme et principalement les électrons, plus Iégers. Considérons une onde plane
incidente polarisée linéairement :

E, (F) = E & exp(i(at — k,.F))

Microscopiquement, les électrons du matériau sont soumis a une force :

F(F) = ma = —eE(F)

Les oscillations des électrons induisent I’émission d’une onde sphérique de méme longueur
d’onde que I’onde incidente :

2
~ -e‘E .
E,(F)=——2—(E&")Eexp(i(wt —k,.I))

4rg,me’r

- €’ est la direction de polarisation de I’onde diffusée et kq est la direction de propagation. Le
processus est élastique et led H = lei H :

- Le signe “-* dans I’expression de I’onde diffusée traduit un changement de phase de r apres
diffusion.

e T \29

»

Ki

Figure V-10 : Schéma de la diffusion Thomson d’une onde plane de polarisation e et de
direction de propagation k;.

On extrait la longueur de diffusion :
2
e
by, =————
4re,mc

- Le terme (€.€')* est appelé facteur de polarisation. Dans le cas d’un rayonnement incident

€.e'

. 1+ cos® 26
non polarisé ce facteur vaut EE—

2

e : .
- Le terme y—— est le rayon classique de I’électron (re) et vaut 2.818Fm. On comprend
7, MC

ici que pour les protons de masse environ 2000 fois plus importante que les électrons, ce
terme soit négligeable.
- La section efficace élastique de diffusion des rayons X par un électron vaut :

j—g = |bTh|2 ~ 0.08barn (1barn~10*cm?)
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V-3-3-3 Diffusion inélastique de Compton

- Ce phénomene obéit a un mécanisme différent du précédent. On considere I’aspect
corpusculaire de I’interaction rayons X-atome. On traite I’interaction comme un choc
élastique du photon avec I’électron de la matiere (voir figure V-11).

hv', photon diffusé

v

hv V\;
photon ®
incident

électron
Figure V-11 : Schéma du choc élastique lors de la diffusion Compton

Si on suppose que I’électron initialement au repos, acquiert apres le choc une vitesse V' (on
note p=V/c):

mc?

Conservation de I’énergie :hv + mc? = ho'+ ——
J1- B2
Conservation de I’impulsion :

ho ho mV
— = —C0Sf + ——=CO0S @

c c /1—ﬂ2

0 :h—Usin0+Lsin¢

c /1—ﬂ2

La résolution du systéme donne : -1 = L(1— cosd)
mc

L’écart par rapport a la longueur d’onde initiale dépend de I’angle de diffusion.

L’onde diffusée par ce processus n’a pas de relation de phase avec I’onde incidente. On parle
de diffusion incohérente. Les ondes ainsi diffusées par les différents électrons de la matiére
n’interferent pas. Leurs intensités se somment. En radiocristallographie, la diffusion Compton
incohérente est un phénomeéne parasite.

- Les processus de diffusion élastique et inélastique interviennent simultanément dans les
expériences de diffraction. C’est ce que montre la figure V-12. Cependant, par opposition a la
diffusion de Thomson, la diffusion Compton intervient essentiellement dans les systémes
constitués d’atomes légers et s’observe plus particulierement aux grands angles de diffraction.

»

15 16 17 'x(A)

Figure V-12 : Spectre de fluorescence X d’un échantillon de graphite observé a 26=90°. On
mesure le pic Thomson (& gauche) et le pic Compton (a droite).
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V-3-3-4 Diffusion magnétique

Dans le processus de diffusion élastique nous avons considéré uniquement I’interaction du
champ électrique de I’onde électromagnétique avec les charges présentes dans le systeme. Un
autre type d’interaction intervient également: I’interaction magnétique entre le champ
magnétique de I’onde électromagnétique et le spin de [I’électron. Cette interaction est
beaucoup plus ténue que I’interaction électrostatique, c’est pourquoi elle est négligée dans les
expériences classiques. En effet le rapport des intensités diffractées en diffraction Thomson et
en diffraction magnétique vaut :

| (i f
magnétique :( 602 )2 z1074
Icharge mc
Avec I’avenement des nouveaux synchrotrons, des expériences de diffraction magnétiques

sont neanmoins possibles.

47



VI DIFFRACTION DES RAYONS X PAR UN CRISTAL

La matiere soumise a un faisceau de rayons X réémet du rayonnement dans certaines
directions caractéristiques de I’arrangement atomique qui la constitue. Ce phénomene dit de
diffusion ou diffraction est en fait un phénomene d’interférences entre les ondes cohérentes
émises par les différents diffuseurs présents dans le matériau.

VI-1 Rappels d’optique

VI-1-1 Interférences a deux ondes, cas de Fraunhofer

Considérons une onde plane progressive monochromatique de vecteur d’onde k , de pulsation
o et d’amplitude Ao. Afin de simplifier les calculs nous introduisons la notation
complexe : A(k, w) = A, exp(iat) exp(—iIZ.F) pour définir I’amplitude complexe de I’onde.
L’amplitude réelle A de I’onde plane vaut alors A, = Re[A, exp(iat) exp(-ik.F)], tandis que son
intensité vaut : | = AA*. Par la suite nous ne considérerons pas I’aspect temporel ni pour
I’onde, ni pour la structure car en diffraction des rayons X ce n’est pas une grandeur
accessible. En effet, les rayons X, de fréquence trés élevée (10'®Hz), ne voient pas les
mouvements atomiques (~10'2Hz). La grandeur physique accessible est donc I’intensité |
moyennée sur la durée de I’expérience.

Soit deux diffuseurs I’un situé a I’origine, I’autre & 1;, émettant des ondes planes de vecteur
d’onde k dans la direction S;. Les ondes sont supposées cohérentes donc les amplitudes se
somment. Si OM est la différence de chemin optique entre les deux ondes (voir figure VI-1),
le déphasage vaut : ¢=|||2||0M 2 (7. §1)~kn

L’amplitude totale s’écrit :

A= A, exp(—ik.F) + A, exp(—ik.F) exp(-ig)
L’intensité vaut alors :

I =AJfL+ exp(i¢)|2 = 2AZ(1+cos @)

Selon la valeur de ¢, I’intensité peut présenter des maxima ou des minima, c’est le phénomeéne
d’interférences.

\\\ Sl
p
y/
@] VS

Figure VI-1 : Déphasage entre deux ondes planes émises en O et P(r).

VI-1-2 Interférences a N ondes : cas du réseau
Le résultat précédent se généralise lorsqu’on a N diffuseurs répartis périodiqguement selon une
direction. Leurs positions est repérée par ¥, =na (n entier, a pas du réseau). Les ondes

diffusées sont supposées cohérentes, I’amplitude complexe totale est donc la somme des
amplitudes :

N
A=>" Ay exp(-ikr,) = Ay > exp(-ink &) (1)
T, n=1

La somme de I’expression précédente correspond a une série géométrique et vaut :
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e;xq(N+DKé

. o exp(i(N D) PETE) ¢ 5
Zexp(—ink.é):l exp( |(N_E13k.a) _ E% sm((_N E})ka/Z)
n-1 1-exp(—ik.a) exp(—i—a) sin(ka/2)
2
~ _ \2
sin((N +1)k.a)
L’intensité totale vaut donc : 1 = A =
sin(ka/2)

C’est une fonction qui présente des maxima d’intensité proportionnelles & (N+1)? pour des
valeurs telles que kal/2=nr (n entier) (voir figure VI-2).

300
250 | N=19
200 -
150 -

100 ~

i AN X

0 20 40 60 80 100
. o . . (. (N+Dx,, . ?
Figure VI-2 : Representation graphique de la fonction | sin( 5 )/sin(x/2)

- Ce calcul peut également se résoudre géométriquement par la construction de Fresnel. La
figure VI-3 représente la somme sur n allant de —2 a 2 des termes complexes de la série
géométrique précédente. Celle-ci correspond a une somme de vecteurs u; de module 1
tournant d’un angle ka a chaque pas. La grandeur physique importante est la norme du
vecteur somme OM . Son carré est proportionnel & Iintensité diffusée par les N diffuseurs.

Sin((N+1)lZa)

Comme L = sin(ki) , on retrouve le résultat précédent OM = ———
20C 2 sin(k.a/2)

Figure VI-3 : Construction de Fresnel

- S’il y a un continuum de diffuseurs répartis selon la densité o(r), la somme discréte de
I’expression (1) se transforme en une somme continue et I’intensité vaut :
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2

1= A3|[ Py exp(-ikNAV| = ASTF(p(F)?
i

On reconnait la transformée de Fourier de la densité de diffuseurs. C’est un résultat
fondamental en diffraction : L’intensité est proportionnelle au carré de la transformée de
Fourier de la densité de diffuseurs.

VI-2 Diffusion des rayons X par un atome : facteur de diffusion atomigue

V1-2-1 Forme classique

Nous avons vu dans le paragraphe V, que ceux sont les électrons qui diffusent le rayonnement
X. Le champ électrique diffuse a la forme d’une onde sphérique :

= E
E4 (F) = —by, —%&"exp(—ik4 ) exp(—ict)
r

avec

eZ

b =
™ 4rgome?
Eo est I’amplitude du champ incident, k, le vecteur d’onde diffusé, & et &' les directions de
polarisation des ondes incidente et diffusée respectivement. by, est une constante appelée

longueur de diffusion de Thomson et reliée au rayon classique de I’électron r, .

€g'

Figure VI-5 : Différences de chemins optiques entre les ondes diffusées
par les différents électrons de I’atome.

Considérons un atome, de densité électronique p(f) . Soit O une origine dans I’atome. En un

point M de volume dV, une densité électronique dp(r) d’électrons va diffuser des ondes
cohérentes. La différence de chemin optique entre les ondes diffusées en O et en M est
5 =MH —OP. Ceci représente une différence de phase Ag = (k, —k;).F (voir figure VI-4),

ou r repére la position des électrons par rapport a I’origine. Les amplitudes se somment, et
pour I’ensemble des électrons de I’atome on trouve une longueur de diffusion totale :

batame = brn [ do(7) exp(-i(Ky ~K;).F)

Si I’on pose (IZd —Ei) =, appelé vecteur de diffusion et sachant que dp(r) = p(r)dV , on
trouve :

b,iome = by, [ P(F) exp(=iGi7)dV

On appelle facteur de diffusion atomique le terme f (G) = Jp(f) exp(—iq.r)dVv . Le facteur de

diffusion atomique correspond a la transformée de Fourier de la densite électronique de
I’atome. Dans le calcul de ce facteur les contributions des divers couches électroniques K,L,M
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interviennent. Le facteur de diffusion atomique varie non seulement avec la taille et le nombre
d’électrons Z de I’atome considéré mais également avec le vecteur de diffusion q (fig. VI-5).
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Si
10+
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T — °
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Figure VI-4 : Evolution du facteur de diffusion atomique en fonction
de q(=47sind 1) et en fonction de I’atome diffractant.

VI1-2-2 Facteur de diffusion anomal

Le facteur de diffusion atomique est généralement réel. Cependant, lorsque la longueur
d’onde de I’onde incidente est proche du seuil d’absorption de I’atome, la réponse
électronique est trés forte et on ne peut plus négliger les termes de frottement et de rappel
dans I’équation du mouvement de I’électron. Le couplage des fréquences se traduit par de la
dispersion que I’on appelle diffusion anomale et qui conduit a un facteur de diffusion
atomique complexe :

f=f,+Af +iAf’

Les termes de correction Af’ et Af’” sont reliés entre eux par les relations de causalité de
Kramers-Kronig. Le terme complexe est facilement accessible par des mesures d’absorption.

V1-3 Diffusion par un cristal périodigue parfait

Les rayons X sont diffusés par les électrons de la matiére. Dans un cristal, la densité
électronique est répartie en atomes (si on néglige les liaisons chimiques), eux-mémes répartis
en motifs répetés selon le réseau. Les ondes diffusées par I’ensemble des atomes sont
cohérentes et les amplitudes se somment. Dans la sommation, on distingue habituellement si
le cristal est idéalement parfait et ordonné, le terme lié a une maille (facteur de structure) et le
terme lié au réseau (facteur de forme).

V1-3-1 Facteur de structure
Soit un cristal de maille M. Celle-ci contient des atomes noteés i, repéres par les vecteurs T, et

de facteur de diffusion atomique f;. L’amplitude de I’onde diffusée par I’ensemble de la maille
correspond a la somme des amplitudes des ondes cohérentes diffusées par les divers atomes.
En tenant compte du déphasage A¢ =q.r; entre ondes émises par ces différents atomes, on

trouve une longueur de diffusion pour la maille :
Binaine (G) = Py, Z f,(d) exp(-iq.i;)

On appelle facteur de structure le terme : F(G) = z f.(G)exp(-iq.r.)
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V1-3-2 Facteur de forme — Conditions de Laue
Soit F le facteur de structure d’une maille et ﬁuvw =ud+Vvb +wC le vecteur repérant chaque

maille. Si on tient compte du déphasage A¢ = q.ﬁww entre ondes cohérentes emises par les
differentes mailles, I’lamplitude totale diffusée par le cristal est :
Acrista (G) = Agbry eXp(=ikg 1) D" F (d) exp(=iG.Rymy) = Agbry F (d) exp(=iKy .F) D exp(=id.Rum)

u,v,w u,v,w

La somme peut étre décomposeée en trois termes unidimensionnels.

Ny N, N3
Acrisat () = Agbry F (@)D exp(-iudid) Y exp(-ivib) Y exp(-iwg.c)

u=1 v=l w=1
Ni, N2 et N3 représentent les nombres de mailles dans les trois directions caractéristiques du
réseau a,b,c.
On retrouve ici les termes caractéristiques de la diffraction par un réseau unidimensionnel.
L’intensité diffractée vaut alors :

.2 . .2 o .2 —

e 0= 4 A= A5 QI 212 S N512) S (42
On note S(q) le facteur de forme du cristal:
S(q):[sinz(qua/Z) sinZ(qu.B/z) sin?(N,G.€/2)
sin(G.a/2) * sin?(Gb/2)  sin*(GE/2)
Chaque terme de S(q) se comporte comme la fonction représentee figure VI-2 qui présente
des maxima principaux d’intensité 1 .« N’NZN2Z, pour des valeurs de g telles que :
g.a=2nr

Gb =2nz

G.C=2nx

Ceci correspond aux conditions de Laue, qui impliquent que ¢ est un vecteur du réseau
réciproque G = ha*+kb *+I¢ *.

La largeur totale des maxima vaut gx~1/N1, gy~1/N2 q,~1/Ns. Les raies de diffraction sont
donc d’autant plus fines que le domaine cristallin est grand.

V1-3-3 Relation de Bragg
Les conditions de Laue signifient que dans le cristal, les plans atomiques (hkl) sont en

position de réflexion et diffusent en phase. La direction de diffraction est Izd = Ei + G (sachant
que [k} =[kq|)- Si Ion note 26 Iangle entre ket k,, i la normale aux plans (hkl) et dyq la

distance interéticulaire, la différence de phase entre ondes diffusées par deux plans successifs
de la famille (hkl) vaut :

A¢ = dhk| ﬁE, + d hkl ﬁlzd = 2d hkl Sln H“El “ (VOlr figure VI'6)
Les plans diffusent en phase si :
2d,, sin HHIZi H =2nz

Ce qui conduit & la loi de Bragg { 2d,,, siné =nA | (n entier)
On remarque a ce niveau que pour observer de la diffraction il faut d’une part que 4 < 2d,,,,

d’autre part que 0 ne soit pas trop petit. Ceci impose alors que la longueur d’onde du faisceau
soit de I’ordre de grandeur des distances interatomiques (dnk).
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Figure VI-6 : Diffusion en phase des plans atomiques (hkl) : Loi de Bragg

V1-3-4 Construction d’Ewald
Les conditions de Laue et la loi de Bragg ont un équivalent géomeétrique : la construction

d’Ewald. Soit S la sphére d’Ewald de rayon “k “ “kd“ Le faisceau incident coupe la
sphére en |, pris comme centre du réseau reC|proque D’apres les conditions de Laue, il y a

diffraction dans la direction OM, si (= k k est un vecteur du réseau réciproque. Ceci

implique que M soit un nceud du réseau réciprogue. Dans ce cas, les plans de la famille (hkl)
sont en position de réflexion et vérifient la loi de Bragg comme représenté figure VI-7.

RX

Figure VI-7 Construction d’Ewald

V1-3-5 Propriétes du facteur de structure

VI-3-5-1 Expression générale

Soit X;, Vi, zi les coordonnées d’un atome i de la maille. Soit h, k, I les coordonnées du vecteur
de diffusion @, vecteur du réseau réciproque. Le facteur de structure s’exprime alors

comme :
Fo Z f.(6)exp(-i(x,a+y,b+2,c).(ha" +kb™ +1c”) = Z f. (G) exp(=27i(hx; +ky, +1z,))

Dans la sommatlon, on distingue 2 contributions : celle du motif et celle du mode de réseau.

VI-3-5-2 Cas des mailles non primitives- Extinctions dues au mode de réseau.

- Considérons une maille centrée | constituée de N atomes. S’il existe dans le motif un atome
en (XiYizi), il existe naturellement le méme en (x;+1/2,y;+1/2,z;+1/2) puisque la maille est
centrée. Le facteur de structure peut donc s’écrire :
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N/2
Fhkl (q) _ Z[ fi (q)e—2m(hxi+kyi+lzi) T fi (q»)e—bzi(h(xi +1/2)+k(y; +1/2)+I(zi+l/2))]
i=1

P (@) = 2 Ty @) exp(-27(hx; +ky, + 1z, )L+ exp(-27i(" +|2( =)

Lorsque h+k+1=2n+1 (n entier), le facteur de structure s’annule systématiquement. On
parle alors d’extinction systématique de ces raies de diffraction due au mode | de réseau.

Pour les raies existantes, le facteur de structure vaut :
N/2

Fua (G) = 22 f, () exp(=27(hx; +ky; +1z,))

i=1
- Selon le mode de réseau, les régles d’existence varient comme le montre le tableau VI-1.

Mode de réseau I F C

Régle d’existence des raies h+k+I=2n h,k,I de méme parité h+k=2n

Tableau VI-1 : Regles d’existence des raies de diffraction selon le mode de réseau.

V1-3-5-3 Cas des opérations de symeétrie & glissement — Extinctions dues au motif
- Considérons un cristal présentant une symétrie du type axe hélicoidal a glissement 2; selon
z. Cela signifie que la maille contient N atomes, chaque atome de coordonnées (Xi,yi,zi) est

associé par le 2; a un autre atome en (-x;,-yi, zi+1/2). Le facteur de structure s’écrit alors :
N/2

Fia (0) = Z[ f, (@) exp(=27(hx; +ky; +1z;)) + f;(q) exp(=27i (=hx; —ky; + (1 +1/2)z,))]

=2, fi (@) exp(-27ilz, )[exp(-27i(hx; +ky;) + (=1)" exp(-27i(~hx; —ky,))]

On remarque que pour les plans du type (00I), il y a extinction systématique des raies de
diffraction telles que 1=2n+1.

- La présence d’opérations de symétrie a glissement induit donc des extinctions systématiques
de certaines raies de diffraction. On parle d’extinctions dues au motif.

VI-3-5-4 Loi de Friedel
L’intensité diffractée par un cristal vaut :

1(@) = A@@)A(d)

Soit R,,, le vecteur repérant les mailles, f; le facteur de diffusion atomique de chaque atome i
de la maille repérés par ..

A(G) o< 3 f (@) exp(=iGr) D exp(-idR,y,)

u,v,w

Si les facteurs de diffusion atomiques sont réels alors : A" (G) = A(-)

Ainsi on obtient la loi de Friedel :

1(q) = 1(=q)

Toutes les structures apparaissent donc centrosymétriques (possédant I’opération de symétrie
inversion) dans les expériences de diffraction classique. Par contre, dans les expériences de
diffraction anomale, la loi de Friedel n’est pas vérifiée puisque le facteur de diffusion
atomique devient complexe au seuil d’absorption considére.
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VII CALCULS D’INTENSITE

Dans une expérience de diffraction, I’analyse de la position des raies diffractées par le cristal
permet d’avoir des informations concernant le réseau cristallographique et I’analyse de
I’intensité diffractée permet d’avoir des informations concernant le motif. Ce chapitre
présente des calculs d’intensité dans quelques cas particuliers.

VI1I-1 Diffusion par une poudre

VII-1-1 Intérét

La diffraction de poudres consiste a envoyer un faisceau de rayons X étroit et
monochromatique sur un échantillon polycristallin. Elle présente deux avantages. Tout
d’abord, d’un point de vue matériaux : les poudres sont beaucoup plus faciles a synthétiser.
D’autre part, avec une poudre composee d’un tres grand nombre de cristaux élémentaires
désorientés les uns par rapport aux autres, on est assuré d’avoir toujours une cristallite en
position de diffraction.

La méthode des poudres permet de mesurer les paramétres de maille trés précisément ainsi
que de déterminer le réseau de Bravais d’un cristal. Elle est également tres utilisée pour
caractériser la texture c’est-a-dire I’orientation préférentielle des cristallites dans I’échantillon.
Avec les progreés informatiques et les nouvelles sources synchrotron, la diffraction sur poudres
est méme utilisée pour la détermination de structure cristalline.

VI11-1-2 Réseau réciproque et indices de raies d’une poudre

Pour un monocristal, la diffraction sur une famille de plans (hkl) conduit & une direction de
diffraction unique. Le réseau réciproque est constitué de points situés a G, du centre du
réseau reciproque Ogg. Dans le cas d’une poudre, chaque grain correspond a une orientation
pour les plans (hkl) et donc a une direction de diffraction. Le réseau réciproque est constitué

de sphéres concentriques de centre Ogrgr (le centre du réseau réciproque) et de rayon Héhkl H

(voir figure VII-1). En utilisant la construction d’Ewald, on peut en déduire que I’intersection
entre le réseau réciproque et la sphére d’Ewald est formée de cercles. L’ensemble des
faisceaux diffractés issus de I’échantillon est alors un cone dont I’axe est le faisceau incident
et dont I’angle au sommet est 46 (demi angle 26). 0 est I’angle de Bragg Vérifiant la relation

22—7[sin d=nAl.

(G|

Si plusieurs raies hkl correspondent a la méme valeur de Héhk, H en diffraction de poudres,

elles contribueront au méme anneau (c’est la loi de Bragg). L’origine de I’équivalence de ces
raies est la symétrie du cristal. Le nombre de raies équivalentes en fonction du systeme
cristallin et de I’indice hkl est donné par le facteur de multiplicité (voir tableau VI1I-1).

VI11-1-3 Intensite diffractée
Dans une expérience de diffraction de poudres, I’intensité totale diffractée dans la raie hkl est

2
P(©9) [Fra
L = 1oA%r2 m Y
hkl 0 e 4sin(9) hkl V2
lo est I’intensité incidente, re le rayon classique de I’électron, P(0) le facteur de polarisation

(= 1+cos?(26)

quand le faisceau n’est pas polarise), Fny le facteur de structure, v le volume de
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la maille et V le volume de I’échantillon. On appelle facteur de Lorentz, le terme L(6)= L

4sin @
qui dépend de la géométrie de I’expérience.

Le facteur myy est appelé facteur de multiplicité. Il tient compte du fait que par symétrie
plusieurs familles de plans (hkl) d’indices différents sont équivalentes et présentent la méme
distance interéticulaire dnq. Ces familles de plans contribueront donc au méme anneau de

diffraction. Le tableau VII-1 donne les facteurs de multiplicité pour différents types de plans
(hKI) et pour chaque systéme cristallin.

Cubique

hkl : 48

hhl :24 | Okl:24 | Okk:12 | hhh:8 00l : 6
Hexagonalou | hk.l:24 | hh.l:12 | Ok.l:12 | hk.0:12 | hh.0:6 | Ok.O:6 | 00.:2
rhomboédrique
Quadratique hkl:16 | hhl:8 Okl : 8 hk0:8 | hh0:4 | 0k0:4 00l : 2
Orthorhombique | hkl : 8 Okl : 4 hOl:4 | hk0O:4 | h00:2 | Ok0O:2 | 00I:2
Monoclinique hkl : 4 hOl : 2 0k0: 2
triclinique hkl : 2
Tableau VII-1 : Facteurs de multiplicité
Film photo cylindrique
Rayons X | 4RO
incidents

—>

i

Sphére d’Ewald

Echantillon de
poudre

Cone de diffraction

S-bh.éreg..-éonstituant le
résédu réciproque
Figure VII-1 : Schéma de principe d’une expérience de diffraction de poudres
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VII-2 Intensité intégrée dans le cas d’un monocristal

Une raie de diffraction n’est pas ponctuelle, sa largeur est reliée a la taille du domaine
cristallin et a la taille du faisceau. Lors d’une expérience de diffraction sur un monocristal
(volume total V et volume de la maille v), la grandeur physique mesurable importante est
I’intensité intégreée d’une raie hkl. Celle-ci correspond a I’intensité totale diffractée durant le
passage du nceud hkl sur la sphere d’Ewald.

On montre que celle-ci vaut :

sin(20) v?2

P(0) est le facteur polarisation (voir paragraphe V-3-3-2) et Fpy le facteur de structure.

1(0) = 1,r2P(6)

V11-3 Pouvoir diffusant
La section efficace de diffraction d’un faisceau de rayons X par un électron est :

do

o b, = 1.

Pour les nSe électrons du matériau I’intensité totale diffractée dans toutes les directions vaut :
d

| ~ 1, d—ngtalnSe = 1,r?4mnSe

Ou n est la densité électronique et Se le volume du cristal d’épaisseur e.
Le pouvoir diffusant est défini par :

P, =1/1,S ~r’4me
Pour un matériau d’épaisseur e=1cm, contenant % mol/cm® d’un atome avec Z~20, on a une

densité électronique de ~10%* e*/cm®. Avec r2 ~10%2cm?, le pouvoir diffusant est ~3.1072.

L’intensité diffusée par un cristal n’est donc que quelques pourcents du faisceau incident.
Ainsi il est Iégitime de négliger les effets de diffraction multiple.

VI11-4 Diffraction par un corps de structure quelconque

VI11-4-1 Forme générale

Lorsque le systeme est constitué de diffuseurs répartis de fagcon désordonnée, on est amené a
considérer la fonction continue p(r), densité de diffuseurs, pour décrire le systeme.

Soit p,(F) la densité électronique des diffuseurs supposés identiques. La densité

électronique totale vaut : p e = Lo (F) * (7).
Le produit de convolution indique que p,, (F) est un « motif » répété selon la fonction po(r).

Nous avons vu dans le chapitre précédent que I’intensité est le carré de la transformée de
Fourier de la densité électronique :

| =<|[(pu () * p(FY exp(-idav| >

D’apreés les propriétés de la transformée de Fourier :

TF(f*g)=TF(f)TF(g)

On trouve alors pour I’intensité :

| =<[TF (o4 (M)I* [ p(F) p(F*+F) exp(-ig.F)dvaV >

Le terme ”p(?)p(f'#) exp(—iq.r)dvdV = NTF[g(r)] correspond & la transformée de

Fourier de la fonction de corrélations de paire densité-densité : g(r) = po(r)* p(-r) . La forme
de la fonction g(r) dépend des corrélations dans le systeme et donc de I’ordre. g(r) est
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proportionnelle a la probabilité pour qu’ayant un diffuseur a I’origine, il y en aituna r (voir
figure 1-6).

VI11-4-2 Quelques exemples

V11-4-2-1 Cas des gaz

Lorsque le systéme est totalement désordonné comme dans un gaz. La fonction g(r) est alors
constante et égale a 1. L’intensité diffusée est alors proportionnelle au carré du facteur de
diffusion des diffuseurs et au nombre N de diffuseurs :

| o N|F(@)[°

V11-4-2-2 Cas des liquides

Dans les liquides, il y a des corrélations premiers voisins entre diffuseurs. La fonction de
corrélation de paire présente un (ou plusieurs maximas) (voir figure 1-6). Les maxima de la
fonction interviennent pour des distances de I’ordre de nd avec d, diamétre des diffuseurs.
L’intensité diffractée par le systeme correspond alors a la transformée de Fourier de g(r). g(q)
a des caractéristiques semblables a g(r) : elle présente des oscillations. Les maxima de g(q) se
situent a des distances de I’espace réciproque de I’ordre de 2rn/d.

Dans le cas général, les liquides sont isotropes (voir figure VII-2). Cette symétrie se retrouve
dans la fonction g(r). En conséquence I’intensité diffractée est également isotrope. L’espace
réciprogue d’un liquide est donc constitué de sphéeres concentriques de rayons ~2xn/d.

Figure VI1I-2 : Cliché de diffraction X d’un cristal liquide thermotrope 504, en phase
isotrope. L’intersection du réseau réciproque (spheres concentriques) avec le film conduit a
I’obtention d’anneaux diffus.

V11-4-2-3 Cas des cristaux périodiques

Dans un cristal, la fonction d’autocorrélation densité-densité g(r) présente des maxima tres
fins pour chaque noeud du réseau et ce jusqu’a I’infini. En effet, dans un cristal périodique
I’ordre est a longue portée et les corrélations se font sentir jusqu’a I’infini. La fonction g(q)
présente elle aussi des maxima fins aux nceuds du réseau réciproque (figure 111-3). L’intensité
en ces nceuds sera proportionnelle au carré du facteur de diffusion et a N°:

l oc N2|F ()"
On remarque que I’intensité diffractée par un cristal périodique est proportionnelle & N? sur

les raies de Bragg tandis que I’intensité diffractée par des corps peu ordonnés est
proportionnelle a N.
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VIl VIBRATIONS DE RESEAU

VI11-1 Introduction

A température non nulle, les atomes ne sont pas fixes sur le réseau. lls vibrent autour
de leur position moyenne. Ces vibrations sont dues a I’agitation thermique. Ce ne sont pas des
vibrations individuelles. En effet, les atomes interagissent. Ainsi, le déplacement d’un atome
vers un autre, entraine par répulsion, le déplacement de ce dernier. Ceci constitue alors une
onde de déplacement, une onde progressive. Cette onde peut étre longitudinale (le
déplacement des atomes se fait dans la méme direction que la direction de propagation de
I’onde) ou transverse (le déplacement des plans atomiques se fait orthogonalement a la
direction de propagation) comme le montre la figure VIII-1. Ces vibrations collectives
peuvent étre assez bien modélisées par des atomes liés avec des ressorts. Le cas usuel
correspond au cas harmonique, ou les déplacements sont faibles et ou la force de rappel du
« ressort » est proportionnelle au déplacement. La résolution de ce probleme peut néanmoins
étre complexe. Nous considérerons donc ici des situations simplifiées ou le systeme est
unidimensionnel et ou le motif est constitué d’un seul atome, puis de deux atomes. Notons
que le quanta de vibration de réseau est appelé un phonon.

. o’ O O O O O O O O; K : direction de

propagation

o ®u® @

~\ Onde
~ transversale

Un Un+1
Onde

O— =6 o0 -3:'.'.'.'.1’@5'.7_@_ Longitudinale

Figure VIII-1 : Nature d’une onde

VI11-2 Cas du réseau 1D monoatomique

Soit une chaine atomique de parametre de réseau a, constituée d’atomes a la position
moyenne R,=na (n indice de la n ieme maille). Soit u, le déplacement algébrique de I’atome
de la n iéme maille par rapport a sa position moyenne. Soit C, la constante de rappel entre
atomes distants de p. La force résultante sur un atome n est :

I:n = Z Cp(un+p - un)

p
Soit M, la masse de I’atome, I’équation du mouvement devient :
d’u,

dtz = Zcp(um—p _un)

p

M
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Nous cherchons des solutions sinusoidales en temps de la forme e'* :

2
-Mo u, = Zcp(ump _un)
p
Supposons des solutions de la forme :

_ i(n+p)Ka
Uy, =ue

Cela conduit a une équation du type :
2 inka __ i(n+p)Ka inKa
—Me’u ™ = c u(e'™P" —e™?)

p
Mo® =-> ¢, (€™ -1)=-> c, (™ +e™* -2)
p p>0
D’ou enfin :

2
o’ =—> c,(1-cos(pka))
M p>0
Ceci conduit a une relation entre la pulsation des vibrations et le vecteur de
propagation k. On appelle cela relation de dispersion. Cette relation présente des singularités
pour k =2z /a. En bord de zone de Brillouin, la pente de o est nulle et la fonction présente
un maximum. Or, la pente de la relation de dispersion correspond a la vitesse de groupe de
I’onde représentant ces vibrations vq :%—C‘k’ :
Lorsqu’on considere uniquement les interactions entre plus proches voisins, on a :

w? = 2C, (1—coska)
Ceci devient :
4C1 2|l
=(—=)"“Isin(=ka
o= ( v ) (2 )

En générale, on considére uniquement cette relation pour la premiére zone de Brillouin
c’est-a-dire, & une dimension, pour k € {~z/a,z/a} ou encore ka e {-z,7}. En effet, un

déphasage en dehors de cette zone peut toujours se ramener a un déphasage entre {— T, 7z} En

bord de zone de Brillouin, la solution n’est pas une onde progressive mais une onde
stationnaire.

Remarquons que les vibrations dans les cristaux sont de I’ordre de 10 Hz. Ces
vibrations ne peuvent pas étre observées par diffraction de rayons X. En effet, lors de
Iinteraction RX-matiére, les rayons X dont les fréquences sont de I’ordre de 10™ Hz, ne
voient qu’un instantanée des vibrations de réseau. Par contre, la diffusion de neutrons permet
d’observer ces déplacements atomiques. En effet, les fréquences des neutrons sont du méme
ordre de grandeur que les vibrations de réseau.
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: 0.6
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e o T

a = .
l" Premiére zone de Brillouin 4]

Figure VIII-2 : Relation de dispersion associée a des vibrations d’un réseau monoatomique
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VI111-3 Cas d’un réseau diatomique unidimensionnel

Considérons maintenant le cas plus complexe d’un réseau 1D de paramétre a et de
motif : deux atomes de masse M; et M,. La constante de rappel entre les différents atomes
sera notée C car on considére uniquement les interactions premier voisin. L’équation du
mouvement pour les deux types d’atomes devient :

d®u,
Mldt—ZZC(Vn +V.4 —2Un)
d’v,
Mzdt—Z:C(uMJrun -2v,)

Nous cherchons les solutions sous la forme :

inKa 5 —iot

u, =ue™%e

inKa

v, =ve"™e
Ceci conduit a ;

—@’M,u =Cv(l+e ™) -2Cu
—@’M,v =Cu(e™® +1) - 2Cv

Il'y a une solution non triviale si le déterminant est nul.
2C - M, 0’ ~C(l+e™)
~C(l+e™) 2C - M, w*

Ceci conduit a:

M,M,o* -2C(M, +M,)w* +2C*(1-cosKa) =0

Pour Ka petit, cette équation devient :

M,M,o* -2C(M, + M,)o’ +C*(K?a?*)=0

Le discriminant de cette équation du second degré en o est :
A=c*(M;+M,)-M,M,K?a?%)
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Les racines sont alors :
e (M, +M,)++/A

MlMZ
D’ou:
, 1 1 .
0 =2C(—+-—) Branche optique
Ml 2
1c
0t =—2 K2’ Branche accoustique
M, +M,

Du point de vue physique, le mode accoustique correspond a la vibration couplée de tous les
atomes en phase. Le mode optique correspond a la vibration des atomes de type 1 et des

atomes de type 2 en opposition de phase (voir figure VII1-3).

Mode acoustique

Figure VI11-3 : Vibrations pour un réseau diatomique

1/2 Branche des phonons optiques
[2¢ 1 + 311" g -

(201 Mp)?

ﬂfl = ﬂ!g

I
I
I
ltzcmrl)“‘
I
I
|
I
I
|

Branche des phonons
acoustiques

|

|

|
.
2a

Figure VIII-4 : Relation de dispersion pour un réseau 1D diatomique



XIX DEFAUTS DANS LES RESEAUX

XIX-1 DEFAUTS PONCTUELS
X1X-1-1 Définition

Il'y a deux types de défauts ponctuels. Le premier correspond a une lacune, c’est-a-
dire un atome manquant transféré a la surface du cristal. On le nomme défaut de Schottky. Le
second type de défaut correspond a un atome interstitiel. 1l se place dans les cavités de la
structure, c’est le défaut Frenkel. A température finie (non nulle) T, on trouve un certain
nombre de ces défauts ponctuels. La probabilité P de trouver ces défauts et donc la proportion

de défauts (—"
n+ N

I’énergie nécessaire pour créer ce type de défaut car la structure idéale est la plus stable
énergétiqguement. Eq est de I’ordre de 0.5 a 2 eV. A des températures proches du point de
fusion, la concentration en défauts peut aller jusqu’a 1°/°°.

) sont fonction de la température P =LN:exp(—E0/kT) ou Ep est
n-+

XI1X-1-2 Diffusion

Dans un matériau s’il existe un gradient de concentration d’une espéce chimique A, il
y a alors diffusion. La diffusion, c’est le déplacement de I’atome de I’espece A. Les défauts
ponctuels tels que les lacunes peuvent ainsi diffuser. De méme dans un alliage AB constitué
par substitution aléatoire d’un atome A dans une matrice B, il y a diffusion de I’atome de
substitution.

La diffusion a lieu d’une région de forte concentration vers une région de plus faible
concentration. C’est sur ce principe qu’un nuage de fumeée noire se dissipe car les molécules
diffusent vers des régions moins concentrées. La diffusion suit donc une loi appelée loi de
Fick :

jy=-Dgrad(C)

Ou D est le coefficient de diffusion, jy le flux d’atome diffusant A et C la
concentration en atome A. La constante de diffusion dépend généralement de la température
comme :

D =D, exp(—-E/k;T)

Pour démontrer cette forme, considérons la diffusion a une dimension. Si v est la
fréquence de vibration d’un atome, la probabilité pour qu’un atome ait assez d’énergie pour
diffuser est :

p=vexp(—E/k;T)

Ou E est I’énergie nécessaire pour passer d’une configuration a une autre apres
diffusion.

Soit S(x) le nombre d’atomes d’impuretés A par unité de surface, dans un plan
cristallin situé en x. On a S(x) =C(x)*a (a: distance interéticulaire). Le nombre total
d’atomes par unité de surface étant passes en 1 seconde d’un plan situé en x vers un plan situé
en x+a est la densité de courant jy et vaut :

ds , dC

: ds
In :{S(X)—(S(X)ﬁLaa)}p =—pa&:—pa o
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On trouve alors :

D = pa® =1a’ exp(-E /k,T)

Le coefficient de diffusion peut étre mesuré par des techniques de traceur radioactif
par exemple. L ordre de grandeur de ce coefficient de diffusion est 0.2-0.5cm?s™.

XIX-11 DEFAUTS LINEAIRES : LES DISLOCATIONS

XIX 11-1 Introduction

Lorsqu’un matériau est soumis a des contraintes mécaniques, une déformation s’opeére.
Cette déformation peut étre faible et réversible on parle alors de déformation élastique ; ou
plus forte et irréversible, on parle de déformation plastique. Une image simple de la
déformation de cisaillement par exemple serait de considérer que tous les atomes se déplacent
en bloc sur un plan de glissement comme représenté figure XIX-1. Ceci nécessite alors le
passage par des barrieres d’énergie correspondant a des situations telles que représenté figure
XIX-1b. L énergie colossale que cela nécessite est proportionnelle au nombre total d’atomes
du plan de glissement N2. Cette image n’estime pas correctement les valeurs du cisaillement
critique observé expérimentalement. En fait, le cisaillement critique observé
expérimentalement est beaucoup plus faible. C’est au début du XXéme siécle que fut
proposée le concept de dislocation pour expliquer les résultats expérimentaux. La dislocation
la plus simple est une dislocation dite coin. Elle correspond a I’introduction d’un demi-plan
atomique supplémentaire dans la partie supérieure du réseau comme représenté sur la figure
X1X-3b. Elle introduit un champ de contrainte dans la partie supérieure. La déformation du
cristal correspond alors au déplacement de cette dislocation qui ne fait intervenir qu’une ligne
d’atome N comme le montre la figure XIX-2. Ce phénoméne est alors moins colteux en
énergie que le modéle simpliste proposé initialement.

O O O O O O O O
O O O O O O O O

Figure X1X-1 : Déplacement en bloc d’atomes lors de la déformation sous cisaillement
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Figure X1X-2 Déplacement d’une dislocation coin.

XIX 11-2 Caractérisation des dislocations : vecteur de Burgers

Pour créer une dislocation, il faut donc couper fictivement un demi-cristal. Séparer les
levres suivant un certain vecteur b, puis recoller les deux lévres de la coupure. Si la séparation
se fait selon le plan de la coupure, il n’y a pas d’apport de matiére, c’est la dislocation vis
(voir figure X1X-3a). Si la séparation se fait perpendiculairement a la coupure, il faut apporter
un demi-plan atomique supplémentaire, c’est la dislocation coin (voir figure XI1X-4b). Dans
un milieu périodique tel un cristal on ne peut recoller que si b est un vecteur du réseau sinon,
il n’y a pas continuité du cristal loin de la dislocation. Le fond de la coupure est appelé ligne
de dislocation L. La dislocation est caractérisée par L et le vecteur b appelé vecteur de
Burgers.

Figure X1X-3 a) Dislocation vis b) Dislocation coin

Afin de déterminer le vecteur de Burgers, il faut considérer un cristal idéal.
Construisons alors un circuit fermé en partant d’un atome. Ce circuit sera constitué d’un
certain nombre de vecteurs du réseau réciproque. Si I’on construit un circuit similaire dans un
cristal imparfait autour d’un defaut de dislocation, le circuit ne peut pas se refermer. Le pas
supplémentaire nécessaire pour que le circuit soit fermé est alors le vecteur de Burgers. La
figure XIX-4 représente le principe de cette méthode.
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Figure X1X-4 : Recherche du vecteur de Burgers d’une dislocation coin.

XIX-111 DEFAUTS PLANS : LES JOINTS DE GRAINS

Les matériaux polycristallins sont généralement constitués de grains (cristallites)
juxtaposes. Entre les grains se situe une paroi de dislocations paralléles. 1l y a alors une
relation entre I’angle de désorientation de deux grains voisins et le vecteur de Burgers. Cet
angle est proportionnel au module de b et a la distance entre dislocations.
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