MOMENT CINETIQUE

Moment cinétiqgue en mécanique classique :

Moment d’une force : FT, = OMAF

Moment cinétique par rapport a un point A pour un point M:
L_A) = AMAmV (Moment de la quantité de mvt)

Moment cinétique par rapport a un point A pour un solide :

doG

L, = Z AM;Amiv; (MV =Y, mu; avecV = —)
i

Moment cinétique par rapport a au centre de Gravité G pour un solide :

L = Z GM, Amiv;
[



Equation d’évolution :

L, = z AM \miv;

dL, dAM aaM; | N AM/\ dv,
—_ = miv; mi—
dt ~ dt ' dt
l
Y _
= vz) - U_A) i
dLA
Z(v —v)Amv; + Z Ty
dLA N N - __ — —
dr _vA/\Zi mv; + Zi FAi=vA/\MV + FA
- o _ dly _ = | Théoreme dumoment
Terme 1:=0 { 5|.A immobile > -~ =1 cinétique en 1 pt fixe
Si A=G
dL¢ — | Théoreme du moment
9 -0 = FG . s
dat cinetique au CDM




Moment Cinétique intrinseque et moment cinétique orbital :

L, = z AM \mi; = A_a’/\z miv; + z CM Amiv;
[ [

L, \ i' ]
= 4G — GM, = Mv

L_A) = AGAMV + L_G) Théoreme de Koenig pour le moment cinétique

\ J
1

Moment
Cinétique/A d’un pt
matériel unique
coincident avec G




Systeme soumis a une force centrale :

—_—

dLy
dt

—_ -

=T,= AM AF

A, pt fixe. Si force centrale F//AM

AM AF =0 - L, = cste

Le résultat est valable aussi si F=0 (systeme isolé ou libre)

- Le moment cinétique est une constante du mouvement
dans un probleme a force centrale



Observables associées au moment cinétique orbital

L.=YP,—7P,
L-L 7 L,=7ZP,—XP,
7/\}3 u LZZXPy—YP
L [2=L2+L[2+L>?
X,P.| =in
Y,P)| =in
Z,P,| =in
X.P|=0
X, 7]=0
P,P,|=0




Regles de commutation des observables :

— ~

=YP,(-i h)+ ihXP =i h[XP -YP = ihL,

L, Ly_ =ihL,

S R L, Ly, ,he commutent pas entre

Ly, L,[=ihL, elles = On ne pourra pas mesurer
simultanément les 3 observables.

L, L, =|hLy



(Lo 2] = [Lx, L2 + L2 + L2 = [L, L2 + [T, L] =

A savoir : [A,BC]=[A,B]C+BI[A,C]

X'z X =z yHzThizby
-ihL, ~ihL,
[L.[2] =0

£,2] = [6,2] = [£, 2] =0

%L ] =0



I Théorie générale du moment cinétique:

Toute observable vectorielle J telle que

53 3.5

JAg g
Représente nécessairement une grandeur moment cinétique
oIy |15,
Sy J2|=10

On choisit :

[]’2,]’;] =0 On donne un réle particulier a z

lls ont pour vecteurs propres communs |j, m >



J2 et ), ont pour vecteurs propres communs [j, m >

j associé a la val. prop. de J?
m associé a la valeur propre de Jz

L'unité du moment cinétique peut étre h :
[h] = energie «T = ML2T 2T = ML?*T 1

[J]] = rmv = LMLT = ML?T 1

Donc on pose :

Flim>=j(+ Dr2|j,m>
I, |j,m > = mh|j,m >

Point de départ : j et m réels et j>0 (évident car v.p. de J2>0) et sans dimension

Connaitre j et m est tres important car on veut répondre aux questions :
- si, on effectue une mesure du carré de J, quelle valeur trouve t-on?
- La norme de J étant fixée, soit j connu, quels sont les résultats de la mesure de jz?



Si J2 connu (j connu) et siJ, connu (m connu),

- J et J, ne pourront pas étre connu de fagon précise car [J,, J,]# 0
= |j, m > ne sont pas vecteurs propres de J, et J

On introduit les opérateurs non hermitiques :

] =1ty J =1~y

On admet donc :

J2lim>=j+ Dh?|j,m>
I, |j,m > = mh|j,m >

j est entier ou % entier (=0) : j=0, %, 1, 3/2, 2...

m est de méme nature que j, entier si j entier % entier si j %2 entier et tq
—J] < m < j variant par pas de 1

Soit j donné - (2j+1) valeurs de m

Soit j donné > (2j+1) vect. |j, m > différents

Ex.:j=1 m=-1,0,1
1=3/2 m=-3/2, -1/2, %, 3/2 (ne pas mettre 0 ici)



I =T+ iy =30 +1)
=5 -if fy=50—1)

i lpm>=n/iG+D-mmz D) jm+1>



Moment cinétique orbital

.0 e Exemple : rotation de la molécule de OH
Systeme de coordonnées : sphériques

X = rsinBcos¢
y=rsinfsing
Z =1cosH

r=x*+y?+27°

Z
. tgl =
g Vxé + ys + z-
y
tgp ==
go 2

i =7\

L = (¥A\p), = 2Dy — YDy = 'ha 'ha = —ih 9 9
z r pz_xpy YDx = X l ay y l Ox - l xay Ox

A mettre erésphérique, calcul long... Le résultat :

-~

L, = —ih E Ne dépend que de ¢.
¢ L2, L, L, L, ne dépendent que de 6 et ¢ et pasde r



Pllm>=1(l+Dn|,m>
EZ |l,m > = mh|l,m >

e Leskets, |, m > sont vecteurs propres communs a L% et Lz
* Le nbre quantique |, repére la valeur propre I(I+1) h? de L2
* m repere le nbre quantique associé a la valeur propre mh de L,

On souhaite repasser aux fonctions d'onde : < 7| > = Y(7)
lIciona:<r,0,¢p|l,m >=y(r,0,¢p)

L%, L,L,L,... ne dépendent que de 8, ¢ :

<0,p|Lm >=Y,"(0,¢) : cesfonctions s'appellent des harmoniques sphériques

L2Y™(6,¢) = I(1 + Dh2Y,™(6, $)

l/‘\z Ylm(ei ¢) — mhylm(ar ¢)



] et m sont des entiers ?:

L, Y™(6,¢) = mhY,™(6, $)

] aYlﬂl(el ¢) . m
—ih 30 = mhY," (6, ¢)
aYlTn(Hr ¢) .
v, 0P

Ylm(gi ¢) = cste * eimqb — Flm(e)eim(p

La fonction Y, (6, ¢p) ne doit pas changer de valeur si ¢ change en ¢+2n

Y, ™(8,0) = Y,(6,2m) VO —> ™m0 = gim27
— 1 = e™27 d’o0u m doit étre un entier

Or =1l <m <[ d'oul est entier positif ou nul
Si | est donné - (21+1) valeurs de m entier

Ex. en chimie : =0 « s » m=0
=1 p m=-1,0,1
I=2d m=-2,-1,0, 1, 2



=0) | p (I1=1) d (I=2) | f (1=3)

s (I=0)
m=U
- @ @ %o
m=() m=-] m={ m=I
m=0 m=-1] m=0 m=1 |m=-2 m=-1 m=0 m=1 m=2
-0 PO BPZLS VDRSO
m=() m-—l m=0 m=1 m~—' m=-1 m=1 m=-3 m=-2 m=-1 m=0 m=]l m=2
‘ ®» 6 ‘ Q "Q
| m=0 m=-1 m=0 m=1 m=-2 m=-1 m=0 m=2
| m=0 m=~1] m=0 m=1
n=
m=l()




3)

V2= r12(92 + sin62¢?)
v,2 = 1,2(02 + sinf%¢p?)

1 . :
—— 2 — 2 — 2 2 2 1 242
E.= > v + S My =5 (myr* + m,r,*) (0% + sinf4¢*)
(m,+m))? (m +m,)? (m,+m,)

- — o — o
L=rAmu +r, Am,v,

LAV, :.rlu_r’ Amy(r,0ug + rlsinecf)u_(p’):mlr.lzu_{ A (Oug + sinfduy)
=myr (0%, Aug + sinfu; Aug) = myr,2(6uy — sindpuy)

L= (mr?+ mzrzz)(éu_(p’ — Sineqb@):uroz(éu_(p’ — sinf¢uy)
- L2= ,uroz(éz + SinZHQBZ)
LZ

D'ou E, = >
2ur,




E =LY

rot — 2#7-02
a) Equation de Schrodinger indépendante du t:
H Ylm(e» ¢) = EYlm(Q, ¢)

2

A vme,s) = 11+ 1)h?

Ylm(gf ¢) = Z,UT' 2 Ylm(er ¢)

E

2
2ur,
rot

b) Les fonction propres de H sont les fonctions propres de L?

2 Y,™(6,¢) = 1(+1)h2Y,™ (6, ¢)

Un niveau donné ayant une énergie E,_, donnée qui est fonction de I.

Pour | donné, il existe (21+1) valeurs de m donc (2I+1) valeurs de Y,"*(6, ¢) : niveaux |
(21+1) fois dégénéré

2

c) On pose B= o
=2 E.-68 n=—00 161610 7Kg
*g 2 my +mg,
i =1 E,=2B _
*3 B=202810 23] =13.10 —4eV
"1 1=0 E¢=0 E,=26 10 eV
E,=78 10 eV

d) Transition possible |- |+1 par rayonnement électromagnétique

E—— E; = = 2B = 40,56 10 — 23] > A=489pum

E,—— E, 2 = 4B > A=244um

1



E=E, Evy+E,

Avec E > E, +> Evib +> Erot

]

Atome H
13.6eV : UV
IR lointain (26. 10-4 eV) ou microonde
Conférer OH
hw = 0.268eV
A=4.7um

IR proche



I Spin et moment magnétique I

1) Matrice de Pauli 11 B B
S=1/2  [S%S,]=0 53>= [+>, = |+>
Vect. Prop. |s ms>=|l +15= - |11 1

2 2 5 Ty >= >, =1=>

$?|s,ms > = s(s + 1)h? |s,mS >
5"\2 |S,ms > = m¢h|s, ms >

((1) —01) Val. prop.g - |+>

Val. prop. —2 - |—>



_ 'h(O 1) Val. prop. h - ‘+> \/_(|+> +|=>)
S =2
2\1 O
Val. prop.-; - ‘—> y = \/_E(|+> —|->)
Val. prop. h — ‘+> \/_(|+> +i|—>)
- h(0 —i
Sy _E(i 0) Val. prop.-; - ‘|—>y=\/—5(|+> —i|=>)

2) Mesure en t=0

Etat du systéme physique |z/)(0) >=[4+> =|4+>,
1
a) |+>= ﬁ(|+> N
b) On mesure S, > les résultats possibles sont ig
h h y) 1 2

D erp(—g) = | (< —|.p(0)>|2=1/2=1—7P (z—‘)



Spin et moment magnétique

Moment cinétique et moment magnétique classiques :

p
a) - Dipdle électrique : image classique .‘d—’.
Eint= _ﬁ' E -q |
- Dip6le Magnétique —>
n
i=isSn
> o S
Eint_ —H- B
|L| = rmv
||_.S_ev Z_BUT
HI= % 2 T2
dq/dt=e/(2mr/v)
u‘ _evr e
Ll 2rmv 2m
> —8 -
pi~—1L




Magnéton de Bohr

Ug = —h _ _927.10" 24 /T

2m

Pour le spin :

_—2€—>
.Us—zm
g = 285 = 220 4

Si on a pour le spin de I'électron m =x1/2 alors :

=2e 1
us =~ —(£-h) =ty

Le magnéton de Bohr est donc l'unité de moment magnétique pour le spin
de I'électron.

— U -
W=-gmH

Moment cinétique total

Dépend de la particule et du moment
cinétique : facteur de Landé



Facteur de Landé :

_ JjG+D+ss+1D) -1+ 1)
gp=1% 2j(j + 1)

Il vaut 2 pour | "électron



3) Mesure en présence d’'un champ magnétigue

Spin de I’électron : expérience de Stern et Gerlach (1921)
Atomes neutres paramagnétiques dans un champ B inhomogene :
F = —gradk,

-

E,=—-M.B
dE
==
1 jet d’atome d’Ag (1e” célibataire 1=0) donc uniquement le spin et
donc M, lié au spin : M, =yS,
— U, &
Uy = _ZFB z




Expérience Théorie

A
RN 8 quantifié 8 non quantifié iy/\
Otto Stern % LA | s ;
(1888-1969) A 1& B
: A z Walther Gerlach
tdat
zJe M“Energielcinétique K (1668-¢978)
L
0 x

— ] aB,) 2L
i oL

iz | K

E

Prédiction
classique
Atomes d'argent

- S, =mh
Nbre de valeurs de m =2s+1
(ici 2 pour s=1/2)

Champ magnétique inhomogene






-

Pour un électron: M = —2 I’%—BS

Sous champ magnétique B//By

E=-M.B=—[i.B

=257 B,S, = A

Uol
| —

E= —(—2%LES

D*I

a) Etat du systeme physique état propre de H?

Non car c’est un état propre de S, et pas de S,

b) Vecteurs propres de H sont ceux de Sy

Hl+>,=2%B, 5 |+> = 2‘;1330h

H|_> y_ _BOMB |_

[W(0) > =

|+>

|+> et |—>

y — BO.uB |+> y

= |+>,



c) [Y(t) >=? .
¥(0) > :ﬁ(|+>y +1->)

C’est développé sur la base des vecteurs propres de H

_Ent
V@) >=Z cpe N

n

_iBD'u'Bt B upt

1 i
cpn>=\/—§(e hj+>, +e N |=->)

d) On mesure S,

f 1 | —iB upt iB upt

h e?(5)=| <HWO> = 1% <+l B [+>, +e' B |- > )[2=1/2

h n) ot o h
_h eso(—;) = | (< =|,¥(0)>] _1/2_1—?(2)

On mesure S,
_h BHBt iB upt
D >P(D) =1 <@ =1 (< + [, +< L) HE N 4>, 4R |=> )P
BﬂBt lB upt
=|1/2(e R )[2 = cos? 2o

~2s 2 (=) =1 < L =17 (})



On peut mesurer avec certitude S, si :




[5“2,5';] = 0 vect. propr. |s,mS >

$?|s,ms > = s(s + 1)h?|s,mS >
.S/'\Z |S,ms > = m¢h|s, ms >

|s, ms >
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