
MOMENT CINETIQUE

Moment cinétique en mécanique classique :

Moment d’une force : Γ0 = 𝑂𝑂𝑂𝑂⋀𝐹⃗𝐹

Moment cinétique par rapport à un point A pour un point M: 

𝐿𝐿𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴⋀𝑚𝑚𝑉𝑉 (Moment de la quantité de mvt)

Moment cinétique par rapport à au centre de Gravité G pour un solide : 

𝐿𝐿𝐺𝐺 = �
𝑖𝑖

𝐺𝐺𝑀𝑀𝑖𝑖⋀𝑚𝑚𝑚𝑚𝑣𝑣𝑖𝑖

Moment cinétique par rapport à un point A pour un solide : 

𝐿𝐿𝐴𝐴 = �
𝑖𝑖

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖⋀𝑚𝑚𝑚𝑚𝑣𝑣𝑖𝑖 (𝑀𝑀𝑉𝑉 = ∑𝑖𝑖 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖 avec 𝑉𝑉 = 𝑑𝑑𝑂𝑂𝑂𝑂
𝑑𝑑𝑡𝑡

)



Equation d’évolution : 

𝐿𝐿𝐴𝐴 = �
𝑖𝑖

𝐴𝐴𝑀𝑀𝑖𝑖⋀𝑚𝑚𝑚𝑚𝑣𝑣𝑖𝑖

𝑑𝑑𝐿𝐿𝐴𝐴
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −𝑣𝑣𝐴𝐴⋀∑𝑖𝑖 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖 + ∑𝑖𝑖 Γ𝐴𝐴𝑖𝑖=𝑣𝑣𝐴𝐴⋀𝑀𝑀𝑉𝑉 + Γ𝐴𝐴

= 𝐹𝐹𝑖𝑖

𝑑𝑑𝐿𝐿𝐴𝐴
𝑑𝑑𝑑𝑑

= �
𝑖𝑖

𝑑𝑑𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑑𝑑
⋀𝑚𝑚𝑚𝑚𝑣𝑣𝑖𝑖 + �

𝑖𝑖

𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖⋀𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑣𝑣𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑣𝑣𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝐴𝐴

𝑑𝑑𝐿𝐿𝐴𝐴
𝑑𝑑𝑑𝑑 = �

𝑖𝑖

(𝑣𝑣𝑖𝑖 − 𝑣𝑣𝐴𝐴)⋀𝑚𝑚𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖 + �
𝑖𝑖

Γ𝐴𝐴𝑖𝑖

Terme 1 : =0 si A immobile
Si A=G


𝑑𝑑𝐿𝐿𝐴𝐴
𝑑𝑑𝑑𝑑

= Γ𝐴𝐴


𝑑𝑑𝐿𝐿𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑

= Γ𝐺𝐺

Théorème du moment 
cinétique en 1 pt fixe

Théorème du moment 
cinétique au CDM



Moment Cinétique intrinsèque et moment cinétique orbital : 

𝐿𝐿𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐺𝐺⋀𝑀𝑀𝑉𝑉 + 𝐿𝐿𝐺𝐺 Théorème de Koenig pour le moment cinétique

Moment 
Cinétique/A d’un pt 
matériel unique 
coincident avec G

𝐿𝐿𝐴𝐴 = �
𝑖𝑖

𝐴𝐴𝑀𝑀𝑖𝑖⋀𝑚𝑚𝑚𝑚𝑣𝑣𝑖𝑖 = 𝐴𝐴𝐺𝐺⋀�
𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑣𝑣𝑖𝑖 + �
𝑖𝑖

𝐺𝐺𝑀𝑀𝑖𝑖⋀𝑚𝑚𝑚𝑚𝑣𝑣𝑖𝑖

= 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐺𝐺𝑀𝑀𝑖𝑖 = 𝑀𝑀𝑀𝑀



Système soumis à une force centrale :

𝑑𝑑𝐿𝐿𝐴𝐴
𝑑𝑑𝑑𝑑

= Γ𝐴𝐴= 𝐴𝐴𝐴𝐴 ⋀𝐹⃗𝐹

A, pt fixe. Si force centrale F//AM

𝐴𝐴𝐴𝐴 ⋀𝐹⃗𝐹 = 0 → 𝐿𝐿𝐴𝐴 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

Le résultat est valable aussi si F=0 (système isolé ou libre)

 Le moment cinétique est une constante du mouvement 
dans un problème à force centrale



Observables associées au moment cinétique orbital

𝐿𝐿 → �𝐿𝐿

�𝐿𝐿𝑥𝑥 = �𝑌𝑌 �𝑃𝑃𝑧𝑧 − 𝑍̂𝑍�𝑃𝑃𝑦𝑦
�𝐿𝐿𝑦𝑦 = 𝑍̂𝑍�𝑃𝑃𝑥𝑥 − �𝑋𝑋 �𝑃𝑃𝑧𝑧
�𝐿𝐿𝑧𝑧 = �𝑋𝑋�𝑃𝑃𝑦𝑦 − �𝑌𝑌�𝑃𝑃𝑥𝑥𝑟𝑟⋀𝑝⃗𝑝

𝐿𝐿 → �𝐿𝐿2 = �𝐿𝐿𝑥𝑥2+ �𝐿𝐿𝑦𝑦2+ �𝐿𝐿𝑧𝑧2

�𝑋𝑋,�𝑃𝑃𝑥𝑥 = 𝑖𝑖ħ

�𝑌𝑌,�𝑃𝑃𝑦𝑦 = 𝑖𝑖ħ

𝑍̂𝑍, �𝑃𝑃𝑧𝑧 = 𝑖𝑖ħ

�𝑋𝑋,�𝑃𝑃𝑦𝑦 = 0

�𝑋𝑋, �𝑌𝑌 = 0

�𝑃𝑃𝑥𝑥,�𝑃𝑃𝑦𝑦 = 0



Règles de commutation des observables :

�𝐿𝐿𝑥𝑥, �𝐿𝐿𝑦𝑦 = �𝐿𝐿𝑥𝑥 �𝐿𝐿𝑦𝑦 − �𝐿𝐿𝑦𝑦 �𝐿𝐿𝑥𝑥 = ( �𝑌𝑌 �𝑃𝑃𝑧𝑧 − 𝑍̂𝑍�𝑃𝑃𝑦𝑦)(𝑍̂𝑍�𝑃𝑃𝑥𝑥 − �𝑋𝑋 �𝑃𝑃𝑧𝑧) − (𝑍̂𝑍�𝑃𝑃𝑥𝑥 − �𝑋𝑋 �𝑃𝑃𝑧𝑧)( �𝑌𝑌 �𝑃𝑃𝑧𝑧 − 𝑍̂𝑍�𝑃𝑃𝑦𝑦)

= �𝑌𝑌 �𝑃𝑃𝑧𝑧𝑍̂𝑍�𝑃𝑃𝑥𝑥- �𝑌𝑌 �𝑃𝑃𝑧𝑧 �𝑋𝑋 �𝑃𝑃𝑧𝑧-𝑍̂𝑍�𝑃𝑃𝑦𝑦𝑍̂𝑍�𝑃𝑃𝑥𝑥+𝑍̂𝑍�𝑃𝑃𝑦𝑦 �𝑋𝑋 �𝑃𝑃𝑧𝑧-𝑍̂𝑍�𝑃𝑃𝑥𝑥 �𝑌𝑌 �𝑃𝑃𝑧𝑧+𝑍̂𝑍�𝑃𝑃𝑥𝑥𝑍̂𝑍�𝑃𝑃𝑦𝑦+ �𝑋𝑋 �𝑃𝑃𝑧𝑧 �𝑌𝑌 �𝑃𝑃𝑧𝑧- �𝑋𝑋 �𝑃𝑃𝑧𝑧𝑍̂𝑍�𝑃𝑃𝑦𝑦=

= �𝑌𝑌�𝑃𝑃𝑥𝑥( �𝑃𝑃𝑧𝑧𝑍̂𝑍-𝑍̂𝑍 �𝑃𝑃𝑧𝑧)+ �𝑋𝑋�𝑃𝑃𝑦𝑦(𝑍̂𝑍 �𝑃𝑃𝑧𝑧-𝑍̂𝑍 �𝑃𝑃𝑧𝑧) = �𝑌𝑌�𝑃𝑃𝑥𝑥[ �𝑃𝑃𝑧𝑧 �,𝑍𝑍] + �𝑋𝑋�𝑃𝑃𝑦𝑦[𝑍̂𝑍 �,𝑃𝑃𝑧𝑧]

= �𝑌𝑌�𝑃𝑃𝑥𝑥(-i ħ)+ iħ �𝑋𝑋�𝑃𝑃𝑦𝑦=i ħ[ �𝑋𝑋�𝑃𝑃𝑦𝑦- �𝑌𝑌�𝑃𝑃𝑥𝑥= iħ�𝐿𝐿𝑧𝑧

�𝐿𝐿𝑥𝑥, �𝐿𝐿𝑦𝑦 =iħ�𝐿𝐿𝑧𝑧

�𝐿𝐿𝑦𝑦, �𝐿𝐿𝑧𝑧 =iħ �𝐿𝐿𝑥𝑥

�𝐿𝐿𝑧𝑧, �𝐿𝐿𝑥𝑥 =iħ �𝐿𝐿𝑦𝑦

�𝐿𝐿𝑥𝑥, �𝐿𝐿𝑦𝑦�, 𝐿𝐿𝑧𝑧 ne commutent pas entre 
elles  On ne pourra pas mesurer 
simultanément les 3 observables.

�→
𝐿𝐿
⋀ �→

𝐿𝐿
=iħ �→

𝐿𝐿



�𝐿𝐿𝑥𝑥, �𝐿𝐿2 = �[𝐿𝐿𝐿𝐿, �𝐿𝐿𝑥𝑥2 + �𝐿𝐿𝑦𝑦2 + �𝐿𝐿𝑧𝑧2] = �𝐿𝐿𝑥𝑥, �𝐿𝐿𝑦𝑦2 + �[𝐿𝐿𝐿𝐿, �𝐿𝐿𝑧𝑧2] =

A savoir : [A,BC]=[A,B]C+B[A,C]

�𝐿𝐿𝑥𝑥, �𝐿𝐿𝑦𝑦2 = �𝐿𝐿𝑥𝑥, �𝐿𝐿𝑦𝑦 �𝐿𝐿𝑦𝑦 + �𝐿𝐿𝑦𝑦 �[𝐿𝐿𝐿𝐿, �𝐿𝐿𝑦𝑦]= iħ(�𝐿𝐿𝑧𝑧 �𝐿𝐿𝑦𝑦+ �𝐿𝐿𝑦𝑦 �𝐿𝐿𝑧𝑧)

iħ�𝐿𝐿𝑧𝑧 iħ�𝐿𝐿𝑧𝑧

�𝐿𝐿𝑥𝑥, �𝐿𝐿𝑧𝑧2 = �𝐿𝐿𝑥𝑥, �𝐿𝐿𝑧𝑧 �𝐿𝐿𝑧𝑧 + �𝐿𝐿𝑧𝑧 �[𝐿𝐿𝐿𝐿, �𝐿𝐿𝑧𝑧]= −iħ( �𝐿𝐿𝑦𝑦 �𝐿𝐿𝑧𝑧+�𝐿𝐿𝑧𝑧 �𝐿𝐿𝑦𝑦)

−iħ �𝐿𝐿𝑦𝑦 −iħ �𝐿𝐿𝑦𝑦

�𝐿𝐿𝑥𝑥, �𝐿𝐿2 = 0

�𝐿𝐿𝑥𝑥, �𝐿𝐿2 = �𝐿𝐿𝑦𝑦, �𝐿𝐿2 = �𝐿𝐿𝑧𝑧, �𝐿𝐿2 =0

�𝐿𝐿2, �𝐿𝐿𝑖𝑖 = 0



Théorie générale du moment cinétique:

�→
𝐽𝐽 ⋀

�→
𝐽𝐽 =iħ �→𝐽𝐽

Toute observable vectorielle 𝐽𝐽 telle que

Représente nécessairement une grandeur moment cinétique

�𝐽𝐽𝑥𝑥, �𝐽𝐽𝑦𝑦 =iħ�𝐽𝐽𝑧𝑧
�𝐽𝐽𝑦𝑦, �𝐽𝐽𝑧𝑧 =iħ�𝐽𝐽𝑥𝑥

�𝐽𝐽𝑧𝑧, �𝐽𝐽𝑥𝑥 =iħ�𝐽𝐽𝑦𝑦

�𝐽𝐽2, �𝐽𝐽𝑖𝑖 = 0

On choisit :

�𝐽𝐽2, �𝐽𝐽𝑧𝑧 = 0 On donne un rôle particulier à z

Ils ont pour vecteurs propres communs |𝑗𝑗,𝑚𝑚 >



J2 et Jz ont pour vecteurs propres communs |𝑗𝑗,𝑚𝑚 >

j associé à la val. prop. de J2

m associé à la valeur propre de Jz

Donc on pose : 

𝐽𝐽2|𝑗𝑗,𝑚𝑚 > = 𝑗𝑗(𝑗𝑗 + 1)ħ2 |𝑗𝑗,𝑚𝑚 >
�𝐽𝐽𝑧𝑧 �𝑗𝑗,𝑚𝑚 > = mħ|𝑗𝑗,𝑚𝑚 >

Point de départ : j et m réels et j>0 (évident car v.p. de J2>0) et sans dimension

Connaître j et m est très important car on veut répondre aux questions : 
- si, on effectue une mesure du carré de J, quelle valeur trouve t-on?
- La norme de J étant fixée, soit j connu, quels sont les résultats de la mesure de jz?

ħ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ∗ 𝑇𝑇 = 𝑀𝑀𝑀𝑀2𝑇𝑇 − 2𝑇𝑇 = 𝑀𝑀𝑀𝑀2𝑇𝑇 − 1

[𝐽𝐽] = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 − 1 = 𝑀𝑀𝑀𝑀2𝑇𝑇 − 1

L’unité du moment cinétique peut être ħ :



Si J2 connu (j connu) et si Jz connu (m connu), 
 Jx et Jy, ne pourront pas être connu de façon précise car [Jx, Jz]≠ 0
 |𝑗𝑗,𝑚𝑚 > ne sont pas vecteurs propres de Jx et Jy

On introduit les opérateurs non hermitiques :

�𝐽𝐽
+

= �𝐽𝐽𝑥𝑥 + 𝑖𝑖 �𝐽𝐽𝑦𝑦 �𝐽𝐽
−

= �𝐽𝐽𝑥𝑥 − 𝑖𝑖 �𝐽𝐽𝑦𝑦

𝐽𝐽2|𝑗𝑗,𝑚𝑚 > = 𝑗𝑗(𝑗𝑗 + 1)ħ2 |𝑗𝑗,𝑚𝑚 >
�𝐽𝐽𝑧𝑧 �𝑗𝑗,𝑚𝑚 > = mħ|𝑗𝑗,𝑚𝑚 >

On admet donc :

j est entier ou ½ entier (≥0) : j=0, ½, 1, 3/2, 2…
m est de même nature que j, entier si j entier ½ entier si j ½ entier et tq
−𝑗𝑗 ≤ 𝑚𝑚 ≤ 𝑗𝑗 variant par pas de 1
Soit j donné  (2j+1) valeurs de m
Soit j donné  (2j+1) vect. |𝑗𝑗,𝑚𝑚 > différents

Ex. : j=1 m=-1, 0, 1
J=3/2 m=-3/2, -1/2, ½, 3/2 (ne pas mettre 0 ici)



�𝐽𝐽± �𝑗𝑗,𝑚𝑚 > = ħ 𝑗𝑗 𝑗𝑗 + 1 −𝑚𝑚(𝑚𝑚 ± 1) |𝑗𝑗,𝑚𝑚 ± 1 >

�𝐽𝐽
+

= �𝐽𝐽𝑥𝑥 + 𝑖𝑖 �𝐽𝐽𝑦𝑦
�𝐽𝐽
−

= �𝐽𝐽𝑥𝑥 − 𝑖𝑖 �𝐽𝐽𝑦𝑦

�𝐽𝐽𝑥𝑥 = 1
2

( �𝐽𝐽+ + �𝐽𝐽−)

�𝐽𝐽𝑦𝑦 = 1
2𝑖𝑖

( �𝐽𝐽+ − �𝐽𝐽−)



φ

θ

�
𝑥𝑥 = rsinθcos𝜙𝜙
y=𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟θ𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜙𝜙
𝑧𝑧 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟θ

𝑟𝑟 = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2

𝑡𝑡𝑡𝑡𝜃𝜃 =
𝑧𝑧

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2

𝑡𝑡𝑡𝑡𝜙𝜙 =
𝑦𝑦
𝑥𝑥

Moment cinétique orbital

�𝐿𝐿 = 𝑟𝑟⋀𝑝⃗𝑝

�𝐿𝐿𝑧𝑧 = 𝑟𝑟⋀𝑝⃗𝑝 𝑧𝑧 = �𝑥𝑥�𝑝𝑝𝑦𝑦 − �𝑦𝑦�𝑝𝑝𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 −𝑖𝑖ħ
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦 − 𝑦𝑦 −𝑖𝑖ħ

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 = −𝑖𝑖ħ 𝑥𝑥

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑦𝑦

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 …

�𝐿𝐿𝑧𝑧 = −𝑖𝑖ħ
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜙𝜙 Ne dépend que de φ. 

L2, Lx, Ly, Lz ne dépendent que de θ et φ et pas de r

A mettre en sphérique, calcul long… Le résultat :

Exemple : rotation de la molécule de OH
Système de coordonnées : sphériques



�𝐿𝐿2|𝑙𝑙,𝑚𝑚 > = 𝑙𝑙(𝑙𝑙 + 1)ħ2 |𝑙𝑙,𝑚𝑚 >
�𝐿𝐿𝑧𝑧 �𝑙𝑙,𝑚𝑚 > = mħ|𝑙𝑙,𝑚𝑚 >

• Les kets, |𝑙𝑙,𝑚𝑚 > sont vecteurs propres communs à L2 et Lz
• Le nbre quantique l, repère la valeur propre l(l+1) ħ2 de L2

• m repère le nbre quantique associé à la valeur propre mħ de Lz

On souhaite repasser aux fonctions d’onde : < 𝑟𝑟|𝜑𝜑 > = 𝜓𝜓(𝑟𝑟)
Ici on a : < 𝑟𝑟,𝜃𝜃,𝜙𝜙|𝑙𝑙,𝑚𝑚 > = 𝜓𝜓𝑙𝑙

𝑚𝑚(𝑟𝑟,𝜃𝜃,𝜙𝜙)
L2, Lz,Lx,L+… ne dépendent que de 𝜃𝜃,𝜙𝜙 :
< 𝜃𝜃,𝜙𝜙|𝑙𝑙,𝑚𝑚 > = 𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚(𝜃𝜃,𝜙𝜙) : ces fonctions s’appellent des harmoniques sphériques

�𝐿𝐿2𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃,𝜙𝜙 = 𝑙𝑙(𝑙𝑙 + 1)ħ2𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚(𝜃𝜃,𝜙𝜙)

�𝐿𝐿𝑧𝑧 𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃,𝜙𝜙 = mħ𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃,𝜙𝜙



l et m sont des entiers  ? :

�𝐿𝐿𝑧𝑧 𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃,𝜙𝜙 = mħ𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃,𝜙𝜙

−𝑖𝑖ħ
𝜕𝜕𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃,𝜙𝜙

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 𝑚𝑚ħ𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃,𝜙𝜙

𝜕𝜕𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃,𝜙𝜙
𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃,𝜙𝜙

= 𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃,𝜙𝜙 = cste ∗ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙 = 𝐹𝐹𝑙𝑙𝑚𝑚(𝜃𝜃)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

La fonction 𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃,𝜙𝜙 ne doit pas changer de valeur si φ change en φ+2π

𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃, 0 = 𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃, 2𝜋𝜋 ∀𝜃𝜃 → 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖2𝜋𝜋
→ 1 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 d’où m doit être un entier 

Or −𝑙𝑙 ≤ 𝑚𝑚 ≤ 𝑙𝑙 d’où l est entier positif ou nul
Si l est donné  (2l+1) valeurs de m entier

Ex. en chimie : l=0 « s » m=0
l=1 p m=-1,0,1
l=2 d m=-2, -1, 0, 1, 2





3)

𝑣𝑣1
2 = 𝑟𝑟1

2(𝜃̇𝜃2 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃2𝜙̇𝜙2)
𝑣𝑣2

2 = 𝑟𝑟2
2(𝜃̇𝜃2 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃2𝜙̇𝜙2)

𝐸𝐸𝑐𝑐 =
1
2
𝑚𝑚1𝑣𝑣1

2 +
1
2
𝑚𝑚2𝑣𝑣2

2 =
1
2

(𝑚𝑚1𝑟𝑟1
2 + 𝑚𝑚2𝑟𝑟2

2)(𝜃̇𝜃2 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃2𝜙̇𝜙2)

Or 𝑚𝑚1𝑟𝑟1
2 + 𝑚𝑚2𝑟𝑟2

2 = 𝑚𝑚1
𝑚𝑚2

2

𝑚𝑚1+𝑚𝑚1
2 𝑟𝑟0

2+ 𝑚𝑚2
𝑚𝑚1

2

𝑚𝑚1+𝑚𝑚1
2 𝑟𝑟0

2 = 𝑚𝑚1𝑚𝑚2

𝑚𝑚1+𝑚𝑚1
𝑟𝑟0

2 = 𝜇𝜇𝑟𝑟0
2

𝐿𝐿 = 𝑟𝑟1 ∧ 𝑚𝑚1𝑣𝑣1 + 𝑟𝑟2 ∧ 𝑚𝑚2𝑣𝑣2

𝑟𝑟1 ∧ 𝑣𝑣1 = 𝑟𝑟1𝑢𝑢𝑟𝑟 ∧ 𝑚𝑚1(𝑟𝑟1𝜃̇𝜃𝑢𝑢𝜃𝜃 + 𝑟𝑟1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃𝜙̇𝜙𝑢𝑢𝜙𝜙)=𝑚𝑚1𝑟𝑟1
2𝑢𝑢𝑟𝑟 ∧ 𝜃̇𝜃𝑢𝑢𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃𝜙̇𝜙𝑢𝑢𝜙𝜙

= 𝑚𝑚1𝑟𝑟1
2 𝜃̇𝜃𝑢𝑢𝑟𝑟 ∧ 𝑢𝑢𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃𝜙̇𝜙𝑢𝑢𝑟𝑟 ∧ 𝑢𝑢𝜙𝜙 = 𝑚𝑚1𝑟𝑟1

2 𝜃̇𝜃𝑢𝑢𝜙𝜙 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃𝜙̇𝜙𝑢𝑢𝜃𝜃

𝐿𝐿 = (𝑚𝑚1𝑟𝑟1
2 + 𝑚𝑚2𝑟𝑟2

2) 𝜃̇𝜃𝑢𝑢𝜙𝜙 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃𝜙̇𝜙𝑢𝑢𝜃𝜃 =𝜇𝜇𝑟𝑟0
2 𝜃̇𝜃𝑢𝑢𝜙𝜙 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃𝜙̇𝜙𝑢𝑢𝜃𝜃

 L2= 𝜇𝜇𝑟𝑟0
2 𝜃̇𝜃2 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃𝜙̇𝜙2

D’où 𝐸𝐸𝑐𝑐 = L2

2𝜇𝜇𝑟𝑟0
2



a) Equation de Schrodinger indépendante du t :
�𝐻𝐻 𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃,𝜙𝜙 = 𝐸𝐸𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃,𝜙𝜙
�𝐻𝐻 𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃,𝜙𝜙 =

L2

2𝜇𝜇𝑟𝑟0
2 𝑌𝑌𝑙𝑙

𝑚𝑚 𝜃𝜃,𝜙𝜙 =
l(l + 1)ħ2

2𝜇𝜇𝑟𝑟0
2 𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃,𝜙𝜙

b) Les fonction propres de H sont les fonctions propres de L2

�𝐿𝐿2 𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃,𝜙𝜙 = l(l+1)ħ2𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃,𝜙𝜙
Un niveau donné ayant une énergie Erot donnée qui est fonction de l. 
Pour l donné, il existe (2l+1) valeurs de m donc (2l+1) valeurs de 𝑌𝑌𝑙𝑙𝑚𝑚 𝜃𝜃,𝜙𝜙 : niveaux l 
(2l+1) fois dégénéré  

Erot

c) On pose B= ħ2

2𝜇𝜇𝑟𝑟0
2

l=0 E0=0

l=1 E1=2B

E1=26 10-4 eV
E2=78 10-4 eV

*1
*3
*5

µ =
mHmCl

𝑚𝑚𝐻𝐻 + 𝑚𝑚𝐶𝐶𝐶𝐶
= 1.616 10 − 27𝐾𝐾𝐾𝐾

B = 20,28 10 − 23 𝐽𝐽 = 13. 10 − 4 𝑒𝑒𝑒𝑒

l=2 E2=6B

d) Transition possible l l+1 par rayonnement électromagnétique 
E0−→ E1

ℎ𝑐𝑐
𝜆𝜆

= 2𝐵𝐵 = 40,56 10 − 23 𝐽𝐽  λ=489µm

E1−→ E2
ℎ𝑐𝑐
𝜆𝜆

= 4𝐵𝐵 λ=244µm

𝐸𝐸𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = L2

2𝜇𝜇𝑟𝑟0
2



𝐸𝐸 = 𝐸𝐸𝑒𝑒 − +
𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝐸𝐸𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

Avec 𝐸𝐸 ≫ 𝐸𝐸𝑒𝑒 +≫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 +≫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

Atome H 
13.6eV : UV

Conférer OH 
ħω = 0.268𝑒𝑒𝑒𝑒
λ=4.7µm
IR proche

IR lointain (26. 10−4 eV) ou microonde



Spin et moment magnétique

1) Matrice de Pauli
S=1/2 [S2,Sz]=0
Vect. Prop. |s ms>=|1

2
±1
2
>=

�
1
2

1
2

> = �+> 𝑧𝑧 = |+>

�
1
2
−

1
2

> = �−> 𝑧𝑧 = |−>

𝑆̂𝑆2|𝑠𝑠,𝑚𝑚𝑚𝑚 > = 𝑠𝑠(𝑠𝑠 + 1)ħ2 |𝑠𝑠,𝑚𝑚𝑚𝑚 >
�𝑆𝑆𝑧𝑧 �𝑠𝑠,𝑚𝑚𝑚𝑚 > = mSħ|𝑠𝑠,𝑚𝑚𝑚𝑚 >

�𝑆𝑆𝑧𝑧 = ħ
2

1 0
0 −1 Val. prop. ħ

2
→ |+>

Val. prop. - ħ
2
→ |−>



�𝑆𝑆𝑦𝑦 = ħ
2

0 −𝑖𝑖
𝑖𝑖 0

Val. prop. ħ
2
→ �+> 𝑦𝑦 = 1

2
(|+> + 𝑖𝑖|−> )

Val. prop. - ħ
2
→ �|−> 𝑦𝑦 = 1

2
(|+> − 𝑖𝑖|−> )

2) Mesure en t=0
Etat du système physique �𝜓𝜓 0 > = |+> = |+> z

a) �+>= 1
2

(|+> 𝑥𝑥 + |−> 𝑥𝑥)

ħ
2

 𝒫𝒫 ħ
2

= | < +|𝑥𝑥𝜓𝜓(0)>|2 = | 1
2

< +|𝑥𝑥(| +> 𝑥𝑥 + |−> 𝑥𝑥)>|2=1/2

− ħ
2

 𝒫𝒫 − ħ
2

= | (< −|𝑥𝑥𝜓𝜓(0)>|2=1/2=1−𝒫𝒫 ħ
2

b) On mesure Sx les résultats possibles sont ± ħ
2

�𝑆𝑆𝑥𝑥 = ħ
2

0 1
1 0

Val. prop. ħ
2
→ �+> 𝑥𝑥 = 1

2
(|+> + |−> )

Val. prop. - ħ
2
→ �−> 𝑥𝑥 = 1

2
(|+> − |−> )



Moment cinétique et moment magnétique classiques :

a) - Dipôle électrique : image classique

Eint= −𝑝⃗𝑝. 𝐸𝐸 -q q

p

d

S

n
- Dipôle Magnétique

𝜇⃗𝜇 = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛

Eint= −𝜇⃗𝜇. 𝐵𝐵

|𝐿𝐿| = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟
𝜇𝜇 = 𝑖𝑖𝑖𝑖 =

𝑒𝑒𝑒𝑒
2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋𝜋𝜋𝜋

2 =
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑟𝑟

2

dq/dt=e/(2πr/v)
𝜇𝜇
𝐿𝐿 =

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒
2𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 =

𝑒𝑒
2𝑚𝑚

𝜇⃗𝜇~
−𝑒𝑒
2𝑚𝑚 𝐿𝐿

Spin et moment magnétique



Magnéton de Bohr

𝜇𝜇𝐵𝐵 = −𝑒𝑒ħ
2𝑚𝑚

= −9,27. 10 − 24 J/T

Pour le spin : 

𝜇𝜇𝑆𝑆 =
−2𝑒𝑒
2𝑚𝑚 𝑆𝑆

𝜇𝜇𝑆𝑆 = −2𝑒𝑒
2𝑚𝑚

𝑆𝑆𝑧𝑧 = −2𝑒𝑒
2𝑚𝑚

ms ħ

Si on a pour le spin de l’électron ms=±1/2 alors :

𝜇𝜇𝑆𝑆 = −2𝑒𝑒
2𝑚𝑚

(± 1
2
ħ) = ±𝜇𝜇𝐵𝐵

Le magnéton de Bohr est donc l’unité de moment magnétique pour le spin 
de l’électron.

Moment cinétique total

Dépend de la particule et du moment 
cinétique : facteur de Landé

𝑀𝑀 = −𝑔𝑔𝑔𝑔
𝜇𝜇𝐵𝐵
ħ
𝐽𝐽



𝑔𝑔𝐽𝐽 = 1 +
𝑗𝑗 𝑗𝑗 + 1 + 𝑠𝑠 𝑠𝑠 + 1 − 𝑙𝑙(𝑙𝑙 + 1)

2𝑗𝑗(𝑗𝑗 + 1)

Il vaut 2 pour l ’électron

Facteur de Landé :



3) Mesure en présence d’un champ magnétique

Spin de l’électron : expérience de Stern et Gerlach (1921)
Atomes neutres paramagnétiques dans un champ B inhomogène :

𝐹⃗𝐹 = −𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝐸𝐸𝑝𝑝
𝐸𝐸𝑝𝑝 = −𝑀𝑀. 𝐵𝐵
𝐹𝐹𝑧𝑧 = −𝑑𝑑𝐸𝐸𝑝𝑝

𝑑𝑑𝑧𝑧

1 jet d’atome d’Ag (1e- célibataire l=0) donc uniquement le spin et 
donc Mz lié au spin : �𝑀𝑀𝑧𝑧 = 𝛾𝛾 �𝑆𝑆𝑧𝑧

�𝜇𝜇𝑧𝑧 = −2 𝜇𝜇𝐵𝐵
ħ
�𝑆𝑆𝑧𝑧



𝑆𝑆𝑧𝑧 = ħ/2

𝑆𝑆𝑧𝑧 = −ħ/2

𝑆̂𝑆𝑧𝑧 = msħ
Nbre de valeurs de ms=2s+1 
(ici 2 pour s=1/2)





E= −𝑀𝑀.𝐵𝐵 = −𝜇⃗𝜇.𝐵𝐵

E= −(−2 𝜇𝜇𝐵𝐵
ħ 𝑆𝑆.𝐵𝐵) = 2 𝜇𝜇𝐵𝐵

ħ 𝐵𝐵0𝑆𝑆𝑦𝑦 = �𝐻𝐻

a) Etat du système physique état propre de H? �𝜓𝜓 0 > = |+> = |+> z

Non car c’est un état propre de Sz et pas de Sy

b) Vecteurs propres de H sont ceux de Sy |+> y et |−> y 

�𝐻𝐻|+> y = 2 𝜇𝜇𝐵𝐵
ħ 𝐵𝐵0

�𝑆𝑆𝑦𝑦|+> y = 2 𝜇𝜇𝐵𝐵
ħ 𝐵𝐵0

ħ
2
�+> 𝑦𝑦 = 𝐵𝐵0𝜇𝜇𝐵𝐵 |+> 𝑦𝑦

�𝐻𝐻|−> y= −𝐵𝐵0𝜇𝜇𝐵𝐵 |−> 𝑦𝑦

Pour un électron : 𝑀𝑀 = −2 𝜇𝜇𝐵𝐵
ħ 𝑆𝑆

Sous champ magnétique B//By



c) |𝜓𝜓 𝑡𝑡 > =?

|𝜓𝜓 0 > =
1
2

(|+> 𝑦𝑦 + |− > 𝑦𝑦)

C’est développé sur la base des vecteurs propres de H

ħ
2

 𝒫𝒫 ħ
2

= | < +|𝑦𝑦𝜓𝜓(𝑡𝑡)>|2 = | 1
2

< + �
𝑦𝑦(𝑒𝑒−𝑖𝑖

𝐵𝐵0𝜇𝜇𝐵𝐵𝑡𝑡
ħ | +> 𝑦𝑦 + 𝑒𝑒𝑖𝑖

𝐵𝐵0𝜇𝜇𝐵𝐵𝑡𝑡
ħ |− > 𝑦𝑦)|2=1/2

− ħ
2

 𝒫𝒫 − ħ
2

= | (< −|𝑦𝑦𝜓𝜓(0)>|2=1/2=1−𝒫𝒫 ħ
2

d) On mesure Sy

|𝜓𝜓 𝑡𝑡 > = �
𝑛𝑛

𝑐𝑐𝑛𝑛𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑛𝑛𝑡𝑡ħ �𝜑𝜑𝑛𝑛 > =

1
2

(𝑒𝑒−𝑖𝑖
𝐵𝐵0𝜇𝜇𝐵𝐵𝑡𝑡
ħ |+> 𝑦𝑦 + 𝑒𝑒𝑖𝑖

𝐵𝐵0𝜇𝜇𝐵𝐵𝑡𝑡
ħ |− > 𝑦𝑦)

On mesure Sz

ħ
2
 𝒫𝒫 ħ

2
= | < +|𝜓𝜓(𝑡𝑡)>|2 = |( 1

2
(< + �𝑦𝑦 +< −|𝑦𝑦)) 1

2
(𝑒𝑒−𝑖𝑖

𝐵𝐵0𝜇𝜇𝐵𝐵𝑡𝑡
ħ | +> 𝑦𝑦 + 𝑒𝑒𝑖𝑖

𝐵𝐵0𝜇𝜇𝐵𝐵𝑡𝑡
ħ |− > 𝑦𝑦)|2

=|1/2(𝑒𝑒−𝑖𝑖
𝐵𝐵0𝜇𝜇𝐵𝐵𝑡𝑡
ħ +𝑒𝑒𝑖𝑖

𝐵𝐵0𝜇𝜇𝐵𝐵𝑡𝑡
ħ )|2 = cos2 𝐵𝐵0𝜇𝜇𝐵𝐵𝑡𝑡

ħ

− ħ
2
 𝒫𝒫 − ħ

2
= | (< −|𝑦𝑦𝜓𝜓(0)>|2=1−𝒫𝒫 ħ

2



On peut mesurer avec certitude Sz si : 

cos2
𝐵𝐵0𝜇𝜇𝐵𝐵𝑡𝑡

ħ
= 1

𝐵𝐵0𝜇𝜇𝐵𝐵𝑡𝑡
ħ =nπ

t= 𝑛𝑛πħ
𝐵𝐵0𝜇𝜇𝐵𝐵

=n ℎ
2𝐵𝐵0𝜇𝜇𝐵𝐵



�𝑆𝑆2, �𝑆𝑆𝑧𝑧 = 0 vect. propr. |𝑠𝑠,𝑚𝑚𝑚𝑚 >

𝑆̂𝑆2|𝑠𝑠,𝑚𝑚𝑚𝑚 > = 𝑠𝑠(𝑠𝑠 + 1)ħ2 |𝑠𝑠,𝑚𝑚𝑚𝑚 >
�𝑆𝑆𝑧𝑧 �𝑠𝑠,𝑚𝑚𝑚𝑚 > = mSħ|𝑠𝑠,𝑚𝑚𝑚𝑚 >

|𝑠𝑠,𝑚𝑚𝑚𝑚 >
�
1
2

1
2

>
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1
2
−

1
2

>


	Diapositive numéro 1
	Diapositive numéro 2
	Diapositive numéro 3
	Diapositive numéro 4
	Diapositive numéro 5
	Diapositive numéro 6
	Diapositive numéro 7
	Diapositive numéro 8
	Diapositive numéro 9
	Diapositive numéro 10
	Diapositive numéro 11
	Diapositive numéro 12
	Diapositive numéro 13
	Diapositive numéro 14
	Diapositive numéro 15
	Diapositive numéro 16
	Diapositive numéro 17
	Diapositive numéro 18
	Diapositive numéro 19
	Diapositive numéro 20
	Diapositive numéro 21
	Diapositive numéro 22
	Diapositive numéro 23
	Diapositive numéro 24
	Diapositive numéro 25
	Diapositive numéro 26
	Diapositive numéro 27
	Diapositive numéro 28
	Diapositive numéro 29
	Diapositive numéro 30

