
OSCILLATEUR HARMONIQUE

Energie potentielle 
V=1/2kx2

Forces : 



OSCILLATEUR HARMONIQUE

𝜔 =
𝑘

𝑚

Oscillations sinusoidales de pulsation



Exemples :

En mécanique classique : vibration d’une auto En physique du solide : vibration des atomes



Exemples suite :

En électromagnétisme: modes dans cavité

Description quantique de l’énergie de particules identiques : les bosons

Niveaux d’énergie équidistants de 



𝐸 = 𝑀𝑇−2𝐿2



c) 





c



𝑑𝜙0(𝑥)

𝑑𝑥
= −2𝑎𝑥𝐶0𝑒

−𝑎𝑥2
𝑑2𝜙0(𝑥)

𝑑𝑥2
= −2𝑎𝐶0𝑒

−𝑎𝑥2 + 4𝑎2𝑥2𝐶0𝑒
−𝑎𝑥2

−
ħ2

2𝑚
−2𝑎𝜙0 𝑥 −

ħ2

2𝑚
4𝑎2𝑥2𝜙0 𝑥 +

1

2
𝑘𝑥2𝜙0 𝑥 = 𝐸0𝜙0 𝑥



−
ħ2

2𝑚
−2𝑎𝜙0 𝑥 −

ħ2

2𝑚
4𝑎2𝑥2𝜙0 𝑥 +

1

2
𝑘𝑥2𝜙0 𝑥 = 𝐸0𝜙0 𝑥



f1 solution de l’équation de S si :





𝜙0 = 𝐶0𝑒
−𝑎𝑥2 𝜙1 = 𝐶1𝑥𝑒

−𝑎𝑥2

𝜙2 = 𝐶2(𝑥
2 −1)𝑒−𝑎𝑥

2

𝜙3 = 𝐶3𝑥
3𝑒−𝑎𝑥

2





avec

Propriété liée au postulat 6





Exercice III : Vibrations molécules CO









Traitement de l’oscillateur harmonique avec les opérateurs création et annihilation

ℋ = −
ħ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2
+
1

2
𝑚𝜔2𝑥2 =

𝑝2𝑥
2𝑚

+
1

2
𝑚𝜔2𝑥2

𝑎𝑣𝑒𝑐 ො𝑥, Ƹ𝑝 = 𝑖ħ

𝑋 = (
𝑚𝜔

ħ
)
1
2 ො𝑥

[(
𝑚𝜔

ħ
)
1
2] =

𝑀𝑇
− 1

ML2T−1
)
1
2= 𝐿

− 1
[ 𝑋] = 1

𝑃 = (
1

mωħ
)
1
2 Ƹ𝑝

1

mωħ
=

1

𝑀𝑇−1𝑀𝐿2𝑇−1
=

1

𝑀2𝑇−2𝐿2

[p]=MLT-1
[p]

1

mω ħ
1/2 = [ 𝑃] = 1



𝑋, 𝑃 =
𝑚𝜔

ħ

1

2
1

mω ħ
1/2 ො𝑥, Ƹ𝑝 =

1

ħ 𝑖ħ=i

ℋ =
ħ𝜔
2
( 𝑃2+ 𝑋 2)= ħ𝜔𝐻 avec 𝐻=

1
2
( 𝑃2+ 𝑋 2) et donc 𝐻 =

ℋ

[ħ𝜔] = 1

ℋ =
p2

2𝑚
+

1

2
𝑚𝜔2𝑥2 =

𝑚𝜔ħ
2m

𝑃2+
ħ
mω

1

2
𝑚𝜔2 𝑋 2

2) Opérateurs création 𝑎+𝑒𝑡 𝑎𝑛𝑛𝑖ℎ𝑖𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 ො𝑎

ො𝑎 =
1

2
( 𝑋 + 𝑖 𝑃) 𝑎+ =

1

2
( 𝑋 − 𝑖 𝑃)

𝑋𝑒𝑡 𝑃 opérateurs hermitiques car associés à  𝑢𝑛𝑒 𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑𝑒𝑢𝑟 𝑝ℎ𝑦𝑠𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑚𝑒𝑠𝑢𝑟𝑎𝑏𝑙𝑒

𝑋 = 𝑋
+

𝑒𝑡 𝑃 = 𝑃+

𝑋 = (
𝑚𝜔

ħ
)
1
2 ො𝑥

𝑃 = (
1

mωħ
)
1
2 Ƹ𝑝



ො𝑎
+
=

1

2
𝑋
+
−𝑖 𝑃

+
=

1

2
𝑋 − 𝑖 𝑃 =𝑎+ ≠ ො𝑎

𝑎+
+
=

1

2
𝑋
+
+𝑖 𝑃

+
=

1

2
𝑋 + 𝑖 𝑃 = ො𝑎 ≠ 𝑎+

ො𝑎 𝑒𝑡𝑎+ sont adjoints l’un l’autre et pas hermitiques. Ce ne sont pas des observables.

2-2) ො𝑎 𝑎+ =
1

2
𝑋 + 𝑖 𝑃 𝑋 − 𝑖 𝑃 =

1

2
𝑋2− 𝑖 𝑋 𝑃 + 𝑖 𝑃 𝑋 + 𝑃2

ො𝑎 𝑎+ =
1

2
𝑋2+ 𝑃2− 𝑖 𝑋, 𝑃 =

1

2
𝑋2+ 𝑃2+ 1 = 𝐻 +

1

2

𝑎+ ො𝑎 =
1

2
𝑋 − 𝑖 𝑃 𝑋 + 𝑖 𝑃 =

1

2
𝑋2+ 𝑖 𝑋 𝑃 − 𝑖 𝑃 𝑋 + 𝑃2

𝑎+ ො𝑎 =
1

2
𝑋2+ 𝑃2+ 𝑖 𝑋, 𝑃 =

1

2
𝑋2+ 𝑃2− 1 = 𝐻 −

1

2

[ ො𝑎, 𝑎+] = ො𝑎𝑎+ − 𝑎+ ො𝑎 =
1

2
𝑋2+ 𝑃2+ 1 -

1

2
𝑋2+ 𝑃2− 1 =1

[ ො𝑎, 𝑎+] = 1



𝑎+ ො𝑎 = 𝑁

ො𝑎𝑎+ = 𝑁+1

3) Opérateur 𝑁=𝑎+ ො𝑎 hermitique?

2ème méthode : 𝐻 = 𝑎+ ො𝑎 +
1

2
= 𝑁 + 1/2

𝐻 hermitique donc 𝑁 hermitique

1ère méthode : 𝑁+ = (𝑎+ ො𝑎)+= ො𝑎+𝑎+
+
= 𝑎+ ො𝑎 = 𝑁

3-2)

𝑁, ො𝑎 = − 𝑎 ?
𝑁, 𝑎+ = 𝑎+ ?

𝑁, ො𝑎 = 𝑎+ ො𝑎, 𝑎 = 𝑎+ ො𝑎𝑎 - ො𝑎𝑎+ ො𝑎 = (𝑎+ ො𝑎− ො𝑎𝑎+) ො𝑎 = 𝑎+, ො𝑎 ො𝑎 = −ො𝑎

𝑁, 𝑎+ = 𝑎+ ො𝑎, 𝑎+ =𝑎+ ො𝑎𝑎+-𝑎+𝑎+𝑎 = 𝑎+ ො𝑎𝑎+−𝑎+ ො𝑎 = 𝑎+



4) Etats propres de 𝑁

4-1) Si 𝑁ห𝜑𝛼 >= 𝛼ȁ𝜑𝛼 > 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝛼 ≥ 0?

< ȁ𝜑𝛼 𝑁 ቚ𝜑𝛼 >=< ȁ𝜑𝛼 𝑎+ ො𝑎ห𝜑𝛼 >=< ȁ𝜑𝛼 𝛼ȁ𝜑𝛼 >= 𝛼

Si ห𝜑𝛼′ > = ො𝑎ȁ𝜑𝛼 > 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 < ȁ𝜑𝛼′ = < ȁ𝜑𝛼 𝑎+

< 𝜑𝛼′ ቚ𝜑𝛼
′ >=< ȁ𝜑𝛼 𝑎+ ො𝑎ȁ𝜑𝛼 >= 𝛼>=0

ො𝑎ȁ𝜑0 >= 0
Montrer que 𝛼 est un entier?
ො𝑎ȁ𝜑0 >= 0
ȁ𝜑𝛼 > vect. prop. de  𝑁 avec val. propr. 𝛼
ො𝑎ȁ𝜑𝛼 > vect. prop. de  𝑁 avec val. propr. 𝛼 − 1

4-2)  𝑁ห𝜑𝛼 >= 𝛼ȁ𝜑𝛼 >

𝑁ො𝑎 ฬ𝜑𝛼 >= ො𝑎 𝑁 ቚ𝜑𝛼 > −ො𝑎ȁ𝜑𝛼 >=𝛼ො𝑎ห𝜑𝛼 > −ො𝑎ȁ𝜑𝛼 >=(𝛼 − 1)ො𝑎ȁ𝜑𝛼 >

ො𝑎ȁ𝜑𝛼 > est vect. prop. de N associé à la val. prop. a-1

𝑁𝑎+ ቤ𝜑𝛼 >= 𝑎+ 𝑁 ฬ𝜑𝛼 > +𝑎+ȁ𝜑𝛼 >=𝛼𝑎+ ቚ𝜑𝛼 > +𝑎+ȁ𝜑𝛼 >=(𝛼 + 1)𝑎+ȁ𝜑𝛼 >

𝑎+ȁ𝜑𝛼 > est vect. prop. de N associé à la val. prop. a+1

𝑁, ො𝑎 = − 𝑎
𝑁, 𝑎+ = 𝑎+



ȁ𝜑𝛼 >ȁ𝜑0 >

𝛼 ≥ 0𝛼 − 𝑛 = 0

𝑁

ො𝑎
ො𝑎ȁ𝜑𝛼 >

𝛼 − 1

𝑁

a2ȁ𝜑𝛼 >a3ȁ𝜑𝛼 >

𝛼 − 2𝛼 − 3

ො𝑎ො𝑎

𝑁𝑁

𝑁ห𝜑𝛼 >= 𝑛ȁ𝜑𝛼 > avec n entier



ℋ ቚ𝜑𝑛 >= ħ𝜔𝐻 ห𝜑𝑛 >= ħ𝜔( 𝑁 +
1

2
)ห𝜑𝑛 >= 𝐸𝑛ȁ𝜑𝑛 >

En=(n+1/2) ħ𝜔

ℋ 𝜑0 >= 𝐸0/𝜑0>

ħ𝜔 𝐻 𝜑0 > =𝐸0/𝜑0>

ħ𝜔 ( 𝑁 +
1

2
)/𝜑0 >=𝐸0/𝜑0>

ħ𝜔 (
1

2
)/𝜑0 >=𝐸0/𝜑0> 𝑐𝑎𝑟 𝑁/𝜑0 >= 0

𝐸0 =
1

2
ħ𝜔

𝐸0 =
ħ𝜔
2

??

Energie minimum ou fondamental : 

Signification physique de l’opérateur création et annihilation: 
ces opérateurs font passer dans un état d'énergie sup ou inf par création ou annihilation 
d'un quantum d'énergie (similaire à la création ou annihilation d’un boson)



𝑁ห𝜑𝑛 > = 𝑛ȁ𝜑𝑛 >
𝑁ห𝜑𝑛+1 >= (𝑛 + 1)ȁ𝜑𝑛+1 >

𝑁𝑎+ ቚ𝜑𝑛 >= (𝑛 + 1) 𝑎+ȁ𝜑𝑛 >

𝑎+ȁ𝜑𝑛 > est vect. prop. de N associé à la val. prop. n+1
ȁ𝜑𝑛+1 > est vect. prop. de N associé à la val. prop. n+1
Donc ȁ𝜑𝑛+1 > et ȁ𝜑𝑛 > sont vect. prop. de N avec la même val. prop. non dégénéré :

𝑐 2 = 𝑛 + 1

𝑁 +1

𝑎+ȁ𝜑𝑛 >
2 =< ȁ𝜑𝑛 ො𝑎𝑎+ȁ𝜑𝑛 > = 𝑐2 < 𝜑𝑛+1/𝜑𝑛+1>=< 𝜑𝑛/𝜑𝑛>+n< 𝜑𝑛/𝜑𝑛>

𝑎+ȁ𝜑𝑛 >=c ȁ𝜑𝑛+1 >

𝑎+ȁ𝜑𝑛 > = 𝑛 + 1 ȁ𝜑𝑛+1 >

4-5) 𝑎+ห𝜑𝑛 > 𝑒n fonction ȁ𝜑𝑛+1 > ?



ො𝑎ห𝜑𝑛 > 𝑒n fonction ȁ𝜑𝑛−1 > ???
𝑁ห𝜑𝑛 >= 𝑛ȁ𝜑𝑛 >
𝑁ห𝜑𝑛−1 >= (𝑛 − 1)ȁ𝜑𝑛−1 >
𝑁ො𝑎ห𝜑𝑛 >= (𝑛 − 1) ො𝑎ȁ𝜑𝑛 >

ො𝑎ȁ𝜑𝑛 > = 𝑛 ȁ𝜑𝑛−1 >

4-6) 𝑎+ ቚ𝜑0 > 𝑡𝑞 𝑁ȁ𝜑0 >= 0

ො𝑎ȁ𝜑0 >= 0

𝑎+ ቚ𝜑𝑛 >= 𝑛 + 1 ȁ𝜑𝑛+1 >

𝑎+ ቚ𝜑𝑛−1 >= 𝑛 ȁ𝜑𝑛 >
1

𝑛
𝑎+ห𝜑𝑛−1 >= ȁ𝜑𝑛 >

1

𝑛
𝑎+

1

𝑛 − 1
𝑎+ห𝜑𝑛−2 >= ȁ𝜑𝑛 >

1

𝑛!
(𝑎+)𝑛ห𝜑0 >= ȁ𝜑𝑛 >

ො𝑎ȁ𝜑𝑛 >=B ȁ𝜑𝑛−1 >
< ȁ𝜑𝑛 𝑎+ ො𝑎ȁ𝜑𝑛 > = ො𝑎ȁ𝜑𝑛 >

2 = 𝐵2 < 𝜑𝑛−1/𝜑𝑛−1>
𝑁

n=B2



6) Fonctions d’onde 
6-1)    ȁ𝜑𝑛 > 𝜑𝑛(𝑥)
< 𝑥ȁ𝜑𝑛 >= 𝜑𝑛 𝑥

ො𝑎 =
1

2
𝑋 + 𝑖 𝑃 =

1

2
(

𝑚𝜔

ħ

1
2 ො𝑥 +

i

ħmω
𝑃 )

1

2
(

𝑚𝜔

ħ

1

2 ො𝑥ȁ𝜑0 > +
i

ħmω
Ƹ𝑝ȁ𝜑0 > )=ȁ0 > (car ො𝑎ห𝜑0 >= ȁ0 >)

1

2

𝑚𝜔

ħ

1

2< 𝑥 ො𝑥 𝜑0 > +
i

ħmω
< 𝑥 Ƹ𝑝 𝜑0 > =< 𝑥/0 >=0

ො𝑎 ቚ𝜑0 >= ȁ0 > 𝑜𝑛 𝑑𝑒𝑣𝑟𝑎𝑖𝑡 é𝑐𝑟𝑖𝑟𝑒 ห𝜑0
𝑖 > 𝑑𝑒𝑔𝑟é 𝑑𝑒 𝑑é𝑔é𝑛é𝑟𝑒𝑠𝑐𝑒𝑛𝑐𝑒

𝐻ȁ𝜑𝑛
𝑖 >= 𝐸𝑛𝜑𝑛

𝑖 > avec 𝐸𝑛 = (𝑛+1/2)ħ𝜔

ො𝑥ȁ𝑥 > = 𝑥ȁ𝑥 >

< 𝑥หො𝑥 =< 𝑥ȁ𝑥

𝑚𝜔

ħ

1

2𝑥𝜑0(𝑥) +
i

ħmω
) ∗ (−𝑖ħ

𝛿𝜑0(𝑥)

𝛿𝑥
=0

𝑚𝜔

ħ
𝑥𝜑0(𝑥) +

ħ

ħmω

𝑚𝜔

ħ
1/2(

𝛿𝜑0(𝑥)

𝛿𝑥
=0

𝑚𝜔

ħ
𝑥𝜑0 𝑥 = −

𝛿𝜑0(𝑥)

𝛿𝑥



−
𝑚𝜔

ħ
𝑥𝑑𝑥 =

𝛿𝜑0(𝑥)

𝜑0 𝑥

𝐿𝑛(𝜑0(𝑥)) = −
𝑚𝜔

ħ

𝑥2

2
+ 𝑐𝑠𝑡𝑒

𝜑0(𝑥) =A 𝑒
−
1

2

𝑚𝜔

ħ
𝑥2

ቤ 𝜑1(𝑥) =
4

𝜋

𝑚𝜔

ħ
3 1/4 𝑥𝑒

−
1
2
𝑚𝜔𝑥2

ħ

ෞ𝑎 +=
1

2
𝑋 − 𝑖 𝑃 =

1

2
(

𝑚𝜔

ħ

1
2 ො𝑥 −

i

ħmω
𝑃 )

1

2
(

𝑚𝜔

ħ

1
2 ො𝑥ȁ𝜑0 > −

i

ħmω
Ƹ𝑝ȁ𝜑0 > ) = ȁ𝜑1 >

1

2

𝑚𝜔

ħ

1
2< 𝑥 ො𝑥 𝜑0 > −

i

ħmω
< 𝑥 Ƹ𝑝 𝜑0 > = 𝜑1(𝑥)

Fonctions d’onde ȁ𝜑1 > ? avec ෞ𝑎 + ห𝜑0 >= ȁ𝜑1 >)



Fonctions d’onde = ȁ𝜑2 >

ො𝑎 ቚ𝜑0 >= 0 𝜑0 =
𝑚𝜔

𝜋ħ
1/4 𝑒

−
1

2

𝑚𝜔𝑥2

ħ

𝑎+ ቚ𝜑0 > = ȁ𝜑1 > −→ 𝜑1 =
4

𝜋

𝑚𝜔

ħ
3 1/4 𝑥𝑒

−
1

2

𝑚𝜔𝑥2

ħ

𝑎+ ቚ𝜑1 >= ȁ𝜑2 > −→ 𝜑2 = (
𝑚𝜔

4𝜋ħ
)1

/4 (
2𝑚𝜔

ħ
𝑥2− 1)𝑒

−
1

2

𝑚𝜔𝑥2

ħ



𝑎+ห𝜑𝑛 > 𝑒n fonction ȁ𝜑𝑛+1 > ? ? ?

𝑁𝑎+ ቚ𝜑𝑛 >= (𝑛 + 1)𝑎+ȁ𝜑𝑛 >

𝑁ห𝜑𝑛+1 >= (𝑛 + 1)ȁ𝜑𝑛+1 >
𝑎+ห𝜑𝑛 >= 𝑐𝑛 ȁ𝜑𝑛+1 >

ቚ 𝑎+ȁ𝜑𝑛 >
2 =< 𝜑𝑛 ห ො𝑎𝑎

+ ȁ𝜑𝑛 >

ො𝑎, 𝑎+ = 1 = ො𝑎𝑎+ − 𝑎+ ො𝑎

ො𝑎𝑎+ = 𝑎+ ො𝑎 + 1 = 1 + 𝑁

𝑎+ȁ𝜑𝑛 >= 𝑛 + 1ȁ𝜑𝑛+1 >

ฬ 𝑎+ȁ𝜑𝑛 >
2 =< 𝜑𝑛 ቚ1 + 𝑁 ȁ𝜑𝑛 >= 1 + 𝑛 = 𝑐𝑛

2


