
1) Hypothèses : 
Pb à 2 corps  2 pbs à 1 corps indépendants : mvt CDM + mvt «particule»  de masse 𝜇 par rappor  
au CDM : 
 1
𝜇

= 1 
𝑚𝑝

 + 1
𝑚𝑒

   Or  mp~1836 me  donc avec mp>>me  𝜇 = 𝑚𝑒 

Notre système a 3 d° de liberté donc 3 observables qui commutent sont nécessaires pour décrire : 
     𝐻� , 𝐿2� , 𝐿𝑧�  

ATOME D’HYDROGENE 

𝐻� =
�̂�2

2𝑚+𝑉(𝑟) =
−ħ2

2𝑚 ∆ + 𝑉(𝑟)  

 
V(r) : potentiel central 𝑉 𝑟 = −1

4𝜋𝜋0

𝑒2

𝑟
 

Mais 𝑟(𝑟,𝜃,𝜑) 
 
−ħ2

2𝑚
1
𝑟2

𝜕
𝜕𝑟

𝑟2
𝜕
𝜕𝑟

+
1

𝑟2𝑠𝑠𝑠2𝜃
𝜕
𝜕𝜃

𝑠𝑠𝑠𝜃
𝜕
𝜕𝜃

+
1

𝑟2𝑠𝑠𝑠2𝜃
𝜕2

𝜕𝜑2 𝜓 𝑟𝜃𝜑 −
𝑒2

4𝜋𝑟𝜋0
𝜓 𝑟𝜃𝜑 = 𝐸𝜓(𝑟𝜃𝜑)  

 
 
−ħ2

2𝑚
[1
𝑟2

𝜕
𝜕𝑟

𝑟2 𝜕𝜕(𝑟𝑟𝑟)
𝜕𝑟

] + 𝐿2�
2𝑚𝑟2

𝜓 𝑟𝜃𝜑 − 𝑒2

4𝜋𝑟𝜋0
𝜓 𝑟𝜃𝜑 = 𝐸𝜓(𝑟𝜃𝜑)     [1] 



[𝐿2� , 𝐿𝑧� ]=0    (voir cours précédent) 

L2 est fonction de 𝜃 𝑒𝑒 𝜑 et Lz de 𝜑  𝐿𝑧� = −𝑠ħ
𝜕
𝜕𝜑

 

Les 3 composantes de L commutent avec L2. Elles commutent avec tte fonction de r 
Elles commutent donc avec H=f(r)+L2 

 [𝐻�, 𝐿𝑧� ]=0= [𝐻�, 𝐿2� ] 

2) Fonctions propres radiales + valeurs propres 
Val. P. communes à 𝐻� , 𝐿2� , 𝐿𝑧�   
|𝑙,𝑚 >  < 𝜃𝜑|𝑙𝑚 > = 𝑌𝑙𝑚 𝜃,𝜙  

𝜓 𝑟𝜃𝜑  = 𝑅𝑅𝑙(𝑟)𝑌𝑙𝑚 𝜃,𝜙  

−ħ2

2𝑚
1
𝑟2

𝜕
𝜕𝑟 𝑟2

𝜕𝑅𝑠𝑙 𝑟
𝜕𝑟 𝑌𝑙𝑚 𝜃,𝜙 +

𝐿2�
2𝑚𝑟2 −

𝑒2

4𝜋𝑟𝜋0
𝑌𝑙𝑚 𝜃,𝜙 𝑅 𝑟 = 𝐸𝑌𝑙𝑚 𝜃,𝜙  𝑅𝑠𝑙(𝑟)  

Calcul long …  𝑅𝑠𝑙 𝑟  𝑒𝑒 𝐸𝑠 = −13,6
𝑛

 

Même que celle donné par l’approx. de l’atome de Bohr … 

−ħ2

2𝑚
1
𝑟2

𝜕
𝜕𝑟

𝑟2 𝜕𝑅𝑛𝑛 𝑟
𝜕𝑟

+ 𝑛(𝑛+1)ħ2

2𝑚𝑟2
− 𝑒2

4𝜋𝑟𝜋0
𝑅𝑠𝑙 𝑟 = 𝐸𝑅𝑠𝑙(𝑟)   [2] 

𝜕
𝜕𝑟2 +

2
𝑟
𝜕
𝜕𝑟 
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𝜓𝑠𝑙𝑚 𝑟𝜃𝜑  = 𝑅𝑠𝑙(𝑟)𝑌𝑙𝑚 𝜃,𝜙  

A noter, cette énergie En est 2n2 fois dégénérée (pas donné par le calcul de Bohr) 

n donné  l : 0…n-1   (2l+1) val. de m  

� 2𝑙 + 1 = 1 + 3 + 5 + 2 𝑠 − 1 + 1 ∶ 𝑝𝑟𝑝𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑠𝑝𝑠 𝑎𝑟𝑠𝑒𝑎𝑚𝑎𝑒𝑠𝑎𝑎𝑒 𝑑𝑒 𝑟𝑎𝑠𝑠𝑝𝑠 2
𝑛−1

𝑛=0

 

Somme =n/2(1+2(n-1)+1) =n2         *2 (spin) 

Etat fondamental : 

𝐸𝑠 =
−13,6
𝑠  

Avec 𝑎0 = 4𝜋𝜋0ħ2

𝑚𝑒2
   

n=1, l=0, m=0 
 
𝜓100 𝑟𝜃𝜑  = 𝑅𝑠𝑙(𝑟)𝑌𝑙𝑚 𝜃,𝜙  = 𝑅10(𝑟)𝑌0

0 𝜃,𝜙 = 𝜓 𝑟 =
1
𝜋𝑎0

3 𝑒
− 𝑟
𝑎0 

Obtenu par 
normalisation 



𝑌𝑙𝑚 𝜃,𝜑 = 𝐹𝑙𝑚(𝜃)𝑒𝑖𝑚𝑟 m, l entiers et –l ≤m ≤ l 

Pour l’atome d’H 
 
L+𝑌𝑙𝑛 𝜃,𝜑 = 0  car  

 
Or L+=ħ ( 𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑠𝑖𝑝𝑒𝑝𝜃 𝜕

𝜕𝑟
)   𝑌𝑙𝑛 𝜃,𝜑 = 𝐶 𝑠𝑠𝑠𝜃 𝑙𝑒𝑖𝑛𝑟 

 
  ∬ 𝑌𝑙𝑚 𝜃,𝜑 2𝑠𝑠𝑠𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑𝑟 𝑟 =1 

 

 ∬ 𝑠𝑠𝑠𝜃𝑑𝜃𝑟 𝑟 𝑌0
0 𝜃,𝜑 2𝑑𝜑 = 𝑌0

0 24𝜋 
 

𝑌0
0 =

1
4𝜋

 

 
    

3) Partie angulaire de la fonction d’onde  

𝐿
+
�= 𝐿𝑥� + 𝑠𝐿𝑦� 



Or L-=ħ𝑒−𝑖𝑟(− 𝜕
𝜕𝑟

+ 𝑠𝑖𝑝𝑒𝑝𝜃 𝜕
𝜕𝑟

) 

𝑌1
1 = 𝐶𝑠𝑠𝑠𝜃𝑒𝑖𝑟   𝑌1

1 𝜃,𝜑 = + 3
8𝜋

𝑠𝑠𝑠𝜃 𝑒±𝑖𝑟 

 
L-𝑌1

0 = 𝑌1
−1    car 

𝑌1
0 𝜃,𝜑 =

3
4𝜋

𝑖𝑝𝑠𝜃  

𝑌2
0 𝜃,𝜑 =

5
16𝜋 3𝑖𝑝𝑠2𝜃 − 1  



−ħ2

2𝑚
( 𝜕
𝜕𝑟2

+ 2
𝑟
𝜕
𝜕𝑟

) 𝑒
− 𝑟
𝑎0 + 0(0+1)ħ2

2𝑚𝑟2
− 𝑒2

4𝜋𝑟𝜋0
𝑒
− 𝑟
𝑎0 = 𝐸1𝑒

− 𝑟
𝑎0   [2] 

𝜕
𝜕𝑟2

𝑒
− 𝑟
𝑎0 = (−1

𝑎0
)( −1

𝑎0
)𝑒

− 𝑟
𝑎0= 1

𝑎0
2 𝑒

− 𝑟
𝑎0 

 

2
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
𝑒
− 𝑟
𝑎0=2

𝑟
(−1
𝑎0

) 𝑒
− 𝑟
𝑎0 

−ħ2

2𝑚
1
𝑎0

2 𝑒
− 𝑟
𝑎0 − 2

𝑟
( 1
𝑎0

) 𝑒
− 𝑟
𝑎0 + − 𝑒2

4𝜋𝑟𝜋0
𝑒
− 𝑟
𝑎0 = 𝐸1𝑒

− 𝑟
𝑎0    

−ħ2

2𝑚𝑎0
2 + ħ2

𝑚𝑟𝑎0
+ − 𝑒2

4𝜋𝑟𝜋0
= 𝐸1    

−ħ2

2𝑚𝑎0
2 + 1

𝑟
( ħ2

𝑚𝑎0
+ − 𝑒2

4𝜋𝜋0
= 𝐸1    

ħ2

𝑚𝑎0
= 𝑒2

4𝜋𝜋0
   

4) Partie radiale de la fonction d’onde Rnl(r) : 

𝑎0 = 4𝜋𝜋0ħ2

𝑚𝑒2
   𝐸1 =

−ħ2

2𝑚𝑎0
2 avec 



Normalisation de : 𝜓 𝑟𝜃𝜑  =C𝑒
− 𝑟
𝑎0 

 
 
 
 
� 𝜓 2𝑟2𝑑𝑟𝑠𝑠𝑠𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑
∞ 𝜋 2𝜋

0 0 0

= � 4πr2
∞

0
ψ 2𝑑𝑟  

 

Car  : ∬ 𝑠𝑠𝑠𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑 = 2𝜋 ∫ 𝑠𝑠𝑠𝜃𝑑𝜃 = 2𝜋 ∗ 2𝜋 
0

𝜋 2𝜋
0 0  

 
 
� 𝑅𝑠𝑙(𝑟) 2𝑟2�  𝑌𝑙𝑚 𝜃,𝜙
∞

0

2𝑠𝑠𝑠𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑 = 1 

 

𝐽𝑠 𝛼 = � 𝑟𝑠𝑒−𝛼𝑟𝑑𝑟 =
𝑠!

𝛼𝑠 + 1  

 
 
    

   𝐶 2 = 1
(𝜋𝑎0)3

 
𝐶 2� 4𝜋𝑒

− 𝑟
𝑎0𝑟2𝑑𝑟 = 4𝜋 𝐶 2� 𝑒

− 𝑟
𝑎0𝑟2𝑑𝑟 =

∞

0

∞

0
1 

2!
(2/𝑎0)3 



r 

Ψ 

𝑒
− 𝑟
𝑎0 

𝑒
−2 𝑟𝑎0 

𝑑𝑑 = 𝜓 2𝑟2𝑑𝑟𝑠𝑠𝑠𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑 : probabilité de présence dans volume dV 
 
𝑑𝑑𝑟 = ∬ 𝜓 2𝑟2𝑑𝑟𝑠𝑠𝑠𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑 = 4𝜋𝑟2𝜋 2𝜋

0 0 𝜓 2𝑑𝑟  :          probabilité de présence radiale  
    de trouver la particule entre r et r+dr à θ et 𝜑 fixé  
𝑑𝑑𝑟
𝑑𝑟 = 4𝜋𝑟2 𝜓 2 

r 

𝑑𝑑𝑟
𝑑𝑟  

rmax=a0 <r>=3/2a0 

𝜕
𝜕𝑟
𝑒
−2 𝑟𝑎0𝑟2=0 ? 

 

2𝑟𝑒
−2 𝑟𝑎0 + 𝑟2(− 2

𝑎0
) 𝑒

−2 𝑟𝑎0=0 
 

2𝑟𝑒
−2 𝑟𝑎0*(1- 𝑟

𝑎0
)=0  r=a0 



< 𝑟 > =  ∫ 𝑟𝑑𝑑𝑟 = 4𝜋 𝐶 2∫𝑟2∞
0 𝑒

−2 𝑟𝑎0 𝑟𝑑𝑟 = 4𝜋 𝐶 2∫𝑟3 𝑒
−2 𝑟𝑎0𝑑𝑟 = 4

𝑎0
3 3! 1

2
𝑎0

4 = 4∗1∗2∗3∗𝑎0
4

24𝑎0
3 =3/2a0 

 



3) Comment représenter 𝜓 𝑠𝑙𝑚 𝜃,𝜑  complexes ? 
 
a) Représentation de 𝜓 𝑠𝑙𝑚 𝜃,𝜑 2 à r fixé 

Dépendance angulaire 𝑌𝑙𝑚 𝜃,𝜑 2 pour r donné indpt de 𝜑  figure de révolution autour de 𝜑  

𝑌0
0 2 =

1
4𝜋 

y 

z 𝑌0
0 =

1
4𝜋

 
θ 

y 

z 𝑌1
0 =

3
4𝜋 𝑖𝑝𝑠𝜃 

θ cosθ 

3
4𝜋 

𝑌1
0 2 =

3
4𝜋 𝑖𝑝𝑠

2𝜃 
y 

z 

θ 
cos2θ 

3
4𝜋 

𝑌𝑙𝑚 𝜃,𝜑 = 𝐹𝑙𝑚 𝜃 𝑒𝑖𝑚𝑟 

𝑌𝑙𝑚 𝜃,𝜑 2 = 𝐹𝑙𝑚 𝜃 2 Fonction de θ seulement.  

z 

y 
x 

M 
θ 

φ 

r 
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𝑌2
0 =

5
16𝜋 (3𝑖𝑝𝑠2𝜃 − 1) 

y 

z 

3𝑖𝑝𝑠2𝜃 − 1  
θ 

1 

4 

En θ=0 3𝑖𝑝𝑠2𝜃 − 1 =4 
Y=0 en 𝑖𝑝𝑠2𝜃 = 1/3  ie en θ=55° 

55° 



𝑌1
± 1 = +

− 3
8𝜋 𝑠𝑠𝑠𝜃𝑒

±𝑟 

y 

z 

θ 

En θ=0 3𝑖𝑝𝑠2𝜃 − 1 =4 
Y=0 en 𝑖𝑝𝑠2𝜃 = 1/3  ie en θ=55° 

𝑌1
± 1 2

 

𝑠𝑠𝑠2𝜃 

3
8𝜋 





c) Dépendance complexe : 
 
Elle vient de 𝜑. En superposant 𝜓𝑠𝑙𝑚 et 𝜓𝑠𝑙 − 𝑚 on peut construire des orbitales réelles  

𝜓𝑠11 =
3
8𝜋

𝑅𝑙𝑠 𝑟 𝑠𝑠𝑠𝜃𝑒𝑖𝑟 

𝜓𝑠1 − 1 =
3
8𝜋𝑅𝑙𝑠 𝑟 𝑠𝑠𝑠𝜃𝑒−𝑖𝑟 

𝜓𝑠1𝑛 =
3
8𝜋 𝑅𝑙𝑠 𝑟 𝑖𝑝𝑠𝜃 

𝑧 = 𝑟𝑖𝑝𝑠𝜃 
𝑥 = 𝑟𝑠𝑠𝑠𝜃𝑖𝑝𝑠𝜑 
𝑥/𝑟 = 𝑠𝑠𝑠𝜃𝑖𝑝𝑠𝜑 

z 

y 
x 

M 
θ 

φ 

𝑦 = 𝑟𝑠𝑠𝑠𝜃𝑖𝑝𝑠𝜑 



𝜓𝑠11 =
3
8𝜋 𝑅𝑙𝑠 𝑟 𝑠𝑠𝑠𝜃𝑒𝑖𝑟 

𝜓𝑠1 − 1 =
3
8𝜋

𝑅𝑙𝑠 𝑟 𝑠𝑠𝑠𝜃𝑒−𝑖𝑟 

𝜓𝑠1𝑛 =
3
8𝜋 𝑅𝑙𝑠 𝑟 𝑖𝑝𝑠𝜃 

𝑧 = 𝑟𝑖𝑝𝑠𝜃 
𝑥 = 𝑟𝑠𝑠𝑠𝜃𝑖𝑝𝑠𝜑 
𝑥/𝑟 = 𝑠𝑠𝑠𝜃𝑖𝑝𝑠𝜑 

1
2

(𝜓𝑠1 − 1 − 𝜓𝑠11) =

1
2

3
8𝜋

𝑅1𝑠 𝑟 𝑠𝑠𝑠𝜃𝑖𝑝𝑠𝜑  𝑝𝑥 = 3
4𝜋
𝑅1𝑠 𝑟 𝑥

𝑟
 

𝑦 = 𝑟𝑠𝑠𝑠𝜃𝑖𝑝𝑠𝜑 

𝑠
2

(𝜓𝑠1 − 1 + 𝜓𝑠11) =

1
2

3
8𝜋 𝑅1𝑠 𝑟 𝑠𝑠𝑠𝜃𝑠𝑠𝑠𝜑  𝑝𝑦 = 3

4𝜋
𝑅1𝑠 𝑟 𝑦

𝑟
 

 (𝜓𝑠1𝑛 ) =
3
8𝜋 𝑅1𝑠 𝑟 𝑖𝑝𝑠𝜃  𝑝𝑧 = 3

4𝜋
𝑅1𝑠 𝑟 𝑧

𝑟
 



pz 

px  py 
 



𝜓 𝑟 =
1
𝜋𝑎0

3 𝑒
− 𝑟
𝑎0 

−ħ2

2𝑚
𝜕
𝜕𝑟2

+ 2
𝑟
𝜕
𝜕𝑟

𝑒
− 𝑟
𝑎0 + − 𝑒2

4𝜋𝑟𝜋0
𝑒
− 𝑟
𝑎0 = 𝐸1𝑒

− 𝑟
𝑎0    

𝜕
𝜕𝑟2

𝑒
− 𝑟
𝑎0 = − 1

𝑎0
− 1
𝑎0

𝑒
− 𝑟
𝑎0 = 1

𝑎20
 𝑒
− 𝑟
𝑎0   

2
𝑟
𝜕
𝜕𝑟

𝑒
− 𝑟
𝑎0 = 2

𝑟
− 1
𝑎0

𝑒
− 𝑟
𝑎0 = −2

𝑟𝑎0
 𝑒
− 𝑟
𝑎0   

−ħ2

2𝑚
1
𝑎20

 𝑒
− 𝑟
𝑎0 + −2

𝑟𝑎0
 𝑒
− 𝑟
𝑎0 + − 𝑒2

4𝜋𝑟𝜋0
𝑒
− 𝑟
𝑎0 = 𝐸1𝑒

− 𝑟
𝑎0    

−ħ2

2𝑚𝑎20
+ ħ2

𝑚𝑟𝑎0
− 𝑒2

4𝜋𝑟𝜋0
= 𝐸1    



−ħ2

2𝑚𝑎20
+ 1

𝑟
( ħ2

𝑚𝑎0
− 𝑒2

4𝜋𝜋0)
= 𝐸1    

ħ2

𝑚𝑎0
= 𝑒2

4𝜋𝜋0
   

𝑎0 = 4𝜋𝜋0ħ2

𝑚𝑒2
   

𝐸1 = −ħ2

2𝑚𝑎0
2    
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