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Résumé

Cette these aborde deux problemes ayant trait a la physique des gaz quantiques de
basse dimensionnalité. Le premier systeme étudié est un mélange unidimensionnel de
bosons et de fermions sans spin soumis a un potentiel aléatoire. Nous commencons
par écrire un Hamiltonien de basse énergie et abordons la question de la localisa-
tion du point de vue de I'accrochage des ondes de densité par un désordre faible.
En utilisant le Groupe de Renormalisation et une méthode variationnelle dans 1’es-
pace des répliques, le diagramme de phase peut étre tracé en fonctions de deux
parametres : la force des interactions Bose-Bose et Bose-Fermi. La position et les
propriétés des phases dépendent d'un parametre additionnel, le rapport des vitesses
du son de chaque composante du gaz. Quelque soit la valeur de ce rapport nous
trouvons trois phases, (i) une phase totalement délocalisée, le liquide de Luttinger a
deux composantes, (ii) une phase totalement localisée ou les deux composantes sont
accrochées par le désordre et (iii) une phase intermédiaire ou seuls les fermions sont
localisés. Le deuxieme systeme est un gaz de bosons de cur dur sur un réseau en
échelle. Trois parametres en controlent la physique : les amplitudes de saut trans-
verse et longitudinale, et le remplissage. En utilisant plusieurs méthodes analytiques
(théorie des perturbations, bosonisation et RG) nous proposons une interprétation
de résultats numériques nouveaux obtenus par nos collaborateurs, notamment sur le
parametre de Luttinger du mode symétrique. Nous en déduisons un diagramme de
phase en présence de désordre faible.

Mots-clé : atomes froids, basse dimension, désordre, correlations fortes, bosons.

Summary

In this thesis we study two distinct problems related to the physics of quantum
gases in one dimension. After writing a low-energy Hamiltonian, we address the
question of localization by considering the pinning of density waves by weak disorder.
Using the Renormalization Group and a variationnal method in replica space, we
find that the phase diagram is adequately plotted as a function of two parameters :
the strength of Bose-Bose and Bose-Fermi interactions. The position and properties
of the various phases depend on an additional third parameter, the ratio of the
phonon velocities of each component of the gas. Whatever the value of this ratio,
we identify — using the Renormalization Group and a variational calculation — three
types of phases, (i) a fully delocalized phase, that is a two-component Luttinger,
(ii) a fully localized phase where both components are pinned by disorder and (iii)
an intermediate phase where fermions are localized and bosons are superfluid. The
second system is a two-leg ladder lattice of hardcore bosons. Three parameters control
the physics : transverse and longitudinal tunneling and the filling. Using several
analytical methods (perturbation theory, bosonization, RG) we give an interpretation
of new numerical results obtained by our collaborators, namely on the Luttinger
parameter of the symmetric mode. We deduce a phase diagram for weak disorder.
Keywords : cold atoms, low dimension, disorder, strong correlations, bosons.



Remerciements

Je tiens tout d’abord a remercier Jean-Paul Pouget et Dominique Chandesris, suc-
cessivement directeur et directrice du Laboratoire de Physique des solides pour leur
accueil chaleureux. Je remercie également l’ensemble des personnels administratifs
du laboratoire avec qui j’ai été en interaction et qui ont rendu le déroulement de
ma these si simple et agréable, en particulier Marie-France Cozic, Sylvie Falcinelli et
Sophie Tourlet.

J’ai commencé a travailler avec Pascal Simon en avril 2008 lors de mon stage de
Master 2, a Grenoble. Pendant les trois ans de these passés sous sa direction j’ai pu
profité de son enthousiasme et de sa générosité. Merci de m’avoir initié au monde des
systemes quantiques unidimensionnels, de m’avoir poussé a voyager et a présenter
mes travaux. J’ai beaucoup appris de ces rencontres.

Mes remerciements les plus sinceres vont a George Batrouni et Thierry Giamarchi
qui ont tous les deux accepté la lourde tache d’étre les rapporteurs de ma these,
malgré la chaleur du mois d’aott. Leurs avis éclairés et leur bienveillance seront des
outils précieux pour la suite, quelle qu’elle soit. J’ai la chance d’avoir pu cotoyer les
membres du jury en diverses occasions. Gergely Zarand tout d’abord, avec qui, par
le truchement de Pascal, j’ai activement collaboré. Merci d’avoir mis avec moi les
mains dans le camboui de la méthode des répliques, lors de mes quelques voyages
a Budapest. Sylvain Capponi, qui a toujours manifesté un intérét pour mon travail.
Laurent Sanchez-Palencia, notre voisin du plateau de Saclay pour ses remarques
toujours pertinentes. Enfin, Marc Gabay, mon collegue du LPS, que je remercie pour
son accueil, sa constante gentillesse et sa disponibilité.

Que les membres du groupe Théo du LPS soient remerciés. A mes collegues perma-
nents, Mark Goerbig pour tes conseils et ta bonne humeur, Jean-Noél Fuchs pour ton
écoute et la patience avec laquelle tu enseignes la physique. Merci d’avoir relu le pre-
mier chapitre de ce manuscrit. Frédéric Piéchon, Gilles Montambaux, Anu Jaganna-
than, Ines Safi, Marcelo Rozenberg, Marcelo Civelli, Cristinan Bena, Luca de Medici,
et Gilles Abramovici pour les moments partagés ensemble. A un ancien membre du
groupe Théo, Nicolas Laflorencie, mille mercis pour ton enthousiasme et ton amitié.
Merci aussi a Guillaume Roux, mon collegue du LPTMS que I’ascension du plateau
n’effraie jamais, pour cette collaboration et nos nombreuses discussions, présentes et,
je espere, futures.

Un grand merci aux étudiants et Postdocs du labo et d’ailleurs. Nicolas Charpen-
tier, mon cher co-bureau, pour son humour et sa curiosité, Jean-René Souquet, Doru
Sticlet (puissions-nous finir ce projet, méme a distance!), Yi Liu, Raphaél de Gail,
Guangquan Wang, Emilio Winograd, Lih-King Lim, Yannis Laplace, Julien Basset,
Edwin Kermarrec, Jean-Yves Chauleau, Clémence Lecoeur, Laéticia Bomble. Un
merci tout particulier a Pierre Delplace et Laurie Saulnier pour leur amitié. Merci
aux copains de Boston, des Houches et de Cargese (un merci chaleureux a Elisabeth

i



Agoritsas, pour son enthousiasme).

Mon éducation scientifique s’est largement construite a 'ENS Lyon. Merci aux
nombreux professeurs qui m’ont toujours encouragé dans cette voie. Un grand merci
aux amis de 'ENS; ainsi qu’a leurs valeurs ajoutées ;-), Charles et Amélie, Martin et
Camille, Pierre et Soumaya, Sylvain et Céline, Audrey et Arnaud, Marion et Jérome,
Gagélle et Nicolas, Stéphanie, Claire et Jérome. A Arnaud bien str, pour son amour
de la physique et son amitié indéfectible. Aux copains de Rennes sans qui je ne serais
rien : Thibaud, Stéphane et Hélene, Francois et Mathilde.

A Bruno et Marie-Christine, mes parents que j’aime tant, a mes grand-parents, o
qu’ils soient, et & mes oncles, tantes et cousins. Je sais la rareté d’une famille comme
vous. A mon frere Julien que j’admire tant. Enfin a ma Claire qui a su me trouver
dans les méandres de I’espace-temps. Je t’aime de tout mon coeur.

il



v



Table des matieres

Introduction

[.L1 Contexte théorique et expérimental . . . . . . . ... ... ... ...
[.2 Plandelathese . . . . . .. .. ... .o

Notions sur les gaz quantiques 1D
IT.1 Statistiques quantiques : différences entre bosons et fermions . . . . .
II.1.1 Notion de liquide quantique . . . . . ... ... ... .....
I1.1.2 Distribution des états pour un gaz sans interactions . . . . . .
II.1.2.1  Formalisme de la seconde quantification . . . . . ..
[1.1.2.2 Ensemble grand-canonique . . . . . . . . .. ... ..
[1.1.2.3 Condensation de Bose-Einstein vs surface de Fermi .
[1.1.2.4 Corrélations dans les gaz sans interactions . . . . . .
I1.1.3 Effet des interactions, spécificité ducas 1D . . . . . . . . . ..
I1.1.3.1 Lecasdes fermions . . . . .. ... ... ... .....
I1.1.32 Lecasdesbosons. . ... ... ... .........
I1.2 Approche du fluide harmonique . . . . . . ... ... . ... .....
I1.2.1 Représentation phase-densité . . . . .. ... ... ... ...
[1.2.2 Hamiltonien de basse énergie. . . . . . . . .. ... ... ...
[1.2.3 Fonctions de corrélation . . . . . . . ... .. ... ... ...
I1.3 Cas d’un mélange Bose-Fermi unidimensionnel . . . . . . . . ... ..
I1.3.1 Modele et parametres microscopiques . . . . . . . . . . . ...
[1.3.2 Hamiltonien de basse énergie. . . . . . . .. . ... ... ...
I1.3.3 Corrélations et diagramme de phase . . . . . . .. ... .. ..
[1.3.4 Effets de commensurabilité . . . . .. ... .. ... ... ...
I1.3.5 Conclusion du chapitre . . . . . . .. ... ... ... .....

Mélange Bose-Fermi dans un potentiel aléatoire

ITI.1 Introduction : localisation dans les gaz 1D . . . . . . . ... .. ...

IT1.2 Désordre et interactions fortes : accrochage de 'onde de densité
[T1.2.1 Transition d’accrochage dans un réseau propre . . . . . . . . .
[11.2.2 Transition d’accrochage dans un potentiel aléatoire . . . . . .
I11.2.2.1 Argument variationnel : approche a la Fukuyama-
Suzumura . . ...
[11.2.2.2 RG : approche a la Giamarchi et Schulz . . . . . ..
[11.3 Mélange Bose-Fermi dans un potentiel aléatoire . . . . . . . ... ..

47
47
49
49
53

25
o7
99



IT1.3.1 Dérivation du Hamiltonien de basse énergie . . . . .. .. .. 59
I11.3.2 Application des arguments de Fukuyama et Suzumura au cas

dumélange . . . . . ..o 61
I11.3.3 RG en deux étapes . . . . . . . . . . .. . ... ... ..... 63
I11.3.3.1 Dérivation des équations du flot du RG. . . . . . .. 63
I11.3.3.2 Analyse du flot ; diagramme des phases préliminaire . 68
I11.3.4 Approche variationnelle dans 'espace des répliques . . . . . . 71
I11.3.4.1 Introduction et dérivation des équations auto-
cohérentes . . . . . . .. ... 71
I11.3.4.2 Brisure a une marche de la symétrie des répliques (cas
ou v F > Ub) ....................... 75
I11.3.4.3 Brisure a deux marches de la symétrie des répliques
(casollvy >wp) . o oot 7
111.3.4.4 Etude du cas particulier v, > vy, inversion de la bri-
sure de symétrie . . . .. ... 80
[I1.4 Observables expérimentales . . . . . . . . .. ... ... ... .... 83
I11.4.1 Calcul de quelques fonctions de corrélation . . . . . . . . . .. 83
I11.4.1.1 Corrélations de densité . . . . . . ... ... ... .. 83
I11.4.1.2 Corrélations superfluides . . . . . . . .. .. ... .. 86
I11.4.2 Diagramme de phase pour un mélange 8’Rb-*°K et observables
expérimentales . . ... ..o 87
[11.4.2.1 Parametres expérimentaux pour le diagramme de phase 87
I11.4.2.2 Facteur de structure vs. mesures de temps de vol . . 88
ITI.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . e 93
IV Bosons de cceur dur sur deux chaines couplées 97
IV.1 Introduction . . . . . . . . . . ... 97
IV.2 Résultats analytiques pour les bosons de coeur dur . . . . . . . . . .. 100
IV.2.1 Préliminaires : solution exacte pour les fermions libres. . . . . 100
IV.2.2 Limite de couplage fort . . . . . . ... ... .. ... ... .. 101
IV.2.2.1 Gap au demi-remplissage . . . . .. .. .. ... .. 101
IV.2.2.2 Modele effectif pour les densités incommensurables . 102
IV.2.3 Chaines faiblement couplées : bosonisation . . . . .. .. ... 103
IV.2.4 Comparaison avec les échelles de spin 1/2 . . . . .. ... .. 107
IV.3 Résumé des résultats numériques . . . . . . .. . ... ... 109
IV.3.1 Phase isolant de Mott sur barreaux . . . . . .. . .. .. ... 109
IV.3.2 Phase liquide de Luttinger . . . . . . . ... .. .. ... ... 114
IV.4 Cas limites pour le liquide de Luttinger : résultats analytiques . . . . 115
IV.4.1 Limite diluée pour le gaz de bosons . . . . . .. .. ... ... 116
IV.4.2 Isolant dopé : limite des barreaux forts . . . . . . .. .. ... 117
IV.4.3 Limite de couplage faible : asymétrie de K, . . . .. . . . .. 119
IV.4.4 Vitesseduson . . . . ... ... . 120

vi



IV.5 Discussions .

IV.5.1 Diagramme des phases . . . . . . .. ... ... ... .....
IV.5.2 Effets du désordre . . . . . . . . . ...
IV.5.2.1 Désordre faible . . . . . . . . . ... ... ... ...
1V.5.2.2 Désordre fini et transition SF-BG . . . . . . .. . ..
IV.5.3 Conséquences expérimentales . . . . . . . .. ... ... ...

IV.6 Conclusions .
Conclusion

Annexes

A Méthodes variationnelles
A.1 Méthode variationnelle gaussienne pour le modele de sine-Gordon
A.2 Méthode variationnelle gaussienne dans I'espace des répliques . . . . .

A.3 Solution 1RSB
A.4 Solution 2RSB

B Echelles de bosons

de coeur dur dans la limite ¢;, > ¢

B.1 Gap au demi-remplissage . . . . . . . . . ...

B.2 Modele effectif

B.3 Calcul de K, et v, dans la limite de couplage fort . . . .. .. .. ..

Bibliographie

vil






Chapitre |

Introduction

1.1 Contexte théorique et expérimental

Depuis l'observation de la transition superfluide-isolant de Mott pour des atomes
de 8"Rb dans un réseau optique cubique tridimensionnel [1], les gaz d’atomes
ultra-froids ont été largement utilisés pour sonder la physique de systemes fortement
corrélés [2]. Un réseau optique est typiquement créé en superposant plusieurs paires
de laser contra-propageant, dans des directions orthogonales les unes aux autres.
L’amplitude du réseau est directement controlée par 'intensité des lasers de chaque
paire et il est facile de moduler 'amplitude tunnel entre sites, dans chacune des
directions. De ce fait, plusieurs équipes se sont tournées vers la réalisation de réseaux
de tubes quasi-unidimensionnels [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12] permettant, par
exemple, d’étudier les effets si particuliers des interactions dans les systemes de basse
dimensionnalité. Le régime 1D peut aussi étre atteint grace a des pieges magnétiques
fortement anisotropes [13, 14, 15], des pieges hybrides opto-magnétiques [16], ou
des puces a atomes (atom chips) [17, 18]. D’une maniere générale, les expériences
d’atomes froids développées au cours des dix dernieres années ont ouvert un nouveau
pan de la physique de la matiere condensée, aux cotés de, la pourtant déja tres
riche, physique des solides. Cependant, les liens entre théorie et expériences dans
ces deux champs de recherche sont parfois assez différents. En physique du solide,
I'observation expérimentale est souvent a la base de l’élaboration de théories
permettant d’en rendre compte. Hormis l'utilisation de méthodes de calcul ab
initio, le raisonnement théorique consiste la plupart du temps a chercher le modele
minimal — généralement sous la forme d’un Hamiltonien — décrivant de maniere
la plus complete la physique déduite des observations expérimentales. L’étude du
Hamiltonien peut par ailleurs se révéler extrémement complexe — comme c’est
le cas du Hamiltonien de Hubbard utilisé pour décrire la physique des cuprates
[19] — et méme parfois conduire a la prédiction de phénomenes nouveaux ensuite
vérifiée expérimentalement — comme dans le cas du modele d’Anderson pour la
conduction des électrons dans un réseau désordonné [20]. Au contraire, dans le
domaine des atomes ultra-froids, la versatilité des montages expérimentaux et la
grande controlabilité des parametres extérieurs (nombre et nature des atomes,
géométrie du piege, interactions) [2] invitent & considérer ces systémes comme de
véritables simulateurs quantiques, permettant de réaliser un Hamiltonien donné et,
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par exemple, de caractériser le diagramme de phases qui lui est associé. Bien sur
la validation d’une telle démarche nécessite des efforts expérimentaux et théoriques
— bien souvent numeériques — conjoints. La transition superfluide-isolant dans le
modele de Bose-Hubbard a été comparée de maniere extrémement précise a des
simulations Monte-Carlo quantique [21]. Celles-ci prennent en compte le maximum
de parametres expérimentaux — comme le confinement harmonique par exemple,
pouvant limiter la comparaison directe au modele de Bose-Hubbard — et ont permis
d’ajuster certains parametres expérimentaux difficilement controlables, comme
I’entropie par particule, directement liée a la température effective au sein du piege.

Cette complémentarité se retrouve au niveau de 1’étude des systemes quantiques
unidimensionnels. En physique du solide, de nombreux phénomenes peuvent étre
modélisés par des modeles unidimensionnels ou quasi-unidimensionnels. Citons a ce
titre les canaux de bords de l'effet Hall quantique [22, 23, 24, 25|, les nanotubes
de carbone [26], les matériaux organiques quasi-1D [27], ou les échelles de spin
[28, 29, 30, 31] qui sont dans certaines conditions de température dans le régime
1D. Typiquement, les références [29, 30, 31] mettent en ceuvre un grand nombre
de méthodes théoriques — bosonisation, ansatz de Bethe, théorie de champ moyen,
DMRG, Monte-Carlo quantique — pour déduire le diagramme de phase de ces
échelles de spin en fonction de la température et du champ magnétique, décrire
les transitions entre régimes 3D et 1D et expliquer les mesures de facteur de
structure de spin. Dans la physique des atomes froids, une expérience récente [12] a
testé de maniere spectaculaire la physique du Hamiltonien de sine-Gordon [32], en
soumettant un gaz de bosons — des atomes de 33Cs — piégé dans des tube quasi-1D,
a un potentiel périodique longitudinal, commensurable avec la densité. Pour des
interactions répulsives suffisamment fortes (elles sont augmentées a l'aide d’une
résonance de Feshbach), un potentiel périodique d’intensité arbitrairement faible
peut accrocher 'onde de densité atomique et stabiliser une phase isolant de Mott.
La ligne critique entre les phases superfluide et isolante est tres bien décrite par le
modele de sine-Gordon [33], validant par ailleurs 1’approche du fluide harmonique
[34, 35, 36] appliquée dans ce cas au gaz de bosons 1D.

Plusieurs expériences récentes ont illustré quelques aspects de la physique des gaz
quantiques soumis a un potentiel extérieur aléatoire, et, notamment, a une dimension
[16, 37, 38, 39]. La motivation pour I’étude de tels systémes trouve son origine dans
'article théorique d’Anderson [20] sur la conduction des électrons libres dans un cris-
tal désordonné et prédisant, outre I’absence de diffusion, la localisation exponentielle
des fonctions d’onde. Dans I'expérience de I'Institut d’Optique [16], c¢’est la localisa-
tion d’'une onde de matiere — c’est-a-dire la décroissance exponentielle de la fonction
d’onde macroscopique d’un condensat de Bose-Einstein (BEC) de 8"Rb — par un po-
tentiel aléatoire créé par la figure de speckle d'un laser qui a été observée. L’expérience
de Florence [37] simule le modele de Aubry-André [40] en soumettant un BEC de



1.2 Plan de la thése

8TRb & un réseau optique bichromatique, formé par la superposition de deux réseaux
1D de longueurs d’onde incommensurables, et simulant un potentiel désordonné (la
longueur de corrélation du désordre est néanmoins infinie). Ce modele présente une
transition entre une phase superfluide et une phase localisée lorsque l'intensité du
réseau secondaire dépasse une valeur critique [41, 42]. Un point crucial dans la phy-
sique des systemes quantiques désordonnés est la prise en compte des interactions.
Présente depuis les travaux originaux d’Anderson, cette question demeure un sujet
de recherche actuel, en physique mésoscopique [43], et dans la physique des atomes
froids, comme le montrent de nombreux travaux théoriques récents, par exemple dans
le cas unidimensionnel [44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51]. Expérimentalement, citons
deux expériences adressant cette question, a 1D, pour des bosons avec interactions
répulsives [39, 38], dans un réseau bichromatique. La premiére [39] se concentre sur le
cas des interactions faiblement répulsives. Celles-ci sont en compétition avec la locali-
sation par le potentiel désordonné en tendant a favoriser la superfluidité (dans ce cas
précis par le rétablissement de la cohérence de phase grace a la superposition de plus
en plus grande des états localisés & mesure que les interactions sont augmentées). Une
transition entre une phase localisée et une phase délocalisée est observée pour une
valeur critique des interactions. La deuxiéme expérience [38] étudie plutdt la limite
des interactions fortes, et se rapproche en ce sens d’une simulation du modele de
Bose-Hubbard désordonné [52]. Par des mesures de temps de vol et de spectroscopie
de Bragg, les auteurs sont en mesure de caractériser trois phases : une phase super-
fluide, une phase isolant de Mott et une phase ne présentant ni cohérence de phase
ni pic caractéristique autour de l’énergie d’interaction sur site ,U, dans le spectre
de Bragg, qu'il est tentant d’identifier a la phase verre de Bose (Bose glass). Cette
phase est une phase localisée — la fonction de Green a une particule décroit exponen-
tiellement — pour des bosons interagissant plutot fortement. Elle est sans gap dans
son spectre d’excitations et compressible [52], comme semblent le confirmer plusieurs
simulations numériques [53, 54, 55, 56]. Dans la limite de désordre faible et pour des
interactions suffisamment fortes, cette transition a été prédite de maniere générale
par Giamarchi et Schulz [57] et peut étre vue comme une transition d’accrochage de
I’'onde de densité par un potentiel extérieur aléatoire.

1.2 Plan de la theése

Cette these retrace I'étude théorique de deux modeles trouvant une résonance
particuliere dans le contexte tres stimulant de la physique des atomes ultra-froids.
Le premier modele décrit un mélange unidimensionnel de deux especes d’atomes
(typiquement un mélange Bose-Fermi) soumis & un potentiel aléatoire. Le deuxieme
est un modele, quasi-unidimensionnel, d’échelle de bosons de cceur dur. Les deux
modeles sont 1D ou quasi 1D et une partie de I'étude consiste a souligner les
différences entre bosons et fermions a une dimension, dans différentes situations —
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une géométrie particuliere, comme dans le cas de I’échelle, ou I'ajout de désordre.
Le plan de la these est le suivant :

e Le chapitre II est un chapitre largement introductif, illustrant les spécificités de
la basse dimensionnalité et introduisant le concept de fluide harmonique pour les
liquides quantiques 1D en interaction. Le concept de liquide de Luttinger est décrit
en détail et 'accent est mis sur I'universalité de cette description, pour une classe
assez large de modeles. Nous passons ensuite en revue les résultats théoriques —
analytiques et numériques — récents sur les mélanges Bose-Fermi unidimensionnels
et, aussi, quelques unes des instabilités du liquide de Luttinger a deux composantes.
Nous insistons sur la dérivation du Hamiltonien microscopique 1D a partir des
données expérimentales typiques de certaines expériences sur les mélanges.

e Le chapitre III est quant a lui consacré a l’étude du premier modele évoqué
ci-dessus : un mélange Bose-Fermi 1D, soumis a un potentiel aléatoire. Apres un
bref rappel sur la localisation dans les gaz 1D (section III.1), I’étude est menée
sous l'angle de l'accrochage des ondes de densité par le désordre. Dans cette
optique, nous rappelons brievement les méthodes (calcul variationnel et groupe de
renormalisation) permettant de décrire la transition d’accrochage dans un réseau
propre (section I11.2.1) et dans un potentiel aléatoire (section I11.2.2). Pour établir
le diagramme de phase du mélange Bose-Fermi désordonné nous utilisons a la
fois le groupe de renormalisation (le calcul est détaillé en I11.3.3.1) et la méthode
variationnelle dans l'espace des répliques (section I11.3.4). Cette étude utilise les
méthodes développées en [57] et [58] en mettant en évidence pour ce systéme
une physique assez riche, résumée dans la section III.4, ou sont présentés un
diagramme des phases dans le cas d'un mélange 8"Rb - “°K se voulant réaliste, ainsi
que certaines observables permettant de distinguer entre les phases localisées et
la phase superfluide. Les principaux résultats de ce chapitre ont été publiés dans [59].

e Dans le chapitre IV est présentée ’étude d'un gaz de bosons de cceur dur sur
une échelle. La physique de ce modele est controlée par seulement deux parametres,
I’amplitude de saut transverse couplant les deux chaines et la densité de bosons.
Bien que ce systeme ait été largement étudié par le passé, notamment dans I'optique
des échelles de spin 1/2, nous en proposons une étude assez détaillée, se basant sur
de nouveaux résultats numériques (par exemple pour le parametre de Luttinger du
mode symétrique) obtenus par nos collaborateurs ainsi que sur quelques arguments
analytiques nouveaux. La combinaison de ces différentes approches (numérique et
analytique) permet de jeter un regard neuf sur la physique de des échelles de bosons de
coeur dur, de revisiter les effets du désordre faible (étudiés auparavant dans [60, 61]),
et d’envisager quelques conséquences pour les expériences d’atomes froids (un gaz de
bosons ayant été piégé récemment dans un réseau en échelle [62]). Les résultats de
ce chapitre apparaissent dans [63].



Chapitre Il

Notions sur la physique des gaz quantiques
unidimensionnels

1.1 Statistiques quantiques : différences entre bosons
et fermions

11.1.1 Notion de liquide quantique

Dans ce chapitre nous nous proposons de rappeler quelques unes des ca-
ractéristiques principales des systemes unidimensionnels de particules quantiques en
interaction, en mettant en évidence les spécificités dues a la basse dimensionnalité
et en introduisant les outils mathématiques nécessaires a leur description. Pour ce
faire, et en guise d’introduction a ce chapitre, il convient de rappeler tout d’abord
quelques propriétés des liquides quantiques, en dimension d € N* quelconque. Un
liquide quantique est un systeme composé d’un grand nombre de particules et dont
I’étude nécessite de prendre en compte a la fois les effets de la mécanique quantique
et de la statistique [64, 65, 66]. Les effets de la statistique quantique se feront typi-
quement sentir si la longueur d’onde de de Broglie A est au moins aussi grande que
la distance typique entre particule, soit

pAd > 1. (IL.1)

Pour un gaz de densité p de particules de masse m a 1’équilibre thermique,

onh? 1/2
= 11.2
4 (kaT> (1L.2)

est la longueur d’onde de de Broglie thermique et cette condition équivaut ainsi a
kT < p* 0% /m = kpTyeg, (IL.3)

ol Theg est, par définition, la température de dégénérescence. Notons que ce critere est
rempli pour les électrons d’'un métal a température ambiante en raison de leur tres
faible masse. Au contraire, des températures extrémement basses sont nécessaires
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pour atteindre le régime quantique dans I'Hélium ou les gaz alcalins piégés op-
tiquement [64]. Notons aussi qu’a une température donnée, le régime de statis-
tique quantique sera plus facilement atteint pour des gaz denses (la température
de dégénérescence étant alors plus haute).

Les effets de la statistique sont tres différents pour des particules classiques et
des particules quantiques. Les propriétés statistiques de particules classiques sont
déterminées par la distribution de Maxwell-Boltzmann, reposant sur I’hypothese que
toutes les particules sont distinguables, méme si elles sont identiques. Cette hypothese
étant rendue caduque par le principe d’incertitude de Heisenberg, les particules dans
le régime quantique sont en pratique indistinguables et les effets statistiques dévient
largement de ceux prédis par la distribution de Maxwell-Boltzmann. Afin de ressentir
les effets statistiques, et en quelque sorte tester leur indistinguabilité, les particules
doivent pouvoir échanger leurs positions. On s’attend donc a ce que la dimension-
nalité du systeme soit un facteur déterminant dans I'expression des effets dus a la
statistique. Par exemple a une dimension, la dynamique des particules est confinée
a une direction et I’échange de particules n’est pas possible, sauf a considérer cer-
tains modeles bien particuliers. ' Néanmoins, quelque soit la dimension, il apparait
que la forme de la fonction d’onde d’un systeme a plusieurs particules est fortement
contrainte par le caractere indistinguable des particules. Considérons par exemple
deux particules identiques, décrites par la fonction d’onde W(rq, ro, ). Si elles sont in-
distinguables alors la probabilité de les trouver aux positions ry et ry a 'instant ¢ doit
étre invariante sous I’échange des deux particules, soit |¥U(ry, 1y, t)|? = [¥(re, 1, 1)|?.
Ainsi, U(x;,Xs,t) et U(xo,x1,1) sont égales, & un facteur de phase e'® pres. A trois
dimensions, un échange supplémentaire des deux particules est équivalent a la trans-
formation identité [64], imposant & « d’étre un multiple entier de 7. La fonction
d’onde est alors symétrique (o« = 0) ou antisymétrique (o = 7) sous I’échange de
deux particules, et les particules sont des bosons ou des fermions, respectivement 2.
Cette approche dans I'espace réel de la statistique quantique peut étre étendue a n’im-
porte quel espace de Hilbert, dans le sens ou tout état a N particules, décomposé sur
une base d’états a une particule, est soit totalement symétrique, soit totalement anti-
symétrique sous 1’échange de tout couple de particules. Par conséquent, les fermions
obéissent au principe d’exclusion de Pauli, c¢’est-a-dire que deux fermions identiques
ne peuvent occuper le méme état quantique, alors que plusieurs bosons — voire méme
un nombre macroscopique d’entre eux — peuvent occuper un état quantique donné.

1. Un modele sur réseau avec sauts aux deuxiemes voisins par exemple, ou un modele quasi-
unidimensionnel comme 1’échelle a deux montants du chapitre IV, permettent aux particules de
tester leur statistique.

2. En dimension plus petite que trois cette restriction sur la valeur de « ne s’applique pas, et les
excitations élémentaires d’un systeme peuvent avoir des statistiques plus exotiques
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11.1.2 Distribution des états pour un gaz sans interactions
11.1.2.1 Formalisme de la seconde quantification : quelques rappels utiles

Dans ce paragraphe nous introduisons brievement quelques concepts utiles pour
la suite, ou le formalisme de la seconde quantification sera largement utilisé. Nous
n’avons pas la prétention de donner ici une justification détaillée de la méthode, mais
simplement de fixer des notations. Nous renvoyons le lecteur aux nombreux excellents
livres traitant du sujet, e.g. [67, 64].

Considérons le Hamiltonien suivant, en dimension d quelconque,

- [avie [——vuvm( 0w (11.4)

o1 9T (r) et ¥ (r) sont respectivement les opérateurs de création et d’annihilation d’une
particule au point r. En fonction de la statistique, ces deux opérateurs vérifient les
relations de commutations suivantes,

[W(r),v()] =0 et [P(r), ()] = o —1'), (IL.5)
pour des bosons, et
{0(r), ()} =0 et {¥(r) ')} =d(r 1) (1L.6)

pour des fermions, les accolades désignant I’anticommutateur. Ces opérateurs peuvent
étre décomposés sur toute base d’états a une particule. Par exemple, dans le cas
de I'espace homogene le Hamiltonien du systéme est invariant par translation et le
vecteur d’onde® k est un bon nombre quantique. Si de plus le systéme est placé dans
une boite de taille L¢, avec, par exemple, des conditions aux limites périodiques, on
peut alors écrire :

1 ik.r
f(r) = i > eral, (IL.7)
k

ol ak désigne 'opérateur création d’une particule — bosons ou fermions — d’impulsion
k, les impulsions étant quantifiées, selon k = 27 /L(n,,n,,n,) avec ng, n,, n, des
entiers. Dans cette nouvelle base, le Hamiltonien se récrit simplement :

H= Z )ajay, (I1.8)

avec £(k) = h?k?/(2m). Ainsi I'énergie du systeme s’obtient en comptant le nombre
de particules dans chaque état a une particule. La distribution sur les états a une
particule dépend de la statistique et sa détermination est I’'objet du prochain para-
graphe.

3. On utilisera indifféremment les mots vecteur d’onde et impulsion pour désigner k, la véritable
impulsion s’écrivant p = hk
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FI1GURE II.1: Nombre d’occupation a T fixée, pour le niveau d’énergie € = 0.5kgT,
en fonction du potentiel chimique. Pour des potentiels chimiques trés négatifs (limite
de grande dilution), les distributions fermionique et bosonique sont bien approximées
par la distribution de Mazwell-Boltzmann décrivant des particules classiques. Les
effets quantiques se font sentir pour u proche de zéro pour les bosons (ou le nombre
d’occupation est maximal) et a trés grand p positif pour les fermions ot le nombre
d’occupation tend vers 1.

11.1.2.2 Ensemble grand-canonique

Pour un gaz de particules libres la distribution sur les états a une particule découle
alors de la statistique considérée [64], bosonique ou fermionique. Considérons N par-
ticules identiques* décrites par le Hamiltonien (II.8). On cherche typiquement &
calculer (ny) = (ala,), le nombre moyen de particules dans I'état d’impulsion k. En
supposant que le gaz a une énergie fixée E, on peut en théorie calculer ce nombre
d’occupation, moyenné sur tous les micro-états a N particules et d’égales probabi-
lités. En pratique il est commode de laisser fluctuer le nombre total de particules ainsi
que I'énergie, en imposant des conditions uniquement sur leur moyenne respective °,

N =) (m), (IL.9)
E = ) (m)e. (I1.10)

4. On ne considere qu’une seule espece de particules, boson ou fermion.
5. Ce qui revient a passer de l’ensemble microcanonique ou F, N,V sont fixées a ’ensemble
grand-canonique ou T, u, V' sont fixées.
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On en déduit, pour chaque statistique, la distribution moyenne des particules (ny) :

(i) = [ePo=m) — 1]_1 =np(e) pour des bosons, (IL.11)

(i) = [ePExmm 1] = np(e) pour des fermions. (I1.12)

La température T'= 1/(kg[3) et le potentiel chimique p sont fixés par les conditions
(I1.9) et (I1.10). Pour le gaz parfait, a température fixée et pour un niveau d’énergie
donné, ng et np sont deux fonctions croissantes de p. np n’est définie que pour
des potentiels chimiques négatifs alors que ng est définie pour tout p réel. Pour les
deux distributions, le nombre total de particules N est une fonction croissante de .
Toujours & T fixée, pour un nombre de particules N tres petit on a |u] > kT et
[68]

npp o~ e PEH, (I1.13)

Dans la limite diluée, les effets quantiques deviennent négligeables et on retrouve
la statistique de Boltzmann. Pour un gaz placé dans une boite de volume L% et en
supposant L > A, la longueur d’onde de de Broglie thermique, afin d’approximer le
spectre d’énergie par un continuum, on trouve en effet N ~ ef* fooo deg(e)e " soit

p o~ Al (11.14)
d__L? (i)dﬂ
2T(d/2+1) \27h?

d. La limite diluée étant caractérisée par [B|u| > 1, d’apres 1'équation (II.1) celle-
ci correspond bien a la limite classique. Les effets quantiques se feront sentir dans

des régimes de concentrations élevées, c’est a dire p > kg7 pour les fermions et
|u| < kT pour les bosons [68] (voir Fig. I1.1).

avec g(e) = %271 la densité d’états pour une boite de dimension

11.1.2.3 Condensation de Bose-Einstein vs surface de Fermi

Pour les bosons il est commode de définir la fugacité z = e variant entre 0 et 1, et
s’approchant de 1 pour des concentrations élevées (i — 07). En séparant le nombre
d’occupation de I'état fondamental ®, le nombre total de particules s’écrit [68]

Z z
N = E —_. II.1
1—=z + - efei — 4 ( 5)
370

On pose aussi

No(z) = (IL.16)

6. On pose g =0
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le nombre de particules dans 1’état fondamental et

N/(M7T) = Z

i#0

: (1L.17)

ePlei — 2

le nombre de particules dans les états excités. Il apparait alors que Ny(z) devient
arbitrairement grand lorsque z approche 1, alors que N’ ne peut dépasser une valeur
maximale N/ (T") = N’(0,T") dépendant de la température. Si cette valeur est finie
alors une fois la limite N} __ = N atteinte, toute particule supplémentaire vient se
condenser dans I’état fondamental. C’est ce phénomene que ’'on nomme condensation
de Bose-FEinstein.

Si maintenant on fait varier la température en fixant le nombre de particules N
alors il existe une température critique 7T, telle que pour toute température T' < T,
N!...(T') < N. Pour un potentiel chimique raisonnablement proche de 0, N' ~ N/
et les état excités sont saturés. Un nombre Ny = N — N'(T) de particules occupe alors
I'état fondamental. Bien str N/ . (T') décroit avec la température et pour T' < T,
un nombre macroscopique de particules Ny ~ N, occupent 1’état fondamental.

La condensation de Bose-Einstein ne peut avoir lieu que si le nombre maximal de
particules dans les états excités N/, est fini. En faisant 'hypothese d’un spectre
continu, la somme dans N/ .. peut étre remplacée par une intégrale,

N :/Oo 9(e)de (IL.18)

max 655 _ 1'

Encore une fois, pour une boite de dimension L%, g(g) = %
En dimension trois I'intégrale converge et

Ny = ((3/2) (%)3 (11.19)

définissant la température critique selon

kaTc 3/2
27h? .

p=1C((3/2) ( (I1.20)
Pour d < 3 l'intégrale présente une divergence infrarouge et la physique est dominée
par les modes de grande longueur d’onde. En dimension 1 on peut approximer N .

en développant la distribution de Bose-Einstein aux petits k et il vient

T (L\?
N ~—|= I1.21
3 (5) (121)
ce qui donnerait une température critique définie par
™ kaTc
== L. I1.22
P 3 ( 2mh? ) ( )

10
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Contrairement a la température critique en dimension 3, celle-ci tend vers 0 a la
limite thermodynamique, N,V — oo en gardant p = N/V finie. A une dimension,
dans une boite homogene, et a la limite thermodynamique, il n’y a pas de condensation
de Bose-Einstein. La situation est différente dans un piege harmonique ou la densité
d’état va plutot comme p(e) ~ €471, autorisant la condensation de Bose-Einstein
méme a deux dimensions [69]. Il faut noter qu’a 1D, un confinement harmonique est
suffisant pour induire un crossover assez franc vers une occupation macroscopique de
I’état fondamental pour des températures plus petites que

kpT, = hw (11.23)

In2N’
ol est w est la fréquence du piege harmonique et N le nombre de particules [70, 69].
En effet, pourvu qu’on ne prenne pas la limite thermodynamique usuelle — dans ce
cas, N = oo et hwN fini — T, reste non nulle.

La distribution des particules bosoniques est donc marquée par une forte occupa-
tion de I'état fondamental dans le régime dégénéré, avec une transition de phase ou
un crossover vers la condensation de Bose-Einstein dans certaines conditions de di-
mensionnalité et de température. Au contraire, pour des fermions, (nx) — O(u — ex)
a température nulle, avec O la fonction marche de Heaviside, et de fait

N=> 0(u—-c). (I1.24)

Ainsi, a température nulle, les états quantiques sont remplis un a un par les fer-
mions. L’énergie du dernier état occupé, appelée énergie de Fermi Ep, est égale a
la valeur du potentiel chimique. Cet empilement dans I’espace des états est bien sur
une conséquence du principe d’exclusion de Pauli. Pour des températures non-nulles
mais faibles, kgT < u, la distribution des états pour les fermions s’étale autour du
niveau de Fermi, sur une bande d’énergies de largeur typique kgT. La physique de
basse énergie est alors controlée majoritairement par les états proches du niveau de
Fermi. En particulier, le potentiel chimique étant ’échelle d’énergie la plus grande,
la longueur d’onde de de Broglie est dans ce cas confondue avec la longueur d’onde

B\ L2
de Fermi, \p ~ (—) )
2mpu

11.1.2.4 Corrélations dans les gaz sans interactions

De nombreuses informations peuvent étre extraites des corrélations de densité du
systeme [68]. Considérons les deux fonctions suivantes,

gi(r) = (W(r)y(0)), (I1.25)
g2(r) = (p(r)p(0)). (I1.26)

11
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La premiere fonction, g;, parfois appelée matrice densité a une particule, est le recou-
vrement entre I’amplitude de probabilité de trouver une particule a ’origine et celle
de trouver la méme particule au point r, moyenné sur le comportement de toutes les
autres particules du systeme. La deuxieme fonction, go, renseigne quant a elle sur
les corrélations de densité du systeme. Pour un systeme de particules libres — et plus
généralement pour tout Hamiltonien quadratique — ces deux fonctions sont liées par
le théoreme de Wick selon :

g2(r) = g1(0)* & g1 (r)?, (I1.27)

ou le signe + est pour les bosons et le signe — pour les fermions. Pour un gaz
dans le régime non dégénéré — p < 0 et |u| > kT — dans une boite homogene,
g1(r) = L705", (m)e™ T, (ny) ~ ePre=Fex soit

g1(r) ~= pe 2N (I1.28)

pour des fermions ou des bosons. On retrouve le comportement gaussien typique
des gaz classiques. Pour des bosons dans le régime dégénéré, le comportement de g;
et gy varie fortement en présence d’un condensat ou non. A3 dimensions, dans
le régime dégénéré, un condensat existe toujours et on doit séparer la contribu-
tion du niveau fondamental dans g;. On écrit alors, gi(r) = Ny/L? + gi(r) avec
gi(r) = L7457, 7éo<nk)e““‘”. On peut facilement montrer que les états excités in-
terferent destructivement a grande distance, faisant de g; une fonction décroissante
a l'infini [68]. 11 vient donc

lim ¢;(r) = po, (I1.29)

r—r00
la densité de particules dans 1’état fondamental. Noter que I’équation (I1.29) est sou-
vent considérée comme une définition possible de la condensation de Bose-Einstein.
Le systeme est dans un état BEC, a la limite thermodynamique, si la matrice densité
a une particule tend vers une constante & grande distance . A une dimension au
contraire il n'y a pas de condensat dans le régime dégénéré et les corrélations sont
dominées par les modes de grande longueur d’onde — c’est a dire de basse énergie,
la densité d’états allant comme ¢~ /2. On peut approximer la distribution des états
comme (ny) ~ [A*k?/(2m) + |pd|}_1 et on trouve [68]

gi(x) = pe /e, (11.30)
o . = pA?/(2m) est la longueur de cohérence, diminuant comme 1/7" lorsque la

température augmente (cf. equation (I1.2)). La matrice densité a une particule tend
alors vers 0 a l'infini, signature de I'absence d’ordre a longue portée pour un gaz

7. On parle aussi d’ordre hors-diagonale & longue portée. Voir la référence [64]

12
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de bosons 1D sans interactions a température non nulle®. Pour les fermions dans
le régime dégénéré le comportement des fonctions de corrélations est radicalement
différent, comme peut le laisser supposer I’analyse du paragraphe précédent et dépend
finalement assez peu de la dimension. C’est la surface de Fermi qui controle les
corrélations, quelque soit la dimension. A température nulle on trouve, a 1D,

1 [kr : 1 sin(kpz)
= — ) —— 11.31
mla) =g | ket = ZZEE (11.31)
et
k? 1 2k
gao(z) = £ — + cos( Fx) (I1.32)

w2 2m2g2 2mx?

Notez bien que kg /m = p. Pour des fermions sans interactions & température nulle, les
corrélations décroissent algébriquement vers 0 a I'infini. En anticipant sur la prochaine
section, on parlera dans ce cas de quasi-ordre a longue portée. Les oscillations rendent
compte du fait que ce sont les modes proches de la surface de Fermi qui dominent
la physique dans le régime dégénéré. Dans I'expression de go on identifie le deuxieme
terme a la contribution des modes de petites longueur d’onde et le troisieme aux
modes autour de la longueur d’onde de Fermi. A température non nulle dans le
régime dégénéré u > kgT, les effets quantiques se feront sentir a des distances
grandes devant A\p et la physique est dominée par les modes proches du niveau de
Fermi. A une dimension on peut alors linéariser le spectre autour des points de Fermi
+kp, en posant k = +kpr + p et en calculant les intégrales a 'ordre le plus bas [71].
Il reste a calculer

) 00 dp ez‘pm i 00 dp e—ipa:
_ _ikpx ikpx
gi(@) = /oo oo /Oo or 1+ evrbp’ (11.33)

avec vp = hkp/m, la vitesse de Fermi. On trouve finalement

1 isinlkpz]
gi(z) = Bop sin[—iz/(Bvp)]

On identifie un crossover entre la décroissance algébrique de l'expression (I1.31)
pour des distances petites devant la longueur thermique vpf et une décroissance
exponentielle aux distances grandes devant wvgf. A température non-nulle, le
quasi-ordre a longue portée est détruit et on retrouve une décroissance exponentielle
des corrélations.

(I1.34)

Ainsi, une étude simple de quelques propriétés thermodynamiques des gaz quan-
tiques sans interactions et de leurs corrélations permet de mettre en évidence les

8. A température nulle tous les bosons occupent 1’état fondamental, méme a 1D, et la question
des corrélations est peu intéressante.

13
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grandes différences entre les statistiques fermionique et bosonique. Pour les bo-
sons sans interactions, la physique est largement dominée par les modes de grandes
longueur d’onde, ayant comme principal effet d’empécher la condensation de Bose-
Einstein en basse dimension. Au contraire pour les fermions, la physique est dominée
par les modes au voisinage de la surface de Fermi, une conséquence du principe d’ex-
clusion de Pauli, avec comme signature principale une décroissance algébrique des
fonctions de corrélations a température nulle. Ces quelques concepts de base étant
posés, nous pouvons maintenant envisager l'effet des interactions au travers de la
thermodynamique et des fonctions de corrélations.

11.1.3 Effet des interactions, spécificité du cas 1D
1.L1.3.1 Le cas des fermions

En dimension 2 et 3, un systeme de fermions en interactions est, sauf cas
particuliers, tres bien décrit par la théorie de Landau du liquide de Fermi [66].
Celle-ci repose sur le principe de continuité adiabatique entre les états excités d'un
gaz en interaction et les états excités, bien connus, du gaz parfait. Cette description
ne repose pas sur un calcul perturbatif et est aussi valide pour des interactions tres
fortes entre particules. Sans rentrer dans les détails de la théorie de Landau ni en
donner une justification microscopique, nous rappelons ici les quelques idées-forces
nécessaires a la compréhension des spécificités du cas unidimensionnel.

Considérons le Hamiltonien de fermions en interactions suivant,

= / dr 41 (r) [—zh_mw - M} Y(r) + % / drdr' ! (2)yT (1) Vigs (r — )9 (') (x),
(I1.35)

On a ici fixé le nombre total moyen de particules dans I’état fondamental, en incluant
le potentiel chimique. Le Hamiltonien étant invariant par translation on peut le récrire
dans la base des impulsions — en utilisant par exemple (I1.7) — selon

H=> &ala,+ Y Vaal_ sl a0, (11.36)
Kk kK ,q

ou Vg désigne la transformée de Fourier du potentiel d’interaction et {x = ex — p.
Pour des fermions libres a température nulle, I’état fondamental est la mer de Fermi.
Les excitations élémentaires correspondent soit a ’ajout d’une particule (p) en sus
de la mer de Fermi, soit a la création d’un trou (h) dans la mer de Fermi, soit a la
création d’une paire particule-trou (ph). Ces états excités ont la forme :

(), K)o = c|FS) (IL.37)
(h),~K)o = x|FS) (IL38)
[(ph), kK)o = clog|FS), (I1.39)
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ol |F'S) = [lj<rp cl|0) désigne la mer de Fermi. Les excitations correspondant
a la création d’une particule ou d’un trou ont une impulsion et une énergie bien
définie. C’est ce type d’excitations que Landau appelle de maniere générale, quasi-
particules. Les excitations particule-trou, en dimension d > 2, présentent au contraire
un continuum d’énergie, pour une impulsion k — k’ donnée, et ne sont pas en ce sens
de bonnes quasi-particules. Pour le gaz de fermions en interactions on s’intéresse alors
aux états excités ayant une forme similaire a (I1.37) et (I1.38), c’est-a-dire

(). k) = ¢|G) (I1.40)
((h), =k) = «lG) (I1.41)
(I1.42)

ou |G) désigne I’état fondamental du systeme avec interactions, et on cherche a quelles
conditions ces états peuvent constituer de bonnes quasi-particules, avec une impul-
sion et une énergie bien définies. Imaginons que 'on puisse, partant du Hamiltonien
(I1.36), éteindre progressivement les interactions au cours du temps. Cette opération
est décrite par le Hamiltonien suivant :

H, = Hy+ e " Hy, (11.43)

ou Hy désigne la partie libre, quadratique, de (I1.36) et Hj, les interactions. L’hy-
pothese de Landau est qu’il existe un intervalle de taux de variation v dans lequel
on peut relier adiabatiquement les états excités du systeme en interactions aux états
excités du systeme libre. Si cette correspondance un-a-un existe, alors la physique du
systeéme est bien décrite par des quasi-particules et des quasi-trous définis par (11.40)
et (I1.41), et qui, a I’équilibre, sont distribuées selon la distribution de Fermi-Dirac
[66, 67]. Du point de vue microscopique, ces quasi-particules sont des fermions ha-
billés par les fluctuations de densité qu’ils causent dans leur voisinage, du fait des
interactions. Il faut remarquer que si on peut en général associer a la quasi-particule
|(p), k) une énergie typique, &, cet état n’est cependant pas un état propre du Ha-
miltonien avec interactions. Les quasi-particules ont un temps de vie 7 fini au-dela
duquel elles se décomposent en d’autres quasi-particules et quasi-trous. La fenétre
d’adiabaticité correspond alors a un taux de variation petit devant I’énergie & d'une
quasi-particule, et grand devant son temps de vie 7 [67],

Ty < (I1.44)

Le temps de vie est relié au taux de diffusion I' entre quasi-particules que 1’on peut
calculer via la regle d’or de Fermi. Pour un processus de diffusion correspondant a
I'exemple de la figure I1.2, on a :

Ditaqr—qkr X [k +a,k — a|Vglk, k) *6 (& + Ew — Exrq — S—q)- (I1.45)

L’élément de matrice impose les contraintes sur les impulsions dues au principe de
Pauli. On s’intéresse a la diffusion d’une particule d’impulsion k et d’énergie & > 0,
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au dessus de la mer de Fermi, avec une autre particule d’impulsion k’ et d’énergie &,
vers 1’état final composé de deux particules d’impulsions k + q et k' — q et d’énergie
Ek+q €t &g, respectivement. Le moment total est conservé, et, si on considere ’état
fondamental, le partenaire de diffusion doit étre sous la surface de Fermi, avec & < 0.
Le principe de Pauli, impose que les particules diffusées occupent des états en dehors
de la mer de Fermi, soit {xiq > 0 et §—q > 0. Enfin la conservation de I'énergie
impose que || et {wr_q, soient comprises entre 0 et . La taille maximale de I'espace
des phases disponible pour la diffusion est donnée par deux coquilles d’épaisseur &,
au-dessus en en-dessous de la surface de Fermi, ce qui donne une borne supérieure
pour l'inverse du temps de vie, 7 ! < A€2. La condition d’adiabaticité devient

A < v < & (11.46)

et est d’autant mieux vérifiée que les quasi-particules sont proches de la surface de
Fermi?. A température non-nulle, les quasi-particules sont localisées sur une tranche
d’énergie de largeur kgT au voisinage de la surface de Fermi, et on a 7 ~ 1/T7.

k' —q k
[ J O

°

k+q
FI1GURE I1.2:  Processus de diffusion, ici pour d = 2, au voisinage de la surface de
Ferma.

La théorie de Fermi a ceci de remarquable qu’elle nous apprend que les propriétés
d’un gaz de Fermi en interactions sont similaires a celles du gaz sans interactions,
a suffisamment basses températures. Les quasi-particules presque libres remplace les
fermions libres et les propriétés thermodynamiques ne sont que marginalement af-
fectées.

A une dimension en revanche, la théorie du liquide de Fermi s’effondre et ne peut
servir a décrire un systeme en interaction. La principale raison est que le calcul du
temps de vie & partir de la régle d’or de Fermi conduit & 7y de Pordre de & [67]. A une
dimension, les quasi-particules ne sont pas bien définies, au sens ou 1’élargissement
en énergie est toujours de I'ordre de I’énergie moyenne, et ce méme dans le voisinage
immédiat des points de Fermi. La condition (I1.44) n’est jamais vérifiée. De maniere
heuristique on peut lier ce temps de vie extrémement court au confinement des fer-
mions a 1D. Le mouvement d’une particule entraine nécessairement, de proche en

9. A~ |V2|g(er)3/L3, avec |V?| Pamplitude typique des interactions et g(er) la densité d’état
au niveau de Fermi.
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proche, le mouvement de tous les autres particules du systeme. Toute excitation a
une particule se décompose en fluctuations de la densité, c’est-a-dire en excitations
particule-trou [67, 36].

Néanmoins on peut montrer que ces excitations particule-trou jouent, a une dimen-
sion, un role similaire a celui des quasi-particules fermioniques du liquide de Fermi,
car elles ont un temps de vie qui diverge au voisinage des points de Fermi. Pour le
voir il suffit de rappeler la forme du spectre d’excitations particule-trou. Une telle
excitation consiste a prendre une particule d’impulsion k sous la surface de Fermi
et a 'amener au dessus de la surface de Fermi en lui imprimant une impulsion q
supplémentaire. Les conditions suivantes doivent étre réalisées,

k| < kp, (11.47)
k+q| > kp, (I1.48)

et I’énergie de la paire particule-trou, dans le cas d’une boite homogene, est

B h2(k+q)2 h2k2
N 2m 2m

Ey(q) (I1.49)

En dimension d > 1 on peut créer une paire particule-trou d’énergie arbitrairement
proche de 0 pour un vecteur q tel que 0 < ¢ < 2kpr en jouant sur les angles pour
créer une particule aussi pres que nécessaire de la surface de Fermi. On a donc un
continuum d’énergies accessibles. A 1D, la surface de Fermi est réduite a deux points
et on ne peut créer une paire d’énergie nulle qu’autour d’eux, c’est a dire pour ¢ =0
et ¢ = 2kp, comme le montre la figure 11.3.

L’avantage est qu’autour de ces points, les excitations particule-trou ont a la fois
un moment, ¢, et une énergie bien définie. En effet, ’énergie moyenne est donnée
par :

E(q) = vrq. (I1.50)
et la dispersion moyenne par,
AE(q) = ¢*/m. (IL.51)

Pres de ¢ = 0, la dispersion de 'excitation décroit vers 0 beaucoup plus vite que
son énergie moyenne. On a donc une excitation dont le temps de vie diverge au
voisinage de la surface de Fermi. Au sens de Landau, les quasi-particules a 1D sont
donc les excitations particule-trou au voisinage des points de Fermi. Puisqu’elles font
intervenir deux fermions, elles sont de natures bosoniques. Pour prendre en compte
les interactions, plusieurs stratégies sont possibles. On peut construire une théorie
des perturbations, a partir des fermions libres dont on aura linéarisé le spectre autour
de la surface de Fermi. Une approche, plus fructueuse par bien des aspects, consiste a
récrire le Hamiltonien a I’aide des quasi-particules que sont les excitations particule-
trou. Cette approche connue sous le nom de bosonisation, permet d’obtenir la théorie
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0 T ok T

F1GURE I1.3: Spectre d’excitations particule-trou a une dimension. La surface de
Fermi est réduite a deux points et on ne peut créer des paires particule-trou d’énergie
arbitrairement faible qu’autour de ¢ = 0 et ¢ = 2kp. Autour de ¢ = 0, ’écart quadra-

tique moyen autour de ’énergie moyenne (l'inverse du temps de vie) de 'excitation
va comme ¢*, donnant vie a une quasi-particule bien définie.

de basse énergie de n’importe quel systeme de fermions a basse dimension et d’en
extraire de nombreuses propriétés et notamment les corrélations a longue distance.
Cette théorie de basse énergie, dite du liquide de Luttinger [34] remplace la théorie
du liquide de Fermi a basse dimension. Comme nous le verrons par la suite, c’est la
théorie universelle pour toute une classe de systeme unidimensionnels en interactions,
fermions ou bosons.

11.1.3.2 Le cas des bosons

Comme nous I’avons rappelé dans le paragraphe I1.1.2, 'occupation des états d’un
gaz de Bose dégénéré dépend largement de la dimension et du potentiel extérieur.
Il en va de méme pour l'effet des interactions. Dans ce paragraphe, on rappelle
brievement quelques propriétés d'un gaz de Bose en interactions en présence d'un
condensat, avant d’étudier son analogue a une dimension.

a) Approche de champ moyen

Il n’existe pas a priori d’argument général permettant de démontrer 1'existence
d’un condensat pour un systeme quelconque de bosons en interaction. En revanche il
existe un théoreme en dimension d < 2, affirmant qu’a la limite thermodynamique,
aucun condensat ne peut se former a ’équilibre et a température finie dans I’espace
libre [64]. Ce théoreme, dit de Hohenberg-Mermin-Wagner [72, 73|, est valable en
présence ou non d’interactions, et quelque soit le signe des interactions a courte
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portée éventuelles, confirmant et dépassant les résultats énoncés dans la partie I1.1.2
pour le gaz de bosons libres. La raison est qu’il n’y peut pas y avoir d’ordre a longue
portée, ici au sens de I'équation (I1.29), a température finie en dimension 2, et méme a
température nulle en dimension 1, a cause des fluctuations thermiques et quantiques
de grande longueur d’onde!". A trois dimensions — ou & 2D et 7 = 0 — aucun
théoreme n’empéche a priori la formation d’un condensat en présence d’interactions
et expérimentalement elle a été observée dans plusieurs systémes .

Comme dans le cas des fermions, la théorie du liguide de Bose [66] doit rendre
compte a la fois des modifications du fondamental par les interactions et de la nature
des excitations. Une premiere approche, tres efficace, consiste a batir une théorie de
champ moyen, en supposant l’existence d’'un condensat. C’est I’approche développée
par Bogolubov, partant du Hamiltonien d’interactions dans 1’espace libre,

H= Zso(k)a;&ak + Z ananLJrqakak,. (I1.52)
k

kX ,q

L’approximation de Bogoliubov [74], consiste a séparer I’état fondamental d’impul-
sions k = 0, que l'on suppose occupé par un nombre macroscopique Ny ~ N de
particules, et a remplacer les opérateurs création et annihilation ag et a, par un
nombre, /Ny. En effet les fluctuations du nombre d’occupation du fondamental étant
négligeables devant Ny, on peut considérer que ces deux opérateurs commutent. Une
fois ce remplacement fait, il est possible de diagonaliser le Hamiltonien, et les quasi-
particules libres ainsi obtenues ont le spectre suivant,

e(a) = v'=o(a)(co(a) + 2p9), (I1.53)

pour une interaction entre particules g ponctuelle (c’est-a-dire ici V; = ¢ quelque
soit q). Dans la limite ¢ — 0, le spectre est linéaire et caractéristique d’excitations
sonores. Les quasi-particules de Bogoliubov sont les modes de phonons du condensat.
Cette approche dans 'espace des impulsions, n’est pas forcément adaptée au cas
d’un potentiel de confinement inhomogene, ou il est plus commode de travailler dans
I’espace réel. Dans ce cas, une autre approche de champ moyen consiste a remplacer
Y(r,t), par la fonction du condensat 1y(r,t) dans l'équation du mouvement. On
obtient alors ’équation de Gross-Pitaevskii dont la solution permet par exemple de
décrire le profil de densité du condensat dans un piege harmonique. La prise en compte
des fluctuations de densité autour du condensat permet de décrire les excitations 2.
Bien str toutes ces approches s’effondrent a une dimension, a cause des fluctuations
de grande longueur d’onde. Il existe cependant une autre approche, élaborée par

10. Un exemple de I'importance des modes infrarouges en dimension 1 est donné a I’équation
(I1.22)

11. Par diffusion de neutrons dans 'Helium 4, et par des mesures de temps de vol dans les gaz
alcalins.

12. On obtient alors les équations de Bogoliubov-de Gennes.
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Popov [75], permettant de décrire un gaz de bosons 1D dans la limite d’interactions
faibles. Pour ce faire, il est nécessaire d’adopter une approche hydrodynamique en
séparant les fluctuations de la phase et les fluctuations de densité. On écrit donc

Y(r,t) = \/p(r,t)e 0T, (I1.54)

ot p(r,t) = (r,t)y (r,t) est la densité locale et §(r,t) la phase quantique. L’ap-
proche de Popov, basée sur les méthodes de l'intégrale fonctionnelle, permet en
intégrant progressivement les modes ultra-violet — dans I'esprit du groupe de Re-
normalisation — d’établir par exemple la forme de la matrice densité a une particule
définie en (I1.25). En particulier, pour des interactions ponctuelles assez faibles, Po-
pov trouve & température nulle [75, 35]

1.0375)“

(11.55)

T

91(x) Zp(

ou £ = \/mgp est la longueur de cicatrisation [69] et a = \/mg/po/(27) dépend de
la force des interactions. Ce résultat remarquable nous indique qu’a une dimension

I'ordre a longue portée est détruit par les interactions provoquant des fluctuations de
la phase a grande distance. Néanmoins 'ordre n’est pas détruit exponentiellement,
g1(x) décroissant algébriquement. On parle alors de quasi-ordre a longue portée.
Ce résultat est a rapprocher de celui obtenu pour les fermions libres en (I1.31). A
une dimension, bosons et fermions sont en fait décrits par une méme théorie de
basse énergie, la théorie du liquide du Luttinger, introduite pour les fermions au
paragraphe précédent et caractérisée par une décroissance algébrique des corrélations
a longue portée. Avant de décrire en détail cette théorie, nous nous attardons sur
un dernier exemple illustrant la difficulté d’identifier de maniere précise les effets de
la statistique a une dimension.

b) Modele de Lieb-Liniger ; cas des interactions de coeur dur

Le modele de Lieb-Liniger est un modele de bosons dans le continu avec des inter-
actions ponctuelles et répulsives (g > 0),

H = / dr ¥ (r) [—j—mw - 4 vy +2 / drd! (1) () o () e(r).  (IL56)

C’est un modele exactement soluble par ansatz de Bethe [76, 77], c’est-a-dire qu'il
est possible de calculer son spectre d’énergies et les fonctions d’ondes des états
propres. Nous reviendrons sur 1'utilité de cette solution exacte lorsque nous décrirons
la théorie du liquide de Luttinger. Dans ce paragraphe on s’intéresse simplement a la
limite de Tonks-Girardeau, ou les interactions entre particules sont infinies, g — oco.
La conséquence principale est qu’il est impossible que deux bosons de coer dur se

20



I1.1 Statistiques quantiques : différences entre bosons et fermions

trouvent a un méme point de ’espace. La contrainte de ccer dur simule le principe
de Pauli dans l'espace réel et le caractere 1D empéche les bosons de se déplacer
les uns autour des autres. Par conséquent les fonctions d’onde de fermions et de
bosons de coer dur a 1D seront identiques a un facteur de symétrisation pres. En

effet si Wp(xy,...,2xN) est une solution de I'équation de Schrédinger pour un gaz
de N fermions, satisfaisant la contrainte Wp(zq,...,2x) = 0 dés que z; = z; pour
tout ¢ et j, alors Up(xy,...,xy) = A(z1,...,2n8)Vp(21,...,2xN) est aussi une so-

lution de I’équation de Schrodinger pour un gaz 1D de N bosons de coer dur, avec
A=TI- ; Sign(x; — x;), une fonction antisymétrique prenant seulement les valeurs
+1. [78] 1l apparait clairement que |¥p(xy,...,28)|* = |[Vp(z1,...,2N5)[%, de telle
sorte que toute quantité dépendant uniquement du module de la fonction d’onde
est identique pour des fermions et des bosons de ccer dur. Comme I’a remarqué Gi-
rardeau, [78, 79] cette correspondance un-a-un entre les fonctions d’onde bosonique
et fermionique n’est possible qu’a une dimension. La contrainte de coer dur divise
I'espace des parametres en N! régions disjointes, et A change de signe de maniere
discontinue a la frontiere de chaque région. A deux et trois dimensions, I'espace des
parametres reste connecté et une fonction équivalente a A ne peut pas étre définie.
Pour décrire un gaz de Tonks-Girardeau on parle souvent de fermionisation. Cela se
traduit notamment au niveau des corrélations de densité qui deviennent [80]

s 1 cos(2mpr)
2m2 g2 omx?

g2(x) = p (I1.57)

En revanche, la matrice densité a une particule est tres différente. Elle dépend direc-
tement de la distribution des impulsions, et dans ce cas les effets de la statistique se
font sentir. On trouve, pour des distances z > p~!,

gi(z) = p (pix) - , (11.58)

ce qui correspond & une distribution des impulsions en loi de puissance, (n;) oc k=1/2,
pour k < p. On retrouve une distribution piquée autour du fondamental, mais avec
une décroissance algébrique caractéristique de la dimension 1, et de I'augmentation
de effet des fluctuations quantiques. On parle aussi ici de quasi-condensat ou de
quasi-ordre a longue portée.

Ainsi, a une dimension les effets de la statistique sont quelque peu effacés par
les interactions. Les fermions sont mieux décrits par des fluctuations de densité de
nature bosonique, alors que les bosons de ccer dur se comportent comme des fermions
lorsque I'on s’intéresse a la densité ou aux corrélations de densité, tout en conservant
des propriétés bosoniques au niveau de la distribution des impulsions.
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1.2 Approche du fluide harmonique

Dans la premiere partie de ce chapitre nous avons mis en évidence quelques unes
des spécificités des liquides quantiques unidimensionnels. Outre 'augmentation des
effets des fluctuations quantiques due au confinement transverse, une conséquence
flagrante de la dimension réduite est que la notion de statistique — bosons versus
fermions — devient floue. Les quasi-particules du gaz de fermions sont de nature bo-
sonique alors que les bosons de coeur dur exhibent un comportement fermionique
au niveau des corrélations de densité. Ces fortes similitudes trouvent leur origine
dans 'impossibilité a une dimension de tester la symétrie de la fonction d’onde du
probleme a N corps sans amener deux particules en contact rapproché : les effets
de la statistique et des interactions sont nécessairement fortement corrélés [34]. Plus
généralement, tout systeme unidimensionnel présentant un spectre d’excitations sans
gap et linéaire & basse énergie '® est décrit par une méme théorie effective de bosons
libres décrivant des fluctuations de densité harmoniques. Autrement dit, tous ces
modeles sont décrits par la méme classe d’universalité, celle du liquide de Luttin-
ger. Ce résultat tres fort a été formalisé pour la premiere fois par Haldane [34], et
repose essentiellement sur la séparation des fluctuations de phase et de densité d'un
liquide quantique unidimensionnel. Dans le cas des bosons c’est le prolongement de
I’approche hydrodynamique de Popov, pour des interactions quelconques.

11.2.1 Représentation phase-densité

Pour relier 'opérateur création — ou I'opérateur annihilation — aux fluctuations de
densité, Haldane part de la relation suivante,

Y(w) = /p(x)e @, (I1.59)
sans présager du caractere bosonique ou fermionique de la particule pour I'instant. A
une dimension, les particules se déplacent sur une ligne et il existe toujours une
fonction croissante permettant de relier de maniere univoque l'opérateur densité
p(z) =>,0(x — x;) aux positions z, de toutes les particules. On appelle p(z) cette
fonction, et la seule contrainte qu’on lui impose est d’augmenter par incréments de
27, a chaque fois que z traverse la position d'une des particules, p(z;) = 27¢. On
peut exprimer p en fonction de ¢ de la fagon suivante [36],

p(z) =Y |Ve(z)[d(p(x) — 2mn), (11.60)
avec n un entier. En utilisant la formule de Poisson il vient
V(z) ipo(x)
plr) = —5 = zp: ee), (IL61)

13. C’est le cas du modele de fermions étudié en 11.1.3.1, du modele de Lieb-Liniger [35], mais
aussi de la chaine de spin 1/2 [81].
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Il est alors commode d’introduire un champ auxiliaire ¢(x), mesurant 1’écart par
rapport a une position hypothétique ou les particules sont espacées d’exactement la
distance inter-particule moyenne py*, c’est-a-dire o(z) = 27pox — 2¢(z). ¢(z) est un
champ qui varie lentement, c’est-a-dire sur des distances grandes par rapport & py .
L’opérateur densité, exprimé en fonction de ¢ s’écrit finalement

pla) = [Po - %wm] S eiplrpon ()], (I1.62)

p

Cette écriture permet de décomposer les fluctuations de densité en plusieurs modes
de vecteur d’onde différents. Si on moyenne la densité sur des distances grande devant
la distance inter-particule moyenne, les termes oscillants disparaissent et il ne reste
que la densité lissée p(z) ~ py — Vo(z)/m, correspondant aux fluctuations de petit
vecteur d’onde ¢ ~ 0. Au contraires les termes oscillants correspondent aux modes
q = 27po, ainsi qu’a toutes les autres harmoniques paires. Pour les bosons, la relation
de commutation [¢(z),%'(2')] = 6(z — 2’) implique [36, 34, 35]

[p(x), e_w(z/)] = §(z — a’)e ), (I1.63)

Pour la densité lissée, une condition suffisante pour satisfaire cette relation de com-
mutation est :

Hw(x), 9(.:5/)} = —ib(z — o), (IL64)

ou, alternativement [1V6(z), ¢(z')] = id(x —2’). Dans la limite de basse énergie, ot
les fluctuations ont lieu sur des distances grandes devant p,', les termes oscillants
de la densité ne sont pas important pour satisfaire (I1.63) et on peut considérer que
les champs ¢ et 6 doivent effectivement vérifier la relation (I1.64). On peut d’ores
et déja noter que les champs V¢/m et 6 sont canoniquement conjugués et que les
fluctuations de densité et de phase sont fortement liées a une dimension. Il reste a
écrire 'opérateur création en fonction de ¢. Pour les bosons, on trouve, a un facteur
multiplicatif dépendant de la structure ultra-violette pres,

1 1/2 ' .
P(x) = lpo - —qu(x)} Z ei2plmpoa—e(@)] o =ib(x) (I1.65)
m

p

L’opérateur fermionique s’obtient en multipliant ¢ (z) par e!?™02=2¢@)] assurant que
I'opérateur ainsi construit satisfait les relations d’anti-commutation des fermions 4

1 1/2 _ '
¢f(x) = {Po — —ng(x)} Z et 2p+1)[rpoz—¢(2)] ,—i0(z) (I1.66)
T
P

14. 2mpox — 2¢(x) est en quelque sorte I’analogue de la chaine de Jordan-Wigner [82].
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11.2.2 Hamiltonien de basse énergie

Une fois connues ces représentations de la densité et des opérateurs création et
annihilation, il reste a obtenir la forme du Hamiltonien d’un systeme de particules
en interactions, en fonction de ¢ et #. On ne s’intéresse pas a un modele microsco-
pique particulier, et on peut montrer que le Hamiltonien effectif de tout systeme
1D présentant a basse énergie un spectre linéaire d’excitations et sans gap est de la
forme :

H= L / dz [v;(VO)* +un(V9)?], (11.67)

27

avec m(x) = VO(x)/m le moment conjugué de ¢(x). C’est le Hamiltonien d’une chaine
d’oscillateurs harmoniques, a la limite continue. Dans ce contexte, il est connu sous
le nom de Hamiltonien de Luttinger. Les termes vy et v; sont homogenes a des
vitesses et dépendent des détails microscopiques du systeme, en particulier de la force
des interactions. Ils déterminent toutes les propriétés de basse énergie et controlent
notamment les corrélations a longue distance. La plupart du temps on utilisera deux
parametres alternatifs u et K définis par v = /uonv; et K = y/v;/vn. Dans ce cas,
le Hamiltonien s’écrit :

H = Z—“ / da {K(V&)M %(wp)? : (11.68)

™

On écrit aussi la forme effective de I'opérateur impulsion P du systeme, donné par

P [ @ [W @70 - V@) (1L69)

et qui devient dans ce contexte

P

% / dxVp(z)VO(x), (I1.70)

ou on rappelle que p(z) = 2mpox — 2¢(x). Connaissant la forme effective du Hamilto-
nien on peut écrire la décomposition des champs ¢ et # en modes propres. Ces modes
propres sont les excitations bosoniques typiques de la chaine d’oscillateurs harmo-
niques — c¢’est-a-~dire les fluctuations de densité, ou encore, les excitations particule-
trou. Dans cette décomposition il est nécessaire de séparer le mode de vecteur d’onde
q = 0, correspondant a un mouvement de translation du centre de masse du systeme.
En effet, ce mode est essentiellement lié aux excitations topologiques du systeme et
est lui aussi quantifié pour un systeme de taille finie L. Les excitations topologiques
sont de deux types [34, 35]. Tout d’abord d’apres I'expression de la densité lissée,
p(x) >~ py — Vo(x)/m, on a nécessairement

A

¢(L) — ¢(0) = m(No — N), (IL.71)

24



I1.2 Approche du fluide harmonique

ol on a posé Ny = poL, et ici N est I'opérateur comptant le nombre de particules.
De plus si on impose des conditions aux limites périodiques, ¥ (x + L) = ¥(x), on a
une condition supplémentaire, 0(x + L) = 6(z) +n.J, avec J un opérateur ayant pour
valeurs propres des entiers pairs. La décomposition en modes propres s’écrit alors
(34, 35]

2 \ ™ K 2 —a —1iqx qx
¢(I> = ¢0 — (N — No)f —+ Z <2L|q|> e lal/2 [bqe q + b:fle q ] ,
q#0
(I1.72)
A ™ ™ 1/2 9 . ) .
o) = o T+ S () e 6.
q70
(I1.73)

On a introduit un cut-off ultra-violet, afin de restreindre la somme sur ¢ a des va-
leurs < pyt. @0 et O sont les opérateurs conjugués de J et N respectivement. Le
Hamiltonien s’écrit alors [34],

hmu - hruK -
H = hw(q)bih + —— (N — Ny)? 2 11.74

avec w(q) — ulg| pour ¢ — 0. De méme pour I'opérateur impulsion on trouve :

. hm ~ 2
P=""NJ+Y" habip,. (IL.75)

L
q7#0

Le nombre quantique J est alors associé a des courants conservés dans le systeme.
Par exemple, 'excitation d’un fermion d’un point a l'autre de la surface de Fermi,
correspond a N = Ny et J = £2, ce qui fait bien une impulsion totale P = £2mp, =
+2kp [35, 34]. De lexpression de H on tire plusieurs relations thermodynamiques

importantes. La premiere est que la compressibilité isentropique du systéme, k! =

pg (g—ij) , est liée au parametre vy selon
p=po

aQEo(N) 2 U o

k= p*L [ ] =TmuNp” = —=p°.
ON% | n_n, K

(I1.76)
De méme, vy est lié a la réponse du systeme a une modification des conditions aux
limites périodiques. Si on impose, ¥ (z + L) = e ") (z) avec a # 0, Popérateur J est
modifié de telle sorte que J— J+a /7. L'énergie du fondamental est modifiée, ainsi
que I'impulsion du systeme. Le résultat net est ’apparition de courants persistants.
vy mesure la modification de I’énergie du fondamental suite a cette modification des
conditions aux limites selon

(92E0<Oé)
Vy = L {W} Y = ukK. (1177)
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Les deux relations (I1.76) et (I1.77) sont tres importantes car si on a un moyen de
calculer analytiquement ou numériquement la réponse de 1’énergie du fondamental
a un changement du nombre de particules ou a une modification des conditions aux
limites périodiques, pour un modele microscopique donné, on a alors un moyen de
déterminer u et K exactement quelque soit la force des interactions. En particulier
pour le modele de Lieb-Liniger de 'équation (I1.56), le parametre de Luttinger K est
une fonction décroissante du parametre d’interaction adimensionné v = mg/(h*pq),
avec K — oo lorque v — 0 et K — 1 dans la limite de Tonks v — +4o00. Pour des
fermions (sans spin) libres, K = 1, faisant ainsi le lien avec les bosons de coeur dur a
1D, K > 1 pour des interactions attractives et K < 1 pour des interactions répulsives.

11.2.3 Fonctions de corrélation

La forme quadratique du Hamiltonien de Luttinger (I1.68) permet de calculer
aisément le comportement a longue distance (z > py') des fonctions de corrélation
g1 et go, soit en utilisant la décomposition en modes propres des champs ¢ et 6,
soit en utilisant les méthodes de l'intégrale de chemin. Les corrélations de densité,
go ne font intervenir que le champ ¢ et la forme générale du résultat ne dépend pas
de la statistique. Elles se décomposent en une somme de termes correspondants aux

différentes harmoniques q¢ = 0, £27py, . . . dans les fluctuations de densité,
1 ‘ : ‘
92(2) = pg + =5 (Vo(@)VH(0)) + g Y e2rmror (e2r0)em2000)), (IL.78)
s
p#0

Le calcul des différents corrélateurs conduit a [34]

K 1 2p2 K
> “)p , (IL.79)

92(x) = py — 272 2 + 04 ZAp cos(2pmpox) (;
p>0

dans la limite thermodynamique L — oco. De nouveau, a est un cut-off courte distance
(~ pyt) et les coefficient A, ne sont pas universels mais dépendent de la structure mi-
croscopique, tout comme K. En particulier pour les fermions libres, K =1, a = p, 2
A, = 9,1 et on retrouve expression (I1.32) calculée exactement. Pour les bosons, on
remarque qu’a mesure que K augmente (les interactions décroissent) les fluctuations
de densité sont atténuées a longue distance, en analogie avec le cas d'un condensat en
dimension supérieure [80]. Pour la matrice densité a une particule, le résultat dépend
fortement de la statistique, d’apres les équations (I1.65) et (I1.66). On trouve [34]

a\ sk a\ 20" K
— (2 B, cos|2 <—) , 11.80
g1(@) = po (=) > Byeoslapmpo] (I1.80)
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pour les bosons et

2(1)-‘1—1/2)2](
) (IL.81)

o) = oo () Fysinf2(p + 1/2)me]

T
p>0

pour les fermions. Ici aussi, les B, et F), sont des coefficients non-universels. Encore
une fois pour les fermions libres, K = 1, F}, = 0, et on retrouve le résultat exact de
I'équation (I1.31).

1.3 Cas d’'un mélange Bose-Fermi unidimensionnel

Dans cette section on s’intéresse au cas d’'un mélange unidimensionnel de parti-
cules d’especes différentes et plus particulierement au cas d’'un mélange d’une espece
fermionique et d’une espece bosonique. Ce systeme a été largement étudié dans la
littérature a I’aide de différentes techniques analytiques [83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90,
59] et numériques [91, 92, 93, 94, 95]. La motivation de ces travaux est essentiellement
la réalisation expérimentale — a 3D jusqu’a maintenant — de tels mélanges dans les
expériences d’atomes froids piégés optiquement [15, 96, 97, 98, 99, 100, 101]. Apres
avoir établi le Hamiltonien microscopique 1D d'un mélange Bose-Fermi découlant de
conditions expérimentales usuelles, nous I’écrirons sous une forme bosonisée, c¢’est-a-
dire dans 'approximation du fluide harmonique. L’étude des corrélations a longue
portée permet d’établir un diagramme de phase pour le systeme et nous envisa-
gerons les possibles instabilités du liquide de Luttinger, dans différents régimes de
parametres.

11.3.1 Modele et parameétres microscopiques

Considérons le Hamiltonien d'un gaz atomique composé d'un mélange de deux
especes, piégé dans un réseau optique (comme par exemple dans [97, 101]). Une des
especes est un fermion, I'autre un boson. Le Hamiltonien H se décompose comme
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H = Hf —+ Hb + Hbf —+ Hext7 avec

H; = /dr Pi(r) {-JXZCA—W] (r), (11.82)
o= [ i [—QH—A;A—M] 0y ()

b g [ VR = 10, ), (1153)

Hy — / drdr’ pp(t)VH (x = ')ps (1), (T1.84)

Hoa = [dr Viwhos(a) + Viw)m(o)] (11.85)

C’est un Hamiltonien tri-dimensionnel et plusieurs étapes sont nécessaires pour le
réduire a un Hamiltonien 1D. Dans les gaz alcalins, les atomes sont neutres et les
interactions sont principalement de type van der Waals, allant comme —Cpq/r® a
grande distance, avec Cg un coefficient microscopique. Le rayon d’action typique de
I'interaction est 79 = (2m,.Cs/h*)"/4, olt m, est la masse réduite du probleme & deux
corps. Dans les expériences actuelles, ou la dilution peut étre importante, rq est tres
faible devant la distance inter-particule p,*. Dans le régime dégénéré caractérisé par
(I1.1), les états quantiques occupés — caractérisé par I'impulsion k — vérifient kro < 1.
En appliquant cette prescription a la particule réduite du probleme de diffusion, on
trouve que les particules doivent s’approcher a une distance r < k~! pour ressentir les
effets de l'interaction [64]. Hors pour deux atomes dans un état de moment angulaire
¢ # 0, la probabilité de s’approcher a cette distance va comme (kr)?*; autrement
dit elle est tres faible dans le régime ultra-froid et seule la diffusion dans 'onde s
est possible [64]. Cela a pour conséquence que deux fermions polarisés de spin, ne
pouvant étre dans un état s a cause du principe de Pauli, n’interagissent pas dans
le régime ultra-froid, d’ot la forme de Hy. Les potentiels d’interaction boson-boson
(BB) et boson-fermion (BF) sont eux caractérisés par une seule longueur, la longueur
de diffusion dans I'onde s, que 'on notera ay, dans le cas BB et a,; dans le cas BF.
De plus il est possible de remplacer I'interaction de van der Waals par une interaction
effective, ponctuelle qui prend la forme [2, 64]

4h?
Vib(r) = () = Vigd (x) (T1.86)
M,
dans le cas BB et la forme
27mh?
Vil (r) = T 5(r) = Vigo () (TL.87)
be

dans le cas BF, ou on a introduit la masse réduite Mb_f1 = Mb_1 + Mf_l. Notez que

les parametre Vi, et Viy ainsi définis ont la dimension Energie X Longueur®.
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Le potentiel extérieur est typiquement un réseau optique, créé par la superposition
de trois paires de faisceaux contra-propageant, auquel s’ajoute un confinement har-
monique global, que 1'on néglige par la suite. L’intensité du champ électrique s’écrit
alors

I(z,y,2) = L, sin®(kyx) + I,sin®(kpy) + L, sin®(kp2). (I1.88)

ot kp = 27 /\ est le vecteur d’onde du laser. ' Le potentiel ressenti par les atomes
est proportionnel a I'intensité et dépend de leur polarisabilités respectives. On notera
Vi = ayl et V, = oyl le potentiel ressenti par chaque composante du mélange. En
augmentant fortement l'intensité dans deux directions il est possible de créer un
réseau de tubes quasi-1D. En pratique, le potentiel extérieur pour chaque espece
s’écrit :

Vi(z,y,2) = Vjosin®(kpx) + Vj 1 [sin®(kry) + sin®(kp2)] (I1.89)

avec j = f,b, et V; | < Vjo. On peut aussi prendre Vj, = 0 et étudier le probleme
quasi-1D dans le continu. Si le confinement transverse est assez fort, I’énergie de saut
tunnel entre deux tubes peut devenir extrémement petite, selon J ~ e=2vVVZ 2]. Pour
des expériences ayant lieu sur des durées petites devant J~1, le couplage tunnel entre
les tubes est négligeable [102]. Dans chaque tube, la physique est vraiment unidi-
mensionnel si les degrés de liberté transverses sont confinés a 1’état fondamental du
potentiel de piégeage. Pour la suite on approxime le confinement transverse par un po-
tentiel harmonique, Vj 1 (y, 2) = 1/2Mjw] ;(y*+27%), avec wy j = \/2k3V; 1 /M. Tl est
commode d’exprimer les énergies en unité des énergies de recul, Ep; = h*k2 /(2M;).
Dans ce cas on a

th,j == QERJ‘ \/ ‘A/},La (1190)

avec 17; L = V;1/Egr; . Considérons pour le moment le cas sans interaction inter-
especes. Le régime 1D est atteint pour les bosons si py, kgT < hw, p [7, 2], avec
ty = Vippp. De méme pour les fermions, le régime 1D est atteint pour E};d, kT <
hw, 5 [10, 2]. Typiquement, en présence d'un confinement harmonique longitudinal
supplémentaire, F+¢ = Nphwy et on a une condition sur le nombre de fermions dans
le piege, Np < w, r/wp. En ajoutant les interactions BF, les potentiels chimiques
sont renormalisés. En faisant I’hypothese d’une densité homogene des atomes, on
a par exemple p, = Vipppp + Vyppp. D'une maniere générale, pour des parametres
d’interaction fixés, il faut des densités relativement faibles pour atteindre le régime
1D. Une fois ce régime atteint, il reste a comparer la longueur de diffusion 3D — ici
ap, Ou apy — a la taille typique de confinement transverse. Pour l'interaction BB, la
taille pertinente est donnée par ¢, , = \/h/(Myw, p). Si ap < ¢, alors l'interaction

15. Pour simplifier on prend la méme longueur d’onde dans les trois directions.
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effective a 1D est obtenue a partir de l'interaction 3D en intégrant les fonctions
d’ondes transverses. On trouve alors comme nouveau parametre d’interaction BB
[103, 10, 2]

Ub = 2th,babb pour app < &_’b. (HQl)

En suivant le méme raisonnement on trouve pour les interactions BF

1 Mfwj_ beCL)J_ b
Uy = 2h— : — a our apr K /410, . 11.92
b M, My s + My ™ P bf KA lipliy (I1.92)

La partie cinétique du Hamiltonien étant séparable on peut aussi intégrer sur les
fonctions d’onde transverse et on trouve finalement pour le Hamiltonien 1D, H =
Hy¢ + Hy + Hyy,

Hy = / dx h(z) [_2?\2;_:2 — Mf] (), (I1.93)
= [dovj) [—%j—l ub] 6 (@)

v 2 L gl (0w, @), (11.94)
Hy = Uy / dz py(x)p; (). (IL.95)

Notez qu’a ce stade il est nécessaire d’introduire les densités unidimensionnelles,
définies en fonction des densités tridimensionnelles par pf1 = €5 ;py et pp1 = €3 ,pp.
A partir de maintenant, on ne s’intéressera plus qu’au modele 1D défini ci-dessus.
Afin de ne pas alourdir les notations, on notera p; et p, les densités 1D. 10

11.3.2 Hamiltonien de basse énergie

Dans cette section nous employons 'approche du fluide harmonique pour étudier
les propriétés de basse énergie du mélange Bose-Fermi a 1D. Cette démarche a été
suivie dans plusieurs travaux [83, 84, 88, 87, 90] et nous en reproduisons ici les
principales étapes. Le systeme étant un mélange a deux composantes, il est nécessaire
d’introduire deux paires de champs, (¢, 0¢) et (¢, 6y), afin de décrire la dynamique
des fluctuations de densité et de phase selon les équations (11.62), (I1.65) et (I11.66).
Ces champs vérifient les relations de commutation suivantes

[ba(x), VOs(2")] = imdapd(x — 2'). (I1.96)

16. Par la suite les densité p et p, sont donc homogenes & I'inverse d’une longueur. Les parametres
d’interactions gy, et Upy ont eux pour dimension Energiex Longueur.
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Le Hamiltonien exact, décomposé dans la base de ces deux paires de champs, fait
a priori intervenir une infinité de termes. On cherche dans un premier temps l'ex-
pression du Hamiltonien de basse énergie pour lequel seuls quelques termes sont
dominants. Dans ce but, il est instructif de diagonaliser H; et Hy dans la base des
excitations particule-trou, soit

hmv hrveKe »
H;, = h bTb F (N+— Noo)2 S 52 11,97
hrmo hmoy K
_ i b 2 by
Hy, = ;hWb(Q)Bq/Bq + LK, (Nb Nio)” + 5 Jb (11.98)
q

On rappelle également le développement des champs ¢f et ¢, dans la base de ces
excitations :

7T-}(f € |q‘/Af —1iqx iqxr
Qbf(x) = ¢f0_(Nf_Nf0_+Z |q|1/2 [bqe ! +b2€q]’
(11.99)
~ 71-I(b e_|q‘/Ab —iqx T _iqx
oy(z) = oo — (N — NbO Z oL a2 [Bye™"" + Ble'™"] .
(11.100)

Les sommes sur les impulsions ¢ sont restreintes a des valeurs plus petites que Ay
pour les fermions et A, pour les bosons. Ce sont deux cut-offs ultra-violets de ’ordre
de la distance inter-particules moyenne, Ay ~ p}l et Ay ~ p,'. Le terme d’interaction

Bose-Fermi peut se décomposer sur la base des b ,bT,Nf, jf et 8,87, Ny, J,, apres
avoir récrit Hys en termes des champs (¢, 0¢) et (¢p, 0,). En effet, la forme suivante

1 1
Hy = Uiy [ delos— -90@)llo - TVan(a)] +
1 1 ) )
b Oy [[dalpy— 2Vl — 2V (a)) (e 4 ese=2ts)
1 1 i[2mppx—204 ()] —i[2mppr—2¢p ()]
+ Uss | daloy = —Vor(@)]lpy — —Vy(a)] (777200 4 el
+ Ubf/dl’[Pb _ lvgbb(x)] (67;[27"[’1333*2@7(33)] + e*i[QWPbE*%b(l‘)]) %
m

1 ) )
% [Pf o ;ngf(x)] (ez[QTrpfac—Q(;Sf(ac)} + e—z[ZTrpfac—Q(;Sf(;r)})
o (11.101)

permet d’identifier les processus de diffusions pertinents pour la théorie de basse
énergie. En particulier il apparait un terme quadratique de la forme V¢V ¢, couplant
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les fluctuations de densité de grande longueur d’onde. Le Hamiltonien de basse énergie
se décompose alors en une partie quadratique, s’écrivant de maniere générale [90]

o = % ﬁsz / da [MasV0a(2)V5(x) + NagVa(@)Vos(2)],  (11102)

et d’une partie non quadratique générée par le termes suivant dans I1.101. On peut
généraliser les arguments thermodynamiques énoncés en 11.2.2 pour déterminer les
coefficients Mg et Nog du Hamiltonien quadratique. La réponse du systeme a un
changement du nombre de particules est donné par [90]

Nop

2
L { O Eo : (I1.103)

ON.ON;

@ :| Na:Na,OaNB:NB,Oy)\a:)\,BZO

avec Fjy I'énergie de I'état fondamental. La réponse a un changement des conditions
aux limites périodiques, ¥ ¢(z + L) = e~ (z), Yp(x + L) = e ahy(x) est quant a
elle donnée par

02 E,
DNaONs

My =L { (I1.104)

:| Na:Na,OyNB:NB,Oy)\a:ABZO

La premiére ligne de (I1.101) développée selon (11.99) et (I1.100) contribue un terme
1 ~ -
Uny 7 N1V, (I1.105)

au Hamiltonien. Au premier ordre de la théorie des perturbations, a I’énergie de 1’état
fondamental s’ajoute AE = UyyNyN,/L et selon (I1.103) on trouve
U
Np, = Ny = 2L, (11.106)
s
A cet ordre, tous les autres termes sont nuls ou disparaissent a la limite thermo-
dynamique. Les opérateurs courants n’apparaissent pas explicitement dans Hys et
My, = Myy = 0. Les autres parametres sont donnés par Npp = vy /Ky, My = viKy
et Ny, = vp/ Ky, My, = vp Ky, avec vy = mpy /My la vitesse de Fermi, Ky = 1 pour
des fermions sans interactions et v, et Kj donné par la solution exacte du modele de
Lieb-Liniger. Le Hamiltonien quadratique s’écrit alors

MFE%%/M%&WMMM%TW@ﬂ+%J@N@@WW)

(I1.107)

Pour déterminer le domaine de validité ce Hamiltonien au premier ordre, il convient
de comparer la perturbation AFE a l'énergie de I'état fondamental non perturbé,
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E(()O) = Ny Z]\;; = + Nypie(y), ot e(v) est une fonction sans dimension obtenue &
partir de la solution exacte du probleme de Lieb-Liniger [76], croissant comme ~y
pour les faibles interactions et saturant & 72 /3 dans la limite de cceur dur. La théorie
de perturbation au premier ordre n’est vraiment justifiée que si, AE < E(SO), c’est-

a~dire,
n*p} 2

f 3
I . I1.108

Uppppy <

Dans la limite des bosons de cceur dur, cette expression devient simplement

1| | M, <pf)3/2 M; <pf)3/2
<- W2 (H2) +HE (2 , 11.109
g 6[ My \ py M, \ ps (I1.109)

ol on a introduit le parametre sans dimension g = % % La figure 11.4
représente une estimation du domaine de validité de la théorie de perturbation au
premier ordre, pour un rapport de masse donné. La condition (I1.109) est d’autant
mieux vérifiée que le mélange est déséquilibré en densité. Néanmoins en augmentant
la masse d’une des composantes — ou du moins sa masse effective en utilisant par
exemple un réseau optique dans la direction longitudinale [5] — cette condition

peut-étre favorablement réalisée dans des régimes de densités plus équilibrées.

A lordre suivant en perturbation, ces parametres seront renormalisés par des
termes d’ordres Uy;. Par exemple, du terme de la deuxieme ligne dans (I1.101), on
tire entre autres

1/2 |q\/Ab V
7er Z e g t iqw Ny
[6i[27rpfa:—2¢f( )} + 6—2[271'9/33_2¢f($)q , (11110)

que 'on note H, IS}) C’est un opérateur qui, agissant sur I’état fondamental crée plu-
sieurs états excités et ne contribue donc pas au premier ordre en perturbation. Il
contribue cependant a l'ordre suivant en renormalisant a la fois Ny; — car c’est
un terme proportionnel & N7 — et My, car opérateur e’*s @) crée des courants
dans le systeme. Il est a noter que dans H,Sc), seuls les éléments de la somme avec
q = £2mps contribuent au Hamiltonien a la limite thermodynamique. Ils décrivent la
rétrodiffusion d'un fermion sur un phonon — une fluctuation de densité — du gaz de
bosons. Un tel processus n’est possible & basse énergie que si Ay, > 2kp, c’est a dire
si la rétrodiffusion des fermions correspond en fait a un processus de grande longueur
d’onde pour les bosons. En pratique le cut-off A, est donné par huyAy = pp, ot iy
est le potentiel chimique des bosons. A, varie alors fortement avec les interactions
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FIGURE I1.4: Estimation du domaine de validité de la théorie de perturbation au
premier ordre, en fonction du parameétre d’interaction Uyy, normalisé par la vitesse
moyenne vy = (vy+p)/2 et de la proportion de particule fermioniques, Ny/N, ou N
est le nombre totale de particules. On a choisit, My = 2My, qui est le rapport de masse
du mélange 8" Rb - ** K. Les zones colorées représentent les régions de l'espace des
parametres pour lesquels AE < O.lEéo) (bleu), AE < O.QE(()O) (orange), AE < O.lEéo)
(rouge).

bosoniques, de Ay, — &' = v/2p, pour les faibles interactions a A, — mp,/2 dans
la limite des bosons de coeur dur [35]. A interactions bosoniques fixées, on voit qu’il
est nécessaire d’étre dans un régime ol p, > py. Si cette condition est remplie il est
possible d’intégrer les phonons d’impulsion +2kp [84, 88] au niveau de la fonction de
partition, générant ainsi une interaction effective retardée pour les fermions. Cette
approche généralise des travaux antérieurs sur la rétrodiffusion des électrons sur les
phonons de grandes impulsions, dans les conducteurs 1D [104, 105, 106]. Si de plus
la vitesse v, des phonons est tres grande devant la vitesse de Fermi vy, 'interaction
générée est quasi-instantanée. Pour des fermions sans spin, ce type d’interaction est
en fait équivalent a un processus de diffusion vers I'avant — c’est-a-dire autour des
points de Fermi — et répulsif [36]. Le Hamiltonien quadratique est modifié de la fagon
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suivante, [84, 88]

Hy = Y % / dx {%Ka[vea(x)]%r 2 [Veoa(@)2| +

Ka
a=f,b
S [ e o, (@)Vr(a)
2 / b
2G 9 9
+ oo [ de ([Vor()]? = [VOs(2)]?), (IL.111)
a l'ordre le plus bas en G, ou G = U—gf& Les termes additionnels conduisent a

472 Vp
une renormalisation conjointe de Ny et Myy dans Hy. En effet ils sont absorbés

en définissant de nouveaux parametres de Luttinger pour les fermions tels que vy =
v (1—4G?/v3) % et Ky = (1—2G /vy)'/? /(142G /vy)'/?, en se rappelant que Ky = 1.
Notons que K 5 < 1, confirmant que l'interaction effective générée par les phonons
bosoniques a 2kp est répulsive.

A la troisiéme ligne de (II.101) on trouve un terme analogue qui contribuerait
dans la limite opposée ou py > p, et vy > vp, et renormaliserait les parametres de
Luttinger bosoniques, vy, et K. Les lignes suivantes contiennent en revanche plusieurs

termes non quadratiques. Par exemple on trouve, [83]

L
Ubfpfpb/o dx cos2m(py — pp)x + 2¢5(2) — 2¢p(x)] + . . ., (I1.112)

ou ici n’apparait explicitement que le terme correspondant aux harmoniques les
plus basses. A nouveau ce terme décrit un processus de rétro-diffusion pour les
fermions, mais dans un régime de densité completement différent. En effet si py # pp
I'intégrande oscille rapidement et ce terme disparait du Hamiltonien a la limite ther-
modynamique. Au contraire si py = pp, ce terme doit étre conservé et peut modifier
considérablement la physique — en favorisant la formation de paires de particules
pour des interactions attractives — comme nous le verrons dans une prochaine section.

Avant cela, ajoutons qu’il est possible de diagonaliser le Hamiltonien quadratique
Hy de I'équation (I1.107) et ainsi obtenir deux modes normaux, (¢, 61 ) correspon-
dant & deux types d’excitations sonores ayant pour spectre wy = vy|q|. [83] Pourvu
que les deux vitesses soient réelles, 1’état fondamental du Hamiltonien H, est un
liquide de Luttinger a deux composantes. On a

1 1
= 50+ o) £ 5y/0F - o2 +dghid (1.113)

avec g = Uypp/m\/ KK} /(vpvy), un parametre sans dimension. Les regles de transfor-
mation entre (¢, ¢p) et (P4, ¢—) s’écrivent ¢y = fro + f-d—, op = bidpy +b_¢_ et
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les coeflicients sont définis comme

Fo= 2% ), = [ cos(s), (T1.114)
'U+ vV_

Koy

by = cos(d), b =— sin(0). (I1.115)
V4 V_
L’angle de rotation 0 est donné par :
(6 = Y (IL.116)
COS = o .
2
sin(20) = —L (I1.117)

Une transformation analogue relie (0f,6,) & (0+,0-) selon 0y = fi0, + f_0_ et
O, =0, 0, +0b_6_. Les coefficients pour cette transformation sont

— Uy X = (O

=/ _= ] IT.11
f+ Kfvf Sln<5)7 f Kf/Uf COS(§)7 ( 8)
T (O T (- .
by = Koor cos(0), bo = —/ T sin(0). (I1.119)

On peut vérifier que lorsque Uyy = 0 alors

f—‘r =V Kfv f— :Oa
b_ =+ Kb, b+ = O7 si Vf > Uy, (11120)
Uy = vy, V- = Uy

et
f+:O7 f;:\/Kfa
bo =0, by =Ky, si vy > vy. (I1.121)
Vy = Vp, V- =7y

D’apres (I1.113), le liquide de Luttinger est stable si viv? > 0, soit |g| < 1. Pour

|g| > 1, une instabilité vers le collapse — U,y < 0 — ou la séparation de phase — Uy > 0
— se développe [83, 84, 90].

11.3.3 Corrélations et diagramme de phase

Une des -caractéristiques principales des systemes unidimensionnels est la
décroissance algébrique des fonctions de corrélations. Les fonctions g; et go calculées a
la section précédente sont deux exemples de ce comportement, mais le calcul d’autres
fonctions de corrélations conduit au méme type de décroissance. En dimension d > 1
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pour caractériser une phase a la limite thermodynamique, on cherche un ordre a
longue portée dans une fonction de corrélation associée au parametre d’ordre de la
phase en question. Par exemple, pour la phase supraconducteur d’un gaz de fermions,
caractérisée par la formation de paires de Cooper, on cherche un ordre a longue portée
dans la fonction (O, (r)O%4(0)) avec Opp(r) = 11 (r)1, (r), le parametre d’ordre as-
socié a la formation d’une paire de fermions de spins opposés. Dans le cas 1D, pour
des fermions sans spin, on cherche plutot un appariement dans I'onde p entre deux
fermions de chiralités différentes, Opp(z) = ¥g(x)1r(x). Dans ce cas on trouve

(Opp(2)Okp(0) = pyte 2010 2y (2], (11.122)

décroissant aussi algébriquement. Dans la phase liquide de Luttinger il n’y a jamais
d’ordre a longue portée. Pour déterminer un diagramme de phase, il faut comparer
les fonctions de corrélations de tous les parametres d’ordre possibles. Les corrélations
décroissant le moins vite a longue portée déterminent le quasi-ordre dominant. Dans le
cas des fermions sans spin, pour des interactions attractives K > 1 et les corrélations
de paires décroissent moins vite que les corrélations liées a 'onde de densité a g =
27 po, allant comme x~2%. L’inverse se produit pour des interactions répulsives, pour
lesquelles K < 1. Pour le mélange Bose-Fermi les mémes arguments conduisent a
établir un diagramme des phases en fonction des différents parametres. En effet, en
utilisant la décomposition en modes propres il est possible de calculer les fonctions
de corrélations pour les quelques parametres d’ordre pertinents.

Il convient néanmoins de déterminer les modes dominants dans le systeme. Pour
cela on est amené a calculer les fonctions de Green a une particule des fermions,
des bosons, et d’'un certain nombre de particules composites [84, 88, 91]. Dans le cas
précédent ou une des densités est tres grande devant l'autre, par exemple p, > py
comme dans la référence [88], les fermions se déplacent en entrainant avec eux un
nuage de particules bosoniques si les interactions sont attractives ou de trous si les
interactions sont répulsives. On est alors amené a considérer un opérateur composite
— un polaron — de la forme,

Uh(z) = e 000l (), (11.123)

avec 1, > 0 pour des interactions répulsives et v, < 0 pour des interactions attractives,
et la fonction de Green associée,

Gi(a) = (U (2)W}(0), (I1.124)
en plus des fonctions de Green fermioniques et bosoniques usuelles,

Grlr) = (Ty(2)T}0)), (IL.125)

Gp(z) = (Uy(x)W!(0)). (I1.126)
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Les modes ayant la fonction de Green décroissant le plus lentement sont, a priori,
les modes pertinents du systeme et il est nécessaire de chercher a construire les
parametres d’ordre a partir d’eux. Le parametre v, qui détermine la taille typique du
nuage de particules entourant un fermion, peut étre considéré comme un parametre
variationnel et calculé de sorte a minimiser la décroissance de G Fa)- Il dépend donc
de la force des interactions U,s. Notez que I'on pourrait aussi définir un opérateur
bosonique composite — un boson entouré d’un nuage de fermions ou de trous — selon
Ul(z) = e ™% @)W, (x), mais dans le régime fortement déséquilibré p, > py, le
parametre optimal v; est proche de 0 et @Z(m) se confond avec W(z). Pour des
régimes de densités similaires, on peut étre amené a considérer les deux types de
particules composites.

Laissons de coté les polarons pour I'instant et concentrons-nous sur les instabilités
des particules nues. Au sein du liquide de Luttinger a deux composantes, quatre insta-
bilités sont en compétition : une onde de densité de fermions a ¢ = 2mp; (FDW), I'ap-
pariement de fermions dans 'onde p (FP), une onde de densité de bosons a g = 2mp,
(BDW), et la superfluidité des bosons (SF). Les parametres d’ordre correspondants
s’écrivent OFDW(«T) = ¢}7R<I>Q/Jf’L(I) = 62i¢f(x), OFP(JI) = lﬁf’R(l‘)wﬁL(‘I) = €2i9f(x)
et Oppw(x) = 2@ Ogp(x) = Yy(z) = €@, On trouve pour les fermions

o 2f2 422
(Oppw (2)0hpw (0)) ~ <m) ; (I1.127)
o\ 2R
(Opp(2)Okp(0)) ~ <m> : (11.128)
(11.129)
avec
pap = A AV (IL.130)

\/1_92\/1+2tw/1—92+t2

. 1 t+/1- ¢

A+ = — - A (IL.131)
Kf\/l-l—Zt\/l—gz—f—t?

ot on a introduit le rapport des vitesses t = vy /v,. Pour tout t et |g| < 1, f3+f2 > Ky
et fi + 2 <1/K 7. Ainsi, méme en ayant au départ des fermions sans interaction
avec K = 1, les corrélations de paires dominent toujours sur les corrélations de
densité, grace aux interactions Bose-Fermi. L’effet de ces interactions est de créer une
nouvelle interaction attractive entre fermions. La situation est tout a fait similaire
a celle d’électrons dans un métal, pour lesquels le couplage aux phonons du réseau
cristallin résulte en une attraction effective. Une analyse similaire pour les bosons, ou
les fluctuations de densité sont en compétition avec la formation du quasi-condensat
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et la superfluidité, conduit aux résultats suivants,

(O ()0l (1)) ~ (ﬁ) o (11132)
(Og ()04 (0)) ~ (ﬁ) (11.133)

avec

K t4+ /11— g
B4R = - + g , (11.134)
VI=8 1von/T— g 12
L 1 14t/T—
Pk = i A (I1.135)
b 12t/ T— g

Comme pour les fermions, b2 + b2 > K, et b% + b% < 1/K,. La superfluidité est fa-
vorisée par les interactions Bose-Fermi, qui créent également une interaction attrac-
tive effective venant écranter la répulsion intrinseque entre bosons. Le mécanisme
est spécifique au cas 1D, ou les bosons diffusent sur les phonons — les excitations
particule-trou — du gaz de fermions. Pour plus de clarté, on a représenté sur les figures
I1.6 et I1.5 la variation des exposants des corrélations de densité et des corrélations
superfluides, normalisés par les parametres de Luttinger Ky et Kj, en faisant va-
rier certains parametres. On choisit comme parametres indépendants, K, vy/v, et
Uyt /vo, avec vg = (vy +vp)/2. Ky est a priori fixé a 1 pour des fermions sans interac-
tions, mais on peut aussi imaginer avoir Ky < 1, en intégrant la rétrodiffusion sur les
phonons a 2kr quand py < p. La variation des exposants représentés sur les graphes
est la variation relative, provoquée par les fluctuations de grandes longueurs d’onde
uniquement a travers le terme V¢;V¢, dans le Hamiltonien. Expérimentalement,
Ky et v, varient conjointement, mais Uy peut-étre controlé indépendamment grace
a l'utilisation d’une résonance de Feshbach par exemple. Enfin, une fois les inter-
actions bosoniques fixées, vs/v, dépend essentiellement du rapport des densités des
deux especes. Sur les figure I1.6 et 1.5, il apparait que les corrélations de densité sont
fortement atténuées et que les corrélations superfluides sont fortement augmentées
pour 'espece la plus lente, ici 'espece avec la plus petite densité (on a pris My = M,).

Avant de passer a ’étude de certaines instabilités du liquide de Luttinger a deux
composantes, revenons sur les résultats présentés en [84, 87], et faisant état d’une re-
normalisation de K et vy dans le cas oti la rétrodiffusion des fermions sur les phonons
est importante. Ces effets et ceux présentés ci-dessus sont opposés. La rétrodiffusion
s’accompagne d’une interaction effective répulsive qui a tendance a favoriser la for-
mation d'une onde de densité a 2kp, alors que la diffusion aux petits moments crée
au contraire une interaction effective attractive, favorisant les corrélations super-
fluides. En fonction de la force des interactions BF on peut passer d’une phase ou
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Superfluid exponents

N¢/N

FIGURE IL.5: Ezposants des corrélations superfluides pour Ky, = 1 et Uys/vg = 1,
avec vy = (v +wp)/2, en bleu continu pour les fermions et en rouge pointillé pour les
bosons, en fonction du nombre de fermions. On a fixé My = M,, de telle sorte que
Upr/vo reste constant, quelque soit Ny/N.

1.20

115

1.10

DW exponents

1.05

N¢/N

FIGURE I1.6: Ezposants des corrélations de densité pour K, =1 et Uys/vg = 1, avec
vo = (vf + w)/2, en bleu continu pour les fermions et en rouge pointillé pour les
bosons, en fonction du nombre de fermions. On a fixé My = M,, de telle sorte que
Uss/vo reste constant, quelque soit Ny/N. Les corrélations de densité sont largement
atténuées — l’exposant augmenté — pour l'espece la plus lente, correspondant ici a
l’espéce avec la plus faible densité.

les corrélations de densité sont dominantes a une phase ou les corrélations super-
fluides dominent. Néanmoins, il peut exister une petite région de parametres ou
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aucune des deux instabilités ne dominent. Il faut alors prendre en compte un autre
type d’ordre, I'appariement de polarons, dans I’onde p, avec pour parametre d’ordre
Orpp(x) =Y sr(x)YsL(z). Les corrélations décroissent comme

2

o\ 3452

<OFPP($)O;PP(O)> ~ (m) : (11.136)

Dans ce cas 'onde de densité et I'appariement des polarons sont des ordres duals, et

ne coexistent jamais. La phase superfluide pour les fermions est mieux décrite dans
ce cas en terme de paires de polarons qu’en terme de paires de fermions nus.

11.3.4 Effets de commensurabilité

Plusieurs études numériques des mélanges Bose-Fermi 1D sur réseau ont été menées
au cours des derniéres années [92, 93, 94, 91, 107, 95| permettant d’aller au dela de
I’approximation du fluide harmonique et d’envisager des effets de commensurabilité
des densités, notamment avec le réseau. Le Hamiltonien étudié est de la forme,

N N
H = —t;y flof,+He =) bl b +Hec
/=1 =1
U N N
+ 717 £ nbf(nbj - 1) + Ubf ;nunﬁg. (11137)

Pour des petits remplissages, ce modele est équivalent au modele continu de la sec-
tion précédente avec des masses effectives M; = t,a%/(2h%) et M ;= tpa?/ (21?), et
a le pas du réseau. Dans la référence [91], les auteurs se concentrent sur le cas par-
ticulier t; = ¢, = t et du double demi-remplissage, Ny = N, = 1/2. Ils identifient
quatre phases pour des interactions BF répulsives : une séparation de phases pour
de larges interactions inter-especes, deux types de liquide de Luttinger et une phase
dominée par une onde de densité de spin. Les deux types de liquide de Luttinger
sont caractérisés par la décroissance des fonctions de Green associées aux fermions,
aux bosons et a une particule composite formée d’un fermion et d’un trou boso-
nique (ou l'inverse). Cette derniére est ’équivalent des polarons de [84], dans le cas
particulier du réseau doublement demi-rempli. Pour des interactions BF faibles, la
premiere phase liquide de Luttinger est caractérisée par une décroissance algébrique
du mode bosonique et du mode fermionique nu. Pour des interactions plus fortes, une
transition s’opere vers une phase ou le mode correspondant a la particule composite
décroit moins vite que pour le fermion nu. Dans le langage des polarons, ces deux
phases peuvent étre décrites comme une seule et méme phase, un liquide de Luttinger
a deux composantes, mais avec un nuage polaronique dont la taille varie de 0 a 1
trou lorsque U,y augmente. Pour des interactions encore plus fortes, un gap s’ouvre
et les fonctions de Green bosonique et fermionique décroissent exponentiellement.

41



Chapitre II Notions sur les gaz quantiques 1D

Cette phase se comprend bien dans la limite de bosons de cceur dur, le mélange de-
venant équivalent a un systeme de fermions de spin 1/2, au demi-remplissage. Pour
des interactions inter-espece suffisamment fortes, il est tres défavorable énergétique
ment pour deux particules d’occuper un méme site. Un gap de charge s’ouvre alors,
caractérisé par la décroissance exponentielle des fonctions de Green, et le systeme
est dans un état avec une particule par site. Néanmoins, le mode de spin conserve
sa dynamique puisqu’il subsiste une interaction d’échange J ~ t?/Uy;. Cette phase
est aussi un liquide de Luttinger — la fonction de Green de la particule composite
fermion-trou bosonique décroit algébriquement — mais avec un seul mode, au lieu de
deux. Il est possible d’écrire une version hydrodynamique, continue, de ce modele sur
réseau, prenant en compte la commensurabilité :

H =Y % /0 ’ dz [vaKa[vea(x)]2+;—‘L[V%(ﬂcﬂ

a=fb

U, L
+ =

0

dx Vo p(x)V oy (x)

+ 91/0 dx cos[2¢(x) — 2¢p(x)] + gg/o dx cos2¢s(x) + 2¢4(x)].
(IL.138)

Le Hamiltonien est celui d’un liquide de Luttinger a deux composantes, auquel
s’ajoute un terme du a ’égalité des densités — le terme g; — et un autre découlant
de la condition de demi-remplissage — le terme gs. A ce niveau, le Hamiltonien
est phénoménologique, au sens ol on ne cherche pas a calculer explicitement les
parametres du Hamiltonien effectif en fonction des parametres microscopiques. La
démarche la plus fructueuse pour étudier 'influence des deux termes en cosinus est
d’utiliser les méthodes du groupe de renormalisation, comme proposé dans [87]. C’est
une des méthodes de choix que nous utiliserons dans notre étude du mélange BF dans
un potentiel aléatoire. Sans entrer dans le détail des calculs, le principe est d’intégrer,
au niveau de la fonction de partition par exemple, les degrés de liberté dits rapides
— ici les fluctuations de densité avec des vecteurs d’onde plus grand qu’un certain
cut-off A, inférieur au cut-off ultra-violet original Ay — puis d’opérer une transforma-
tion d’échelle afin de ramener A a la valeur originale Ay. Ce faisant, les parametres
du Hamiltonien original sont renormalisés, et de nouvelles interactions peuvent étre
générées. L’évolution des parametres sous une succession de transformations wnfi-
nitésimales de ce type — le flot du groupe de renormalisation — détermine la forme
effective de la théorie de basse énergie. Pour le Hamiltonien (II1.138), les équations
du flot ont la forme suivante

dg
o (2—A1)g1(0), (I1.139)
dga
7 = (2 A2)ga(0), (11.140)
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avec Ay = (fr — b )> + (f- —b_)? et Ay = (fy +0.)*+ (f- +b_)?, deux fonctions
dépendant de ¢. Tous les parametres du Hamiltonien quadratique sont aussi renor-
malisés [87], et un nouveau couplage, de la forme V8,V 6, est généré. En négligeant,
pour l'instant, les autres équations du flot, g; (resp. go) est une perturbation perti-
nente si 2 > A; (resp. 2 > Ay), auquel cas un des modes devient gappé. La figure I1.7
représente les régions de 'espace des parametres dans lesquelles g; ou go sont perti-
nents, en fonction du parametre de Luttinger K et de U'interaction Uys /vy, Ky étant
fixé a 1. Le terme g; n’est pertinent que pour des interactions bosoniques assez fortes
et des interactions BF attractives, favorisant la formation de paires. Au contraire,
pour des interactions BF répulsives, c’est le terme g qui est pertinent, favorisant la
formation de paires fermion-trou bosonique. Dans les deux cas, le mode de charge
est gappé et la dynamique des deux especes est fortement anti-corrélées [93].

La figure I1.8 se concentre sur la partie répulsive, avec l'axe des interactions
bosoniques inversé pour faire le lien avec le diagramme de phase de la référence [91]
(figure 2). Les deux approches sont tout a fait compatibles, au moins au niveau
qualitatif, la difficulté étant de lier les parametres de Luttinger aux parametres
microscopiques.

Des régimes de commensurabilité plus généraux ont aussi été étudiés par plusieurs
auteurs [108, 109, 110, 111], dans le continu, avec des densités vérifiant ppr — qpp =
0, p et ¢ des entiers premiers entre eux, ou sur réseau avec des densités vérifiant
plutot ppy + gpy, = 1. Les phases massives — ou un des deux modes est gappé — sont
caractérisées par la formation de multimeres — des trimeres par exemple si p = 1 et
q = 2, dont les fonctions de Green décroissent algébriquement plus lentement que
tous les autres modes [108, 110].

11.3.5 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre nous avons passé en revue quelques propriétés essentielles des
gaz quantiques unidimensionnels, en nous concentrant largement sur les mélanges
Bose-Fermi. Il est a noter que la plupart des résultats obtenus par l'approche
hydrodynamique peuvent étre généralisés a d’autres types de mélanges. En effet,
en prenant la limite de coeur-dur pour la composante bosonique, la correspondance
est faite avec un mélange de deux types de fermions que 'on peut repérer par un
pseudo-spin 1/2. A la différence des électrons d’un conducteur quasi-1D, les deux
fermions peuvent avoir des masses différentes, ouvrant la voie a la formation de
particules composites [108, 109, 110, 111]. Des mélanges Bose-Bose peuvent aussi
étre décrits par la méme théorie phénoménologique, avec cependant une restriction
dans le cas d’'un mélange sur réseau, dans la limite du remplissage 1. En effet, pour
des interactions suffisamment fortes, il existe aussi un mapping vers le modele XXZ,
mais avec des échanges ferromagnétiques. Les excitations, de type ondes de spin, ont
un spectre quadratique et ne sont pas décrites par la théorie du liquide de Luttinger.
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Liquide de Luttinger

g1 pertinent g, pertinent
(Appariement) (SDW)

Ut /Vo

FIGURE I1.7: Diagramme des phases selon le RG simplifié des équations (11.139) et
(I1.140). Le terme g n’est pertinent que pour des interactions BF attractives, et g2
que pour des interactions répulsives.
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F1GURE I1.8: Diagramme des phases pour des interactions BF répulsives, représenté
en fonction de 1/ Ky, pour faire le lien avec la figure 2 de la référence [91]. L approche
hydrodynamique et le RG reproduisent qualitativement les résultats numériques obte-
nus par un calcul Monte-Carlo quantique.
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L’approche hydrodynamique permet d’étudier différentes perturbations de la
théorie quadratique du mélange BF unidimensionnel. Dans la prochaine section, nous
allons ajouter une perturbation extérieur sous la forme d'un potentiel aléatoire se
couplant a la densité. En utilisant d’abord la méthode du groupe de renormalisation
évoquée dans ce chapitre, puis une méthode variationnelle, nous déduirons un dia-
gramme de phase en fonctions des parametres d’interaction K;, Uy et du rapport
des vitesses vy /vy.
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Chapitre 11l

Mélange Bose-Fermi dans un potentiel
aléatoire

I11.1 Introduction : localisation dans les gaz 1D

La définition du phénomene de localisation d’un systeme de particules quantiques
trouve son origine dans les travaux d’Anderson a la fin des années 50 [20]. Considérant
un modele d’électrons libres sautant sur les sites d'un réseau désordonné — le poten-
tiel chimique de chaque site étant distribué de maniere aléatoire — Anderson montra
qu’aucune diffusion ne peut avoir lieu, conduisant a une conductivité dc exactement
nulle en contradiction avec les modeles existant alors pour la conduction, et que,
de plus, les fonctions d’onde des électrons sont localisées exponentiellement autour
des sites du réseau. Cette découverte ouvrit un champ entier dans la physique de la
matiere condensée et suscite encore aujourd ’hui de nombreuses études, expérimentales
et théoriques. Un des résultats primordiaux est qu’en dimension d < 3, en I’absence de
champ magnétique et de couplage spin-orbite, tous les états électroniques sont loca-
lisés [112], alors qu'il existe en dimension 3 un bord de mobilité dépendant de la force
du désordre et au-dela duquel les états de grande énergie et de petite longueur d’onde
de de Broglie sont délocalisés. De notre point de vue, le résultat important ici est qu’a
une dimension et a température nulle les fermions libres sont toujours localisés dans
un potentiel aléatoire, quelque soit la force du désordre. A température non nulle, la
diffusion inélastique sur les phonons du réseau peut fournir I’énergie nécessaire pour
coupler des états localisés éloignés dans I'espace mais proche en énergie, conduisant
a une conductivité dc finie [113].

Une limitation du modele d’Anderson et de la théorie de la localisation est I’absence
de prise en compte des interactions entre électrons. Si dans de nombreux métaux les
interactions Coulombiennes répulsives ne jouent pas un role prépondérant, ceci étant
expliqué dans une large mesure par la théorie de Landau du liquide de Fermi, elles
peuvent néanmoins avoir des effets drastiques dans certaines situations. Un exemple
frappant est la transition métal-isolant, décrite par la théorie de Mott [114], in-
duite par les interactions. La transition de Mott intervient dans des composés ayant
une bande de conduction partiellement remplie si les interactions sont suffisamment
fortes pour ouvrir un gap. Dans la phase isolante, chaque ion du réseau est occupé
par un seul électron, dont la fonction d’onde est localisée et décroit exponentielle-
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ment. Dans ce cas les interactions Coulombiennes répulsives semblent donc plutot
favoriser la localisation et, le cas échéant, aller de paire avec la localisation d’Ander-
son. Néanmoins a température non-nulle dans un métal désordonné il semble que les
interactions répulsives puissent provoquer une transition métal-isolant [43] en créant
un bord de mobilité pour les états & N corps' dans des systémes ol tous les états a
une particule sont pourtant localisés. Cette transition a lieu pour une température
critique T, dépendante de la force des interactions et séparant un état isolant ou la
conductivité dc est rigoureusement nulle? d'un état métallique ott la conductivité est
finie.

Les interactions ont un role exactement inverse dans le cas d’un supraconducteur
désordonné. Plusieurs expériences font état d’une transition supra-isolant fonction
de la force du désordre [115, 116]. Les interactions attractives, dues au couplage avec
les phonons par exemple, favorisent la formation de paires d’électrons, les paires
de Cooper, qui condensent en dessous d’'une température critique et forment une
onde de matiere macroscopique cohérente. La présence de désordre peut avoir deux
effets : soit la localisation des paires de Cooper, accompagnée d’une perte de la
cohérence de phase et de la destruction du (quasi-)ordre a longue portée [117], soit
la séparation des paires de Cooper, menant a la localisation des états a une particule
[118]. Dans le premier scénario, les modeles de bosons désordonnés s’averent tout
a fait pertinents et ont conduit a plusieurs études tres détaillées, la plus célebre
considérant le modele de Bose-Hubbard avec des potentiels chimiques sur site
aléatoires [52]. Cette étude analytique, a I'aide d’arguments de scaling, a permis de
mettre en évidence plusieurs transitions de phase entre des phases de Mott — pour
différents remplissage commensurables — une phase isolante désordonnée, le verre de
Bose, et une phase superfluide. Le verre de Bose est une phase localisée — la fonction
de Green a une particule décroit exponentiellement — compressible et sans gap dans
son spectre d’excitations. De nombreuses études numériques sont venus confirmer
ces prédictions [53, 54, 55, 56|, jusqu’a 'observation expérimentale de la transition
de Mott dans un gaz de Rubidium 87 piégé dans un réseau optique tridimensionnel
[1, 21]. L’ajout d’un désordre sur site a aussi été étudié expérimentalement [119, 120].
Le cas des bosons présente cependant une particularité puisqu’en 'absence d’in-
teractions, tous les bosons devraient condenser dans le puit de potentiel de plus
basse énergie. Néanmoins, la densité locale devenant infinie, ’ajout d’interactions
répulsives, arbitrairement faibles, vient déstabiliser 1’état localisé. Cette facette de
la compétition entre interactions faibles et désordre a été étudiée dans de nombreux
travaux théoriques [57, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51], ainsi qu’expérimentaux [16, 37, 120].

En dimension 1, 'approche du fluide harmonique permet d’étudier sur un méme
plan, pour les fermions et les bosons, l'effet du désordre et des interactions [57], &

1. De l'anglais many-body mobility edge selon la terminologie de [43]
2. Ce qui suppose ’absence de couplage & un bain de phonons par exemple.
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condition que les interactions soient suffisamment fortes, dans le cas des bosons. Le
point de départ est la théorie du liquide de Luttinger, perturbée par un potentiel
extérieur aléatoire se couplant a la densité. Un calcul de groupe de renormalisation
[57] prédit une transition, de type Kosterlitz-Thouless, pour une valeur critique du
parametre de Luttinger K, a désordre faible. Cette valeur critique, K = 3/2 corres-
pond a des interactions assez fortement répulsives pour des bosons et franchement
attractives pour les fermions. Le point K = 1 — fermions sans interactions ou bosons
de cceur dur — se trouvant du coté ou le désordre est une perturbation pertinente,
la transition ainsi prédite se fait entre une phase localisée et une phase superfluide.
Dans ce chapitre nous présentons 1'étude d'un liquide de Luttinger a deux compo-
santes, quelconquesn en présence d’un potentiel aléatoire. Les résultats principaux
ont été publiés dans [59]. Nous insistons sur le fait que cette question avait en par-
tie été abordée dans [57] ou les auteurs traitaient un gaz d’électrons de spin 1/2,
qui est en soit un mélange (de deux fermions d’espece différentes, si on pense aux
atomes froids). Nous généralisons donc cette approche, ainsi que 'approche utilisant
la méthode variationnelle des répliques [58], & un mélange quelconque et en particulier
au mélange Bose-Fermi évoqué au chapitre II.

Notez que les études précédentes sur les mélanges Bose-Fermi désordonnés [121,
122] ne sont pas focalisées sur I'aspect unidimensionnel. Les résultats principaux
sont dérivés pour des modeles de réseaux aléatoires, dans une limite d’interactions
fermion-boson tres fortes, favorisant la dynamique de particules composites (soumis a
des termes d’échanges et d’interactions aléatoires) et ’apparition de plusieurs phases
quantiques désordonnées. L’approche du fluide harmonique que nous développons ici
est donc assez complémentaire.

111.2 Désordre et interactions fortes : accrochage de
I'onde de densité

111.2.1 Transition d’accrochage dans un réseau propre

Un gaz de bosons placé dans un réseau optique est sujet a une transition
superfluide-isolant de Mott au-dela d’'une valeur critique des interactions répulsives,
pour des valeurs de la densité commensurables avec le pas du réseau. Cette transition
a été effectivement observée a trois dimensions dans un réseau optique [1, 123], mais
également & une dimension dans un réseau de tubes [7, 123, 12]. La particularité du
cas unidimensionnel est qu'un potentiel périodique d’intensité arbitrairement faible
peut accrocher 'onde de densité et stabiliser un isolant de Mott, pourvu que les
interactions soient suffisamment fortes et que le vecteur d’onde du réseau soit com-
mensurable avec la densité [36, 33, 12]. Cette derniere propriété se comprend aisément
dans le cadre de la théorie du fluide Harmonique. Le réseau optique en question —
typiquement celui de l'expérience [12] — se couple a la densité via le Hamiltonien
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H = Hy+ Hqy ou Hy est le Hamiltonien du gaz de bosons en interactions et Hey est
donné a une constante pres par :

L
Hexy = / dzVy cos2krx + 2¢]pp(x), (I11.1)
0

avec k;, = 2m/Ar le vecteur d’onde des lasers, ¢ une phase arbitraire et Vj est
proportionnel & l'intensité. La densité p,(x) se décompose selon 1'équation (11.62) et,
si la densité moyenne py est commensurable avec le réseau (par exemple 2mpy = 2k,
pour un atome par puits de potentiel), alors pour un réseau assez grand le terme
dominant est

L
Hey ~ —g/o dx cos[2¢y(x)], (I11.2)

avec g = poVo a l'ordre le plus bas en perturbation. Le signe moins est obtenu par un
simple changement de variable sur ¢, pour absorber la phase arbitraire ¢ du potentiel
périodique. Le Hamiltonien Hy, dans la limite de basse énergie, est le Hamiltonien
de Luttinger :

1
H = ;’—7’; / dx [Kb(velf + E<V¢b)2 : (I1L.3)

avec vy, et K, déterminés a partir de la solution exacte du modele de Lieb-Liniger. Le
Hamiltonien total effectif est le Hamiltonien de sine-Gordon [32]. Le terme en cosinus
peut étre traité par le groupe de renormalisation [36]. Les équations du flot, a 'ordre
2 en g, ont la forme suivante :

dg -
== - K00, (IT1.4)
dKk, 1 9 N9
B~ LR, (11L5)
avec § = gppAy?/vy le parametre de couplage adimensionné. La transformation

d’échelle sur le cut-off ultraviolet est paramétrisée selon A(f) = Age™!, avec Ag le
cut-off original de la théorie. Le flot du RG est représenté sur la figure II1.1. On
distingue une région de parametres pour laquelle le cosinus est une perturbation
pertinente (g(¢ croit sous le RG) et pour laquelle le flot converge vers le point fixe
(g = o0, Ky — 0) d'une région ou il ne l'est pas (§(¢ décroit sous le RG) et pour
laquelle il existe une ligne de points fixes tels que (§ — 0, K, — K} > 2).

Ces deux régions sont séparées par la trajectoire se terminant au point (g = 0, K, =
2). La physique de basse énergie de la région ou le cosinus n’est pas pertinent est
simplement celle d'un liquide de Luttinger, avec un parametre K renormalisé par le
réseau. Dans la phase ot le cosinus est pertinent, § — oo et dans ce cas le flot atteint
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Ficure III.1: Flot du RG pour le Hamiltonien de sine-Gordon. La trajectoire se
terminant en (K, = 2,5 = 0) est une ligne séparatrice entre une région ou le terme
en cosinus n’est pas une perturbation pertinente (G — 0, Ky, — K;) et une région ou
il lest (g — o0, K, — 0).

des régions de parametres hors du domaine de validité du développement pertur-
batif conduisant aux équations (III.4) et (III.5). Néanmoins, en inspectant la forme
du Hamiltonien de sine-Gordon on peut se convaincre que cette phase correspond a
Iisolant de Mott. En effet le Hamiltonien se compose de trois termes. Pour minimiser
I’énergie d’interaction apparaissant dans le terme (V¢y)?/ Kj, le systeme doit minimi-
ser les variations spatiales de ¢, — c’est-a-dire minimiser les fluctuations de densité.
Classiquement, la configuration optimale correspond a ¢, = cste. Cependant, une
telle configuration couterait une énergie infinie, a cause du terme K,(V6;)?, une fois
prises en compte les fluctuations quantiques.® C’est cet équilibre nécessaire entre 6
et ¢ qui est responsable de la décroissance algébrique des différentes fonctions de
corrélations, caractéristique du liquide de Luttinger. Le terme en cosinus cherche lui
a accrocher 'onde de densité en fixant sa phase ¢p(z) a la valeur qui minimise (Hey),
ici ¢p(z) = 0. La compétition entre ces trois termes détermine 1'état fondamental du
systeme, en fonction des valeurs de g et K. Un calcul variationnel sur le Hamiltonien
de sine-Gordon confirme cette intuition [36]. Dans la phase isolante, on cherche la
meilleure approximation quadratique pour le Hamiltonien. Pour ce faire, on calcule
I’énergie libre correspondant au Hamiltonien de sine-Gordon

1
B

avec Z la fonction de partition. Il est commode d’utiliser le formalisme de I'intégrale

F=—-1logZ, (I11.6)

3. On peut tenir le raisonnement dual dans le cas de tres faibles interactions, K; > 1. Pour
minimiser I’énergie le systéme devrait minimiser les fluctuations de la phase, 6, = cste, ce qui,
toujours & cause des fluctuations quantiques, couterait une énergie infinie & travers le terme (V¢y)2.
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de chemin pour calculer Z selon
Z = Tugg, ge "%, (IIL7)

ou 'action S est définie en temps imaginaire comme

S = —/05 dr /OL dx (-% . Go(, 7)0 0y (, 7) —H[eb(x,f),m(x,f)]) . (IIL8)

Ici,

H[Oy, b)) = ;—; [Kb[&ﬁb(x, 2+ Kib[amb(:c,f)]? — gcos2¢(x, T)] (II1.9)

est la densité Hamiltonienne associée a I’'Hamiltonien de sine-Gordon. Ty, ¢, désigne
I'intégrale sur tous les chemins tels que I'opérateur création satisfasse ¥, (z, 7+ 5) =
Yyp(x,7) [35]. 11 est commode de calculer la trace sur 6, pour obtenir une action
effective ne dépendant que de ¢, soit :

Z = ZyTry,, e 1], I11.10
2y

avec

Sy =

B L
27r1Kb/0 dT/O dx (%[@%(:E,T)]Q + 0[O, 00z, T)]? + 27 Kog cos[2¢b(x,7-)]) .
(IIL.11)

La méthode variationnelle consiste a chercher la meilleure approximation quadratique
pour Sy sous la forme,

1 : v :
SG - 5 Z qbb(q) an)[G(Q77’wn)] 1¢b(_q7 _an)a (11112)
gsiwn
avec [G(q,iw,)]™t = %Kb [% + vpg? + ﬁ—;], en minimisant ’énergie libre variation-
nelle
1 ~salo) 4 L
FVar = —BTr[(tb}e G|Pb —+ E<S - SG>G (III]_?))

Cette minimisation conduit a une équation auto-cohérente sur A, ayant pour solution
(voir aussi 'annexe A),

A = vy (875) 5 (II1.14)

si K < 2 et 0 sinon. A est homogene a une énergie et représente le gap dans le
spectre d’excitations. Le gap tend vers 0 lorsque K;, approche 2. On retrouve ainsi
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un des résultats du RG, méme s’il est important de noter que la loi d’échelle obtenue
est différente de celle du RG.*

Ces deux approches — RG et calcul variationnel — permettent d’avoir une vue assez
complete de la physique du modele de sine-Gordon, appliquée a la description de
la transition superfluide-isolant de Mott. En particulier, la méthode variationnelle
permet d’obtenir une intuition de la nature de la phase décrite par le point fixe de
couplage fort, pourtant en dehors du domaine de validité du calcul de RG a l'ordre
2 en perturbation. Enfin il faut noter que le modele de sine-Gordon rend compte de
maniere tres précise de 'expérience décrite en [12]. En faisant varier les interactions
bosoniques pour un gaz d’atomes de Césium, et la hauteur du réseau optique, les
auteurs observent une transition de phase entre une phase superfluide et une phase
isolante, caractérisées par la réponse du systeme en spectroscopie de Bragg. En par-
ticulier, 'extrapolation de la frontiere pour V5 = 0, donne une valeur critique pour le
parametre d’interaction compatible — aux erreurs expérimentales pres — avec la valeur
critique K3, = 2 pour le parametre de Luttinger. Cette observation expérimentale est
une réussite majeure validant a la fois ’approche harmonique et I'interprétation de
la transition superfluide-isolant de Mott comme 1’accrochage de 'onde de densité du
gaz de bosons. En ayant ces concepts a l’esprit nous passons maintenant en revue la
transition d’accrochage par un potentiel aléatoire avant d’étudier précisément le cas
du mélange.

111.2.2 Transition d’accrochage dans un potentiel aléatoire

Nous avons vu dans la section précédente qu’un potentiel périodique, commen-
surable avec la densité du gaz de particules, peut accrocher une onde de densité,
lorsque les interactions sont suffisamment répulsives. Considérons maintenant le cas
ou le potentiel extérieur V(z) est une fonction aléatoire. Pour simplifier le probleme
on suppose sa moyenne nulle, ®

V(z)=0. (III.15)
On suppose également 1’absence de corrélations spatiales, soit
V(z)V(x') = Dé(x — 2'). (I11.16)

avec D > 0. On peut considérer que V' (x) suit une distribution Gaussienne telle que

1
PlV] =Exp |-— [ daV(2)?], (IIL.17)
2D
4. Tout pres de la transition, le gap s’ouvre en fait exponentiellement lentement [36].
5. Dans tout ce qui suit, ... désigne la moyenne sur toutes les réalisations possibles du potentiel
aléatoire.

93



Chapitre I1I Mélange Bose-Fermi dans un potentiel aléatoire

satisfaisant ainsi les équations (II1.15) et (II1.16). Comme précédemment on cherche
a décomposer le Hamiltonien,

H=H,+ /OL dxV (z)p(z), (II1.18)

en utilisant ’approximation harmonique. Le deuxieme terme du Hamiltonien se
décompose selon (I1.62) comme

/OL dxV (z)p(z) = /OL dzV (x) [PO - %ng(x)} Z€i2p[pom—¢(w)]_ (IL.19)

p

L’harmonique p = 0 correspond a des processus de diffusion de petits moments sur
le potentiel aléatoire, les harmoniques p = +1 a des processus autour de £27p,, et
ainsi de suite. On introduit alors deux potentiels tronqués [57],

1 )
We) = > Ve, (I11.20)
la|<A
1 )
Ez) = - Z Vy—amp€'", (I11.21)
lal<A
tels que

L 1 L ] )
H = H, +/ dxy(x) [po — ;V¢} + po/ dx [5(3:)6‘12‘1’(9”) + f(x)*e’%(x)} +...
0 0
(I11.22)
V, est la transformée de Fourier de V(z) pour une réalisation donnée du potentiel

aléatoire, satisfaisant V,V; = DL, ,. Les potentiels v et £ vérifient, dans la limite
L — o0, des relations similaires a V' (z), & savoir

V(z) = 0, (I11.23)
v(@)v(') = Dé(z — 1), (111.24)
§(x) = 0, (I11.25)
{(2)é(a) = Dé(x—a') et {(z){(a') =0 (111.26)

et

§(x)y(z') = 0. (I11.27)

Dans le Hamiltonien H, le terme de diffusion vers l'avant est linéaire en ¢ et
peut etre absorbé dans le Hamiltonien quadratique Hj,, en translatant ¢ selon
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o — ¢ — / dyy(y), et en renormalisant £ selon {(z) — f(m)e”om W) Bien que
0

cette transformation conduise a une décroissance exponentielle des corrélations de
densité [57], elle ne modifie pas le champ 6(z). Les corrélations de courant, ou les
corrélations superfluides, ne dépendant que de € ne sont pas affectées, et les processus
de diffusion vers I'avant sur le potentiel aléatoire ne conduisent pas dans ce cas a la
localisation. En revanche les termes de diffusions autour de ¢ = +27p — pour les
fermions, ce sont des termes de rétrodiffusion — peuvent eux conduire a une localisa-
tion du gaz, en accrochant 'onde de densité. Notez que la renormalisation de £(z)
ne change pas sa distribution, £(z) et v(x) étant de fait décorrélés. Dans sa forme la
plus élémentaire, le Hamiltonien du systeme peut s’écrire

H = Z—; / da {K V) + 5 [Vo(a)]® — 2ple(x)]cos 20(x) — 20(x)] |, (IT128)
&(x) étant un champ complexe, on a fait apparaitre son module et sa phase. En
employant des arguments similaires a ceux déployés pour expliquer qualitativement
la transition d’accrochage dans un réseau pur, ce Hamiltonien fait également appa-
raitre une compétition entre trois termes. Contrairement au cas du réseau pur, pour
minimiser 1’énergie due au potentiel extérieur, le systeme devrait ajuster la phase de
I'onde de densité ¢(x) en tout point pour accommoder la phase aléatoire A\(x) du po-
tentiel. Ceci cotite alors de 'énergie d’interaction, & travers le terme [V¢(z)]. Enfin,
les fluctuations quantiques réduisent I’énergie effectivement gagnée par le systeme en
alignant sa phase sur celle du potentiel aléatoire. Le calcul de RG étant plus délicat
que dans le cas pur, nous passons d’abord en revue dans la prochaine section, un
argument variationnel établi par Fukuyama et Suzumura [124].

F1GURE II1.2: Potentiel aléatoire, de type bruit blanc. Les composantes de Fourier ¢ =
+27p, du potentiel sont susceptibles d’accrocher l'onde de densité du gaz atomique.

111.2.2.1 Argument variationnel : approche a la Fukuyama-Suzumura

Partant donc du Hamiltonien (II1.28), la premiere étape consiste a chercher une
configuration classique ¢g(x) satisfaisant
0H

LECA Y 111.29
5¢ P=¢o ( )
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une équation différentielle aux coefficients aléatoires. Une solution variationelle est
trouvée en supposant que 'onde de densité atomique se divise en domaines de taille
Ly, au sein desquels ¢g(z) est constante. Ce faisant, le systeme tire le meilleur parti
des fluctuations du potentiel aléatoire — {(z) et £*(x) — autour de la valeur moyenne
nulle. Une énergie typique de I'ordre de

—(L/ L)/ D Loe?% 12 (I11.30)

est gagnée lorsque le systeme, de taille L, se divise en L/Ly domaines. La valeur opti-
male, ¢y = A, varie aléatoirement de domaine en domaine, en faisant des sauts d’ordre
7. Ceci coute une énergie de type élastique — 1’énergie nécessaire a la déformation de
'onde de densité — & travers le terme d’interaction (V@)?, d’ordre L/Ly si les parois
de domaine ont la méme taille Lj. Selon cette analyse similaire a celle de Imry et
Ma [125] pour le modele de Heisenberg en champ aléatoire, on peut toujours trouver
une valeur fine Ly telle que 1'énergie soit minimale et négative — contrairement a la
valeur nulle que 1’'on obtiendrait en prenant ¢ constante sur toute la longueur du
systeme. Les fluctuations quantiques sont ensuite ajoutées au probleme de maniere
auto-cohérente. Elles ont tendance a réduire ’énergie que le systeme gagne aupres
du potentiel aléatoire, en se divisant en domaines. En développant ¢(x) autour de la
solution classique ¢g(z) selon ¢(z) = ¢o(x) + 1&(:6), aeve ¥ un champ quantique, le
Hamiltonien effectif, par unité de longueur et a une constante additive pres est

HIL = E61+Z—; / da [K (VO) ot (V) :1 _ (Lﬂo)m (%) / i - co(s[zw))] y
II1.31

ou on a normal-ordonné le Hamiltonien de sine-Gordon effectif (voir [32] et 'appen-
dice A) et E, désigne I'énergie élastique — d’ordre 1/Ly — venant de la configuration
classique. A est un cut-off ultra-violet et la masse m est obtenue selon I’approximation
harmonique auto-cohérente [124], soit m? = \/D/Lo(m/A)¥, avec B. En minimisant
I’énergie par rapport a L il vient

1 3—2K
Ly (5) , for K < 3/2. (I11.32)

Dans le contexte des systemes unidimensionnels de particules en interactions, cette
longueur s’apparente a la longueur de localisation du systeme. L’onde de densité
est accrochée par le potentiel aléatoire et les corrélations dans la phase de 1'onde
de densité sont perdues au-dela de la longueur de localisation. D’apres (I11.32), Lg
diverge lorsque K s’approche de 3/2. Ainsi, un gaz de fermions a 1D, doit présenter
une transition entre une phase localisée et une phase superfluide lorsque les interac-
tions attractives dépassent une certaine valeur critique. De méme pour les bosons,
une transition vers un état superfluide doit intervenir lorsque les interactions sont
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diminuées, partant de la limite de coeur dur. Une description schématique de ’accro-
chage par un potentiel aléatoire, dans le langage variationnel, est représentée sur la
figure III.3.

0 5 10 15 20

FIGURE II1.3: Représentation schématique de la phase ¢(x) a partir de la solu-
tion variationnelle pour l’accrochage de l'onde de densité par un potentiel aléatoire.
Le systeme se divise en domaines de taille Lo séparés par des parois de domaines
de méme taille. Une description schématique de la densité classique est aussi
représentée. x est en unité de la densité moyenne inverse py'. Au sein d’un do-
maine, ¢ est constante et ['onde de densité est réguliere alors que sur les parois de
domaine, une particule supplémentaire (V¢ < 0) ou un trou(Ve¢ > 0) sont localisés
par le désordre.

111.2.2.2 RG : approche a la Giamarchi et Schulz

Pour des raisons de pédagogie, nous avons choisi de faire apparaitre dans la
prochaine section le calcul détaillé du groupe de renormalisation pour le mélange
Bose-Fermi en présence d’un potentiel aléatoire. Néanmoins, nous rappelons ici les
équations du flot dérivées par Giamarchi et Schulz dans la référence [57]. Elles portent
sur D, physiquement la variance au carré de la distribution de V() et représentant
ici la force du désordre, le parametre de Luttinger K et la vitesse v des excitations.
A Tordre le plus bas en D,

% = [3-2K(0)]D(0), (IIL.33)
dK L. o=

—r = K@D, (111.34)
dv 1 9 ~

- = —5EO™(0D(®) (IIL.35)
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Dpj
h2v2Ag ’
de v n’a pas de conséquence sur les deux premieres équations, et dans le plan (K, \/E)
le flot est similaire & celui représenté dans la figure I11.1, avec un K critique a 3/2
au lieu de K = 2, dans le cas du réseau pur. Dans le langage des bosons, cela signifie
que des interactions plus fortes sont nécessaires afin qu’un potentiel aléatoire puisse
accrocher 'onde de densité, par rapport au cas du potentiel pur. Réciproquement,
des interactions attractives moins fortes suffisent a délocaliser des fermions sans spin.
Les fluctuations quantiques sont plus efficaces dans le cas désordonné que dans le cas
pur.

On a défini le parametre sans dimension 5(6) = A cet ordre, la renormalisation

o8



II1.3 Mélange Bose-Fermi dans un potentiel aléatoire

I11.3 Mélange Bose-Fermi dans un potentiel aléatoire

111.3.1 Dérivation du Hamiltonien de basse énergie

On part du Hamiltonien de basse énergie de 1'équation (I1.107), décrivant le
mélange Bose-Fermi, a l'ordre le plus bas dans les interactions inter-especes et
pour des densités incommensurables. Le mélange est ensuite soumis a un potentiel
extérieur, aléatoire, décrit par le Hamiltonien :

H. — /0 da [V (2)ps (2) + Vy(@)oo(a)] (T11.36)

Expérimentalement, V; et Vj, seraient proportionnels. Si on note I(x) l'intensité du
laser créant le paysage désordonné — une figure de speckle par exemple comme dans
[16] — alors Vi(z) ~ arl(z) et Vi(z) =~ apl(x) avec af et a, les polarisabilités res-
pectives de deux especes. C’est un point important car si I(x) satisfait les conditions
évoquées plus haut sur la valeur moyenne — I(z) = 0 — et les corrélations spatiales —
I(z)I(2") = Dé(x — ') — Vy et V}, n’en sont pas moins corrélés spatialement. Selon
la décomposition harmonique, les composantes de Fourier de petits vecteurs d’onde
se couplent aux champs V¢, et V¢, alors que les composantes autour de +2mpy
et £27p, se couplent directement aux ondes de densité. On introduit alors quatre
potentiels tronqués,

1 qx
Vrw (@) = T > e Vg, (I11.37)
q~0
1 qx
§rw(@) = 7 Ze “Vib)g-2mpp) (I11.38)
q~0

ot V)4 est la transformée de Fourier de Vjp)(x). Puisque nous partons de I'hy-
pothese py # p, alors les potentiels aléatoires &r(x) et &(x) ne sont pas corrélés.
En effet V,V,, = DLJ,y et, si les densités sont assez différentes, alors £;(z) et &(x)
ne contiennent pas de fréquences spatiales en commun. Au contraire v;(z) et v, (z)
sont proportionnels — et a fortiori completement corrélés. Finalement, le Hamiltonien
extérieur dans I'approximation hydrodynamique s’écrit

N

De nouveau, les champs v¢(x) et 7,(x) peuvent étre absorbées dans le Hamiltonien
quadratique selon une transformation de jauge appropriée sur ¢(z) et ¢p(x) selon

+ pabal(x)e %@ 4 he|. (I11.39)

Ga(7) = alx) — /0 ' dy M\a(y), (I11.40)
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M(x) = i(i / Z; [vf(w)—g,/:})—i%%(x)], (ITL41)

, (111.42)

avec

les champs 0(x) et 6y(x) restant inchangés. On rappelle que ¢ est un parametre
adimensionné défini par

Uy |[KrKy
_ _ I11.43
9 hm VU ( )

Les arguments de {7(x) et & () sont aussi translatées, selon

£ () = Ea() exp [—@2 /0 "y Aa(y)] .

Le Hamiltonien ainsi transformée se récrit

H = Z@/Ld K, (V6 )2+i(v5)2 +%/Ld VoV,
N 2 0 v “ “ K “ 7T2 0 o ! b

a=f,b a

L ~
+ Z /0 dx [paga(x)eﬂ%(x) + h.c.] : (I11.44)

a=f,b

Cette transformation de jauge n’affecte pas les corrélations de paires de fermions,
ni les les corrélations courant-courant, ni le propagateur bosonique, qui dépendent
tous des champs 6; et 6,. Les processus de diffusion vers I'avant sur le potentiel
aléatoire ne sont pas en compétition avec les courants, normaux ou superfluides et
ne contribuent pas aux phénomenes de localisation dans le systeme. L’accrochage
des ondes de densité atomique est di aux processus de diffusion transférant des
impulsions de I'ordre de 27p; ou 27py, correspondant aux termes &f(z) et & (z) dans
(III.44). Notez que puisque 77, et &7, ne sont pas corrélés, E 7.5 sont aussi des variables
aléatoires Gaussiennes ayant les mémes fonctions de corrélation que &p. Bien que la
transformation de jauge ait des conséquences sur le calcul de quantités dépendant
directement de la densité — les corrélations de densité par exemple, utiles pour évaluer
le facteur de structure — nous omettrons les symboles tilda dans ’analyse a suivre
des instabilités du systeme et la détermination du diagramme des phases.
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II1.3 Mélange Bose-Fermi dans un potentiel aléatoire

111.3.2 Application des arguments de Fukuyama et Suzumura au
cas du mélange

Dans un premier temps, nous cherchons a nous forger une intuition sur les pro-
priétés de localisation du mélange Bose-Fermi en appliquant les arguments de 1’ap-
proximation harmonique auto-cohérente. Pour cela, on commence par chercher une
configuration classique, pour les champs ¢ et ¢, minimisant ’énergie

E oy /L dx(Vp)? + fivy /L (V)2 + 2 o Vo Ve
2wK; ), 7T orK, TR ), JYT
L
+ > pa / dx [En(x)e ) + Heel. (T11.45)
a=fb 0

Dans le cas, hypothétique, ou le potentiel aléatoire n’agirait que sur les bosons, la
situation est tres similaire a celle exposée dans le probleme a une seule espece. Le
gaz de bosons se divise en domaines de taille Ly, au sein desquels la phase classique
¢po s’ajuste a la phase aléatoire. L'onde de densité fermionique déforme alors sa
propre phase ¢y afin de minimiser 1’énergie du systeme. Il y a deux contributions
élastiques pour les fermions, (Ve o)? qui essaye de maintenir la phase fermionique
constante et Uyy/m*V oV qui cherche a maintenir les deux ondes de densité en
phase (Uyy < 0) ou en opposition de phase (Uyy > 0). On peut faire apparaitre la
configuration optimale en transformant le Hamiltonien selon

h?}f ~ h’Ub Ubf Kbe /L
E = d 2 1- = d 2
27TKf/ w(Vey) + 21K, ( 72 h*vsu ) Jo z(Vér)

L
+pb/ dx [&,(:L‘)e_i%b(x) + Hel, (II1.46)
0

Upy Ky
m hvy
énergie élastique d’une déformation de la phase bosonique est réduite d’un facteur

1 — g* si ¢; est maintenue constante. Dans ce cas, le gaz de bosons se divise en
domaines de taille Ly,

ol on a effectué le changement de variables suivant, 5 F= Q5+ ¢p. Le cott en

1\ 727, s
Ly x (F) , for Kj, < 3/2, (I11.47)
b

avec K, = Ky/+/1— g%, tandis que la densité fermionique s’ajuste en suivant la

solution classique :

_ U Ky
™ fwf

Gro(x) = Puo(x) + cste. (I11.48)

Ici il est important de souligner deux aspects de la solution variationnelle. Notez
que linstabilité vers la séparation de phase ol le collapse, lorque ¢> = 1, est
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déja apparente au niveau classique. Le coefficient devant (V¢y)? devient négatif
lorsque g% excede 1, favorisant dans ce cas une distorsion maximale de 'onde de
densité bosonique. Notez aussi que la présente transformation des champs menant a
(II1.46) ne diagonalise pas le probleme quantique et ne permet donc pas de traiter
correctement les fluctuations quantiques.

Enfin, nous considérons le cas général ou le désordre se couple aux deux com-
posantes du mélange. Bien qu’un traitement auto-cohérent complet soit nécessaure,
nous ne donnerons dans cette section que quelques arguments qualitatifs ; nous ren-
voyons le calcul auto-cohérent a la section II1.3.4 ou nous utilisons la notion de
brisure de la symétrie des répliques pour décrire la phase completement localisée.
Nous nous trouvons maintenant dans une situation ou le désordre essaye d’accrocher
les deux composantes du gaz indépendamment — &, et & n’étant pas corrélés — alors
que les déformations élastiques sont elles couplées. Nous cherchons a nouveau une
solution pour laquelle les deux composantes du gaz se divisent en domaines de taille
L et Ly. Une fagon de désintriquer le probleme quelque peu est de supposer qu’'une
des longueurs de localisation est (beaucoup) plus grande que l'autre, par exemple,
L, > Ly. En partant de 'équation (II1.48), il semble raisonnable de supposer que la
phase fermionique est de la forme

Uys K
Gro(w) = —7”71—?;@5@0(@ + A (LIL.49)

Ici, A est reliée a la phase aléatoire du potentiel {; et remplace la constante dans
I'équation (II1.48). Sur les domaines ol ¢, est constante, ¢ varie aléatoirement en
faisant des sauts d’ordre m, pour accomoder le potentiel aléatoire, de maniere analogue
au cas d'une seule espece. En revanche, lorsque ¢, varie entre deux domaines, V¢,
fait I'effet d’un potentiel chimique — comme dans la transition Mott-0 [36] — et impose
une pente finie a ¢¢. Dans ce cas, les variations de ¢; ont une structure emboitée,
dans le sens ou le couplage aux bosons impose des variations sur des échelles de
longueurs de l'ordre de L, tandis que chaque domaine de taille L; se divise en sous-
domaines de taille Ly pour accommoder la phase aléatoire du potentiel §;. Bien str,
a ce niveau, il est nécessaire de prendre en compte les fluctuations quantiques. C’est
I’objet des prochaines sections. Nous procédons d’abord a un calcul de type groupe de
renormalisation afin d’identifier les régions de ’espace des parametres ou le désordre
est pertinent et susceptible d’accrocher une ou les deux composantes du gaz. Nous
utilisons ensuite le concept de brisure de symétrie des répliques pour confirmer les
prédictions du RG et I'intuition donnée par la solution variationnelle classique.
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111.3.3 RG en deux étapes
111.3.3.1 Dérivation des équations du flot du RG

Le Groupe de Renormalisation (RG) est une méthode permettant d’analyser tran-
sitions de phase et transitions de phase quantiques en se concentrant sur les propriétés
de basse énergie du systeme [126]. Cette méthode repose sur I'hypotheése que dans le
systeme en question tous les phénomenes importants pour la physique interviennent
sur des échelles de longueur bien plus grande qu’une certaine longueur microscopique
A~!. Dans le cas nous intéressant, nous avons dérivé une théorie hydrodynamique
afin de décrire la dynamique du systeme. Cette théorie est valide pourvu que les exci-
tations collectives aient lieu sur des échelles de longueur plus grandes que la distance
inter-particule. Typiquement ici, A ~ pg la densité moyenne. A chaque étape du RG,
il convient d’intégrer les excitations de petites longueur d’onde, ici les fluctuations de
densité a courtes distances, en faisant une transformation d’échelle sur le cut-off A,
afin de 'amener a une valeur plus petite A’. Ceci a pour effet de renormaliser les pa-
rametres du Hamiltonien et, éventuellement, en générer de nouveaux. En effectuant
ces transformations de maniere continue, on génere des trajectoires dans l'espace
des parametres fournissant des informations sur le diagramme de phase du systeme.
Dans un systeme avec un désordre gelé, la quantité thermodynamique d’intérét est
I’énergie libre moyenne F' définie comme

—BF =log Z (111.50)

ou Z est la fonction de partition pour une réalisation donnée du potentiel aléatoire.
L’énergie libre moyenne est une quantité extréemement difficile a calculer. Une fagon
de contourner la difficulté réside dans la méthode des répliques [127], reposant sur
I'observation suivante :

1 -
lim —log Z™ = log Z. (IT1.51)
n—0 N

Ainsi, I'astuce consiste a introduire n copies identiques du systéme, moyenner sur le
désordre et a la fin du calcul prendre la limite n — 0. En pratique, nous appliquerons
la méthode du RG & Zn. Dans le langage de I'intégrale de chemin, la fonction de
partition Z s’écrit :

7 = / Do Dy, ¢ S0rol/h (111.52)
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avec S 'action dérivée du Hamiltonien (I11.44), c’est-a-dire S = Sy + Sgis, avec

So = Y
a=f,b

: /Ld /wd L (0.60) + va (0:60)°

U, L hp
+% dx / A0, 60,0,
0 0

L hB
Sais = g pa/ dﬂc/ dr [Ea(z)e ) + Hel.
0 0

a=fb

£.(x) est une fonction aléatoire, distribuée selon une Gaussienne,

P(6a €) = exp|—Dy! / 0 E0(2)En(2)").

0

Calculons Z™.

_ n — QS S ¢a7¢a h _ - Sis(ba:(ba A

7 = [Lpepey e =20 S m sl
a=1
- — 3> Solé.eg1/h

- /HDGb?DQﬁZe LN
a=1
D.p? — e , ,
X exp [Z héooé Z /dxdeT/eﬂ(ba(x,’r)e—ﬂ(i)’;(;tﬂ— )]
a=fb a,b=1

~ [T pespag e
a=1

ot nous avons défini 'action répliquée, Syep = Sy + Shir, comme

SrEp o i Z h /Ld /hﬁd i(a ¢a>2+ (a ¢a>2
0 N 27TKa 0 o 0 g Va T Ve Tra

a=1 a=f>b
U, [ 1B
+=2L [ da / dr 9,640,675,
™ Jo 0
re Dfp2 a
Sy = — ! ;/dl’deT/ cos[2¢%(x, T) —2¢l}(x,7’)]

Dypj a
—Tb ;/dxdnh/ cos[2¢f(x, ) — 280 (x, 7')]
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Pour procéder a la transformation du RG, il faut choisir une procédure de cut-
off, cohérente avec les contraintes du probleme. Typiquement, pour un liquide de
Luttinger a une seule composante, il est commode de choisir un cut-off isotrope,
lr| > A~ dans l'espace réel, |q| < A dans l'espace de Fourier, ot r = (x,v7) et
k = (q,w,/v). Ici, les vitesses des deux composantes du gaz étant a priori différentes
on choisit d’imposer un cut-off uniquement sur les impulsions ¢, soit ¢ < A. Ainsi
tous les champs — ¢y, ¢, comme ¢4 et ¢_ — sont adéquatement décomposés dans
I’espace de F ourier,

Ga(x,T) BL Z ba(q,wn)e glar—iwnT, (II1.59)

q,Wn
[g]<A

On introduit ensuite un nouveau cut-off A’ < A, ainsi que les champs rapides et les
champs lents,

¢ (z,7) = Z o, w )€l 70T, (I11.60)

q,Wn
lq|<A’

> alg,wy)e . (IIL.61)

q,Wn
A <|gql<A

1

Qbi(l’,T): 6_[/

Puis, on integre les champs rapides dans la fonction de partition moyenne :
7 = Z§/HD¢;<D¢“< =S5 (mSalY. (I11.62)

En utilisant I’approximation des cumulants au premier ordre en Dy et Dy,

<e*53‘f5>>

exp apa Z/dl’deT/ i20% < (x,7) —12¢Z<(z7' )<ei2¢g’>(at,7)6—i2¢gj>(a:,T’))>
La= fb

— exp apa Z / dudrdr’ €98 (@) =205 (0 (12067 (2.7))2
La= fb

12

+ Z Otpa Z\/dwd,]_d,]_leﬁ% xT) —i20% < (2,7") [< 2% (x,7) —12¢Z>(x7)>>

a=f,b
_<€i2¢a’ (:c,r)>2>H
(I11.63)

Notez qu’au premier ordre en Dy et Dy toutes les fonctions de corrélations apparais-
sant dans le calcul sont diagonales dans les indices de répliques, que nous n’écrirons
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plus explicitement a partir de la. Nous continuons le calcul avec D seulement, pour
le confort dans les notations, mais le méme calcul s’applique a D,. En utilisant les
modes normaux ¢, et ¢_ définis au chapitre II, nous trouvons que

<€i2¢§ (x,T)>2> _ (A//A)2fi+2f3_ (I11.64)

Ainsi le premier terme dans 1'équation (I11.63) est

Dfp?c ny 2fi+2fz 205 (x,7)  —i2¢F (z,7’
TN (K) A3/dxd(vf7)d(vf7'/)e 205 (w7) gmi20} (@.7) (I11.65)
f
A\ 234223 L o
= Dy (X) A’3/dxd(vf7)d(vf7")eﬁ¢f (@7) =205 (,7) (I11.66)
~ 2
ou nous avons défini la quantité adimensionnée, Dy = %. Pour préserver la
¥

forme de I'action de basse énergie, pour le nouveau cut-off A’ il faut appliquer la
transformation d’échelle suivante a Dy,

- B AN 22228
Dy(A') = Dy(A) (X) . (II1.67)

Pour une transformation infinitésimale du cut-off, A" = A(1 — dl) — découlant d'une
paramétrisation de la forme A(l) = Age™" — I'équation du flot pour Dy s’écrit

dd—?f = (3—2f2 —2f2)Dy(1). (I11.68)

Nous traitons ensuite le second crochet dans I’équation (II1.63). Sa contribution prin-
cipale intervient lorsque 7 et 7' sont proches et vient essentiellement renormaliser
(0;¢4)* dans I'action quadratique. Traitons tout d’abord

A= <ei2¢?(z,7)67i2¢?(x,7’)>> . <6i2¢?(x,‘r)>2>. (111.69)
On a
— 2 z,7)—¢a(z,7))2
<€Z‘2¢?(LU,T)e—’i2¢?(CU7TI)>> _ e a:iQfa«(ba( ’ ) ¢ ( ’ )) >>
= exp |— Z 2f§2 [2—2 cos(wn%)]%
= Wy T U4
A <|q|<A

(111.70)
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avec T =7 —17 et :

i2¢)>(.’177 o
e“%r = exp g 412 g 55 2 ) (IT1.71)
a=+ q,wn Wn +,U
A <|q|<A

En factorisant <ei2¢?(””)e_i2¢? @™ dans A et puisque A’ = A(1 — dl), un
développement au premier ordre en dl conduit a

A = (207 )27 (0)) N g pRerelriA gy, (I11.72)

a==

Il nous reste finalement

2
B = Dapa/dIdeT’eiwf(x’T)e_i%f(x’T/)A

)
- D;ngi /d:chdr’ . 1205 (x.7) o205 (2.7) e*(gi 2£2 [2 dg(1—e—valrla)/q )
PR (I1L.73)
=+
indique  l'ordre  normal. La  fonction  G(7T) _

exp{ Z 2f2 fo dg(l —e~ ”‘”'q)/q} est évaluée en prenant l'ordre normal et

en Comblnant le facteur (e 247 (2,7) g=120F (I’T/)>< supplémentaire avec A. Finalement
on développe I'exponentielle en puissance de T :

D, _
B~ —dl h’)a { / dde(@T@)Q} / drT°G(7) Y Afre vl (I11.74)

a==

Pour G(7) on trouve

g(,],_) _ H (UOCA|77_|)—2f26—2f§(7+F(07va/\|ﬂ) (11175)

a=+

ou vy =~ 0,5772 est la constante d’Euler et I'(0, z) la fonction Gamma incomplete. Au
final on trouve que B peut se s’écrire sous la forme

~ v 2f2 v [ 2f2
B~ —dlD; fic+v—§ (U—+> + -1 (—) / dzdT (Or¢y)?.  (IIL76)

+ UZ O\ U+
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vy et Ky sont tous deux renormalisés par ce terme, et on trouve les équations de flot
suivantes :

2 2
T < P B R S
—L = —ID, e+ (= e L= 11.77
dl 2 7 I+ RERAE /= v3 \vy ’ ( )
2 2
dv; K2 v Lo\ B Lo\
L = LD, | 2L (= 20 L (= I11.78
dl 9 Y f+c+vi v +/=C v3 \ vy ’ ( )
ou nous avons défini
C+ — 8/00 d2227Xfe*Q'yXfe_inF(Ovz)_QfEF(Ovziz)
0
C_ — 8/00 dZZQ—Xfe—?’yXf672f3-r(07%z)72fzr(0’2)‘
0

(I11.79)

On trouve également deux équations similaires pour K et v,. On peut vérifier en
utilisant les équations I1.120 et I1.121 que pour U,y = 0. On retrouve les équations de
[57]. A ce stade, les prochains résultats seront dérivés en négligeant la renormalisation
des parametres de Luttinger par le désordre. On suppose pour cela que I"'amplitude
du désordre (Dy et Dy) est tres faible. Les diagrammes de phases présentés dans les
figures a venir seront forcément renormalisés en cas de désordre plus fort. Néanmoins
ils présentent une premiere approche importante des transitions d’accrochage dans
le cas d’'un mélange Bose-Fermi.

111.3.3.2 Analyse du flot ; diagramme des phases préliminaire

On a donc trouvé les équations de flot suivantes pour D 5et Dy,

dD .

d_lf = (3= X;)Ds(l), (111.80)

dD .

7" = (3—X,)Dy(1), (111.81)
avec D = FLQDJ% et [?b = #gpig. Ky, Ky, vy sont vy, aussi renormalisés. Les dimensions

anormales des opérateurs, Xy and X, viennent de la diagonalisation de Sy. On trouve
Xy =22 +2f2 and X, = 2b2 + 2b%. On rappelle leur expression analytique en
fonction de t = vy /v, et g :

_ A2
x, = b ) AV (I11.82)
VI=8 1pon/T-g 12
_ 2
x, — —2h 2 Ve et (I11.83)
VI=8 1pon/T-g 12
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FIGURE I11.4: Lignes critiques obtenues a partir des équations du flot (I111.80) et
(II1.81), pour un rapport des vitesses t = 3, et Ky = 1. Les interactions Bose-Fermi
sont paramétrisées par U = Uyt /\/Uf0p.

Kp

15}
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Phase |
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FI1GUre II1.5: Lignes critiques obtenues a partir des équations du flot (I11.80) et
(IIL1.81), pour un rapport des vitesses t = 1/3, et Ky = 1. Les interactions Bose-
Fermi sont paramétrisées par U = Uy /. /0s0p.
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En I'absence d’interactions BF (g = 0), Xy = 2K et X}, = 2K},. Ainsi les fermions
sans spin (resp. les bosons) sont localisés si Ky < 3/2 (resp. K, < 3/2), et on retrouve
les résultats de [57], énoncés au début de ce chapitre. Les interactions Bose-Fermi
ont tendance a favoriser les corrélations superfluides au détriment de la formation
d’ondes de densité atomiques. Formellement, Xy > 2K, et X, > 2K, et il existe des
régions de parametres pour lesquels le désordre est une perturbation non-pertinente
au sens du RG, bien qu’une espece seule serait localisée. Dans le langage variationnel
de la section I11.3.2, cela signifie que les fluctuations quantiques sont augmentées par
les interactions Bose-Fermi et tendent a augmenter la longueur de localisation. Dans
les figures II1.4 et II1.5 nous présentons deux exemples des lignes critiques X; = 3 et
Xy = 3 pour deux valeurs du rapport des vitesses, vs/v, = 3 et vy/v, = 1/3. Bien que
le mécanisme par lequel les corrélations superfluides sont augmentées semble assez
clair (la médiation d’une interaction attractive par les phonons), il faut cependant
étre extréemement prudent en tirant des conclusions sur le véritable diagramme des
phases a partir de la position des lignes critiques déduites des équations (I11.80) and
(II1.81). En effet, lorsque 1'une ou les deux perturbations sont pertinentes, le flot
emmene les parametres du désordre vers une région de 'espace des parametres en
dehors du régime perturbatif sur lequel est bati le RG. Cette remarque est cruciale
dans certains régimes. Par exemple dans la figure I11.4, il apparait une large portion
du diagramme de phase pour laquelle X}, > 3 et X; < 3 (la région bleue). D, est
relevant alors que D, ne 'est pas. Si K, > 3/2, la nature de cette phase est assez
claire : les fermions sont localisés et les bosons sont superfluides. En effet si if Uy = 0
alors les fermions sont localisés et les bosons ne le sont pas puisque Kj > 3/2. Les
effets des interactions Bose-Fermi sont doubles. Les phonons du gaz bosonique sont le
support d’une interaction effective attractive qui conduit finalement a une transition
vers une phase ou les fermions sont délocalisés et ou les corrélations de paires sont
dominantes (la phase liquide de Luttinger, a grand Uys). Par un mécanisme similaire,
les phonons du gaz de fermions ont tendance a écranter la répulsion entre bosons
et a favoriser la superfluidité. Notez que bien que les fermions soientt localisés, ce
mécanisme est possible car leur longueur de localisation L; est grande (devant la
distance inter-particule) dans la limite de faible désordre et les phonons existent
bien, sur des échelles plus petites que Ly.

Maintenant, si K;, < 3/2, l'interprétation du flot du RG est plus délicate. Les
phonons dans le gaz de fermions renormalisent les interactions bosoniques de telle
sorte que X, > 3 et D, ne soit pas pertinent. Cependant, des que le cut-off UV A
atteint I'inverse de la longueur de localisation des fermions, les fluctuations dans la
densité fermionique disparaissent de la théorie de basse énergie et n’affectent plus
les bosons. En dessous de cette valeur de cut-off, les bosons interagissent avec leurs
interactions nues et, comme K, < 3/2, le désordre est, en fait, une perturbation
pertinente. Ainsi, au-dessus d'une certaine valeur [ = [y, pour laquelle D f(ly) =1et
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L;l = A(l}), le flot de Dy, doit étre modifié comme suit

dlogDy, _ { 3—-Xy siA> Ly (I11.84)

dl 3 — 2K, siA<<LJ71.

Ceci doit etre vrai quelque soit la valeur de Kj. Le point important ici est que
lorsque X;, > 3 et K, < 3/2 les bosons sont localisés, tant que les fermions le sont
aussi. Cependant la structure du flot indique que la longueur de localisation des
bosons, définie comme Ly = A(l,)~" avec Dy(l,) = 1 serait extrémement large dans
la phase ou les deux especes sont localisées. En se basant sur ce raisonnement,
nous proposons le diagramme de phase suivant, résumé dans la figure II1.6 , pour
vy > . On identifie trois phases : le liquide de Luttinger a deux composantes
(LL) lorsque le désordre n’est pertinent pour aucune des deux especes, une phase
ou les fermions sont localisés alors que les bosons restent superfluides et une phase
ou les deux especes sont localisées mais néanmoins couplées. Nous appelons cette
derniere phase, un verre de Bose-Fermi, par analogie avec le verre de Bose. Dans
cette phase, malgré la localisation, les interactions jouent un role tres important.
En particulier, la longueur de localisation des bosons doit varier considérablement
avec les interactions. Nous mettons en évidence un régime de crossover, caractérisé
justement par le fait que la longueur de localisation des bosons devienne bien plus
grande que celle des fermions, comme 'indique le flot corrigé I11.84.

Dans le cas de la figure II1.5, v, > vy, deux de ces régions problématiques ap-
paraissent. Dans les deux régions nous pouvons tenir un raisonnement similaire. La
région ol seuls les bosons sont localisés est la aussi un artefact de la procédure naive
du RG. Une procédure en deux étapes, conduit a une phase en réalité totalement
localisée, mais avec des fermions présentant une longueur de localisation fortement
augmentée par les interactions avec les bosons. Nous revenons plus en détail sur
les spécificités du cas v, > vy, dans la section détaillant le calcul variationnel dans
I’espace des répliques.

111.3.4 Approche variationnelle dans I'espace des répliques
111.3.4.1 Introduction et dérivation des équations auto-cohérentes

Dans 1’étude des systemes 1D, un calcul variationnel est souvent un outil
complémentaire par rapport a d’autres méthodes, comme le RG, pouvant s’avérer
limitées dans certains régimes. En particulier, le RG ne permet pas de déterminer
de fagon fiable la nature des phases de couplage fort en l'absence de points fixes
perturbatifs pour ces régimes de parametres. Ainsi dans le cas du mélange, une
fois le parametre de désordre fermionique Df parti en couplage fort — au-dela
du régime perturbatif — le comportement des bosons est sujet a caution, quelque
soient les conclusions que nous devrions tirer de la dimension de l'opérateur de
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FI1GURE II1.6: Diagramme de phase déduit du RG en deux étapes. BFG : Bose-Fermi
glass (verre de Bose-Fermi, voir texte). BFG* est la méme phase, cependant nous
identifions un régime de crossover selon lequel la longueur de localisation des bosons
devient beaucoup plus grande que celle des bosons.

désordre bosonique. Les exemples de calcul variationnel que nous avons donnés
plus haut dans ce chapitre — pour le modele de sine-Gordon, et pour le probleme
de Fukuyama-Suzumura — avaient pour but de trouver la meilleur approximation
quadratique pour l'action, en se basant sur l'intuition qu’il doit exister une phase
dans laquelle il est favorable énergétiquement de verrouiller le champ ¢ a une
certaine valeur et de considérer uniquement les fluctuations quadratiques autour de
cette valeur optimale. Dans le cas désordonné on cherche plutot une distribution de
ces valeurs optimales, comme le montre la figure I11.3.

L’action répliquée S,ep, définie dans les équations (II1.57) et (II1.58), fait apparaitre
une somme de n? termes en cosinus — contre 1 dans le cas du modele de sine-Gordon
— nécessitant donc autant de minimisations. Du point de vue variationnel, on cherche
alors une action quadratique avec une self-énergie ayant une structure plus ou moins
intriquée dans I'espace des répliques. A la limite n — 0, cette structure transparait
dans certaines fonctions de corrélations. La méthode variationnelle gaussienne
dans l'espace des répliques a été introduite par Parisi et Mézard dans la référence
Mezard91, et ensuite développée par Le Doussal et Giamarchi dans la référence
Ledoussal96, dans le but d’étudier, entre autres, le probleme de la localisation dans
un systeme 1D de particules quantiques en interactions. Ici, nous avons essayé
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d’agrandir le champ d’application de cette méthode pour les problemes quantiques,
dans le cas d’'un mélanges de deux especes couplées.

Avant de rentrer dans le vif du sujet et de détailler les points importants du calcul
(voir a ce sujet 'annexe A), nous fixons quelques notations. Tout d’abord on récrit
I'action Sy de I'équation (II1.57) dans 'espace de Fourier.

S0 = 2 5L > 60 i) (G5 Vi i) By g, i), (I11.85)

@iwn

ou «a, f=f,b tandis que les indices latin a,b vont de 1 a n, le nombre de répliques.
Il y a deux sommations implicites sur a, § et a,b. (G, 1)3{73 est une 2n X 2n matrice
dont la structure est :

- [% + qz} 1, 1,
f Uf ™
Gyt = (I11.86)
%qzln 7rK |:’U" + q ] 1

avec 1, la matrice unité de taille n. Nous cherchons a remplacer Sy, (équations
(IIL.57) et (IH.58)) par la meilleur approximation quadratique, Sg, telle que

Sa =35 5 i Z (g, iwn) (G as(q, iwn) 35 (=g, —iwn), (I11.87)

Qiwn

avec (G712 = (Go )y — 02, et 02 la self-énergie. La meilleure fonction G est
obtenue en minimisant 1’énergie libre variationnelle, F,,=Fg + (S — Sg)¢/B par
rapport a ngﬁ. On trouve l'expression suivante pour F,, :

Fvar = _% Z Tr log[ q, an Z Z Qa an)Tr[Gozﬂ(q’ an)]
q,iwn, a,B q,iwn
+ —Z / dr [Ve[F®(1)] + VB[B*(7)]] (I11.88)
avec

a a 2
F(r) = ([¢%(x,7) = ¢}(x,0)] e, (I11.89)

a a 2
B®(r) = ([¢4(x,7) = ¢3(x,0)] )a, (I11.90)
et Vp(x) = —2’)?‘%6*2‘” and Vp(z) = —2’05%6*2’”. Dans le cas d’'un désordre statique,

les quantités hors-diagonales (par exemple, F® ou B® avec a # b) ne dépendent
pas du temps [58], ceci parce que dans chaque réalisation du désordre, le potentiel
aléatoire ne dépend pas de 7. Avant de moyenner sur le désordre, les différentes
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répliques ne sont pas couplées dans le Hamiltonien, et les fonctions de Green corres-
pondantes ne dépendent pas du temps. La moyenne sur les réalisations du désordre
ne doit pas modifier cette observation. Nous dérivons alors les équations du point
selle :

B
05 (qwn) = 2/0 dr (1 — cos|w,7]) VR (F*(T))

B
+ 2 / dr Y " VL[F™), (I11.91)
0

b#a

B
o (q, wn) = 2/0 dr (1 — cos|w,7]) VE(B* (1))

B
+ 2 / dr Y " V4[BY], (I11.92)
0

b#a
oft(@wn) = —268,0VE(F™) (a#b), (I11.93)
op (g, wn) = —2B0,0VEH(B®) (a #b), (I11.94)
of(g,wn) = opp(gwa) =0 (Y a,b). (I11.95)

L’étape suivante consiste a prendre la limite n — 0. On utilise pour ce faire la pa-
ramétrisation de Parisi pour les matrices 0 x 0. Si A est une matrice dans I'espace
des répliques, a la limite n — 0 elle est paramétrisée par un couple (@, a(u)) ou a pa-
ramétrise les éléments diagonaux et a(u) est une fonction de u € [0, 1], paramétrisant
les éléments hors-diagonaux. La self-énergie est une matrice s’écrivant alors

(67,07 (u)] 0
o(q,w, =0) = (I11.96)

0 b, o3 (w)]

Ensuite, il est nécessaire d’inverser G~ pour résoudre les équations de point-selle.
Plusieurs types de solutions peuvent alors exister. L’énergie libre est une fonction
symétrique sous la permutation d’une ou plusieurs lignes et colonnes de la matrice
G et on est donc tenté de chercher des solutions qui respectent cette symétrie,
avec des fonctions o(u) et/ou o,(u) constantes. Cependant ces solutions ne sont pas
stables partout dans I’ensemble des parametres, et, pour décrire les phases localisées
il est nécessaire de chercher des solutions brisant la symétrie des répliques. Ces
dernieres font intervenir des fonctions os(u), o,(u) non-constantes. Nous verrons
que la structure détaillée de ces fonctions renseigne sur les propriétés de localisation
du systeme — en particulier sur l'existence et l'interprétation d’'une ou plusieurs
longueurs de localisation.

Notre étude par le RG semble indiquer deux types de phases localisées : une ou
seule une espece est localisée et une autre ou les deux especes sont localisées. Dans ce
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qui suit nous nous concentrons sur le cas vy > v et le diagramme de phase proposé
dans la figure I11.6, et cherchons a déterminer la forme des solutions variationnelles.
Les calculs sont largement détaillés dans I'annexe.

111.3.4.2 Brisure a une marche de la symétrie des répliques (cas ou v; > v;)

D’apres [58], la phase localisée pour des fermions dans un potentiel aléatoire est
bien décrite par une solution brisant la symétrie des répliques (on appelle solution
RSB, pour Replica Symmetry Breaking, une telle solution). Plus précisément, il existe
une solution stable, avec une brisure de symétrie de niveau 1 (on parlera de solution
IRSB). Cela signifie que o¢(u) est une fonction marche, avec os(u < uy) = 0 et
of(u > ug) =1, et uy un nouveau parametre variationnel. Dans notre systeme, sur
la ligne Uy = 0 les deux composantes du gaz sont découplées et il existe une solution
avec une brisure de symétrie 1RSB pour les fermions (les fermions sans interaction
sont toujours localisés) et qui est soit symétrique (K, > 3/2) soit 1RSB également
(Kp < 3/2), pour les bosons. Le RG (voir le diagramme II1.6) semble indiquer que
pour Kj > 3/2 et Uy # 0 il existe une phase ou les fermions sont localisés et les
bosons superfluides, tant que les interactions Bose-Fermi ne sont pas trop fortes. Pour
décrire cette phase on cherche alors une solution variationnelle, symétrique dans le
secteur bosonique et 1RSB dans le secteur fermionique. Les équations auto-cohérentes
ont la forme suivante :

- 8 piDy (K 2
) Ip e ! L) e2F 111.97
f /1 — 92 h Uf ( )
7 WKf g I /
Ip(wn) = 2—— [ dr (1= cos|w,7]) (VE[F(7)] = Vi [F]),
vr Jo
R K -
Ip(w,) = 2% / dr (1 = cos[w,7]) V4B(T)], (111.98)
b Jo
avec
2 K v_g +¢*+ IB(Wn)
F=—2% kid | (I11.99)
5 q,iwn, vr < +q +IBwn><"+q +]Fwn)+2f>_92q4
2 ~
_ 9 K (1 = cos[w,T]) (5 + ¢+ Ig(wy)
Fr) =31 > Wv L — - wz,( L > (111.100)
g (v—g +¢% + IB(wn)> <ﬁ +@> + Ir(wy,) + Ef) - g%*q¢!
_ 9 K (1 — cos|w,7]) (i—? +q2+fp(wn) —f—f]f)
Br)=— > ! - (IIL.101)

6L q,iwn, Ub (% + q2 + jB(Wn)> (% + q2 + jF(‘Un) + Ef) - 92(]4
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On peut reconnaitre dans F' et Fle propagateur fermionique. Un terme de masse,
Sr, est généré par la brisure de symétrie des répliques, ainsi que deux fonctions
If(w,) et Iy(w,) venant modifier la dynamique du systéme. Nous n’avons pas
chercher a résoudre numériquement, de facon complete ce systeme. La présence des
fonctions I;(w,) et Iy(w,) rend les choses assez compliquées. Nous procédons alors
en plusieurs étapes pour analyser ces équations.

Supposons tout d’abord que If(w,) et I(w,) sont nulles. Dans ce sens, nous sommes
plus proches de la méthode varaitionnelle a la Fukuyama-Suzumura, cependant avec
un traitement plus précis des fluctuations quantiques ne nécessitant pas une connais-
sance détaillée de la solution classique sous-jacente. Nous montrons que, malgré cette
approximation, nous retrouvons des résultats raisonnables. Tout d’abord nous pro-
posons d’affiner Panalyse du RG en calculant le flot de D, lorsque les bosons sont
couplés a des fermions localisés. Pour ce faire, nous perturbons 'action Gaussienne
variationnelle Sg avec un terme de désordre ne se couplant qu’aux bosons :

Dypjy

5=5~ 1,

ZA3 / drdrdr’ cos[2¢§(x, ) — 2¢h(x, )] (I11.102)
a,b

Le propagateur G est symétrique dans le secteur bosonique et 1RSB dans le secteur
fermionique. Pour obtenir le flot de Dy, nous procédons comme précédemment et
intégrons les degrés de liberté de petites longueurs d’onde, entre A’ et A, le cut-off
original. Au premier odre en Dy, I’équation du flot est obtenue d’apres I’équation

!/

Dy(A') = Dy(A) (X) B Caa (111.103)

<ei2¢g("’3’7)>2> n’est liée qu’a la partie diagonale de Gy, ¢’est-a-dire ébb(q, wp). On trouve

A
(20N — exp [— [ Jb<q>] | (IT1.104)
avec
2K, {t(q2 +3p) + q\/q2(1 - g*)+ if]
Tv(q) = . (111.105)
/(1 - ¢?) + if\/q2(1 ) 4 25 4 2tq,/ (1 - g?) + 8
Finalement, en prenant A’ = A(1 + dl), I’équation du flot est
dlog D
% =3 - AD)T(AQ)). (II1.106)
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Jp(q) décroit en loi de puissance a petit et grand A mais avec des préfacteurs
différents. En effet

. 1/2

AJ(A) =2K, lorsque A < <2f/\/1 - g2) , (I11.107)
. 1/2

AJ(A) =X, lorsque A> (zf/\/1 - g2) . (IIL.108)

L’allure de J, est représentée dans la figure I11.7

Le flot modifié de D, est tracé dans la figure II1.8. Tout ceci confirme I'intuition
développée dans la section II11.3.3.1. La masse fermionique )y ¢ définit une échelle de
longueur au-dela de laquelle les fluctuations de densité fermionique sont intégrées
et les bosons interagissent avec leurs interactions nues. En ce sens, on peut relier la
longueur de localisation des fermions Ly a la masse par

1/2
V1—g?
Liy=|"—— . (II1.109)
2y
Nous reviendrons sur cette équation dans la section I11.4.1.1 lorsque nous calculerons
les fonctions de corrélations pour les fermions. Cela confirme aussi que pour des
valeurs de K plus petites que 3/2, le désordre est relevant pour les bosons et que
la solution avec une brisure de la symétrie des répliques uniquement dans le secteur

fermionique n’est pas suffisante. Pour décrire plus avant la phase totalement localisée,
on doit chercher une solution brisant la symétrie des répliques dans les deux secteurs.

111.3.4.3 Brisure a deux marches de la symétrie des répliques (cas ou vy > v;)

Nous avons trouvé qu’il est impossible d’obtenir une solution auto-cohérente avec
une brisure de symétrie 1RSB dans les deux secteurs. Il est nécessaire de chercher
une solution avec une brisure de symétrie de niveau 2, dans au moins un des
deux secteurs. La structure de cette solution, et son obtention, sont détaillés dans
I'aannexe A. Les self-énergies ont la forme suivante : o;(u) est une fonction a deux

marches, op(u < u1) =0, op(u; < u < uy) = 0}1) et op(ug <u<1)= O'J(cz), tandis

que op(u) est une fonction & une marche, op(u < ug) =0, of(ug < u < uy) = 0152). La
structure de la solution est quelque peu réminiscente des arguments variationnels que
nous avions développés dans la section I11.3.2 pour la solution classique. Nous avions
avancé que dans la situation ou Ly > Ly — ce qui est le cas dans le diagramme de la
figure I11.12 et apparent au niveau de la solution numérique dans les figures I11.9 et
III.11 — la densité des fermions devrait avoir une structure emboitée, lorsqu’elle se
divise en domaines pour accommoder la phase aléatoire et la densité bosonique.

Dans les figures I11.9, II1.10 et II1.11, nous montrons des exemples de solution,
lorsque Uyy augmente, pour différentes valeurs de K. Notez que la masse fermionique
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A Ty (N)/(2Ky)

~

FIGURE II1.7: Crossover pour la fonction J, définie en eq. (111.105), pour t = 3 et
g = 0.9. Nous avons tracé AJy(A)/(2K,), avec A = AJy/3;. Cette fonction tend

vers 1 a petit moment et sature a Xp/(2Kp) auz grands moments. Nous identifions
une région de crossover entre ces deuz comportements A = (X;/4/1 — g2)Y/? (ligne

vertical pointillée).
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FiGURE II1.8: Flot modifié¢ pour
riationnelle.
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est reliée a la self-énergie a deux marches selon

2 =2V +A%D, (I11.110)

avec Z}l) = ulaj(fl) et AE;Q) = Uy (af) — affl)). La masse bosonique est donnée par
Yy = UQUIEQ) et Ly = f];l/ ? La frontiere entre la région totalement localisée et les
autres régions est obtenue pour AZ?) = 0. Lorsque cette condition est remplie, soit
Egcl) # 0, X = 0 alorss le systeme est dans la région avec la brisure 1RSB dans

le secteur fermionique, soit E}l) = 0, X, = 0 alors le systeme est dans la phase
symétrique (liquide de Luttinger).

FiGure I11.9: Masse des fermions f]f en fonction de U = Uy /\ /U5y, pour (de haut
en bas) K, =1,1.1,1.2,1.3.
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FiGure I11.10: Af]gf) en fonction de U = Uy /\/Us0p, pour (de haut en bas) K; =

1,1.1,1.2,1.3. Notez que AXAISE) s’annule en meme temps que Xy lorsqu’on augmente

U.
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FIGURE II1.11: Masse des bosons 3, en fonction de U = Uss/ /U5, pour (de haut
en bas) K, =1,1.1,1.2,1.3.

Remarquons deux points importants. Deés que U,y # 0, alors S < % £, ce qui
implique que la longueur de localisation fermionique est plus petite que la longueur
de localisation bosonique. Deux effets sont responsables de cette caractéristique du
systeme. Tout d’abord, si K}, > 1, les fluctuations quantiques sont plus importantes
pour les bosons que pour les fermions (pour lesquels Ky = 1), ce qui a tendance a
augmenter la longueur de localisation des bosons par rapport a celles des fermions (le
désordre accroche mieux 'onde de densité fermionique que 'onde de densité boso-
nique). De plus, les interactions Bose-Fermi augmentent les corrélations superfluides
des deux composantes. Cependant, comme nous ’avons rappelé dans la section I11.3.3
du chapitre II, les corrélations superfluides de ’espece la plus lente sont plus forte-
ment favorisées. Ce comportement transparait dans les figures I11.9 et I11.11, ou l'on
voit que la masse de I'espece lente (ici les bosons) atteint des valeurs extrémement
faibles, assez loin de la vraie transition vers le liquide de Luttinger, alors que la
masse des fermions ('espece rapide) est faiblement renormalisée (sauf & proximité
immédiate de la transition). Ce point est crucial pour 'observation éventuelle de ces
phases : dans un systeme de taille finie, les bosons peuvent apparaitre délocalisés du
simple fait que la longueur de localisation est plus grande que la taille du systeme.
Nous reviendrons sur ce point dans la section sur les observables expérimentales.

111.3.4.4 Etude du cas particulier v, > v;, inversion de la brisure de symétrie

Le diagramme de la figure II1.5 fait apparaitre deux zones mixtes, ou une des
especes est localisée mais pas I'autre. Pour les mémes raisons que dans le cas vy > v,
ces deux phases sont un artéfact de la procédure de RG et il est nécessaire, pour
chacune d’elle, de procéder en deux étapes. Nous avons aussi cherché une solution
variationnelle dans ce cas. Avant de commenter la figure I11.13, faisons plusieurs
remarques afin d’obtenir une intuition de ces résultats.

Dans le cas précédent, vy > vy, nous avons établi que la longueur de localisa-
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FIGURE IIL1.12: Diagramme des phases obtenu par la méthode variationnelle des
répliques. Ici, Dy = Dy = 0.005 et vg/v, = 3.

tion des bosons est toujours plus grande que celle des fermions, du fait des plus
grandes fluctuations quantiques (K, > K) et de la renormalisation des corrélations
superfluides de l'espece lente. Dans le cas v, > vy, la situation est différente. Sur
la ligne K, = Ky = 1, les bosons sont maintenant I'espece rapide, et la longueur
de localisation des fermions est plus grande que celle des bosons. Au niveau de la
solution variationnelle, 'ordre de la brisure de la symétrie des répliques est inversé.
Néanmoins, lorsque K; > 1, les plus grandes fluctuations quantiques pour les bosons
contrebalancent l'effet des interactions Bose-Fermi, et si K} est suffisamment fort,
la longueur de localisation des bosons devient de nouveau plus grande que celles
des fermions. Cela se traduit dans la figure I11.13 par une inversion de la brisure de
symétrie. La frontiere (triangles oranges) est obtenue en partant de la région ou les
fermions sont 2RSB et les bosons 1RSB. En diminuant K, a Uy fixé, cette solution
cesse d’exister numériquement pour une valeur critique de K. Sous cette valeur cri-
tique, nous trouvons numériquement une solution 2RSB pour les bosons, et 1RSB
pour les fermions. Néanmoins, il nous faut préciser que la solution numérique présente
une hystérésis. Nous obtenons une frontiere différente en augmentant K a Uyy fixé.
Ceci peut s’expliquer par I'asymétrie des équations pour les solutions 2RSB + 1RSB
(voir 'annexe A), Kj, jouant un role privilégié. Encore une fois, la différence entre
les cas vy > v, et v, > vy se joue ici sur cette inversion des longueurs de localisation
n’existant que dans le cas v, > vy. A ce stade, il semble que la recherche d’autres
solutions soit nécessaire pour décrire completement la physique de ce systeme a I'aide
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de solutions variationelles brisant la symétrie des répliques.

A e e e
161 Localized fermions (1 RSB) b
L Superfluid bosons (LL) |
15 LL ]
r \ 4
\
E \ ]
[ \ 1
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1'4f h Phase 7]
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Ficure II1.13: Diagramme des phases obtenu par la méthode variationnelle des
répliques pour Df = D, = 0.005 et ve/vy, = 1/3. Dans la région totalement lo-
calisée, une ligne critique sépare deux régions ou l’ordre de la brisure de symétrie
est inversé. Il existe cependant un comportement hystérétique (non représenté sur la
figure), limitant la portée de cette solution (voir le texte principal).
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111.4 Observables expérimentales

111.4.1 Calcul de quelques fonctions de corrélation
111.4.1.1 Corrélations de densité

La méthode variationnelle des répliques permet de calculer plusieurs fonctions de
corrélation en utilisant I'action quadratique adéquate dans chaque phase. Nous avons
vu dans les sections précédentes que la localisation d'un gaz quantique unidimen-
sionnel par un potentiel aléatoire peut s’interpréter sous l'angle de 1’accrochage de
I'onde de densité atomique. Au dela d'une certaine longueur, la longueur de locali-
sation, les corrélations de la phase de 'onde de densité sont perdues. Pour mettre

ce phénomene en évidence on calcule les corrélateurs C(z) = (e2¢5(®)e=1265(0)) et

Cy(x) = (e20(@)e=120(0)) dans les différentes phases. Dans tous les cas on a

Cr(x) = exp|—z/Lspw]exp _QﬁLL Z(l —cos[qx])é’};(q,wn)] , (II1.111)
Cy(x) = exp[—x/Lyrw]exp __QBLL q;n(l — cos[qx])é;b(q,wn)] . (I11.112)

ou l’on a pris en compte la contribution des processus de diffusion de petites impul-
sions, initialement absorbées dans le Hamiltonien quadratique selon (I11.40). La diffu-
sion vers I'avant conduit a une décroissance exponentielle des fonctions de corrélations
Cy et O sur des longueurs typiques

(1—g7)? vy Ky 1
L = — — —- D II1.113
fFW K]% /vj% _04 f— g b Kf_ ) ( )
- -2
(1— g*)? vy K 1
L = — — —_—— D™ II1.114
bFW Kf/vf Qp — Qg iy K, ( )

Dans les phases localisées, les termes de rétrodiffusion conduisent aussi a une
décroissance exponentielle des corrélations du champ ¢. Néanmoins, comme nous
allons le voir, les termes de rétrodiffusion conduisent aussi a la décroissance expo-
nentielle des corrélations superfluides, contrairement a la diffusion vers I’avant. Dans
un premier temps, il est tout de méme instructif de calculer explicitement Cy et Cj
afin d’extraire la véritable longueur de localisation et de comparer les résultats a
la solution partielle donnée par 'approche de Fukuyama et Suzumura. Considérons
chacune des phases I'une apres 'autre.

a) Phase liquide de Luttinger
Dans cette phase, les self-énergies o et o, sont nulles et le gaz n’est pas accroché par
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le désordre. L’inversion de la matrice G conduit & la solution suivante (cf. annexe

A)

— 7TKf q2+b(wn)

Grr(q,wn ; I11.115
@) = D o E + Fwn)] — P (IT1.115)
— K 2

Gul(gywn) = —¢ ¢+ b(en) . (I11.116)

vy g2 + flwn)][@® + f(wn)] — 924

On a introduit la notation suivante, qui servira dans toute la section,
b(wn) = w2/ + Ig(wy) + 5y et flwn) = wi/v} + Ip(wn) + Xy, Dans le cas
présent )y F = 3, = 0. On retrouve donc les propagateurs du liquide de Luttin-
ger, avec simplement une renormalisation du comportement en fréquence par les
fonctions I F(wn) et IB(wn) Notez que les fonctions Irp et Ip sont directement
proportionnelles a Dy et Dy. Bien que nous n’'ayons pas résolu complétement
les équations auto-cohérentes pour déterminer ces fonctions, on s’attend a ce
que, dans la limite de désordre tres faible, elles ne modifient pas fortement le
comportement des propagateurs. Dans la phase liquide de Luttinger, Ct(z) et Cy(x)
décroissent algébriquement a courte distance et sont coupées a longue distance par
une décroissance exponentielle venant des processus de diffusion vers 'avant sur le
potentiel aléatoire.

b) Phase ou les fermions sont localisés et les bosons superfluides

Dans cette phase, nous avons trouvé une solution variationnelle 1RSB dans le secteur
fermionique et symétrique dans le secteur bosonique. Dans ce cas I'inversion de la
matrice G~ conduit a

_ 7TKf q2 + b(w”)
Grrlq,wy
74(d:wn) vp (g% + b(wn)l[g? + f(wn)] — 92¢*
A o0 (II1.117)
v 1= g% @?(1 - g2) + 4]
—~ 7TKb q2 + f(w”)
G n
(4> wn) vy (g% + b(wn)][@® + f(wn)] — g%¢*
2
+6n707er g of (I11.118)

v 1= 221 - ) + 3]

Dans chacun des propagateurs, le premier terme controle les corrélations algébriques
a courte distance. Le deuxieme terme, une fois la somme sur les impulsions calculée,
conduit a une décroissance exponentielle a longue distance. En effet

1— 1 1—g¢? -z s
—Z cos[q] N P T eV 1| (1In119)
P +3] 2% 2

84



II1.4 Observables expérimentales

De plus on a oy = 5%\/1 — 9223’/ 2, on peut donc isoler dans C; une décroissance
exponentielle de la forme

Cy(x) ~ e /1, (111.120)

avec

. 5\ 1/2
Lf=< Tg) , (111.121)

la longueur au-dela de laquelle les corrélations de la phase de I'onde de densité sont
perdues a cause de la rétrodiffusion, c’est-a-dire la longueur de localisation. Un point
remarquable est que les corrélations bosoniques présentent aussi une décroissance
exponentielle supplémentaire, bien que le désordre ne soit pas pertinent. Cette
contribution vient directement du terme d’interaction Bose-Fermi de la forme
VoV, ot Vo se comporte ici comme un potentiel aléatoire induisant de la
diffusion vers I’avant !

c) Phase totalement localisée
Les résultats concernant la solution 2RSB sont certainement plus délicats a in-

terpréter. Pour (/l\f/f(q,wn) et é;b(q,wn) on trouve

)
— 7TKf q2+b(wn) 7TKf 1 f
G q,Wn = +6n,0 <
o) vr g%+ blwn)llg® + f(wn)] — g%¢* o 1=9% 2[2(1 - g?) + 5]
K S+ A6t + 2%
+ Gnot ( bA(l)q) F 719 : (I11.122)
UF [¢2(1 = g%) + 25 7][(¢* + Xf)(a® + Xp) — g%¢]
— K, ¢* + flwn)
Grb(q, wn
wleen) = bl + Fwn)] — 978
Los T o ¢+
0 e 1= g2 22+ 3 ) (a2 + 30 — a2d?
b *[(¢* +25)(¢* + ) — %¢*]
5 1Ky, ¢° 0'5@1)
t 0o v, 1—qg% | 21,2 2 (1)
b LTI PPl - g?) + 2]
(2) 2A
+ ( f(tqm A i (IIL.123)
21— g2) + SP[(g2 + Sp) (g2 + 5y) — g2¢*]

D’apres les solutions des figures I11.9 et 1I1.10 , 2;1) contribue le plus a la masse
totale ¥y par rapport a AZ;Q). Sur le propagateur, on peut lire que la décroissance

exponentielle est essentiellement controlée par ZS}). Cependant, comme nous ’avions
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envisagé, les structures des deux propagateurs font intervenir toutes les masses, de
fagon assez intriquée. Il serait ici utile de calculer numériquement ces propagateurs.
C’est une tache difficile et nous n’avons pas, ici, de résultats convainquant a proposer.
Néanmoins, les corrélations superfluides sont, dans une certaine mesure, plus faciles
a calculer et rendent bien compte de la physique avancée jusqu’ici.

111.4.1.2 Corrélations superfluides

En adaptant la méthode variationnelle, il est possible de calculer les corrélations
superfluides. Pour les bosons, cela revient a calculer

Ab<x) = <@i9b(x)€*i9b(0)>. (111124)

La fonction de partition fait initialement intervenir une action dépendant a la fois
des champs ¢ et 6. Ce n’est qu’en intégrant sur les champs 6 que 'on peut écrire
une action effective ne dépendant que de ¢. Cette démarche permet alors de calculer
facilement les fonctions de corrélations ne dépendant que de ¢. Néanmoins I'action
initiale est bien de la forme (apreés avoir introduit les répliques et moyenné sur les
réalisations du désordre)

Vo KK
g / dudr [28 60 0,0°)% + Lota (g 4oy
; sz B (0,00 + 5 (0,08)
Ubf ;
xd7 0,950,y (I11.125)
Fi - Dfpf Z d
= xdrdr’ cos[2gz$f(x T) — 2¢f(x 7]

D
——%pb S [ dvirar’ cosfasg (o) ~ 20}, ). (11L126)
a,b

On remplace ensuite S;7 par la self-énergie 0% obtenue par le calcul varia-

tionnel. On a au final une action quadratique et on peut calculer le propaga-
teur (0¢(q,wn)0)(—q, —wy)) (en utilisant les formules d’inversion pour les matrices
hiérarchiques [128]). On trouve la forme générale suivante, quelque soit le niveau de
brisure de symétrie

(02(q, wn) 03 (—q, —wn)) = — [¢® + I(wn) + Sb][¢ + f(wn)] — g%

= Ky 2+ Flwn)]l@ + b(wn)] — 2] (I11.127)

La fonction I, dépend de l'état des bosons (superfluides ou localisés) et S, =0
dans les phases oit les bosons sont superfluides. De méme I ¢ et ) s dépendent de

la phase considérée. Encore une fois, on ne s’attend pas a ce que les fonctions I,
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et [ s modifient fortement le comportement du propagateur (8¢ (q,wn )05 (—q, —wy).
Nous étudions plus en détail cette fonction dans la prochaine section, en calculant la
distribution des impulsions pour les bosons.

111.4.2 Diagramme de phase pour un mélange *"Rb-*'K et
observables expérimentales

111.4.2.1 Parametres expérimentaux pour le diagramme de phase

Dans cette section nous nous proposons, afin d’en faire le bilan, d’illustrer les
différents résultats obtenus par le RG et la méthode variationnelle dans I’espace des
répliques sur I'exemple d’'un mélange de Rubidium 87 (un boson) et de Potassium
40 (un fermion). Ce type de mélanges a été étudié expérimentalement par plusieurs
groupes [97, 98, 99, 100, 101]. Dans les expériences [97, 99, 101], le mélangé dégénéré
est confiné dans un réseau optique tridimensionnel.

On commence par établir le diagramme de phases tel qu'obtenu par le RG en
fonction de deux parametres accessibles expérimentalement, la longueur de diffusion
Bose-Fermi, af, et 'amplitude du confinement transverse V ; pour les bosons. Nous
avons a l’esprit une expérience impliquant un réseau bidimensionnel de tubes quasi-
1D (en partant par exemple des dispositifs de [97, 99, 101] et en augmentant I'intensité
de deux paires de laser) sur lequel on viendrait superposer un potentiel aléatoire. On
néglige le potentiel harmonique global. Comme nous I'avons établi au chapitre I, les
parametres d’'interactions Bose-Bose et Bose-Fermi sont donnés par

Upw = 2hwip aw,
1 Mf(.UJ_’beWJ_,b

Uy = 2h—
of Mr MfUJJ_’f + Mwa_,b

Qpf, (111.128)

Dans les expériences des références [97, 99, 101], la longueur de diffusion Bose-Bose
est fixée a ay, = 100aqg avec ag = 0.5;1, le rayon de Bohr. La longueur de diffusion
Bose-Fermi a;¢ peut varier de —500A & 5004 autour d’une résonance de Feshbach
[101]. La valeur nue de ay; est —10A. Le potentiel de confinement transverse peut
étre utilisé pour faire varier les valeurs des interactions bosoniques. Dans I'expérience
sur la transition de Mott & 1D [7], les atomes de 8"Rb sont confinés dans des tubes
quasi-1D et la valeur typique de V; ; est de 30ER;. On peut, par exemple, s’assurer
que le critere ap, < ¢ est bien vérifié. Ici, ¢, , = /\/(27T)V 4 Pour Vlb =30
et A = 1064nm (comme dans l'expérience de [97]), €1, = 72.4nm & comparer avec
ap, = Snm. Le critere est assez bien vérifié. De méme dans Iexpérience [10], des
atomes de *°K sont confinés dans des tubes quasi-1D, pour lesquels V| ; = 30Fg .
Nous proposons donc un diagramme de phase dans le régime de parametres suivants
10ERry < Vi < 50ERy et on prend pour simplifier VLb = VJ_f (ce régime ou les
amplitudes du réseau pour les fermions et les bosons sont égales, si on les exprime
en unités de I’énergie de recul, semble accessible en ajustant la fréquence des lasers
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[101]). On fait varier a,; entre 0 et —150ag. Le diagramme des phases obtenu est
celui prédit par le RG en deux étapes. On a donc tracé les lignes Xy = 3, K, = 3/2,
X, = 3 a titre indicatif ainsi que la ligne d’instabilité donnée ici par g = —1. Pour
ce régime de parametres on obtient les trois phases prédites par le RG. D’apres les
figures I11.9 et II1.11, dans le cas ot vy > v, (ici vy ~ 9u, pour V,, = 40ERy),
la longueur de localisation des bosons (L; ~ 2})—1/ 2) est beaucoup plus grande que
la longueur de localisation des fermions L¢. De plus, L; est fortement renormalisée
par les interactions alors que L; reste constante sur une large plage de Uy, avant
de diverger a la transition vers le liquide de Luttinger. Il apparait que dans un
systéme expérimental (de taille finie par nature) la phase totalement localisée peut
étre sujette a un crossover vers une phase ou seuls les fermions sont localisés, Ly
excédant la taille du systeme. Dans la section suivante nous nous penchons sur les
signatures expérimentales possibles pour ces différentes phases. Nous abordons de
nouveau cette question du crossover dans la phase totalement localisée.

111.4.2.2 Facteur de structure vs. mesures de temps de vol

L’étude de systemes fortement corrélés avec des gaz d’atomes ultra-froids a
nécessité le développement de plusieurs méthodes de mesures permettant de sonder
leurs propriétés. On peut citer trois méthodes de choix, utilisées dans différentes
expériences, parfois en compléments I'une de I'autre.

Tout d’abord citons les méthodes d’imagerie direct du gaz atomique, permettant
de visualiser le profil de densité dans un piege. L’observation se fait soit en relachant
le piege et en imageant dans la foulée la densité — c¢’est la configuration retenue dans
I’expérience de I'Institut d’Optique ayant permis d’observer le profil exponentiel du
gaz de Rubidium localisé par un potentiel de speckle [16] — soit directement in-situ,
afin de sonder la transition superfluide-isolant de Mott par exemple [129].

Une autre méthode consiste a procéder a des mesures dites de temps de vol (Time
Of Flight experiments), permettant de remonter a la distribution en impulsion dans
le piege. Le principe de la mesure est de relacher le piege, puis au bout d’un temps
t de chute libre, d’imager la densité du nuage atomique ayant évolué librement (les
interactions au cours de la chute libre doivent étre négligeables). Dans le cas d’un tube
quasi-1D © et pour des temps ¢ suffisamment longs, la densité moyenne (des bosons
par exemple) au point r est approximativement (14 (), (r)), ~ W (y, 2)(no()) avec
W (y, z) une enveloppe Gaussienne (résultant du confinement transverse selon les
directions y et z, au sein d'un tube), (ng(,)) la distribution des impulsions dans la
direction longitudinale, et Q(z) = Mz /(ht) [130]. Le calcul détaillé conduit en fait

6. Expérimentalement, le signal est de fait moyenné sur un grand nombre de tubes
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FIGURE 111.14: Diagramme de phase d’un mélange Bose-Fermi 8" Rb-**K dans la
limite de faible désordre. On considére un réseau bi-dimensionnel de tubes, créé avec
deuz paires de faisceaux laser de longueur d’onde A = 1064 nm, imposant le pas
du réseau a d = \/2. On prend ay, = 100ag comme longueur de diffusion Bose-
Bose, tandis que la longueur de diffusion Bose-Fermi, ayy, peut varier autour d’une
résonance de Feshbach. Les densités 1D sont choisies comme pgd = 0.3 et ppd = 0.1.
L’énergie de recul est Ery, = h*A72/(2mpy), et Vi, est le potentiel de confinement
transverse créant les tubes 1D. Les interactions Bose-Bose U, augmentent avec V.
Quatre phases et une région d’instabilité de la théorie du liquide de Luttinger sont
indiquées. BFG : Bose-Fermi glass, BFG* (BFG avec une longueur de localisation
extrémement large pour les bosons), AG+SFB : Anderson Glass + Superfluid Bosons,
LL : Luttinger liquid (au-dessus de la région d’instabilité).
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(UL (0)(r)) o / d/ Ao~ O ] (1) (). (I11.129)

On a introduit ici une taille finie L pour les tubes. Dans le cas qui nous intéresse,
() (x1)y(x2)) =~ Ap(z), o la fonction Ay(z) a été introduite dans I’équation
[11.124. Typiquement, le membre de droite de 1’équation I11.129 est la convolution
de la transformée de Fourier de A,(z) (soit la distribution des impulsions) avec une
fonction analogue a un rectangle de largeur 1/L, imposant une coupure infra-rouge.
Dans un milieu infini, sans désordre, et & température nulle, Ay(z) ~ z~ /2K
pour z > A~ avec A le cut-off UV de la théorie. Sa transformée de Fourier est
typiquement une loi de puissance F[A](¢) ~ ¢"/®K»)=1 pour ¢ < A. Le compor-
tement asymptotique & grand ¢ va plutot comme ¢~*, pour le modele Lieb-Liniger
[131]. Si le milieu est fini alors pour ¢ < 1/L le comportement en loi de puissance
est coupé”, et on a F[Ay)(q = 0) ~ L> V) Ces différents régimes ont été
observés expérimentalement dans [5], ou la distribution des impulsions a été mesurée
pour différentes valeurs des interactions répulsives, jusqu’a atteindre le régime de
Tonks-Girardeau. Notez qu’a température finie, le cut-off infrarouge est donné par
qo = max{1/L, 1/v,}, puisque le quasi-ordre a longue portée est détruit au-dela de
la longueur thermique v, (voir 1’équation I1.34 par exemple).

Pour des bosons localisés par le désordre, la longueur de localisation L; joue un
role analogue a la taille du systeme et a la longueur thermique. Faute d’avoir acces
a la forme de A,(x) pour un systeme de taille finie et a température non-nulle, nous
proposons néanmoins quelques graphiques représentant sa transformée de Fourier,
que l'on note ny(q), dans la limite thermodynamique et a température nulle (en
utilisant I’équation I11.127) dans les différentes régions du diagramme de phase de la
figure I11.14. Cette étude illustre de maniere qualitative mais utile les propriétés du
mélange Bose-Fermi dans un potentiel aléatoire pouvant étre sondées par des mesures
de temps de vol.

Sur la figure II1.15 est représentée la distribution des impulsions dans la phase
totalement localisée. On a calculé Ay(x) = exp[—1/2([0¢(z) — 62(0)]?)], avec

(65(2) = 050)7) = 57 > 201 = coslaa)) 6 (a, )65 (—.—s). (1L130)

lg|<A,wn

La somme sur les impulsions est limitée par le cut-off ultra-violet A, ce qui explique
la cassure pour ¢ = A dans la figure II1.15. Pour ¢ < A on retrouve le comportement
algébrique associé au liquide de Luttinger (le véritable comportement pour ¢ > A

7. En toute rigueur il faudrait calculer Ay(x) pour un systéme de taille finie, en utilisant par
exemple les méthodes de la théorie conforme [35]
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F1aure II1.15: Distribution des impulsions ny(q) (transformée de Fourier de Ay(x))
dans la phase totalement localisée. On a utilisé les paramétres de la figure I11.14. En
particulier Vi, | = 40Egy, ary = —3bag, ce qui correspond a ve/vy, =9, K, = 1.3 et

=0.4. On a pris f)f = 0.01A et 3 = 0.0001A. Les échelles dtmpulsions associées,

\/i‘f et /3, sont indiquées sur la figure. Limpulsion q est en unité du cut-off ultra-
violet A.

n’est bien sir pas capturé par cette théorie). Pour g < v/ f]b, la distribution s’éloigne
de la loi algébrique. Ceci s’explique par la localisation du gaz de bosons sur une

longueur L, ~ 1/4/ f]b, et la décroissance exponentielle a grande distance de la

fonction Ap(x). On a aussi indiqué sur la figure la position de \/gf En effet, les
interactions bosoniques sont renormalisées, sur des distances plus petites que la
longueur de localisation des fermions. De ce fait on s’attend a un crossover pour
le comportement algébrique de Ay(z) et ny(q). En revanche, dans ce cas précis, la
renormalisation de I'exposant des corrélations superfluides est tres petite (~ 0.85 de
sa valeur initiale) et difficilement discernable sur cette figure. Pour des interactions
Bose-Fermi plus fortes, 'exposant peut varier plus fortement avec g. Sur la figure
II1.16, pour ayy = —8bay, la rupture de pente, signalant ce crossover est plus visible.
Néanmoins il est important de noter que l'effet des interactions Bose-Fermi sur
I'exposant des corrélations algébriques est assez faible. L’effet stirement le plus
important est la coupure infrarouge provoquée par la longueur de localisation dans
la phase localisée. Pourvu que cette longueur soit assez petite par rapport a la taille
du systeme et la longueur thermique, cet effet devrait étre plus facilement observable.

Enfin, la spectroscopie par diffusion de Bragg [120, 132] permet de sonder la réponse
du dynamique du systeme. La quantité mesurée est essentiellement le facteur de
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F1GURE II1.16: Distribution des impulsions ny(q) (transformée de Fourier de Ay(x))
dans la phase totalement localisée, pour ayy = —85ag et V; | = 40ER.

structure (bosonique ou fermionique)

Soy(q,w) = / dtdz ¢ oy (2, )y 1 (0,0)) (IT1.131)

Cette quantité dépend de la phase considérée, comme le montre essentiellement la
figure I11.17. La méthode variationnelle permet de calculer S;/¢(¢q,w), au moins pour
des petites valeurs de ¢. Par exemple, pour les fermions,

0000 = 0+ 5 (V6,0 V(0,0
+ pfc cos(2mpyx)(cos[2¢(x,t)] cos[2¢4(0,0)]) + (II1.132)

auquel s’ajoute une contribution statique provenant de la transformation de jauge
(II1.40). Le facteur de structure est lié aux fonctions de Green de Matsubara que
nous avons déja calculées. Pour ¢ < 27py,

Se/p(q,w) = —Im [qQéff(q, i, — w + z’e)] (I11.133)

avec, G #¢ la contribution diagonale dans les répliques du propagateur fermionique.
Pour effectuer la continuation analytique il est nécessaire de préciser la forme des fonc-
tions I et I, restées indéterminées jusqu’a maintenant. La seule chose qui nous semble
faisable analytiquement est d’adapter 'argument de [58] au cas du mélange. Dans
la phase totalement localisée, les fonctions Iy et I, sont données dans les équations
A.54 et A.55 de 'annexe A et on peut obtenir deux équations auto-cohérentes en
supposant Ky < 1 et K, < 1 (en prenant en quelque sorte une limite classique)
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et en faisant un développement limité des fonctions V; et V. En faisant I’hypothese
supplémentaire Y, <X on arrive aux expressions approchées, valables a petit w,
I1(w) ~ ajw et Iy(w) ~ apw avec

2

ap = \/zfﬁ(uﬂg?), (I11.134)
2

ap = v/ Zbﬁ (111135)

Lorsque g = 0 on retrouve l'expression de [58]. Le domaine de validité de ces ex-
pressions est nettement en dehors du domaine de parametres pertinent pour notre
modele. Néanmoins, afin d’avoir une vue au moins qualitative du facteur de structure
nous effectuons la continuation analytique avec les fonctions I et I, ainsi écrite. Le
graphe principal de la figure I11.17, tiré de la référence [59] présente le facteur de
structure pour les fermions dans la phase totalement localisée. Il présente deux pics
a des fréquences w =~ (g% + 34)"/? et w = vy(q® + Xf)"/2. Le premier pic, trés étroit,
est une signature du fait que dans cette phase les deux especes restent couplées. Le
principal effet du désordre est d’introduire deux nouvelles échelles d’énergies, v ffl}/ 2

et vbi;/ ?. Un point important, bien capturé par la méthode variationnelle est que le
facteur de structure ne présente pas de vrai gap a basse fréquence (comme ce serait
le cas pour un isolant de Mott). L’insert est un zoom autour du pic bosonique. Son
analogue dans la phase ou seuls les fermions sont localisés est tracé pour comparai-
son. Dans cette phase, 33, est nulle et le pic est plus étroit, comme il le serait dans un
liquide de Luttinger. Dans la phase completement délocalisée on s’attend a trouvés
deux pics tres étroits correspondant aux deux modes de son, a w = vy q et w = v_gq.

111.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié un mélange unidimensionnel de bosons et de
fermions en interaction dans un potentiel aléatoire. Les motivations étaient de deux
types. Tout d’abord, la tres grande versatilité des expériences d’atomes froids laissent
entrevoir d’intéressantes perspectives pour la réalisation de ces mélanges, ainsi que
pour I’étude de systemes quantiques désordonnés en présence d’interactions. L’autre
raison est simplement la richesse de la physique des mélanges Bose-Fermi, telle que
nous ’avions entrevue dans le chapitre II.

Nous avons envisagé le probleme de la localisation du mélange sous l'angle de
I’accrochage des ondes de densité par un désordre de faible amplitude. Dans le
cas de densités différentes, les deux composantes du gaz sont accrochées par des
composantes de Fourier du potentiel effectivement décorrélées. Les deux ondes de
densité sont couplées par les interactions Bose-Fermi.
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0 2 4 6 8 10

w/(vslo)
FIGURE IIL.17: Facteur de structure pour les fermions, S¢(q = 0.2Ag,w), dans la
phase BFG d’apres le résultat du calcul variationnel. Ici, apy = —3bag. Le cut-off

ultra-violet est Ao = py et V| ,, = 40ERy. Les autres parameétres sont ceuz de la figure
Fig. III.14. L’insert est un zoom sur le premier pic autour de w = vy(q* + ﬁ]b)l/{
signature de la nature couplée de la phase totalement localisée. La courbe pointillé
additionnelle est le pic bosonique correspondant a la phase ot seuls les fermions sont
localisés (V| , = 13ERy, dans le diagramme des phases).

94



111.5 Conclusion

En utilisant le groupe de Renormalisation, ainsi qu'un calcul variationnel dans
I’espace des répliques, nous avons abouti aux conclusions suivantes :

e A faible désordre, le diagramme de phases peut étre tracé en fonction de
deux parametres, le parametre de Luttinger K (relié essentiellement a la
force des interactions Bose-Bose) et l'amplitude des interactions Bose-Fermi
Uys. L’emplacement des phases, et leurs propriétés, dépend dun troisieme
parametre, le rapport des vitesses des phonons, vg/v,. Quelque soit la valeur
de ce rapport on identifie trois phases : (i) une phase totalement délocalisée
(un liquide de Luttinger a deux composantes, ou les bosons sont superfluides et
ou les corrélations de paires de fermions dominent sur les corrélations d’onde
de densité), (ii) une phase totalement localisée ol les deux composantes sont
accrochées par le désordre, et (iii) une phase intermédiaire ou les fermions sont
localisés et les bosons superfluides. Ces phases apparaissent, a différents niveaux
de I’étude dans les diagrammes I11.6, I11.12 et TI1.13.

e Les propriétés de la phase totalement localisée dépendent largement des inter-
actions Uys, ainsi que du rapport des vitesses vs/v,. D’apres le RG et le calcul
variationnel, cette phase est caractérisée par deux échelles de longueur, Ly et
Ly, que 'on identifie aux longueurs de localisation de chacune des composantes
du gaz. Pour des interactions Bose-Fermi fortes, une de ces longueurs peut
étre considérablement plus grande que lautre. Dans le cas ou vy > v, (et
pour des amplitudes de désordre comparables), L; est plus grande que Ly.
D’une part K, > Ky, ce qui signifie que les fluctuations quantiques ont plus
tendance a déstabiliser ’accrochage des bosons que 'accrochage des fermions.
D’autre part, malgré la localisation, les phonons rapides du gaz de fermions
écrantent fortement les interactions répulsives des bosons, augmentant d’autant
plus L;. Dans le cas v, > vy, l'ordre des longueurs de localisation dépend de
Ups et K,. Lorsque Kj est assez grand, L, > Ly comme précédemment. En
revanche si les interactions Uy sont assez fortes, les phonons rapides du gaz de
bosons créent des interactions fortement attractives pour les fermions et Ly > Ly,

e Dans tous les cas, pour un systeme de taille finie, il se peut qu'une des deux
longueurs de localisation dépasse la taille du systeme et qu’une des especes ap-
paraissent superfluide alors qu’elle serait localisée a la limite thermodynamique.
De méme, la température peut masquer les effets du désordre si la longueur
thermique devient comparable a une ou les deux longueurs de localisation.

e Les longeurs de localisation L; et Ly devraient avoir des signatures claires a
la fois dans la distribution des impulsions mesurée en temps de vol et dans
le facteur de structure accessible en spectroscopie de Bragg. Cette derniere
méthode permet de mettre clairement en évidence le caractere couplé de la
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phase totalement localisée.

Ce systeme nous a également permis d’appliquer les idées de la méthode varia-
tionnelle Gaussienne a un systeme assez complexe. Nous avons cherché, par analogie
avec les solutions existant pour les systemes a une seule composante, des solutions
brisant la symétrie des répliques, dans chacun des secteurs de la théorie. Bien qu’ici
cette méthode semble souffrir de limitations (dans l'interprétation méme de la bri-
sure de symétrie, surtout dans le cas 2RSB, et dans le calcul de certaines fonctions de
corrélations), elle confirme, par bien des aspects, les intuitions développées grace au
RG et permet de calculer certaines quantités mesurables (méme si nous avons établi
dans le texte 'aspect finalement assez qualitatif de ces calculs). Il est évident que des
simulations numériques de grande échelle (de Monte-Carlo quantique par exemple)
pourraient apporter un éclairage supplémentaire sur la physique de ce systeme, en
particulier dans le cas plus délicat ou v, > vy, et aider a développer des approches
différentes, notamment dans la région du diagramme de phases ou les deux longueurs
de localisation sont comparables.
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Chapitre IV

Bosons de cceur dur sur deux chaines
couplées

IV.1 Introduction

A une dimension, les fermions libres et les bosons de coeur dur sont souvent
considérés comme étant équivalent. Par exemple sur un réseau 1D avec des sauts
uniquement aux plus proches voisins, les particules ne peuvent pas physiquement
échanger leurs positions et ressentent a peine les effets de la statistique quantique.
Mises a part les corrélations hors-diagonales — comme dans la fonction de Green a
une particule — impliquant explicitement la chaine de Jordan- Wigner, les observables
ne dépendant que de la densité sont similaires pour des fermions libres et des bosons
de coeur dur. Cependant, en couplant deux chaines, et en formant ainsi une échelle,
I’échange de particules devient possible, conduisant a une physique totalement
différente pour les fermions libres et les bosons de cceur dur. Ce chapitre présente
les résultats apparaissant dans la référence [63], fruits d’'une collaboration avec
Nicolas Laflorencie du LPT, Toulouse, et Guillaume Roux du LPTMS, Orsay,
ayant mené respectivement les calculs de Monte Carlo quantique et de DMRG
auxquels est fait référence dans ce chapitre. L’ensemble des figures est tiré de la
référence [63]. Nous étudions le probléme apparemment simple de bosons de cceur
dur sautant sur les sites d’une échelle a deux montants. Certains résultats étaient
bien str connus dans la littérature, notamment grace a la correspondance entre
les bosons de coeur dur et les spins 1/2. Un des objectifs de ce projet etait de
souligner de la maniere la plus complete possible, les différences fortes existant
entre les fermions libres et les bosons de coeur dur sur une échelle. De plus, les
nouvelles données numériques présentées et analysées ici apportent un éclairage
important sur la physique de ces systemes. Ces résultats peuvent étre d’un intéréet
assez fort pour des expériences actuelles dans le domaine des atomes ultra-froids [62].

Le modele que nous étudions est celui schématisé dans la figure IV.1 et défini par
le Hamiltonien

H=—t > [b by +he]—p > ngy—tL Y [blby;+he].  (IV.1)

j0=1,2 j,0=1,2 J
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Al N

T,

j=12... ‘t

FIGURE IV.1: Représentation schématique d’un modele d’échelle a deuxr montants

Les sites le long de chaque barreau ¢ = 1,2 sont repérés par 7 = 1...L, L étant
la longueur totale de chaque chaine. L’opérateur sz crée une particule sur le site
(¢,7) et t, t, sont les amplitudes de saut longitudinale et transverse, respectivement.
Ne; = szb&j est 'opérateur densité sur site et p est le potentiel chimique. Le
remplissage de 1’échelle est noté p = N/(2L) dans la suite, avec N le nombre total de
particules. Ainsi écrit le Hamiltonien ne présage pas de la statistique des particules
qui peuvent étre soit des fermions libres soit des bosons de coeur dur. Les phases
principales du modele (IV.1), discutées dans ce chapitre, sont résumées dans la figure
IV.2, dans le cas des fermions libres (gauche) et des bosons de cceur dur (droite).
Pour des fermions sans interactions, le diagramme des phases s’obtient simplement
en remplissant les deux bandes : le systeme est dans un état métallique pour tous
les remplissages 0 < p < 1, excepté lorsque I'amplitude de saut transverse ¢, excede
2t, auquel cas un isolant de de bande s’ouvre au demi-remplissage (p = 1/2).

La situation est tres différente pour les bosons de coeur dur, pour lesquels il n’existe
pas de principe de Pauli lorsqu’il s’agit de remplir les états dans l'espace des im-
pulsions. En effet, comme nous le montrerons plus bas, 'amplitude de saut trans-
verse est une perturbation relevante au demi-remplissage, ouvrant un gap de charge
Ag ~ exp(—at/t)), selon un mécanisme de Kosterlitz-Thouless. Ainsi, contrairement
aux fermions libres, I’état isolant a demi-remplissage pour les bosons, appelé ici iso-
lant de Mott sur barreaux (en anglais, rung-Mott insulator, ou RMI), s’étend jusqu’a
t, = 0. Pour des remplissages incommensurables, le systeme de bosons est un liquide
de Luttinger a un mode avec une fraction superfluide non-nulle et, surtout, un pa-
rametre de Luttinger fortement renormalisé et variant continument entre 1/2 et 1.
Pour les fermions sans spin, il existe aussi une phase correspondant a un liquide de
Luttinger a deux modes (lorsque les deux bandes sont partiellement remplies). Le
diagramme des phases schématique est représenté dans la figure IV.2.
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FIGURE IV.2: Diagramme des phases pour le modéle de I’équation (IV.1) dans le cas
des fermions libres (gauche) et des bosons de ceeur dur (droite). La phase métallique
pour les fermions comprend des régions avec une bande LL™Y ou deux bandes LL?,
alors que la phase superfluide des bosons est un liquide de Luttinger a un seul mode
(symétrique comme nous le verrons dans le texte), LL'. Pour les bosons de ceeur
dur, la phase isolante Rung Mott s’étend jusqu’a t, = 0.
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FIGURE IV.3: A gauche : spectre de bandes ¢ une particule eo(k) (courbe noire) et
ex(k) (courbe rouge pointillée) tracées (en unité de t) pour l’échelle de l’équation
(IV.1) avect, /t =1 (a) et ./t =3 (b). A droite : le remplissage correspondant (par
barreau) (n;) = 2p tracé en fonction du potentiel chimique ju/t.
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IV.2 Résultats analytiques pour les bosons de cceur
dur

IV.2.1 Préliminaires : solution exacte pour les fermions libres

Nous nous tournons maintenant vers 1’échelle du modele (IV.1), occupée par des
fermions sans spin. Les états propres a une particule du Hamiltonien défini sur une
échelle de 2L sites sont des ondes planes de la forme

|k ky) = (15 1) +€*5,2)) (IV.2)

1 L
— e
ol k est un multiple de 27/L, k, = 0,7, et |j,{) est un état avec une seule particule
sur le site (7, ¢). L’énergie propre associée est

ew, (k) = —2tcos(k) —ti cos(ky), (IV.3)

correspondant a la dispersion des bandes tracées dans la figure IV.3. Pour des fer-
mions, a température nulle, le remplissage moyen p en fonction du potentiel chimique
i est la somme des remplissages de chaque bande. Deux exemples, pour t;| =t et
t, = 3t, sont donnés dans la figure IV.3. Ces valeurs correspondent a deux situa-
tions tres différentes. Pour ¢, < 2t le systéme a soit quatre points de Fermi (quand
—2t+1t; < pu < 2t—t,) est est donc un liquide de Luttinger a deux modes, soit deux
points de Fermi seulement, et est un liquide de Luttinger a un seul mode, équivalent
en fait & un modele purement 1D. Les discontinuités de la dérivée de p(u) dans la
figure I'V.3 signalent un changement dans le nombre de points de Fermi. Dans ’autre
cas, t| > 2t, les bandes sont séparées par un gap

A =2t —4t, (IV.4)
et, a demi-remplissage (p = 1/2), le systeme est un isolant de bande. L’état
fondamental est 'état avec une particule par barreau, dans I’état symétrique
(I7,1) + 17,2))/v2, et a une énergie totale Fqs = —Lt,. En dehors du demi-

remplissage, I’échelle est un liquide de Luttinger a un seul mode.

La situation pour les bosons de coeur dur ne peut pas simplement étre décrite
par le remplissage des états a une particule. Notons que comme dans le cas d'une
chaine unique, une transformation de Jordan-Wigner est possible, en choisissant un
chemin particulier le long du réseau pour la chaine de Jordan-Wigner [133, 134, 135].
Cependant, le modele fermionique obtenu ne peut pas étre résolu exactement car il
contient des termes de saut corrélés. Une approximation de champ moyen conduit a
des résultats raisonnables mais non quantitatifs, soulignant si nécessaire le fait que
la version bosonique du modele est non triviale. Dans ce qui suit nous dérivons des
résultats exacts, en travaillant dans le langage bosonique.
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IV.2.2 Limite de couplage fort
IV.2.2.1 Gap au demi-remplissage

Dans cette section nous calculons le gap a demi-remplissage dans la limite de grand
t,. Alors, t, correspond a I’énergie nécessaire pour ajouter une particule en sus de
I’échelle demi-remplie. Les détails du calcul peuvent étre trouvés dans ’annexe B.
Dans le cas ou t = 0, les barreaux se découplent. Quatre états sont disponibles sur
chacun d’entre eux : un état vide |0); d’énergie £y = 0, deux états a une particule
|1+), = \/iﬁ (17,1) £ |7,2)) d’énergies E1x = Ft; — u, et un état a deux particules
|2); d’énergie Ey = —2p. Ces énergies sont tracées en fonction du potentiel chimique
i dans la figure IV.4. Le remplissage moyen p du réseau est nul tant que u < —t,,
vaut 1 pour —t; < pu<t; et 2desque pu>t,.

Nous partons dune échelle de bosons de cceur dur demi-remplie — 4 =0 et N =
L bosons — et traitons H; = —t Zj,ﬁ[szb&jﬂ + h.c.] comme une perturbation de

Ho=—t1); [bijQ’j + h.c.]. L’état fondamental de H, est construit en plagant une
particule par barreau dans I’état symétrique |1+); = \/Lﬁ (I7,1) + [7,2)). Nous avons

|LOY = [14,1+,...,14). H; crée 2L excitations particule-trou sur des barreaux
voisins et induit une correction au second ordre de ’état fondamental (voir 'annexe

B)
Ep=—t,L—tLJt,. (IV.5)

Les premiers états excités de Hy avec N + 1 particules sont L fois dégénérés et
s’écrivent de maniere adéquate dans la base des impulsions

1 o
L+1(0) - etk 14, ..+, 2 1+, ...,14). V.6
1) = 3 2 ) .o

H1 leve la dégénérescence : en effet, sous son action, la particule supplémentaire saute
sur les barreaux voisins (perturbation au premier ordre) et sur les barreaux deuxiéme
voisins (perturbation au second ordre). De plus 2(L — 2) excitations particule-trou
sont créées sur des barreaux voisins. Ainsi, les énergies corrigées E 1 (k) des états a
L + 1 particules sont

Epa(k) = —to (L — 1) — 2t cos(k) — (£2/t1) cos(2k) — (L — 2)2/t,.  (IV.7)

On peut conduire un raisonnement analogue quant au dopage en trous de 1’échelle
demi-remplie. La taille du plateau au demi-remplissage est donc

A, =2[Ep1(0) — BEr] =2t — 4t +2t%/t,. (IV.8)

Le gap, dans le cas des bosons de cceur dur, est plus grand que celui de fermions
sans spin. En conclusion de cette section, il est instructif de se pencher sur ’approche

101



Chapitre IV Bosons de coeur dur sur deux chaines couplées

pufte

FIGURE IV .4: Energz’es des quatre états disponibles sur un barreau donné, dans la
limite t/t, — 0.

perturbative appliquée au cas des fermions, pour lesquels le gap est donné exactement
par Ay = 2t — 4t, sans correction de second ordre. Ceci est du au fait que 1’état

fondamental au demi-remplissage |L) = Ci,o . CL 1_1/0) et les états & L+ 1 particules

(L4 1)) = \% > eikj“clj\m sont des états propres, exacts, du Hamiltonien total.

H, ne crée pas d’excitations particule-trou, car ci jcl ; = 0. Au contraire, dans

: Tt Lt gt Tt Lopt gt Topf
le cas bosonique, b} ;b\ ; = 3(by ;by ; + by ;b5 ;) + 5(by by, + by b) ;). Les termes
diagonaux disparaissent a cause de la contrainte de coeur dur, tandis que les termes

hors-diagonaux sont égaux, du fait des relations de commutations des opérateurs
Toor

bosoniques (ils disparaissent pour les fermions!). Cette différence, ¢! ;C4 ;= 0 versus
bi,jbi,j = bijb;j, illustre comment le plus simple des modeles quasi-1D est en effet

sensible aux effets de la statistique quantique.

IV.2.2.2 Modele effectif pour les densités incommensurables

Nous pouvons aussi analyser la limite des barreauz forts (c’est-a-dire ¢, > t) par
une méthode similaire a celle développée pour les échelles de Heisenberg sous champ
[136, 137]. D’apres la figure IV.4, pour une valeur critique du potentiel chimique
pe =t les états [14); et |2),; deviennent dégénérés, avec une énergie Ey = —2¢t, . Le
dopage en particules du plateau peut étre étudié grace a la théorie des perturbations
dégénérées, en considérant le Hamiltonien

Hy=—tY [b) by +he] = (m—pe) > blb, (1V.9)
gl

Jt
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comme une perturbation du Hamiltonien fondamental,

Ho=—t1 Y [b]by;+he] —p > blb, (IV.10)
J al

Appelons P, le projecteur sur le sous-espace fondamental, dans lequel |1+4); et |2);
sont les seuls états autorisés sur un barreau donné j. Nous appelons )y le projecteur
sur l'espace complémentaire. Le Hamiltonien effectif au deuxieme ordre en perturba-
tion est donné par [138]

Hest = PoH1 Py + PoH1Qo[E — Ho ' QoH 1 P, (IV.11)

avec F la valeur propre associée au sous-espace dégénéré en considération. Ici, étant
donné le fondamental dégénéré et la forme de H;, un état excité virtuel est un état
avec un barreau vide et, dans tout ce qui suit, Qo[E — Ho]™'Qo = Qo[—2t, L+2t, (L—
D]7'Qo = —Qo/(2t ). Ici aussi, un calcul plus détaillé apparait dans I’annexe B. Nous
trouvons le Hamiltonien effectif suivant, exprimé en termes de pseudo-fermions sans
spin

2

Her = —tz [C}L‘Cj-',-l + h.c] — (= pe) Z(nj +1)— Qtt_L Z [c}_l(l —nj)cig + h.c]
J J J

/2

t1 “
J

(1 - )1~ 1) (1V.12)

Dans ce langage, un pseudo-fermion sans spin représente un barreau doublement
occupé, alors qu’un site vide indique un barreau avec une seule particule, dans 1’état
symétrique. Notez que I'on retrouve ainsi I’expression du gap au deuxieme ordre. Une
particule est ajoutée lorsque le potentiel chimique effectif devient égal a I’énergie du
bas de la bande de pseudo-fermions : pu — p. — 2t?/t, = —2t — t?/t, . De Pautre coté
du plateau, on obtient exactement le méme Hamiltonien, dans lequel un fermion sans
spin représente alors un barreau vide et pu. = —t,.

Comme remarqué dans le contexte des phases supersolides 2D des antiferro-
magnétiques quantiques sous champ [139, 140, 141] et dans les échelles de Heisenberg
sous champ [31], un ingrédient important, émergeant comme un processus du second
ordre dans le Hamiltonien effectif ci-dessus, est le terme de saut corrélé aux seconds
voisins. Pour une chaine de Bose-Hubbard, dans la limite des interactions répulsives
sur site grandes mais finies, un modele effectif de fermions sans spin similaire a celui
de I'équation (IV.12) a été obtenu dans la référence [83]. Nous discutons plus avant
la relation avec la chaine de Bose-Hubbard dans la section IV.4.1.

IV.2.3 Chaines faiblement couplées : bosonisation

Dans cette section nous développons une approche de basse énergie afin d’analy-
ser le comportement de deux chaines couplées de bosons en interactions, au demi-
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remplissage. Le point de départ est le Hamiltonien suivant H = Hq + H, avec

U
Ho = —tz [b};,jﬁ-lbe,j + hC} + E an,j(nm — 1) ,
5l 5l
Mo o= —t1 Yy [b]b,;+he]. (IV.13)

J

Ho décrit deux chaines découplées de bosons avec des interactions répulsives sur site
U de telle sorte que l'on retrouve le modele (IV.1) dans la limite U = oo.

H . couple les deux chaines. Les excitations de basse énergie d’une chaine unique
de bosons en interaction sont les excitations collectives correspondant aux modes de
phonons du quasi-condensat. Nous utilisons donc I'approche du fluide harmonique
présentée dans les chapitres précédents, et on écrit I'opérateur création @/)Z(x) (avec
i () la limite continue de I'opérateur création b') comme

1 1/2 ‘ ‘
@DZ(I) = {p - _qu} Z ¢i2p(mpr—0(2)) o =if() (IV.14)
T
P

ol p est un entier naturel et p la densité moyenne de bosons. On rappelle que ¢ et 0
sont deux champs bosoniques duals obéissant a la relation de commutation suivante

[0(2), 290(2)] = ide — ). (1v.15)

Dans ce langage, —%V¢ décrit les fluctuations de densité de grande longueur d’onde,
et @ correspond a la phase superfluide. En utilisant 1’équation (IV.14) et en prenant
la limite continue, on peut récrire Hy dans I’équation (IV.13) comme [36]

Hy = % Z /d{B [K(V@g)z + %(qug)z , (IV.16)

=12

ou nous avons introduit deux paires de champs bosoniques ¢, et 6, vivant sur la
chaine /. La physique de basse énergie sur chaque chaine est caractérisée par les
mémes parametres, v la vitesse du son et K le parametre de Luttinger. Pour des
bosons répulsifs, K > 1. En incluant des interactions aux plus proches voisins dans
le modele il est possible d’atteindre des K < 1, faisant ainsi le lien avec le modele de
la chaine X X Z [81]. Toujours d’apres I’équation (IV.14) on peut récrire H; comme

t
H, = —i dx cos(0y — 07) [1 + 4 cos(2mpr — o — P1) cos(pa — 1)
+2 cos(4mpxr — 2¢9 — 2¢1) + 2 cos(2¢9 — 2¢1) ] (IV.17)
Pour écrire cette équation, nous avons restreint la somme dans (IV.14) aux valeurs
p = 0,%1, fournissant les termes dominants pour la perturbation ¢;. Le demi-
remplissage correspond & p = 1/(2a) avec a le pas du réseau. En introduisant
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IV.2 Résultats analytiques pour les bosons de coeur dur

deux champs symétrique et antisymétrique définis comme ¢y = (¢1 + ¢2) /2,04 =
(1 — ¢2)/V2, 05 = (01 +62)/\/2, 0, = (61 — 05)/+/2 et en ne retenant que les termes
non-oscillants sous 'intégrale, on peut récrire H = Hy + H, comme

" = Z ;’—; / dx [Kj(vej)2+ Kij(wj)ﬂ
_i dx [cos(\/iﬁa) + 2c08(V20,) cos(v/8¢,) + 2 cos(V20,) cos(v/8¢,)

(e

, (IV.18)

avec K, = K, = K et v, = v, = v. Nous voyons alors que le couplage entre les
deux chaines a une forme assez complexe dans le formalisme de la bosonisation. Pour
déterminer la physique de basse énergie nous dérivons les équations du RG pour les
différentes variables de couplage. Pour ce faire, nous commencons par écrire I'action
en temps imaginaire associée au Hamiltonien (IV.18), sous la forme générale

s =3 %lKj / drdr [%(@T@)?Hj(axej)?} - / drd(vr) [% cos(v/26,)

J=s,a

+ 2 cos(v/26,) cos(vV8¢y) + 2yz cos(v/26,) cos(V8¢p,)

ma? ma

£9 oo \/éqﬁs)] 7 (IV.19)

™a

ol nous avons introduit quatre variables de couplage adimensionnées y,, ys, 4o €t
finalement g, qui est générée sous le flot du RG, comme nous allons le voir. Les valeur
initiales de ces variables sont les valeurs nues extraites directement du Hamiltonien
(IV.18) sy (a) = at, /v, ys(a) = ya(a) = at v, gs(a) = 0. En utilisant les méthodes
évoquées au chapitre III on dérive les équations de flot suivantes

W _ (2— ! )yi(l%

dl 2K,

dyq 1

Yo _ (o0~ 9K

di ( 2K, “)y“<l)’

dys 1

> = (2 e 2K5>ys(l), (IV.20)
dgs 1

B = (22K + (a0,
di, _ i) | w0

dl 4 i

dK

o = AKXy () = 205 (D K (D),

Le cut-off courte distance est paramétré comme a(l) = ae'. Puisque les valeurs ini-
tiales de K, sont plus grandes que 1, y; est une perturbation fortement relevante en
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Chapitre IV Bosons de coeur dur sur deux chaines couplées

comparaison des autres variables de couplage et part en couplage fort. Cela implique
que le champ 6, est gappé. Les phases quantiques des deux chaines s’accrochent des
que 'amplitude de saut transverse est non-nulle. Nous introduisons ensuite le pa-
rametre 11 telle que y, (I1) = 1, définissant une échelle d’énergie A, ~ te~!+. Tant
que | < l;, on peut utiliser le systeme entier d’équations (IV.20). Des que [ > [,
on peut simplifier action (IV.19) en remplacant le champ cos(v/26,) par sa valeur
moyenne (une procédure similaire est décrite dans [142] pour des chaines de spin
couplées, et dans [143] pour échelle au remplissage unité) et ainsi obtenir une action
effective valide pour des échelles d’énergies plus petites, [ > [, . Le champ de phase
quantique 6, étant gappé, nous nous concentrons sur le secteur symétrique (s) dont
I’action effective prend la forme plus simple

eff 1 i 2 2 _£
St — / dxdT{%f{s [US(&@) + 0, (00)?| = 2 cos(\/§¢s)}, (IV.21)

ol nous avons introduit K, = K1) et gs = gs(11)+2nys(lL) avec n = (cos(x/ﬁ@a» =
O(1). L’action ST est du type sine-Gordon. Les équations du RG associées & K et
gs sont obtenues en continuant a intégrer les degrés de liberté de haute énergie entre

[, et l, ce qui conduit a

Cgs - (2—2&(5))@’5(5), (1V.22)
dgs _oR()R2), (IV.23)

les équations standards du flot de Kosterlitz-Thouless [36]. La variable de couplage
g, part en couplage fort lorsque ZI?S(Z) est plus petit que 1. Puisque K(l) décroit
toujours pendant la premiere étape du RG, g, part en couplage fort et, finalement, un
gap A, s’ouvre dans le secteur symétrique, a des échelles d’énergie tres basses. Nous
insistons sur le fait que 'ouverture du gap est non-triviale du point de vue du RG :
tout d’abord, un premier gap s’ouvre dans le secteur antisymétrique (accrochant le
champ 6,), et dans un deuxieme temps induit un gap dans le secteur symétrique
(accrochage du champ ¢;). Le scaling du gap avec ¢, obtenu d’apres la résolution
numérique du flot du RG, apparait dans la figure IV.5. Il dépend fortement de la
valeur initiale de K. Pour des bosons de cceur dur — K = 1 — le gap de charge croit
exponentiellement lentement avec ¢, :

A, o e/t (IV.24)

En effet, pendant la premiere étape du flot, pour [ < [, ys n’est pas relevant et
est renormalisé vers des valeurs plus faibles, tandis que K, décroit vers une valeur
plus petite mais proche de 1. Au début de la deuxieme étape, y, est devenue une
perturbation relevante mais toujours tres pres de la marginalité. On pourrait imaginer
une situation tres différente avec K tres en dessous de 1 — par exemple en ajoutant des
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F1GURE IV.5: Gap de charge obtenu par intégration numérique du flot du RG en
deux étapes. Le scaling du gap dépend largement de la valeur initiale de K. Nous
trouvons pour l’exposant de la loi de puissance, eq. (IV.25), b = 2.81 en accord avec
les résultats DMRG de [’'équation (IV.37)

interactions aux plus proches voisins dans (IV.13) — et y, se trouverait beaucoup plus
loin de la marginalité au début de la deuxieme étape, induisant ainsi une ouverture
beaucoup plus rapide — en loi de puissance — du gap (voir la figure IV.5),

A, o (ty /1) (IV.25)

Finalement, cette analyse par le RG montre que le gap dans le secteur symétrique
s’ouvre des que 'amplitude de saut transverse est non-nulle. Ce résultat est drasti-
quement différent du cas fermionique ou un gap de bande apparait seulement pour
une valeur de t, assez large.

IV.2.4 Comparaison avec les échelles de spin 1/2

Une échelle a deux montants de bosons de cceur dur est équivalente a une échelle
de spin-1/2. En effet, les spins 1/2 satisfont des relations de commutation mixtes,
lorqu’on les exprime en fonction des Sojij =55, * iSZJ.. En suivant Matsubara et
Matsuda,[144], un boson de coeur dur sur un site donné correspond & un moment
magnétique m* = +1/2 alors qu’un site vide correspond au moment opposé m* =
—1/2. Considérons le modele de bosons de cceur dur que nous avons étudié jusque
la et ajoutons des répulsions aux plus proches voisins le long des chaines et entre les
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chaines. Ce modele est équivalent & celui d’'une échelle de spin 1/2

H= Z T[S7 St 101+ 7S] + J*Si S5 11
N4

1,j

L
+ > JL[S,85 4+ SY Sy + TS S5 (IV.26)
j=1

Si J* = J} =0, le Hamiltonien se réduit au modele de I'équation (IV.1), avec t = J/2
et t; = J, /2. L’analyse de couplage fort [145, 136, 137] conduit a image similaire :
des singulets se forment sur chaque barreau et un gap de spin (un plateau d’aimanta-
tion nulle) s’étend autour du champ magnétique nul. Une analyse de couplage faible
conduit aux mémes conclusions. Cependant le mécanisme pour la formation du pla-
teau est différent de celui correspondant au cas des bosons de coeur dur a cause du
terme d’échange J%. Nous rappellons ci-dessous la forme bosonisée du Hamiltonien
(IV.26). De maniéere similaire a la physique décrite dans la section IV.2.3, la dyna-
mique se découple en deux modes, symétrique et antisymétrique tels qu’on puisse
écrire H = H, + H, [146] avec

H, = % dx {KS(VQS)Q—FKLS(V@)?} + (2195)2 /dxcos[\/gﬁbs], (IV.27)
H, = — [do [K (V0,)* + i(ng )2} + 20 /dxcos[\/gqb]
¢ 27 R K,» ™ (27a)? ¢
42 / 4 cos[v/30.] (IV.28)
(2ma)? o '
Ici, K, = K <1 — I;‘Z;f) K, = K (1+ KQ‘E}Q)  9s = go = aJi, G, = mJa. K est

le parametre de Luttinger original d’une seule chaine de spin et dépend de JZ, le
parametre d’anisotropie. Par exemple K = 1 pour J* = 0 (bosons de cceur dur) et
K =1/2 pour J* = J (chaine de Heisenberg). Notons que I’échange dans la direction
2 le long des chaines devrait aussi mené a un terme umklapp de la forme

H, = _29u_ /dx cos[V/8¢,] cos[V/8¢pa) (IV.29)

(2ma)?

avec g, x J?. Cependant, dés que K > 1/2 ce terme est toujours moins relevant
que les autres interactions et n’ouvre aucun gap. Lorsque J§ s’annule, on devrait
aussi inclure le terme cos[v/26,] cos[2v/2¢,] que nous avons étudié dans la section
précédente. Pour J; différent de zéro, il est de toutes fagons moins relevant et le gap
dans le secteur symétrique s’ouvre directement a cause de ’échange dans la direction
z. En effet, pour tout J* < 1 et J7 # 0, K; < 1 et g, est relevant, ce qui ordonne
le champ ¢,. Le scaling du gap est connu de la solution du modele de sine-Gordon
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et dépend des conditions initiales pour K and gs. Loin du point marginal, le gap de
charge s’ouvre en loi de puissance

Ay~ (JF)TE (IV.30)

Par exemple, au point isotrope de Heisenberg, J* = J, K = 1/2 et le gap s’ouvre
linéairement avec J .

IV.3 Résumé des résultats numériques

Dans cette section nous résumons les résultats numériques (DMRG et QMC) ob-
tenus pour ’échelle de bosons de coeur dur. L’analyse numérique complete se trouve
dans la référence [63]. Ces résultats confirment les arguments analytiques proposés
dans la section précédente et permettent d’établir un diagramme de phase complet.
De plus nous proposons dans la section suivante une interprétation de ces données,
grace a quelques arguments analytiques, ainsi que quelques pistes intéressantes pour
les expériences.

IV.3.1 Phase isolant de Mott sur barreaux

Les résultas de Monte-Carlo quantique ont été obtenu par Nicolas Laflorencie a
I'aide de I'algorithme SSE (Stochastic Series Expansion) [147, 148, 149]. Les calculs
sont effectués dans I’ensemble grand-canonique, ou le nombre total de particules est
libre de fluctuer. Les observables suivantes sont mesurées (i) la densité de particules

o=z S n), (Iv.31)

j7€

(ii) la compressibilité
=SS~ (S )] o

et (iii) la réponse superfluide (superfluid stiffness)

1 PEy(p)

= 3L 8y (IV.33)

sf

»=0

avec Fy I'énergie de I'état fondamental. 5 est I'inverse de la température kg7, et ¢
est une phase ajoutée sur tous les liens dans la direction longitudinale [150, 151]. Ces
deux dernieres quantités ont été introduites dans le chapitre II, dans la section II.2.
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FIGURE IV.6: Résultats QMC pour la densité de particules p (panneau du haut),
la densité superfluide ps (panneau du miliew) et la compressibilité k (panneau du
bas) obtenu sur une échelle de 2 x 64 sites, avec t; =t =1 (colonne de gauche) et
t, = 2t (colonne de droite), pour deux températures f = 128,256. Dans la colonne
de gauche (t; = t), les données pour la compressibilité sont obtenues soit par une
mesure directe de k [lignes pleines, équation (IV.32)], ou a partir de la dérivée de
p(p) calculée numériquement [cercles|. Notez que pourt, =t (a gauche), les données
pour la densité superfluide sont aussi montrées pour L = 128 et L = 256 a f =4 x L.
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FI1GURE IV.7: Longueur de corrélation pour l’échelle bosonique tracée en fonction
de t, . Les points sont obtenus par un data collapse [63] des données obtenues pour

différentes tailles du systeme. Le fit par une loi exponentielle est en bon accord avec
les résultats analytiques issus du RG.

Les données QMC sont montrées dans la figure V.6 pour deux valeurs
représentatives de 'amplitude de saut transverse t; = t et t;, = 2t. Comme at-
tendu pour les ¢, grands, un plateau dans la densité au demi-remplissage est claire-
ment visible pour t; = 2t si —0.54/t0.5, indiquant un état isolant incompressible, ou
la densité superfluide et la compressibilité s’annulent. Pour ¢, = ¢, 'interprétation
des données numériques pour un systeme de taille finie est plus délicate car le gap
au demi-remplissage est beaucoup plus faible. Le plateau de densité n’est pas visible
directement. En revanche, la compressibilité présente une chute brutale pres du demi-
remplissage, indiquant 1’état isolant. La densité superfluide s’annule aussi, comme le
montrent les données pour un systeme de taille plus grande, L = 256 au lieu de 64.

Evidemment, lorsque ¢ /t devient encore plus petit, il sera tres difficile d’identifier
la phase isolante directement a partir de p et k, et d’en extraire par exemple la
valeur du gap A, au demi-remplissage. Il faudrait en effet réaliser les simulations
QMC dans I'état fondamental, c’est-a-dire pour des températures bien en dessous du
gap, et également a la limite thermodynamique, L > £ ou & ~ 1/A; est la longueur
de corrélation associée a l'ordre a courte portée de la phase isolante.

Une fagon de contourner le probleme est de s’intéresser plutot a la réponse su-
perfluide du systéeme vérifiant la loi d’échelle exp(—L/¢), dans la phase isolante. Le
calcul de cette quantité pour différentes tailles du systeme et différentes valeurs de
t, permet, par une opération de data collapse, d’obtenir la forme de la longueur de
corrélation & et, par 1la méme, la taille du gap A [63]. Les résultats sont résumés
dans la figure IV.7.

Les simulations DMRG, effectuées a température nulle, sont plus compétitives pour
évaluer de petits gaps. Nous rendons compte ici des résultats obtenus en ce sens par
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FIGURE IV.8: Gap de charge du modeéle d’échelle en fonction de I'amplitude de saut
transverse, obtenu par des calcul DMRG, et comparé a la théorie de perturbation de
Uéquation (IV.4) pour les fermions libres et de l’équation (IV.8) pour les bosons de
ceeur dur dans la limite des barreaux forts. La courbe rouge est un fit de ’expression

(IV.36)

Guillaume Roux et présentés dans la référence [63].
Le gap est calculé a température nulle en utilisant la définition

A, = Ey(N + 1) + Ey(N — 1) — 2Ey(N) | (IV.34)

ou Ey(N) est 'énergie de I'état fondamental & N bosons, de telle sorte que Ag
soit directement la taille du plateau. Les résultats sont obtenus en utilisant I'ansatz
suivant, déduit de 'analyse de taille finie du gap

Ay(L) = A, + %e—L/ﬁ : (IV.35)

Le résultat est tracé sur la figure IV.8 dans laquelle sont également tracés les résultats
de couplage fort de la section IV.2.2.1 et des fermions libres a titre de comparaison.
En suivant les prédictions issues de I'approche de bosonisation de la section 1V.2.3,
I'ouverture du gap avec t; < 2t est fittée en utilisant la loi suivante

A, = Aexp <—a ! ) : (IV.36)

t, =19

avec AY) a et 19 les parametres de fit. Les valeurs obtenues sont respectivement

A% ~ 15.624t, a ~ 5.294 et S ~ 0.0075¢. La valeur critique obtenue est compatible
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FiGURrE IV.9: Comparaison du gap de l’échelle XX7Z dans trois situations différentes.
Les résultats DMRG sont comparés a l’équation (IV.36) pour les bosons de ceeur dur,

a équation (IV.37) pour les chaines XXZ couplées, et au comportement linéaire
trouvé par Greven et al. [152] dans le cas SU(2).

avec t; = 0 aux erreurs numériques pres. L’ouverture du gap est particulierement
lente mais atteint une valeur respectable 0.074t < A, <t pourt <t < 2t.

La figure IV.9 compile les résultats obtenus en rajoutant des interactions aux plus
proches voisins (ce qui revient a simuler ’échelle de spin de 1’équation (IV.26) ) afin
de comparer les ouvertures de gap pour différentes valeur des interactions. Comme
prédit par le calcul de RG de la section IV.2.3, pour un couplage J* intermédiaire,
I'ouverture est bien fittée par une loi de puissance avec un exposant de 'ordre 3,

¢ 2.88
Ay ~0.2234 ¢ (%) , (IV.37)

proche de l'exposant obtenu par le RG, et relié de maniere non triviale au
parametre K (voir la figure IV.5). Le gap dans la limite isotrope reproduit
bien les premiers résultats de la référence [152]. La loi controlant l'ouverture du
gap est tres sensible aux interactions, celles-ci augmentant largement la taille du gap.

Il est possible de comparer la longueur ¢ obtenue en QMC avec l'inverse du gap
1/As tel quobtenu par les simulations DMRG (équation (IV.36) et figure IV.8).
L’accord est excellent, montrant en particulier une valeur assez large du parametre
a ~ 5.2(1). La physique des corrélation a courte portée — typique des échelles de
spins quantiques — n’est pas réalisée ici, exceptée dans la limite de couplage fort
t1 > t.. Il est assez instructif de comparer les résultats de £ pour ’échelle bosonique
avec la longueur de corrélation de ’échelle de Heisenberg SU(2) (voir la table IV.1),
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t ¢ ¢
t [Echelle de bosons] | [Echelle SU(2)]
1 60(1) 1.99
09|  106(2) 2.28
0.8 | 2.15(5) x 102 2.65
0.7 | 5.9(1) x 102 3.12
0.6 | 1.9(1) x 103 3.76
0.5 | 1.2(1) x 10 4.64
0.4 | 1.6(1) x 10° 5.93

TABLE IV.1:  FEstimations QMC de la longueur de corrélation & pour [’échelle
demi-remplie. A titre de comparaison, la troisieme colonne montre la longueur de
corrélation pour la phase singulets sur barreaux de [’échelle SU(2) [modéle de

léquation (IV.26)] avec J, = J7 =t, et J* = J =1t (voir aussi la figure IV.9).

présentant des corrélations a tres courte portée. Dans I’échelle bosonique, 1’état iso-
lant sur barreau présente des corrélations le long des montants s’étendant sur une
tres grande longueur £, méme pour ¢, ~ t, comme on peut le voir dans la table IV.1.
En pratique, dans un réseau optique fait de quelques centaines de sites, deux chaines
faiblement couplées se comporteront comme un systeme sans gap (voir la discussion
dans la section IV.5.3).

IV.3.2 Phase liquide de Luttinger

Dans le cas des densités incommensurables, le parametre de Luttinger Ky du
mode symétrique sans gap, gouverne toutes les fonctions de corrélations. Il dépend
de maniere non trivialle de la densité et de t,, nécessitant des estimations non-
perturbatives, accessibles par exemple par des simulations DMRG. Ces données sont
apparues pour la premiere fois dans [153]. Les données présentées dans [63] sont
néanmoins beaucoup plus précises et permettent une interprétation plus poussée.

K est extrait du calcul des fonctions de corrélation en DMRG, avec des conditions
aux limites ouvertes. K, gouverne la décroissance algébrique des corrélateurs, et entre
autres, du propagateur d’une paire de bosons créée sur un barreau

P(ZE, y) - <bi,rb£,mb1,y62,y> . (IV38)
Ce corrélateur développé dans l'approximation du fluide harmonique est dominé par
une décroissance algébrique avec un exposant 1/K,. Pour avoir les meilleures esti-
mations possibles pour K, il faut prendre en compte les corrections dues a la taille
finie. Les résultats de théorie conforme [153, 35] indiquent d’utiliser la forme suivante
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FiGURE IV.10: Résultats DMRG pour le parametre de Luttinger K tracé en fonction
de la densité p. Les différents symboles représentent les données pour différentes va-

leurs de ty /t. La ligne noire représente le résultat analytique perturbatif de I’équation
(IV.AT) pourt, [t =8, dérivé dans la section IV.4.2.

pour fitter le corrélateur

1/K,

Vd(2z|2L)d(2y|2L)

d(z + y|2L)d(z — y|2L) ’ (IV.39)

P(z,y)=A

oty = L/2. Ici d(z|L) = £sin (Z£). Les résultats sont présentés dans la figure IV.10,
ou Ky est tracé en fonction du remplissage p pour différentes valeurs de ¢, . L’objet
des prochaines sections est I’analyse de ces nouvelles données.

IV.4 Cas limites pour le liquide de Luttinger :
résultats analytiques

Comme nous l'avons rappelé plus tot, le comportement de K, pres de la tran-
sition vers lisolant de Mott au demi-remplissage est controlé par la transition
Commensurable-Incommensurable (C-IC) [154, 155]. La valeur de K, a la transi-
tion est égale a la moitié de la valeur critique du modele (IV.21), et les corrections
dues au dopage sont inversement proportionnelles & la taille du gap de Mott [156].
Comme nous 'avons montré, le gap s’ouvre exponentiellement lentement avec I’am-
plitude de saut transverse t,, en accord avec les pentes observées pour K. Nous
donnons ici trois arguments, un peu moins sophistiqués peut-étre, qui, nous pensons
peuvent étre utiles pour comprendre 1’évolution de K, en particulier dans la limite
diluée tout comme dans la limite des barreaux forts.
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IV.4.1 Limite diluée pour le gaz de bosons

Dans la limite extrémement diluée, la densité bosonique croit avec le potentiel chi-
mique p comme le ferait la densité des fermions libres, pour le remplissage du bas de
la bande 0 de ’équation (IV.3). Ceci est apparent dans la limite des barreaux forts,
pour laquelle le Hamiltonien est équivalent a celui de pseudo-fermions sans spins dans
I’équation (IV.12). Pour des densités faibles, on peut négliger interactions et sauts
corrélés et les pseudo-fermions sont effectivement libres. Dans la limite de couplage
faible, la forme des propagateurs bosoniques est utile pour tirer des conclusions ana-
logues. Considérons les bosons symétriques b; y = (bj1 + bj2)/ V2 et antisymétriques

bj’_ = (bj,l — bjg)/\/i. OD a

0 0) ~ (2) ™ teos (2 ) cos (242), (1v.40)

(bt (2)b_(0)) ~ (%) w sin (&\/12”)) sin (ai;g))). (IV.41)

Puisque le terme de saut transverse est une perturbation pertinente, le champ 6,
est gappé, la moyenne des cosinus décroit exponentiellement vers 1, sur une distance
typique &,, alors que la moyenne des sinus décroit exponentiellement vers 0 sur la
méme distance. Dans le prochain paragraphe, nous discutons en détail le comporte-
ment de cette longueur &, en fonction de t; et du remplissage p. Ici il est suffisant
de remarquer que pour des remplissages tres faibles, seul un mode sans gap survit,
un liquide de Luttinger de bosons symétriques. Dans la figure IV.11, le calcul QMC
du remplissage des bosons de coeur dur et des fermions libres sur une échelle avec
t = t| est représenté. Ils deviennent identiques dans la limite de dilution extréme,
confirmant a la fois nos analyses de couplage fort et de couplage faible. Cela conduit
a la forme suivante pour la densité

p(n) = %\/ . - fe, (IV.42)

et une compressibilité

o) = —————.

4w \% t(ﬂ - :U’c)
Aussi, pour des systemes tres dilués, il est naturel de s’attendre a ce que la fraction
superfluide tende vers I'unité [157] : psr/p — 1. De nouveau, ceci est illustré dans la
figure IV.11 ou pgt/pne — 1 lorsque ppe, — 0. Ainsi, dans cette limite la réponse
Ts = 2tpgr est simplement donnée par

et

(IV.43)

Ty= LB He (IV.44)
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FIGURE IV.11: Différentes densités tracées en fonction de p/t pourt, =t : bosons
de ceeur dur (QMC, disques rouges), fermions libres (exact, ligne pointillée), et la
densité superfluide pour les bosons de coeeur dur (QMC, cercles bleus). Résultats QMC
obtenus pour des échelles de 2 x 64 sites a la température 5/t = 512. Inset : fraction
superfluide pst/pnen (cercles bleus) et rapport des densités fermionique et bosonique
P/ Pueb (disques rouges) prés du point critique p. = —3t. Les lignes sont des guides
pour les yeuz.

ce qui, en utilisant la relation hydrodynamique pour le parametre de Luttinger devient
simplement

K, = -. (IV.45)

Voici donc une différence importante entre les fermions libres et les bosons de coeur
dur sur une échelle a deux montants : pour les premiers 1’état du systeme est un
liquide de Luttinger a un mode avec K = 1, méme au voisinage de p = 0,1. No-
tons que les bosons symétriques se comportent en effet comme des bosons de coeur
dur unidimensionnels a tres faible remplissage car leur propagateur est de la forme
(0! (2)b, (0)) ~ x~'2. Sur la figure IV.11, nous remarquons aussi qu'au fur et a
mesure que la densité augmente, l'inégalité suivante, pne, > pst > pr, est toujours
vérifiée, impliquant K > 1/2 & mesure que I’échelle se remplit en bosons.

IV.4.2 Isolant dopé : limite des barreaux forts

Le modele effectif de pseudo-fermions sans spin dérivé dans la section 1V.2.2.2 au
second ordre en t/t; — équation (IV.12) — permet de réduire le probleme a celui
d’une chaine 1D, pour laquelle il est possible de calculer a la fois le parametre de
Luttinger K et la vitesse renormalisée ¥ en utilisant les relations hydrodynamiques
sur la compressibilité et la réponse de la phase a un changement des conditions aux
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limites périodiques. Il est en effet facile de calculer 1’énergie de 1’état fondamental
du Hamiltonien effectif, au premier ordre de perturbation en ¢/t; (a ce sujet voir la
référence [158] ainsi que 'annexe B.3). Nous trouvons

K14 2t sin(mp)
tJ_ ™

, (IV.46)
avec p = 2(p — 0.5) la densité des pseudo-fermions, c’est-a-dire la densité de bar-
reaux doublement occupés. Nous nous tournons maintenant vers la question de la
relation entre K et K, dans le systéme original. Comme nous 'avons suggéré plus
tot, I'intuition suggere que les pseudo-fermions dans le modele effectif sont reliés aux
bosons symétriques de 'échelle originale, b, = (by 4 by)/v/2, et, en se basant sur le
propagateur adéquat (IV.40), nous avons vu que pour des distances assez longues,
x> &,, ces particules se comportent comme un liquide de Luttinger. Dans la limite
de couplage fort, en utilisant les mappings de l'annexe B.2, nous trouvons que le
propagateur décroit comme (bl ()b, (0)) ~ /%) On peut alors faire I'identifica-
tion K = 2K, dans le régime de couplage fort et obtenir I’expression perturbative
suivante

1t sin2n(p — 0.5)]
K,=—-+— . IV.4
5t o - (IV.47)

Cette expression semble déja une bonne approximation pour ¢t; = 8¢, comme l'in-
dique la figure IV.10. Notez qu'un calcul similaire a été mené par Cazalilla [158]
dans un contexte différent. Dans cet article, ’auteur calcule le parametre de Luttin-
ger du modele de Bose-Hubbard dans la limite de fortes interactions répulsives sur
site en écrivant un modele effectif de pseudo-fermions sans spin, avec des interac-
tions attractives aux plus proches voisins et des sauts corrélés aux seconds voisins.
Plusieurs analogies peuvent étre tirées avec notre cas. On peut considérer que les
bosons symétriques sont de coeur mou, puisque qu’il est possible d’en placer deux
sur le méme site (et faire un barreau occupé). Cependant il est important de noter
qu’on ne peut pas en mettre plus de deux et qu'un calcul perturbatif sur le modele de
Bose-Hubbard pour des remplissages plus grands que un menerait a un Hamiltonien
effectif différent.

Naurellement, en dopant I’isolant de Mott avec des trous, on retrouve une expres-
sion symétrique pour K, lorsque p < 0.5 :

1t sin[27(0.5 — p)]
Ki=—-+— . V.48
2 + tJ_ s ( )

Ceci étant dit, nous avons maitenant une description quantitative du comportement
de K, a large t, /t.
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FIGURE IV.12: Rapport &,/d en fonction de la densité p pour différentes valeurs de
t/t.

IV.4.3 Limite de couplage faible : asymétrie de K

Nous proposons maintenant un argument découlant du RG afin d’expliquer le
comportement qualitatif de K, & petit ¢, /t, en particulier 'asymétrie assez grande
autour du quart-remplissage. Pour ¢, < t, la longueur &, que nous avons introduite
plus tot peut étre calculée par le RG

Ea ~ (t1fo) 2R/ERZD, (IV..49)

ou v = 2tsin(mp) est la vitesse du son le long des chaines. Cette échelle de lon-
gueur est typiquement la distance au-dela de laquelle les phases superfluides des
deux champs s’accrochent. Il est instructif de considérer le rapport &,/d, ou d est
la distance pertinente moyenne entre particules. Par pertinente, nous entendons la
distance entre bosons d ~ (2p)~! pour 0 < p < 1/4, ou entre trous d ~ (1 —2p)~!
pour 1/4 < p < 1/2. On distingue deux régimes intéressants. (i) Lorque ¢, < d, le
systeme est en pratique unidimensionnel car les fluctuations transverses de la phase
décroissent sur des distances plus petites que la distance inter-particule d : dans un
tel régime, on s’attend a K ~ 1/2. (ii) Dans la limite opposée &, > d, le systéme se
comporte comme deux superfluides faiblement couplés et on s’attend a K, ~ 1.

On peut tenir un raisonnement un petit plus quantitatif. En prenant K = 1 dans
I'équation (IV.49), on trouve

2/3
%a = min [(2p), (1 — 2p)] X (2 sin(wp)i) : (IV.50)
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Tracé dans la figure V.12, ce rapport présente une asymétrie autour de p = 1/4,
connectée au comportement asymétrique de K pour des petits ¢, /t (figure IV.10). En
particulier, le fait que &,/d s’annule de maniere beaucoup plus abrupte pres du demi-
remplissage que dans la limite diluée explique la décroissance abrupte de K vers 1/2
au demi-remplissage, pour les petites valeurs de ¢, /t, alors que prés du remplissage
0 ou 1, K, décroit beaucoup plus lentement vers 1/2 (voir la figure 1V.10). Aussi,
lorsque t, /t augmente, &,/d devient tres petit pour tous les remplissages, signalant
que le modele effectif unidimensionnel obtenu ci-dessus dans l'autre limite (¢, /t > 1)
devient une bonne description du systeme. Dans ce cas 'asymétrie tend a disparaitre,
comme nous l'avions déja remarqué.

1IV.4.4 Vitesse du son

Nous terminons cette discussion par l’analyse de la vitesse du son v discutée ci-
dessus. Cette vitesse peut étre interprétée comme la vitesse critique superfluide v,
associée a la branche linéaire du spectre d’excitations. En utilisant les méme relations
hydrodynamiques que précédemment, on trouve pour la vitesse

Tsf

o .

(IV.51)

Ve =

Les résultats de Monte-Carlo quantique sont représentés dans la figure IV.13 pour v,
en fonction de la densité p dans différents cas limites ¢, = 0.4¢, ¢, 2¢, 10t. Pour un
tres petit couplage entre chaines, on s’attend a ce que le résultat standard pour les
chaines découplées soit valable, soit

ve = 2tsin (mp) sity <t (IV.52)

alors que dans la limite des barreaux forts, le modele effectif 1D de 1’'équation (IV.12)
avec le terme de saut corrélé conduit a une vitesse des excitations différente, telle
que

4t
ve = 2t |sin (2mp)| |1 — t_<1 —p)cos(2mp)| sit; >t (IV.53)
1

La derniere expression a été obtenue en suivant le calcul menant a l’expression
perturbative pour K, équation (IV.47). Nous avons calculé la compressibilité et la
réponse a un changement des conditions aux limites périodiques du modele effectif et
utilisé la relation hydrodynamique (IV.51). L’accord entre ces deux cas limite et les
estimations du calcul Monte-Carlo quantique pour v. est plutot bon, surtout pour
les deux limites ¢, = 0.4t and t; = 10t. Entre les deux, pour ¢, = 2t, la forme de
ve(p) est clairement non-universelle, et asymétrique.
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FIGURE IV.13: Vitesse v./2t, extraite des simulations QMC utilisant ’équation
(IV.51), tracée en fonction de la densité p pour différentes valeurs du couplage entre
chaines t,, et comparée aux deux cas limites (voir texte) : (IV.52) dans la limite de
couplage faible (ligne verte), et (IV.53) dans la limite de couplage fort (ligne rose
pointillée).

IV.5 Discussions

IV.5.1 Diagramme des phases

Avant de discuter deux implications importantes de nos résultats, a savoir les
effets d’un désordre faible sur la transition superfluide et les conséquences pour les
expériences, nous présentons le diagramme de phase général pour le modele de bosons
de cceur dur sur une échelle a deux montants, eq. (IV.1). La figure V.14 représente
une carte de niveaux du parametre de Luttinger Ky du mode symétrique sans gap,
dans le plan [densité p] — [t1/(t + t1)]. Excepté le long de la ligne p = 1/2, lieu
de l'isolant de Mott sur barreau, le systeme est dans une phase superfluide avec
K variant dans l'intervalle [1/2,1]. Cette carte est le fruit des calculs DMRG de
Guillaume Roux [63]. Tous les cas limites discutés ci-dessus, sont visibles ici : K =
1/2 le long de p = 0,1/2 et pour tous les remplissages lorsque t, /t — oo ; et K,=1
dans la limite ¢, /t — 0.
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Ficure IV.14: Diagramme des phases pour des bosons de ceeur dur sur l’échelle
du modéle de l’équation (IV.1) dans le plan densité p - amplitude de saut transverse
t1/(t +t1). La carte des valeurs du parametre de Luttinger du mode symétrique
K est obtenue a partir des simulations DMRG. Pour p = 1/2 le systéme est dans
une phase Rung Mott Insulator (ligne cyan) gappée. Pour toutes les autres densités
incommensurables, le systéeme est superfluide et K, € [1/2,1].
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IV.5.2 Effets du désordre
IV.5.2.1 Désordre faible

Dans cette section nous discutons brievement 1’accrochage par un potentiel
aléatoire par un gaz de boson sur une échelle & deux montants. En suivant la référence
[60], nous considérons un potentiel chimique aléatoire le long des deux chaines. Dans
le continu

Hape = / dx [V (2)pa () + Va()pal)]. (IV.54)

On choisit des distributions Gaussiennes pour Vi, V5 et supposons que ces poten-
tiels ne sont pas corrélés, c’est-a-dire, Vi (z)Vi(z') = Vo(z)Va(a') = Dé(xz — 2') et
Vi(z)Va(z') = 0. Le RG mene a deux résultats tres différents si ¢; est tres fort ou
tres faible. Dans le cas de chaines découplées (¢, = 0), le gaz de Bose est accroché
sur chaque chaine par la composante de Fourier a 2mp du potentiel aléatoire, tant que
K < 3/2, et pour un désordre tres faible on peut estimer la longueur de localisation
comme étant

2\ 7%
1D v
= . IV.55
foe = ¢ (2Da> (V.55)

La phase localisée est le verre de Bose [159, 57, 52] que nous avons déja évoqué au
chapitre précédent. Le long de la ligne ¢, /t = 0, les chaines sont découplées et la phase
BG (Bose Glass) consiste en deux BG unidimensionnels, strictement indépendants,
dans lesquels la densité est accrochée a 27p, de telle sorte que nous surnomons cette
phase BGar,. La longueur de localisation diverge a K = 3/2, I'accrochage étant
déstabilisé par les fluctuations quantiques.

Au contraire, pour les tres grands ¢ | , les sauts transverses induisent de la cohérence
de phase a longue portée (dans le mode antisymmétrique), et la phase superfluide
est stable vis-a-vis du désordre faible pourvu que Ky > 3/4. En effet, d’apres la
référence [61], comme la phase quantique du champ antisymmétrique 6, s’ordonne, le
champ conjugué ¢, devient completement désordonné et le couplage de la densité a la
composante de Fourier 2mp du potentiel aléatoire s’annule effectivement. Cependant
le mode a 4mp du potentiel aléatoire peut toujours se coupler a la densité a travers
un terme d’ordre 4, proportionnel & D?. Sur la carte de K, (voir la figure IV.14), il
apparait que pour des ¢, /t modérés (grossierement, plus petits que 1.5) il existe une
région de densité pour laquelle K est en effet sous la valeur critique 3/4, rendant le
systeme insensible a un faible potentiel chimique aléatoire. Dans la figure IV.15, nous
montrons la frontiere K, = 3/4 séparant les régions ou le faible désordre D = 0" est
pertinent (pour K < 3/4 : BG4r,) ou non (pour K, > 3/4 : SF). Dans cette limite, la
longueur de cohérence transverse &, introduite dans la section 1V.4.2 est tres petite,
et on s’attend a ce que la composante de Fourier a 4mp du potentiel aléatoire accroche
le gaz de Bose, d’ou la dénomination BG .
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FIGURE IV.15:  Frontiere Ky = 3/4 (déduite des données DMRG) séparant les
régions ot le désordre faible est pertinent (pour Ky < 3/4 : BGyr,) ou non (pour
Ky > 3/4 : SF). Le long de la ligne t, /t = 0, les chaines sont découplées et on
attend deux BG a 2mp découplés.

1V.5.2.2 Désordre fini et transition SF-BG

On peut utiliser le critere K; > 3/4 pour étudier la stabilité de la phase SF vis-
a-vis du désordre faible pour représenter trois cas représentatifs pour des valeurs
de ¢, /t faible, intermédiaire et forte. Par exemple, pour des t, /t forts, K, reste
sous la valeur critique de 3/4 quelque soit le remplissage et on s’attend & ce que la
phase superfluide soit instable quelque soit I'intensité du désordre. Ce cas de figure
est représenté sur le panneau de droite de la figure 1V.16, pour t, /t = 3. Plus
précisément, nous nous attendons, d’apres les résultats DMRG pour K, a ce que le
désordre faible localise immédiatement le gaz de bosons de cceur dur, quelque soit
t1/t1.5 (soit K < 3/4). Ce résultat doit étre contrasté avec les résultats numériques
récents sur les échelles de bosons désordonnées [160]. Nous pensons que de forts
effets de taille finie (en particulier pour des densités faibles) peuvent étre un obstacle
a une interprétation propre des résultats numériques. Pour une amplitude de saut
transverse intermédiaire, ¢, = 1.2¢, nous nous attendons a une dome superfluide
stable pour un intervalle de remplissages. Pour le troisieme cas, une petite amplitude
t,/t, la phase superfluide doit étre plus étendue en terme de remplissage mais avec
un désordre critique maximum réduit. [’asymétrie de K en fonction de p se traduit
par une asymétrie similaire pour le maximum du dome D.. Pour des petites densités,
puisque Ky — 1/2, nous nous attendons a ce que la phase BG s’étende, pour le
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FIGURE IV.16: Trois situations typiques pour deux chaines couplées de bosons de
ceeur dur (amplitudes de saut transverse faible, intermédiaire et forte). Sur la ligne
du haut, le paramétre de Luttinger K, est tracé, a partir des résultats DMRG, en
fonction de la densité p. La ligne critique o K* = 3/4 est aussi représentée. Ligne du
bas : diagramme des phases schématiques dans le plan densité p - désordre D. Deux
phases apparaissent, une phase superfluide (SF) et une phase BG a 4mp.

désordre faible, jusqu’a une concentration critique p.. Pres de la phase gapée, bien
que K tende vers 1/2 beaucoup plus rapidement, nous nous attendons néanmoins a
une fenétre de taille mais beaucoup plus petite ou une phase BG s’intercale entre la
phase SF et la phase MI [52, ?].

Contrairement au cas fermionique, ou le désordre faible localiserait immédiatement
les particules, les bosons de cceur dur sur une échelle a deux montants constitue
un modele tres simple ou une transition de phase entre une phase superfluide et
des phases verre de Bose est attendue pour des remplissages incommensurables. Ce
modele est par conséquent assez intéressant dans 'optique de simulations numériques
de grande échelle afin de tester précisément la classe d'universalité de la transition
SF-BG. Notamment, la question du caractere universel du parametre de Luttinger
a la transition pour un désordre fini, semble étre importante [57, 161], et pour étre
testé pour ce systeme bien controlé numériquement. De plus, il présente une analogie
assez forte avec les modele du gaz de bosons 1D désordonnés, avec t; jouant le role
de l'interaction U, entre bosons.

IV.5.3 Conséquences expérimentales

Une contrainte nécessaire pour sonder ce diagramme des phases expérimentalement
avec des atomes froids est tout d’abord d’obtenir des structures en échelles a partir
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d’un réseau optique. Cet objectif peut étre atteint en réalisant un réseau de double-
puits, obtenu en superposant deux réseaux planaires de périodicité A et A/2. Un tel
réseau de double-puits a été proposé dans la référence [162] et récemment dans les
références [163, 62]. Un résultat notable de notre étude est le diagramme des phases
dépeint dans la figure IV.2, ot nous prédisons l'existence d’un isolant de Mott sur
barreaux, au demi-remplissage, et ce quelque soit 'amplitude de saut transverse.

Cependant, nous avons montré que le gap de charge se comporte comme Ag ~
exp(—at/t,), ce qui est exponentiellement petit avec I'amplitude de saut transverse.
Ainsi, afin que cette phase soit observée, la condition A; < A, doit étre satisfaite,
avec Ay ~ hv/L et L la taille longitudinale du piege en cigare et v la vitesse du
son le long d’une chaine. Puisque cette taille est finie cela implique une contrainte
sur la valeur minimale du parametre ¢, afin d’observer l'isolant de Mott sur bar-
reaux. Pratiquement, une valeur assez large, t| /t ~ 1 est nécessaire pour observer
expérimentalement cette phase dans une expérience d’atomes froids. Une telle phase
est caractérisée par la présence d’un atome par barreau et devrait étre détectable
en utilisant les techniques d’imagerie par fluorescence, avec résolution atomique,
récemment utilisées pour détecter un isolant de Mott 2D [164, 129].

Techniquement, il semble possible d’atteindre le régime de Tonks-Girardeau [5]
pour deux gaz de Bose 1D couplés, comme par exemple dans [62]. Le systeme (de
taille totale L) étant piégé dans un piege harmonique, le potentiel chimique varie
de site en site, u; = V(j — L/2)% Ainsi, en prenant comme référence de potentiel
chimique le centre du piege j = L/2, I’état de Mott ayant un gap en énergie A, doit
s’étendre sur une longueur typique

A
Ontot A2 v (IV.56)

Par exemple, pour un potentiel de confinement de I'ordre de 100 Hz [7], un réseau
optique longitudinal de longueur d’onde 826 nm, de hauteur Vj = 2ER, et un confi-
nement transverse V|, = 40E [7], on trouve pour le Rubidium 87 une amplitude de

1 1
saut ¢ ~ \%ER %) /4 E—;) /2e72VV0/Er ~ 99kHy (qui est de I'ordre de 1'énergie

de recul dans ce cas), Soit V/t ~ 0.005 et, pour t; = 2.5¢, lyorr = 23 sites. Ainsi
I’état de Mott serait détectable pres du centre du piege sur une vingtaine de sites. Ce-
pendant, pour des valeurs plus petites ¢, /¢, I’état incompressible sera pratiquement
indétectable car fyrr; décroit assez vite (Ay ~ e~%/t).

IV.6 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons présenté une étude exhaustive du comportement de
bosons de coeur dur sur une échelle. Un tel réseau en échelle présente la géométrie
minimale permettant I’échange de particules, contrairement aux chaines strictement
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1D limitées a des sauts aux plus proches voisins et les effets de la statistique
deviennent important. L’interprétation des nouvelles données numériques, publiées
dans [63], par différentes approches analytiques, permet d’obtenir explicitement
le diagramme des phases de bosons de coeur dur sur une échelle, en fonction du
remplissage p et de 'amplitude de saut transverse ¢, /t, et d’exhiber les nombreuses
différences avec le cas des fermions libres (voir la figure IV.2).

La différence la plus flagrante apparait a demi-remplissage et petite amplitude de
saut transverse ou les bosons de cceur dur sont dans une phase isolant de Mott sur
barreau alors que les fermions restent dans une phase métallique. En dehors du demi-
remplissage, les bosons de coeur dur sont dans une phase superfluide caractérisée par
un parametre de Luttinger K variant considérablement avec la densité entre 1/2
et 1. Ce résultat est résumé dans la figure IV.14, ou K est tracé en fonction de la
densité et de 'amplitude de saut transverse. Le parametre de Luttinger gouverne
les fonctions de corrélation et détermine également si le systeme est sensible a un
désordre faible ou non. La détermination quantitative de K permet alors de tracer
qualitativement le diagramme des phases pour les bosons de coeur dur sur une échelle
soumise a un désordre faible (voir les figures IV.15 et IV.16). Contrairement au cas
des fermions libres qui seraient immédiatement localisés par le désordre faible, ce
modele de bosons de cceur dur fournit un exemple simple de transition entre une
phase superfluide et une phase localisée pour les densités incommensurables.

127



Chapitre IV Bosons de coeur dur sur deux chaines couplées

128



Conclusion

Dans cette these nous avons étudiés quelques propriétés de gaz quantiques en
basse dimensionnalité. Motivés par l'essor des expériences d’atomes froids et la
capacité des expérimentateurs a simuler et caractériser des systemes fortement
corrélés, nous nous sommes penchés sur deux problemes : un mélange Bose-Fermi 1D
en présence de désordre, et une échelle de bosons de coeur dur. Ces deux systemes
étant tous deux des systemes (quasi)-1D a deux composantes, ils partagent plusieurs
points communs, transparaissant a quelques endroits de la these.

Le mélange Bose-Fermi, en I’absence de potentiel extérieur, est bien décrit (si les
interactions Bose-Fermi ne sont pas trop fortes) par un liquide de Luttinger a deux
composantes. Les deux modes propres (4 et —) mélangent, dans le cas général, les
excitations bosoniques et fermioniques. Dans la limite de cceur dur, et si vy et v, sont
égales (ce qui est a priori possible en ajustant les densités) on retrouve la séparation
spin-charge, bien connue des systemes électroniques unidimensionnels. Nous avons
considéré uniquement le cas de densités incommensurables. Le potentiel aléatoire se
couple alors aux fermions et aux bosons séparément en essayant d’accrocher chacune
des ondes de densité. L’essentiel de la physique mise en jeu est bien résumé par
I’approche du groupe de renormalisation en deux étapes que nous avons présentée.
Deux échelles de longueurs détermine la physique : les longueurs de localisation
des deux especes, Ly et L. Dans le cas ou Ly > Ly, par exemple, on a identifié la
hiérarchie de comportements suivante, en fonction des distances sur lesquelles on
sonde le systéme (en mesurant la distribution d’impulsion ou la réponse dynamique).
Pour des distances plus petite que Ly, le systeme se comporte comme un liquide
de Luttinger a deux composantes, non localisé. Sur des distances comprises entre
Ly et Ly, le systeme apparait comme un liquide de Luttinger & une composante (ici
les bosons) couplés a des fermions localisés. Enfin sur des distances plus grandes
que L, le systeme apparait comme completement localisé, toutes les fonctions de
corrélations décroissant exponentiellement. Dans la phase totalement localisée, les
interactions provoque une forte augmentation de la longueur de localisation de
I’espece lente.

Dans le cas de ’échelle, un couplage transverse ¢, arbitrairement faible perturbe
le Luttinger a deux composantes (composé d’'un mode symétrique et d’'un mode
antisymétrique), en ouvrant un gap dans le mode antisymétrique. Les phases
quantiques des deux chaines s’alignent et la cohérence de phase a longue portée
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est établie. Le cas du demi-remplissage présente une forte analogie avec la situa-
tion du mélange désordonnée. Une fois le mode antisymétrique gappé, le modele
effectif est celui d’'une onde de densité (ici 'onde de densité du mode symétrique)
accrochée par le potentiel périodique, commensurable. Cette perturbation n’est
relevante qu’a des énergies tres basses (selon le raisonnement du RG en deux
étapes). Le champ symétrique est bien gappé mais le gap croit exponentielle-
ment lentement avec t,. La longueur de corrélation associée est de ce fait tres
grande, de maniere similaire a la longueur de localisation des bosons dans le mélange.

Les deux systemes offrent des perspectives intéressantes. Dans les deux cas, des
simulations numériques pourraient apporter un éclairage fort, notamment dans les
zones hors de portée des méthodes analytiques présentées dans cette these. Dans le cas
du mélange, nous n’avons pas évoqué le cas du désordre fort. On pourrait imaginé
que pour des fermions localisés sur des distances tres courtes le couplage avec les
phonons du gaz de bosons puisse donner lieu a des phénomenes de types variable
range hopping. Au contraire, de tres fortes interactions Bose-Fermi, pourraient forcer
la localisation de paires (particule-particule) ou (particule-trou). Notons que dernier
cas de figure peut déja intervenir, au niveau de la théorie hydrodynamique, pour
des densités égales. Les termes d’appariement entrent en compétition avec les termes
de désordre et des phases de Mott pourraient tres bien se former au sein de phases
désordonnées. Pour les échelles de coeur dur, les résultats numériques sur le parametre
de Luttinger K laissent entrevoir une transition a désordre fini entre une phase
superfluide et une phase localisée, pour des densités incommensurables. Nous avons
aussi évoqué le fait que ¢, joue ici le role que tiennent les interactions dans le cas de la
chaine de bosons désordonné, permettant une comparaison qualitative de la physique
des deux systemes. Des simulations numériques directes apporteront stirement un
éclairage supplémentaire sur la physique des échelles désordonnées. Elles pourraient
confirmer ’approche hydrodynamique déployée dans la littérature et appliquée dans
cette these en complément des données numériques.
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Annexe A

Méthodes variationnelles

Dans cet appendice, nous détaillons les calculs variationnels menés au chapitre
III. Nous abordons la méthode variationnelle pour le modele de Sine-Gordon (ap-
proximation harmonique auto-cohérente), puis pour le probléeme désordonné ot nous
dérivons les équations auto-cohérentes dans l’espace des répliques. Nous détaillons
ensuite la nature des solutions, avec ou sans brisure de la symétrie des répliques.

A.1 Méthode variationnelle gaussienne pour le
modele de sine-Gordon

Dans cette section, on consideére le modele de sine-Gordon (quantique) défini par
la densité Hamiltonienne

M= (1) + [Vo(o)) — geos2gVmRKo(x)] (A1)

Par rapport aux notations standards de la théorie du liquide de Luttinger [34, 36]
introduites a la section I1.2 du chapitre II, on a procédé a la redéfinition suivante des
champs, ¢ — (b/\/W_K et I — V7 KII, et posé v = 1. On rappelle que ¢ et II sont
deux champs bosoniques satisfaisant [II(x), ¢(2")] = id(x — 2’). L’approche du RG
pour le modele de sine-Gordon évoquée en II1.2.1 consiste a intégrer les modes de
grands vecteurs d’onde, ¢~ (x), au niveau de la fonction de partition (voir a ce sujet le
calcul détaillé en 111.3.3.1), en traitant le terme g cos[2nv/ 7K ¢(z)] en perturbation.
L’hypothese est de considérer la partie quadratique de H comme la théorie libre du
probléme et le cosinus comme les interactions. !

Néanmoins, cette séparation entre théorie libre et interactions n’est pas forcément
la plus profitable [32]. Lorsque que le cosinus est relevant au sens du RG (pour
K < 2/n?), ¢(x) est une fonction constante dans I'état fondamental (ici ¢(x) =
0, %7 /n, 27/, ...) et les excitations deviennent massives.? [165, 166, 32] Un point

1. Dans le calcul du RG, l'ordre normal, nécessaire pour soustraire les divergences de la théorie,
est pris par rapport a cette théorie libre sans masse.

2. Ce sont les solitons, ou anti-solitons, faisant passer ¢ d’un minimum de potentiel a un autre.
Pour 1/n? > K > 1/(2n?) les solitions et anti-solitons sont répulsifs. Ils deviennent attractifs pour
K < 1/(2n?) et peuvent former des états liés, appelés breathers. L’état 1ié ayant la plus petite masse,
correspond aux oscillations autour d’un minimum de ¢.
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de départ alternatif pour traiter les interactions peut alors étre une théorie libre
massive. Pour cela, on récrit la densité Hamitonienne H dans 'ordre normal apres
avoir décomposé ¢(x) et II(x) en modes propres selon

dq 1 Y2 . g
_ 4 b —1iqx b 1qx A2
¢(x) /27r [2w(q)} [qe + 04€ ] (A-2)
; dq W(q) 1/2 —1iqx iqx
H(ZL’) = Z\/% |:T [bqe 9w bgeq ] (AB)
avec w(q) = /¢®>+m? ou m est la masse des excitations, inconnue a ce stade,
et [bq,bg,] = 04q. L'opération d’ordre normal consiste ici a faire en sorte que les

opérateurs bg solent toujours a la gauche des opérateurs b,. La densité Hamiltonienne
devient, a une constante additive pres,

m2

K/2
(:T(z)%: +: [Vo(@)*:) — g (—) L cos[2nVT K é(x))] (A.4)

H= A2

1
2
ol on a introduit le cut-off A pour régulariser la théorie a courte distance, et : ... :
désigne I'ordre normal. Sous cette forme, on peut développer l'opérateur cosinus en
série et calculer le propagateur (T ¢(z,7)¢(0,0))? en perturbation. L’approximation
harmonique auto-cohérente consiste a négliger tous les termes de cette série sauf le
terme quadratique, ce qui mene a I’équation auto-cohérente suivante :

m2 K/2

n’admettant de solution non-nulle que pour K < 2.

On retrouve ce résultat par un raisonnement variationnel, selon la méthode in-
troduite par Feynman [167]. Le parametre variationnel est le propagateur G(z, 1) =
(T o(x,7)9(0,0)), que 'on cherche sous la forme de celui d’un boson libre massif. Pour
cela, on introduit 'action quadratique Sg suivante, écrite dans 1’espace de Fourier

11

SG:Eﬂ_L

Z ?(q, iwn)Gil(Qa iwn ) (—q, —iwy). (A.6)

q,iwn

L’énergie libre est donnée par F' = —1/flog Z, avec Z = Tr[d,]e_s, ou S est I'action

correspondant au modele de sine-Gordon. En utilisant le fait que e = e=5¢ x e5¢ =9,
alors
1 -8, 1 Sa—S
F = —Elog Trige™7¢ — Blog(e ST, (A.7)

3. C’est une fonction de Green de Matsubara, T est le temps imaginaire et 7 désigne 'opérateur
ordonnant les fonctions dans le temps.

132



A.2 Méthode variationnelle gaussienne dans I'espace des répliques

avec

Tr[d)]Ae_SG
Ag= ———. A.
(o = 72 (A8)

La convexité de la fonction exponentielle implique également que
<65G—5>G > 6—(SG—S>G7 (A.9)
soit

1
F < —BlogTr[ e 5% + B<SG - Sea. (A.10)

On cherche alors la fonction G minimisant 1’énergie libre variationnelle,

Fvar FG'—I— ﬁ<SG_S> (All)

ou Fg désigne le premier terme dans le membre de droite de I’équation (A.10). On
trouve une équation auto-cohérente sur G,

G g, iw,) = w? + ¢* + 16g exp [ 2KZG (q,wn) ] , (A.12)
qwn

en fait identique a ’équation (A.5).

A.2 Méthode variationnelle gaussienne dans I’espace
des répliques

Dans le chapitre III on applique la méthode variationnelle gaussienne a 'action
Srep, définie aux équations II1.57 et II1.58. On cherche a approximer ’action répliquée
Srep Par une action quadratique Sg telle que

G 2 BL Z ¢ q, an )gfﬁ(q? an)¢%(_Q7 _Z.wn)7 (A13)

qyiwn

Ici, le propagateur G est une matrice 2n X 2n (2 composantes pour le mélange, n
répliques), présentant la structure suivante

G4:<Wﬂ§Kﬁ%) (A14)
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ol [G_l]aﬂ, a, 8 = f,b, est donc une matrice n x n. Comme dans le cas du modele
de sine-Gordon, on minimise ’action variationnelle

Fo.=Fqg—+ 6<SG - S> <A15)

par rapport a la fonction de Green GG. On calcule d’abord chaque contribution dans
Fvar :

Z Trlog|G(q, iw,)] (A.16)

q iwn,

= oS (G5 s (0,10 T G, 0] (A17)

a,B q,iwn
D . 2D .
(Sais)o ZBL/ [pf Lemartn) B2t (A.18)
avec
FPr1) = G%(0,0) + G¥:(0,0) — 2G%(0, 7), (A.19)
B®(r) = G(0,0) + Gp(0,0) — 2G5 (0,7). (A.20)

On rappelle également que le propagateur libre est de la forme

Gyl = (A.21)
Ubf 21 Vb ﬁ 2 1
2 94 Ky |02 +q | 1
Finalement,
ar = Z Trlog[G(g, iwy)] Z Y (@ (¢, iwn) Tr[Gap(q, iwn )]
q Twn, a,B q,iwn
+= Z L / dr (Ve[F (7)) + V[B®(1)]) . (A.22)
2
On a introduit deux fonctions, Vr and Vg, telles que Vp(x) = —2@6722 et Vp(z) =

2
_2prDb€_2x. Dans le cas d'un désordre statique, les quantités hors-diagonales (par
exemple, F ou B® avec a # b) ne dépendent pas du temps [58], ceci parce que
dans chaque réalisation du désordre, le potentiel aléatoire ne dépend pas de 7. Avant
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de moyenner sur le désordre, les différentes répliques ne sont pas couplées dans le
Hamiltonien, et les fonctions de Green correspondantes ne dépendent pas du temps.
La moyenne sur les réalisations du désordre ne doit pas modifier cette observation.
L’équation dF,, = 0 (en différenciant F,,. par rapport a GG) conduit aux équation
auto-cohérentes suivantes

(G55 (g, iwn) = =280, 0VE(F®)

a# b, (A.23)
(Gil)gll;)(ﬁb u‘)n) = _265n,0vé(Bab)
avec
5L Z [ ?(}(Q7Z’wn>+fo(q72wn)} LZfo(CLwn: )
Q71wn
a# b, (A.24)
,gL > [ b(q, iwn) + G(q, Wn)] 5L Z G (q,wn = 0)
q,iwn,
et

B8
(G5 (g iwn) = (Co')ps(guisn) +2 / dr (1 — cosliwnr]) VA(F(r))

+ 2 / ’ dr Yy VL[F®), (A.25)

b#a

E
(G (gyiwn) = (G5 )ww(a iwn) +2/0 dr (1 — coslwn]) Vs (B* (7))

+ 2 / ’ dr Y V4 [BY], (A.26)

b#a
avec
Faa ,BL qzu; G%3(q, 1wy ) (1 — cos[w,T]) (A.27)
Bae  _ 5[/ q%; G (q,iwy) (1 — cos|w,T]) . (A.28)

Les éléments de matrices mélangeant les différentes especes ne sont pas affectés :

(G (g, iwn) = (G™1)5p(a, iwn) = (G )os (4, iwn) Gy (A.29)

Une fois résolues les équations auto-cohérente, il faut encore prendre la limite n — 0
pour calculer I’énergie libre moyenne, ainsi que les diverses fonctions de corrélation
d’intérét. Pour cela on introduit la notation de Parisi pour les matrices 0 x 0. Soit A
une matrice dans I'espace des répliques. A Iorigine c’est une matrice n X n, avec des
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éléments de matrice Agy. A la limite n — 0, la matrice A est décrite par un couple
(a,a(u)), ou a correspond aux anciens éléments diagonaux et a(u) est une fonction de
u € [0, 1] paramétrisant les éléments hors-diagonaux. La self-énergie est une matrice
s’écrivant alors

G, 0p(u)] 0
o(q,w, =0) = (A.30)
0 (b, o ()]

L’énergie libre, calculée pour la solution extrémale, est une fonctionnelle de G,
invariante sous 1’échange de deux lignes ou deux colonnes, dans chacun des quatre
blocs définis en A.14. Le groupe des permutations a n éléments est donc une symétrie
du probleme [127] — c’est la symétrie des répliques. La solution qui semble la plus
naturelle est la solution symétrique, celle pour laquelle la self-énergie est donnée
par 0% = cste,Va # b, soit o(u) = csteVu € [0, 1] une fois prise la limite n — 0.
Typiquement, une solution symétrique avec o(u) = 0, Yu € [0,1] peut décrire
une phase superfluide ou le désordre n’est pas pertinent (dans une telle phase la
self-énergie s’annule). Dans le cas d'une espece dans un potentiel aléatoire, la solution
symétrique n’est pas stable dans ’ensemble du diagramme de phase. En particulier
elle cesse d’exister pour K < 3/2 [58]. L’hypothese avancée par Parisi [127] est que
dans ce type de situation il est nécessaire de chercher une solution brisant la symétrie
des répliques pour décrire le reste du diagramme de phase (ici la phase localisée).
Les solutions proposées par Parisi brise la symétrie de la maniere suivante. On divise
les n répliques en n/m; sous-groupes de m; répliques (m; est un entier naturel), et
on suppose que G prend des valeurs différentes si a et b appartiennent au méme
sous-groupe ou a des sous-groupes différents. On répete ensuite l'opération : chaque
sous groupe de my répliques est divisé en m/msy groupes de ms répliques, avec
une prescription analogue pour les éléments de matrice, et ainsi de suite, jusqu’a
épuisement de tous les éléments de matrices. En prenant la limite n — 0 cette
structure hiérarchique transparait dans la fonction G(u), et plus particulierement
dans la self-énergie o(u). Les solutions brisant la symétrie des répliques sont classées
selon leur rang dans la hiérarchie. Une solution 1RSB (pour Replica Symmetry
Breaking de niveau 1) correspond a la toute premiere opération décrite ci-dessus et
o(u) est une fonction marche. Pour une solution 2RSB, o(u) est une fonction a deux
marches et ainsi de suite jusqu’a la solution FRSB (Full Replica Symmetry Breaking),
ou o(u) est une fonction continue et croissante correspondant a la limite d’une
infinité de marches. D’apres [58], la phase localisée est décrite par une solution 1RSB.

Dans le cas d'un mélange a deux composantes, la situation est tout a fait simi-
laire mais il faut prendre en compte le caractére matriciel (o(u) est une matrice
2 x 2) du probleme. Dans la phase liquide de Luttinger ou le désordre n’est perti-
nent pour aucune des deux especes, alors on cherche une solution symétrique avec
of(u) = op(u) = 0. Dans les phases olt une des deux especes est localisée, on cherche
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une solution symétrique dans un des secteurs et 1RSB dans I’autre. Dans la phase
totalement localisée, on cherche une solution brisant la symétrie des répliques dans
les deux secteurs.

A.3 Solution 1RSB

Afin de décrire la phase avec des fermions localisés et des bosons superfluide on
cherche donc une solution 1RSB dans le secteur fermionique et symétrique dans
le secteur bosonique. La brisure de symétrie de niveau 1 implique qu’il existe un
nombre u; € [0,1] tel que oy(u < uy) = 0 and op(u > wy) = oy, ou, de maniere
équivalente, F'(u < uy) = oo et F(u > uy) = F. uy est un parametre variationnel
supplémentaire. La self-énergie bosonique est identiquement nulle ici, oy,(u) = 0.

—_—

En suivant les notations de [58] on récrit les fonctions de Green, G; et G_5(u)
avec «, 5 = f,b. Pour cela on introduit les fonctions Ir(w,) et I5(w,) définies comme

B ~
Ir(w,) = 2/0 dr (1 — cos|w,7]) (VL[F(T)] — VA[F]), (A.31)

B
Ip(w,) = 2/ dr (1 — cos|w,7]) Vi[B(7)], (A.32)
0
ainsi qu’un terme de masse Xy tel que
Y = 2Bu VL[ F]. (A.33)

Il vient alors :

= (Go")1(q.iwn) + Ip(wy) + Xp — 040,00

) (A.34)
) (Gg (g, iwn) + Tp(wn) (A.35)
u) = —0p00/0(u —uy), (A.36)
) = o0 (A.37)

©(u) est la fonction marche de Heaviside. On donne aussi deux égalités utiles par la
suite :

Grf = GiH(1) = (Gi")pr(giwn) + Ir(wn) + S, (A.38)

1
Gl - /0 du G () = (Gy)ps(goiwn) + Ip(wn) + Sp(1—000).  (A.39)

En procédant & I'inversion de la matrice (G™'),s on peut récrire les équations auto-
cohérentes comme des équations portant sur oy and Ip, Ig. Le point important ici
est que les matrices de Parisi commutent entre elles (voir a ce sujet les formules de
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multiplication et d’inversion données dans [128]) et on peut inverser la matrice (G™1)
par blocs. On trouve

w

Wi 20 ]

F:iZWKf o+ @+ Ip(wn)
w2 4 w? 7 S

q,iwn Uf (E + q2 + [B<wn>) <U_:2j + q2 + IF(wn) + Ef) - g2q4

(A.40)

S

(1 — cosfwnr]) (“— +g? fB(wn))

. = - = - £ (A.41)
giwn <U_§ +q¢* + IB(Wn>) <U_§: +q* + [F(Wn) + 2/‘) - g%¢*

(1 — cos[w,T]) (% +¢” + Ip(wn) + i}f> (A.42)

Biry=—=3 ”fb

pL g 0P <@ +q2 + fg(%)) (% + @+ Ip(w,) + ﬁf> — g2¢*

Y

On peut vérifier que le terme correspondant a B vaut bien l'infini, et 0, = 0. On
a introduit Ip = 7rI;f]F, Yp = fEF et Iy = 7rKZ’I Notez que ¥p a la méme

dimension que ¢%. Le systéme d’equatlons auto- coherentes se réduit a :

A 7TKf

Uy
) r 8 R
fpwn) = 27 / dr (1 — cosliwnr]) (VAIE(r)] - VAF)),
vr Jo
Tn(wn) = 2”0—[? /0 dr (1 — coslw,]) V4 B(7)]. (A.43)

Le systeme n’est fermé qu’une fois u; fixé. L’équation supplémentaire est obtenue en
vérifiant que la solution que nous étudions est bien un minimum de ’énergie libre
variationnelle. En particulier il est nécessaire que la matrice de stabilité (la matrice
des dérivées secondes autour de la solution) soit (définie-)positive [127, 128, 58]. On
développe alors, I’énergie libre au deuxieme ordre, autour de la solution des équations
auto-cohérente, en écrivant G(q,iw,) = G (q,iw,) + g(q), o G est cette solution.
Pour alléger les notations on note ses éléments de matrice comme

0)1—1 . _ _ (f I (u)) (f va)
(6P i = 0) = ( T0) (B0 ) | S

De meéme,

_( (0,9¢(q,u)) (0,95(q,u))
9() = ( (Oagb];(q,u)) (O,QJ;(q,U)) ) (A.45)
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A.3 Solution 1RSB

Notez que la brisure de symétrie n’affecte que le mode w, = 0, et qu’il suffit de
perturber ce mode seulement. On trouve l'expression suivante

02 Fpyr = %;Tf [[GOg) " g(g)]”

_"5%/0 du " [g7(q, w)gr (¢ WVEIF ()] + go(q, wgn(q', w)VE[B(w)]]

(A.46)

En pratique, on se concentre sur un seul de ces modes (le mode replicon, que 1'on
définit plus bas) et on impose a la valeur propre correspondante d’étre nulle (ce qui
entraine nécessairement que les valeurs propres des autres modes sont positives).
C’est le critére de marginalité du mode replicon [58, 168], et il est a vrai dire
plutot choisi en fonction de considérations physiques pratiques (il redonne le bon
comportement basse fréquence de la conductivité pour des fermions désordonnés
par exemples) que d’une compréhension claire de sa physique intrinseque. En tous
les cas, la matrice de stabilité se simplifie grandement pour le mode replicon, pour
lequel, par définition, [ du g(u) =0 et full du g(u) = 0. Dans ce cas on trouve une
matrice de stabilité symétrique :

e pour u < uf,

M(q,q,u,u') =
Ty = (T))?0q Thdey (Tp = (CeTpubq (T — (Lp))T polgq
_ié(u _ u,) * Pgéqq/ Fgl“ﬂ,éqq/ _ PbFfb(;qgv’
4,6 * * chbéqq/ (Ff —~<Ff>)Fb6qq/
* * * F%béqq,
(A.47)
® pour u > uf,
M(q, q',u,u') =
Ty — 11f)25qq’ + %Vzg[F] I:J%béqq’ (Ff:}jf)rfb‘sqq’ (Ffjff)rfb‘sqq’
—ié(u — ) * ngqq/ F}LFfb‘sqq’ _ Fbrfb(squ’
46 * * F?‘béqq’ (Ff i Ff)l—‘bdqq’
* * * F?béqq/
(A.48)
avec
1 1
P =3 [ du [ (gl (a.0M 0. .ol g0 (A49)
0,4 0
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Annexe A Méthodes variationnelles

et [9]" = [g7, 9bs 91, gbs]. Pour ce mode la condition de marginalité s’écrit

> M(g,qu,u)[g(q,u)] =0 (A.50)

Pour u < u; on trouve une condition triviale, g(u) = 0 ou Ups/m+\/ KK/ (vsvp) = 1,

tandis que pour v > u; on trouve :
4 (TKp\° 1
(2 iy =1 (A51)
v o -+ %
qui devient a la limite L — oo,

$8/2 _ (WKf>2 Vi (F) (A52)

! vr ) J1-g%

et ferme effectivement le systeme d’équations auto-cohérentes.

A.4 Solution 2RSB

Pour décrire la phase totalement localisée on cherche des solutions RSB dans les
deux secteurs, fermionique et bosonique. Nous avons trouvé qu’il est impossible de
trouver un systeme d’équations auto-cohérentes avec des solutions 1RSB dans chaque
secteur. En revanche, il est possible d’écrire un tel systeme en supposant une brisure
2RSB dans un des secteurs et 1RSB dans 'autre. Nous procédons selon les mémes
lignes que dans la section précédente, avec maintenant deux points u; et uy repérant
les deux marches.

) =0

) = o) =28V [FY],
oy <u<1) = o) =28VH[F?)],

)

)

op(u <ug) = 0,
oy <u<1) = o =28V,[BY). (A.53)
On définit également
A 7TKf p 11T ! 2
Ip(w,) = 2 . / dr (1 — coslw,7]) (Va[F ()] — VH[FP)), (A.54)
f Jo
~ 7TKb B =Y / 2
Ig(w,) = 21)_ dr (1 — cos|w,7]) (V5[B(1)] — VB[B( )]), (A.55)
b 0
S TK / / /
Spo= 257’” [ VA[FO] 4+ g (VR [FP) = VR FON] (A.56)
Yp = 2&”0—[("@42\/5[3(2)] (A.57)
b
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A.4 Solution 2RSB

L’inversion du propagateur conduit a

2
K % + ¢* + Ir(wn) + Sr
B® — I Z T8 s . (A.58)
q,iwn, (U—%‘—Fq +IB wn)( +q +[F wn)+2f>—g2q4
2
2 K %4 q + Ip(wy) + 25
F® = =% TRy _ i (A.59)
gion  Of (“—S+q2+IB )( +q¢* +[Fwn)+2f>—gq

Up

(¢ —i—f]B)Af]g)ngQqQZB
¢®+%5)(¢* + Sr) - 92(14) (q2(1—92)+2§5))
(A.60)
Ly (VF[F = VEIFD)) et
f]g) = 2BWU—I;fu1V§[F(1)]) ~ tels que Yp = XAJ%D + AEF . Comme dans la sec-
tion précédente nous avons besoin de deux équations supplémentaires pour

déterminer u; et us et clore le systeme. On utilise, par analogie, le méme critere
de stabilité, a savoir la condition de marginalité du mode replicon caractérisé par
1

F@ _pl) — o )
7T vf UQ/BL Z (

< . : (2
ou mnous avons introduit AE%) =

(751 u
[ du g(u) =0, [du g(u)=0et [dug(u)=0.La matrice de stabilité s’écrit
0

u1 u2

e pour u < uy, M(q,q,u,u') = —ﬁé(u—u’)x

Ty — <Ff>)25qq’ B 11?‘1)5%’ (Pf - <F ))Ffb5qq (Pf - <Ff>)rfb5qq
* (Ty = (T5))?6qq (T — (To))T fb5qq (T = (Tp)T g
* * F »0qq Ty - (FfZ)(Fb — (T))dqq
* * * F;béqq’

e pour u; < u < U2,

A T%0, (T -1+ arP) Tpo  (Ty =P + AT Ty
* (fb - <Fb>)25qq’ (Fb - <Fb>)rfb5qq’ (Fb - <Fb>)rfb5qq
x x T2, 600 (T -1+ AF(2)> (T — (Ts))d,y
* * * I‘fb‘sqq
(A.61)

® pour uy < u < 1,

Ay (Ff - )Ffbéqq (Ef - )Ffbéqq B
* (F _F )25qq + V]g[B (T — )Ffbfsqq (I — )Ffb5qq

* F?”b(sqq (ff - F( ))(Fb F(2))5%’
* * * F fb(sqq
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(A.62)
Par commodité dans les matrices on a noté
- 2 4
A = (Ff — +AP§?)) bur + TVAIFD). (A.63)
~ 4
Ay = Ty =TP)P6, + L VEIF®) (A.64)

Comme précédemment, sur le premier intervalle la condition de marginalité conduit
a une condition triviale. Sur le second intervalle on trouve

4 (7KN\? ., 1
/ a [q2(1_92)+2f ]

et sur le troisieme

K> K\ >
[4 (—f> VAIF®] Agp+1 4(—f) VHIBP] Ay +1| = (A.66)
vy vr
K\ (7K,
16 (%) (U) VAIFOVAB®] A2, (A.67)
f Ub
avec
~ 2
L (#+5)
r = 7 R R 2
E e s) (s -]
(#5)
4 1 q f
b — 7 ~ R 29
P (e s) (24 5) - o]
Afb _ l 7T2g2q4
© () (4 5) o

Ces deux conditions ferment effectivement le systeme d’équations auto-cohérentes.
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Annexe B

Echelles de bosons de coeur dur dans la
limite {|, >t

B.1 Gap au demi-remplissage

Nous tragons ici les grandes lignes du calcul perturbatif au second ordre en t/t|
menant a l’expression de la taille du plateau au demi-remplissage. Le point de départ
est la limite des barreaux découplées t/t; = 0. Le Hamiltonien fondamental s’écrit

Ho=—t1 Y (bl ,b,; +hc). (B.1)
J

Quatre états sont disponibles sur un barreau donné j : un état vide |0);, deux états
a une particule [1£); = (|7,1) +[4,2)) /v/2, et un état & deux particules |2);. Au
demi-remplissage, N = L, I’état fondamental est un produit tensoriel de L états
symétriques [L®) = |1+, 1+,...,14) et 'énergie de 1’état fondamental est Eéo) =
—t, L. On ajoute maintenant au probleme une amplitude de saut longitudinal non-
nulle mais faible ¢t < ¢, . Le Hamiltonien de perturbation s’écrit

Hi=—tY (bl ;b4 +he). (B.2)
3t
En agissant sur 'état |L(?)), H; crée 2L excitations particule-trou sur des barreaux
plus proches voisins,

L
H,|LO) = _tz {y1+,1+,..., 2,0,...,14) + |14+, 14,...,0,2,...,1+)|(B.3)
— () ()

Il n’y a pas de correction au premier ordre a 1’énergie du fondamental puisque
(LO|H,|L©®) = 0. La correction au second ordre est de la forme [138]

1

(2) _ 0 0
By = (Ll )’HlQoonHﬂL( M, (B.4)

ol )y est un projecteur, projetant sur I’espace complémentaire au sous-espace fon-
damental (composé ici d'un état non-dégénéré). Cette formule a une forme tres in-
tuitive : H; crée des excitations particule-trou, sélectionnée par (Qy. Puis H; agit
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Annexe B Echelles de bosons de coeur dur dans la limite t 1>t

une seconde fois, sur cet état excité. Une correction non-nulle est obtenue seulement
si le second processus ramene le systeme dans le sous-espace fondamental. Ici les
états excités ont une énergie —t | (L — 2) et QO[EEO) — Hp|™'Q peut étre remplacée
par QQo/(2t,). La correction au second ordre est alors Ef) = —2Lt?/(2t,), et nous
trouvons pour 1’énergie de 1'état a L particules

2

Ep=—t L —2L—. (B.5)
2t

Nous nous occupons maintenant des états a L + 1 particules. Elles sont L fois
dégénérées et s’écrivent dans la base des impulsions selon

L
1 o
L+ D) = = M1+, 1+, .., 14, 2, 1+,..., 1+). (B.6)
V2L ()
Leur énergie fondamentale est Eéoll = —t, (L —1). Hy peut soit déplacer la particule

supplémentaire (sur les barreaux voisins) soit créer 2(L—1) excitations particule-trou.
Hil(L+ 1)) =

L
t z‘kj<
— ) e T, 14, 1, 2 14 1)+ 14, 14, 14, 2 14, 1
\/2L; | (+1) Al =1 >

+ ) [|1+,1+,...,2,0,...,2,1+,...,1+>+|1+,1+,...,0,2,...,2,1+,...,1+>
phig—1 (») () () (4)
+14+, 14,0014, 2 0 0 L, 2,14,...,14)
(G-2) G-1) ()

+ 1+, 14, ..., 14,2, 0 , 2 ,1+,...,1+>>. (B.7)
() G+1) (5+2)

La premiere ligne résulte du saut de la particule supplémentaire sur les barreaux
voisins et apporte une correction au premier ordre a 1’énergie de 1’état a L + 1 parti-
cules, E&Zl(k’) = —2t cos(k). La seconde et troisieme ligne implique des états excités
apportant une correction au second ordre

1
2 0
E£+)1 - <(L + 1)](6 )|H1Qom

L+1 — 40

QoHy|(L+1)\),

Les états excités ont ici une énergie de —t, (L — 3) et on peut remplacer QO[E(LOll -
Ho|'Qo par Qo/(2t1). En agissant une seconde fois H; décale I’énergie d’une
constante (en agissant sur les états de la seconde ligne) comme pour 'énergie de
I’état a L particules. H; déplace aussi la particule supplémentaire sur les barreaux
deuxiéme voisin (en agissant sur les états de la troisieme ligne). La correction de
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B.2 Modéle effectif

second ordre est finalement E(Li)l(k) = —2(L — 2)t?/(2t,) — 2t*/(2t,) cos(2k), et
I’énergie corrigée pour 1'état a L + 1 particules est
t2 2
Epp(k) = —ti(L—1)—2tcos(k) —2(L —2)— — 2— cos(2k). (B.8)
2t 2t

Notez que 'on pourrait faire exactement le méme calcul pour I’énergie de 'état a
L — 1 particules, pour trouver la méme énergie. Ainsi, la taille du plateau au demi-
remplissage est donnée par Ay = 2[EL1(0) — Ey] :

2t?

Ay =2t —4t+ —. (B.9)
i1

B.2 Modele effectif

On peut aussi utiliser une méthode quelque peu différente pour obtenir le Hamilto-
nien effectif au second ordre en perturbation pour les remplissages incommensurables
[136, 137]. Le point de départ est le modele original que I'on récrit sous la forme
H =Hy+ H., avec :

Hi = —tz <bz,jbz,j+1 + h'C-> — (1= pe) ZW,J‘
j.l Ji
Ho = —to Z (bljb;j + h.c.) — fe Z Ny,
J

=12

(B.10)

et p. = t,. Pour le Hamiltonien fondamental #,, les états |14); et |2); ont la
meéme énergie Fy = —2t, . Appelons Py le projecteur sur le sous-espace fondamental,
constitué de 2% états. Dans ce sous-espace, |1+); and |2); sont les seuls états autorisés
sur un barreau donné j. Appelons )y le projecteur sur 'espace complémentaire. Le
Hamiltonien effectif au second ordre est

Het = PoH1 Py + PoHAQo[E — Ho) ' QoH1 Py, (B.11)

avec E la valeur propre du sous-espace dégénéré en considération. Ici, étant donné le
sous-espace dégénéré et la forme de H 1, I’état excité virtuel est un état avec un barreau
vide. Alors, dans tout ce qui suit, Qo[F — Ho]™'Qo = Qo[—2t, L+2t, (L —1)]7'Qo =
—Qo/(2t,). Dans la contribution au premier ordre, I'action des projecteurs Py peut
étre implémentée en utilisant des opérateurs de spin 1/2 au lieu des bosons

1

[N

bjn= bj2= /2 i (B.12)
1

bji= bja= EU]-_, (B.13)
1 1
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Annexe B Echelles de bosons de coeur dur dans la limite t 1>t

Alors,

J

3
PoHiPo=—tY (ofoj +He) = (p—pe) Y (a;. + 5) : (B.15)
J

Il nous faut maintenant calculer PyH1QoH1Fy. Nous avons vu dans le calcul précédent
que la seule maniere de créer un état excité est de laisser H; vider un barreau occupé
par une particule. Soit 7 un tel barreau. Le terme intéressant dans QyH1 P, est de la
forme

(1 —mnj1— nj,Q)(b;r'H,lbj,l + b;r'+1,2bj,2)P0 (B.16)

Maintenant on doit appliquer PyH,Q)y sur ce terme et ramener le systeme dans le
sous-espace fondamental. Comme nous I'avons déja vu, il y a deux fagons de le faire
a) Agir avec Po(b;,lij,l + b;72bj+1,2)(nj+171 + njy12 — 1) et retrouver 'état initial.
La contribution correspondante a la correction du second ordre est une interaction
attractive aux plus proches voisins, de la forme

t? N N R
g IS
J

ol nous avons utilisé les opérateurs de spin 1/2 pour forcer la projection.

b) Agir avec lDo(l);,lbj_L1 + b;,ij—LQ)(”j—Ll +nj_12—1). Ce terme génere un terme

de saut aux seconds voisins de la forme

t? P U
—5r 20 |5~ i (B.18)
J

Une transformation de Jordan-Wigner transforme ce Hamiltonien en le Hamiltonien
d’une bande de fermions sans spin avec des sauts aux plus proches voisns et des
interactions attractives

Hyg = —tZ [C}Cj_}rl + H.c.} — (10— pe) Z(nj +1)

J

t2
— |:CT (1 —mnj)cjs1 + H.c.]

ot 4= 771
J
t2
S BBl (B.19
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B.3 Calcul de K, et v. dans la limite de couplage fort

B.3 Calcul de K et v. dans la limite de couplage fort

Nous esquissons brievement le calcul conduisant aux expressions perturbatives
(IV.AT) et (IV.53) pour K, et v.. Nous commencons du Hamiltonien effectif de
I'équation (IV.12), dérivé dans la section 1V.2.2.2, et extrayons les parametres de

Luttinger © and K. La forme de basse énergie du Hamiltonien est [81] :

h
=l / d [05(V0)* + v (VD)2 (B.20)
T
ou les deux vitesses vy et v sont reliées a I’énergie du fondamental
L (0*Egs
= —— B.21
N hm < ON? )NO’@:O’ ( )
Ln (0?E,
vy = =L ( fs) , (B.22)
h a(p No,p=0

N . , .. . . s . . T g T
ou  est un angle imposé sur les conditions aux limites périodiques selon ¢;, ; = e"?¢;

et Ny est le nombre de particules. En suivant Cazalilla [35], I'énergie du fondamental
est calculé perturbativement en t/t, comme Egg = (Hg)o + (H1)o, avec

Ho= —tY [c}cj+1 + h.c] (B.23)
j
2 ;
H, = T [cj_l(l —nj)cjy + h.C:|
j
t2
. (1= n;)(1 = nj11) (B.24)

En utilisant le théoreme de Wick,
Egs = —tL(fi + f-1)

2
o LU= fo)(fa o foa) + (i = Fa)? + 23]
1

(B.25)

avec f, = (c; +pC;i)0- Notez que fo = p = No/L est la densité des fermions sans spin.
Nous trouvons, apres un peu d’algebre et dans la limite L — oo :

2 2

vy = 2tsin(np) + — cos(2mp) — —
7TtJ_ 7TtJ_

2t .
+t_(1 — p)sin(27p), (B.26)
L

At? 2t

vy = 2tsin(np) + —— sin®(7p) + ——(1 — p) sin(27p).
7TtJ_ tJ_

(B.27)
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Annexe B Echelles de bosons de coeur dur dans la limite t 1>t

Finalement, nous identifions les parametres de Luttinger v et K en utilisant les
relations 0K = vy et @/ K = vy et trouvons

) ot sin(n5
i o= qy 2tsin(m) (B.28)
tJ_ s
" o 2t . .
v = 2tsin(np) 1+t—(1—p)cos(7rp) . (B.29)
il

Nous établissons dans le chapitre IV que pour des grandes valeurs de ¢, /t I'iden-
tification correcte pour les parametres de Luttinger originaux est K, = K /2 and
Ve = 0.
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